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前 言 


在 人 类 开始 路 入 21 世纪 的 历史 时 期 ,人 和 们 已 普遍 地 看 到 
了 一 种 历史 现象 , 即 数 学 问题 的 多 样 性 与 数学 应 用 的 广泛 性 
及 深入 性 ,已 经 成 为 现代 科技 发 展 的 重要 特征 .可 以 预期 , 伴 
随 着 计算 机 科技 在 新 世纪 里 的 不 断 发 展 ,此 特征 今后 还 将 以 
更 高 的 水 平 显 示 出 来 . 

在 中 国 , :和 料 学 技术 是 第 一 生产 力 ”( 邓 小 乎 名 言 ) 已 逐渐 
威 为 人 们 信奉 的 朴实 真理 .国家 富强 显然 要 以 第 一 生产 力 即 
科技 的 发 达 为 必要 条 件 .但 是 ,如 果 没 有 近 、 现 代 发 展 起 来 的 
数学 各 分 支 学 科 作 工具 ,当然 也 就 不 会 有 现代 科技 .因此 " 国 
家 富强 这 须要 依靠 数学 发 达 " 这 和 负 经 典 名 言 ( 拿 础 仑 
(Napoleon) 名 言 ) ,自然 也 是 一 条 不 容 置 疑 的 客观 真理 ， 

基于 上 述 认 识 ,在 华中 理工 大 学 出 版 社 的 惕 议 与 委 荡 下 ， 
我 们 通过 集体 协作 ,努力 编 莫 了 这 部 《现代 数学 手册 让 巨著 ,其 
目的 正 是 怀 着 对 我 国 将 在 新 世纪 里 能 尽快 成 为 富强 国家 的 热 
切 需 望 ,而 欲 为 科技 界 提 供 一 份 力 所 能 及 的 奉献 ,具体 说 来 ， 
这 部 工具 性 巨著 服务 的 读者 (或 使 用 者 )} 对 象 ,包括 广大 科学 
工作 者 、 工 程 技 术 人 员 、 经 济 管理 工作 者 、 高 等 院 校 的 教师 和 

那么 ,作为 数学 工具 书 , 这 部 巨型 手册 要 求 具备 哪些 特点 
呢 ? 在 编写 过 程 中 ,出 版 社 负 责 人 和 我 们 达成 了 一 项 共识 . 即 
手册 应 具备 科学 性 、 先 讲 性 、 实 用 性 ,规范 性 与 简明 性 .200 余 
位 扎 稿 人 与 审 稿 人 (来 自 中 国 科 学 院 、 北 京 大 学 清华 大 学 、 复 
旦 大 学 、 南京 大 学 .浙江 大 学 、 北 京师 范 大 学 、 厦门 大 学 、 上 海 
交通 大 学 西安 竟 通 大 学 、 中 国 科 技 大 学 、 南 开 大 学 、 武 汉 大 
学 、 华 中 理工 大 学 ,大连 理工 大学、 南京 航空 航天 大 学 、 陕 西 师 
范 大 学 等 40 多 所 高 校 与 研究 所 ) 按 照 这 些 特点 和 要 求人 村 出 了 
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艰 痊 的 劳动 .我 们 要 感谢 他 们 的 通力 合作 与 努力 ,使 本 手册 基 
本 上 体现 了 上 述 所 希 蔓 的 特点 或 特色 . 

为 了 读者 选 购 和 使 用 方便 ,本 手册 分 5 卷 出 版 ,分 别名 为 
“经 典 数 学 卷 "、 “近代 数学 邦 "“ 计 算 机 数学 邦 "“ 随 机 数学 
着 "和 “经 济 数 学 着 .需要 指出 的 是 ,各 个 分 支 ( 篇 目 ) 的 归属 
是 相对 的 ,这 里 考虑 了 各 分 着 篇 幅 大 小 的 平衡 问题 .例如 ,，“ 蒙 
特 卡 罗 法 ”这 一 篇 也 可 归 入 “计算 机 数学 卷 ”. 

我 们 要 感谢 诸 分 卷 主 编 为 精心 组 稿 、 编 稿 、 审 稿 仁 出 的 精 
力 和 时 间 .特别 要 对 中 国 科学 院 两 位 老 院士 钱 伟 长 先生 与 吴 
诡 俊 先生 ,以 及 杨 卡 子 院 士 乐 感 担任 本 手册 的 顾问 而 致 以 诚 
要 的 谢 忱 .最 后 ,还 要 对 华中 理工 大 学 出 版 社 具有 远见 车 识 的 
负责 人 和 埋头 若干 的 编辑 人 员 与 我 们 在 本 手册 的 生产 全 过 程 
中 的 互相 配合 和 精诚 合作 , 深 表 谢 忱 . 


《现代 数学 手册 加 编纂 委员 会 
主编 ” 检 利 党 
1999 年 12 月 于 武汉 
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怎样 来 回答 什么 是 数理 逐 辑 这 样 一 个 问题 呢 ? 我 们 为 此 而 查阅 了 一 些 辞 海 、 
辞典 .数理 逻辑 教材 或 专著 ,首先 觉得 问题 的 全 面 回 答应 涉及 数理 送 缉 的 定义 、 研 
究 对 象 ,研究 领域 与 学 科 归 属 等 四 个 方面 ,当然 ,其 中 定义 这 个 方面 是 最 根本 的 . 
其 次 又 深 感 对 于 数理 逻辑 这 一 学 科 , 尚 没有 一 个 统一 而 被 一 狼 公 认 的 定义 ,有 的 数 
理 曙 辑 著作 中 完全 不 谈 这 个 问题 . 现 经 对 数理 逻辑 历史 发 展 中 的 几 个 相关 侧面 的 
认真 研究 和 分 析 考 察 ,并 综合 各 家 所 言 之 长 ,我 们 惨 向 于 采纳 如 下 方式 来 回答 什么 
是 数理 逻辑 这 个 问题 . 

1. 数理 运 辑 的 定 这 

数理 逻辑 是 用 数学 方法 去 研究 诸如 推理 的 有 效 性 ,证明 的 真实 性 .数学 的 真理 
性 和 计算 的 能 行 性 等 逻辑 问题 的 一 门 学 科 . 

当然 ,对 此 也 可 等 价 地 这 样 说 ;数理 思 辑 是 用 数学 方法 研究 各 种 推理 中 之 逻辑 
问题 的 一 门 学 问 , 其 中 主要 包括 推理 的 有 效 性 ,证 明 的 真实 性 、 数 学 的 三 理性 ,计算 
的 能 行 性 等 之 逻辑 问题 . 

2. 数理 未 辑 的 研究 对 条 

数理 逻辑 以 推理 本 身 作 为 自己 的 研究 对 梨 . 其 中 主 继 包括 演绎 推理 、 形 式 推 
理 、 数 学 推理 和 各 种 近 现 代 的 非 经 典 推理 ， 

3. 数理 软 辑 的 研究 领域 

作为 数理 还 辑 之 研究 领域 的 历史 性 确认 部 分 包 揪 逻辑 演算 .集合 论 .模型 论 、 
递归 论 和 证 明 论 等 5 大 块 , 但 作为 数理 逻辑 研究 领域 之 近 驶 代 发 展 部 分 ,还 应 包括 
诸如 模 态 再 辑 .多 值 逐 辑 . 非 单 调 滥 辑 ,归纳 逻辑 ,开放 侵 加 ,中 介 逻 辑 演算 、 中 介 公 
理 集 合 论 等 各 种 各 样 的 非 经 典 逻 辑 分 支 . 

4. 数理 逻 辐 的 学 科 归 属 

数理 逻辑 是 还 辑 和 数学 互相 交织 在 -- 起 的 一 门 边 缘 性 学 科 ,或 者 说 ,数理 逻辑 
网 是 一 门 逻辑 化 了 的 数学 分 科 ,又 是 一 个 数学 化 了 的 逻辑 分 支 . 

此 外 ,数理 逻辑 一 词 ,在 传统 土 又 有 所 谓 狭 尺 的 数理 屠 辑 与 广 沁 的 数理 逻辑 之 
说 ,其 中 和 狱 尺 的 数理 逻辑 指 的 是 两 个 二 目 运 辑 演算 系统 , 刀 -- 值 命题 还 辑 演 算 系 统 
和 谓词 泌 辑 演算 系统 .而 广 兴 的 数理 逻辑 则 除了 其 基础 部 分 , 即 所 说 的 两 个 二 值 逻 
辑 演算 系统 之 外 ,还 应 包括 传统 上 的 四 论 , 即 集合 论 . 模 亚 论 、. 递 好 论 和 证 明 论 . 然 
而 由 上 交 所 论 , 数 理 人 逻辑 的 研究 领域 ,根据 数理 逻辑 的 现 柜 发展 ,除了 有 逻 辑 演 算 和 
四 论 这 了 去 块 之 外 ,还 应 包括 近 现 代 发 展 起 来 的 各 种 非 经 上 典 妈 辑 .那么 , 想 据 这 一 
观点 ,再 来 划分 狐 光 和 和 广 闷 数理 逻辑 时 ,我 们 又 应 如 何 界 多 :各 种 非 经 典 逻 辑 的 归属 
呢 ? 经 研究 后 认为 ,各 种 非 经 典 逻 辑 中 的 纯 逻 辑 演算 部 分 应 统统 纳 人 和 锋 闵 的 数理 
逻辑 范围, 如 各 种 多 值 慰 辑 演算 . 模 态 逻辑 演算 .时 态 罗 和 辑 演算 ,以 及 中 介 逻 辑 演 算 
等 等 ,而 广义 的 数理 北 辑 , 则 除了 包括 经 上 典 逻 辑 演算 ,省 种 卡 经 典 逻 辑 演 算 和 传统 


了 
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意 尺 下 的 四 论 之 外 ,还 应 所 括 各 种 非 经 典 逻 辑 中 的 非 脖 辑 演 算 的 相关 内 容 ,诸如 以 
中 介 童 辑 演 算 为 推理 工具 的 中 介 公 理 集 合 论 ,中 介 模 型 论 和 中 介 证 明 论 等 等 . 


1 经 典 二 值 迎 辑 演算 


1.1 偿 辑 演算 简 述 


1.1.1 冰 辑 演算 


退 辑 演算 是 为 了 研究 推理 中 前 担 和 结论 之 间 的 形式 关系 而 构造 的 形式 系统 ， 
也 是 使 妹 维 严格 化 与 精确 化 的 一 种 有 规则 的 符号 推演 系统 .这 种 系统 通常 有 如 下 
组 成 部 分 : 

{了 0) 原 始 符 号 ,如 赛 元 . 常 元 ,联结 符号 和 分 组 符号 等 ,也 是 系统 的 字母 ; 

(2) 形 成 规则 , 异 此 规定 慎 么 样 的 符号 操 是 有 意义 的 ,并 称 为 合式 公式 ,又 规定 
什么 样 的 符号 串 是 无 意 习 的 , 即 不 是 合式 公式 ; 

(3) 作 为 推理 工具 的 公理 和 推理 规则 . 

德国 逻辑 学 家 莱 布 尼 兹 (Leibniz) 初 步 构造 了 逐 辑 演算 的 体系 ,英国 数学 家 布 
尔 { Boole) 是 第 一 个 在 逻辑 学 中 应 用 数学 方法 或 功 的 人 ,创立 了 逻辑 代数 . 弗 莱 格 
(Frege) 则 首先 建立 了 初步 自足 的 傅 器 逐 辑 演算 和 一 阶 谓词 演算 . 


1.1.2 二 值 远 畦 演算 


经 典 的 一 值 逃 辑 演算 分 为 命题 运 辑 演算 和 谓词 逻辑 演算 .其 中 命 压 逻 辑 演算 
只 研究 复合 命题 的 逻辑 形式 以 及 复合 命题 之 间 的 推理 关系 , 共 中 复合 命题 是 由 简 
单 命题 经 使 用 命 顾 连接 词 连接 而 成 的 ,命题 逻辑 演算 把 简单 命题 作为 整体 考虑 ,并 
不 剖析 简单 命题 内 部 的 还 辑 形 式 . 但 谓词 逻辑 演算 则 不 仅 要 研究 复合 命题 的 逻辑 
形式 和 复合 命 晤 之 间 的 推理 关系 ,还 要 分 析 简 单 命 题 的 轩 辑 形式 ,以 及 命题 ,命题 
五 数 经 使 用 命题 连接 词 与 量词 所 构成 之 复合 命题 的 逻辑 形式 ,进而 研究 这 些 复合 
命题 之 间 的 推理 关系 ， 


1.2 ”命题 还 辑 演 算 的 自然 推理 系统 / 闻 


下 面 构 造 命 题 逻辑 演算 的 自然 推理 系统 铺 
1.2.1 形式 语言 La 


首先 建立 形式 后 言 12, 表 在 fa 之 上 本 以 推理 工具 而 构成 镶 . 现 为 建造 和 描 
述 1n ,需要 用 到 元 语言 变 元 和 元 语言 常 元 . 宕 这 里, 元 语言 变 元 有 如 A、B、C、4、 
BCPam ai=12 7) ,其 中 4、B8.C、4;,BB、C(i =1,2,…) 的 值 域 是 


1 经 典 二 值 冯 辑 演算 5 ， 


LaWff 全 体 所 攀 成 的 集合 ,而 夏 .4、T、A(i =1,2,…) 的 值 域 是 laWf 有 穷 序 烈 全 


体 构成 和 的 集合 . 
在 这 里 ,记号 TawWf 是 “形式 语言 2 中 之 合式 公式 ”的 简 记 ,以 后 规定 
steoon EAAAAA 
表示 =*。。eo。 就 是 AAAAAA,AP: eee 被 定 久 为 A BSAA, 秽 如 , “合式 公式 ” 


简 记 为 Wf, 王 是 即 为 


灵 如 我 们 有 
LaWi “形式 语言 La 中 之 合式 公式 
为 今后 行文 简洁 起 见 , 令 
Re 刚 。。 


2 和 … 当 芒 人 条。。 
如 所 若 ， 形式 语言 应 由 它 的 基本 符号 ( 即 原始 符号 库 ) 和 名 的 形成 规则 构成 . 
在 这 里 ,za 的 基本 符 导 为 
A 
pigoritr srti= 1,2,."), 
其 中 .A,V ,一 , 品 是 La 的 5 个 命题 联结 词 . 它 们 的 名 称 依次 为 :否定 词 . 合 取 
词 . 析 取 词 .蕴涵 词 和 等 值 泗 . 丸 依 次 解释 并 读 为 :“ 非 "“ 且 "、“ 或 “如 采 …, 则 
"5 当 且 仅 当 ”. 叉 {( ,依次 为 左 插 号 . 右 括号 .逗号 ,它们 是 一 些 技术 符号 .此 
并 ,pqgr:mgyrti=12… 是 市 题 符号 ,这 是 用 以 表 和 命题 的 符号 ,其 个 数 是 
无 穷 儿 个 . 
此 处 还 应 注意 :一 与 一 是 相关 自然 语言 的 缩写 ,因而 直 元 语言 符号 ,不 能 与 [a 
中 的 形式 符号 一 与 * 混 清 . 
一 个 命题 的 真 或 作 称 为 命题 的 真 假 值 ,也 简称 为 命题 的 真 值 . 通常 以 上 和 所 或 
TT 和牛) 分 别 表 示 命 题 的 真 值 或 假 值 .在 二 值 运 辑 中 , 任 - 一 市 题 只 有 t 或 /这 两 个 可 
能 竟 值 .四 此 ,命题 联结 词 4 是 由 1T, 让 i 到 1 了 , 所 移 一 元 上 映射, 而 其 余 四 个 联结 证 ， 
A,Y ,一 ,+ 都 是 由 |T,Fi? 到 17T,F1 的 二 元 映射 .它们 的 具体 映射 值 可 由 如 下 的 
真 什 襄 体 现 出 来 . 


PA 上 了 上 了 
上 | 了 了 t+ | f 
ff t If tt 


因而 这 些 命题 联结 词义 称 为 真 值 明 数 . 


*” 时“ 


第 1 篇 数理 逻辑 


定义 1 任何 一 个 La 的 基本 符号 之 有 穷 序列 ,叫做 fa 的 一 个 公式 ， 
在 ia 中 ,也 要 区 分 合乎 语法 的 公式 和 不 合乎 语法 的 公式 , 即 所 谓 WE 与 非 
下, La 全 是 由 fa 的 形成 规则 来 定义 的 . La 的 形成 规则 有 如 于 5 条 : 


闻 员 全 展开 到 


单独 一 个 命题 符号 是 LaWff; 

A 是 LaWwH- 4 是 LawWtr 

用 ,日 均 汶 La 镍 全 -4 一 号) 是 LaWi; 
4 再 均 鸭 Lay 一 (4A) 是 LawWf; 
4 ,五 地 为 LaWi(4YV BB) 是 LaWf; 
4 下 均 为 LaWf- (4e 吕 ) 是 LaW. 


定义 2 形式 语言 fa 的 一 个 公式 4 是 LaWfi4 由 fa 的 形成 规则 生成 . 

Ln 关于 生成 LaWwH 的 6 条 形成 规则 可 分 为 两 类 ;第 一 :类 是 直接 生成 一 类 
LaWH, 其 中 有 Rn ,就 是 命题 符号 ,也 称 为 原子 公式 .而 其 余 的 RE ~ R56 归 为 第 二 
类 ,它们 都 旺 确 定 一 些 运 算 ,对 已 生成 之 LaW6 应 用 其 中 之 运算 生成 新 的 LaW 在 ， 


1.2.2 形式 推理 规则 
下 面 给 出 Pr 中 配套 于 La 的 推理 工具 , 匈 如 下 的 志和 条 形式 推理 规则 


Ril 442 上 上 2 {EE) 
Ri2 THACAFRO) FA TT FA; {r) 
R3 FA=A FA; {ro) 
RM rT,J-AF8,- 8 oT HA; (7 ) 
Ri5 A-—=B,ATDB, (一 -) 
RS 了 ,4 上 83 三 上 上 4 一 8; (一 +) 
Ri7 4A 呈 4, 有; (A.) 
Ri A,RHFAADB; (A.) 
Ri9 AFC,BHCsAV BFC; (V_) 
Ril0 A FAYB,BY A; (VV.,) 
Rill 40B,At8B, 

A BFA; {+>.) 
Rl2 rT,AFB,T,BHA=ST FA B. (or, ) 


对 于 上 面 12 条 形式 推理 规则 ,各 有 一 个 名 称 , 又 从 各 不 相同 的 侧面 反映 了 演 
绎 推理 中 之 相应 的 推理 思想 , 现 将 它们 的 涵义 分 述 如 下 . 

Ril 叫做 肯定 前 提 律 , 简 记 为 (GE ). 其 涵义 指 , 对 前 提 中 的 每 个 命题 而 言 , 均 可 
作为 由 整个 前 提 所 推出 的 结论 . 

Ri2 称 为 传递 律 , 简 记 为 (r) .其 涵义 指 ,由 一 定 的 前 提 推 出 一 些 命题 ,又 由 这 
些 命题 推 出 了 某 个 命题 , 则 由 原来 的 前 提 就 可 推出 该 命题 . 

Ri3 称 为 增加 前 提 律 , 简 记 为 (ro) .其 涵义 指 ,如 果 在 系统 内 除了 非 为 出 发 点 的 
床 始 思想 规定 (或 公理 ) 外 ,不 加 和 任何 其 它 前 提 就 能 推出 某 个 命题 时 , 则 在 加 上 一 些 
前 担 的 条 件 下 ,也 能 推出 该 命题 . 

Ri4 叫做 到 证 律 , 简 记 为 (人 ). 其 酒 头 指 ,如 采 在 一 定 的 前 提 丁 之 下 ,再 设 定 4 


1 经 典 二 值 逻 辑 演算 ， 了 3 了， 


假 { 即 设 定 "~ 4 为 真 ) ,并 由 此 就 能 推出 于 相 了 矛盾 的 命题 ( 即 9, 吾 ) ,那么 由 原来 的 
前 提 就 能 推出 4 为 真 . 反 证 律 反 映 了 演绎 推理 中 之 反 证 法 的 推理 思想 . 

Ri5 叫做 区 涵 词 消去 律 , 简 记 为 (一 - ) ,其 涵 尽 指 , 由 “4 荀 涵 吾 ", 则 4 可 以 推 
出 如 ,这 是 演绎 推理 中 之 根 言 推理 思想 的 反映 . 

Ri6 称 为 蕴涵 词 引 人 律 , 简 记 为 { 一 ,). 其 涵义 指 , 如 果 在 一 定 前 提 下 ,再 设 4 
真 ,就 能 推出 8, 那 么 由 原来 的 前 提 就 能 推出 "4 草 肖 号”. 

Ri7 叫 教 合 取 词 消去 律 , 简 记 为 (A _). 其 涵义 指 ,由 4 且 B 可 推出 其 中 之 4， 
也 可 推出 其 中 之 8. 

Hi8 叫做 合 取 词 引 人 律 , 简 记 为 ( A ,)., 其 涵义 指 ,由 4 为 真 , 同 时 又 设 定 B 为 
真 ,那么 由 此 即 可 推出 “4 旦 8" 为 真 . 

Ri9 称 为 析 取 词 消 去 律 , 简 记 为 (VY . ). 其 涵义 指 ,如 果 由 4 能 推出 C, 同 时 由 
号 也 能 推出 C, 则 由 “4 或 8" 就 能 推出 C, 这 反映 了 演绎 推 谋 中 之 分 情形 证 明 的 推 
理 思 想 ， 

R10 称 为 析 取 词 引 人 律 , 简 记 为 (Y , ) .其 涵义 指 ,由 4 能 推出 命题 “4 或 中 
和 “8 或 4”, 其 中 8 为 任何 命题 . 

Rill 叫 叙 等 值 词 消去 律 , 简 记 为 {e* _). 其 涵义 措 , 如果 4 和 上 B 是 两 个 等 价 命 
题 , 再 加 上 其 中 的 任何 一 个 命题 ,就 能 推出 另 一 个 命题 . 

Ri12 叫做 等 值 词 引 人 律 , 简 记 为 (< , ). 其 涵义 指 , 设 4 和 8 是 两 个 命题 ,如 
果 在 一 定 的 前 撮 下 .再 加 上 4、8 中 的 在 何 一 个 ,就 能 推出 荔 一 个 ,那么 由 这 个 前 
提 , 就 能 推出 4 和 上 8 是 两 个 互相 等 价 的 命题 . 

对 于 上 中 的 上 述 12 条 形式 推理 规则 ,可 以 分 成 两 类 :第 一 类 是 直接 生成 PP 
的 形式 推理 关系 .因而 包括 { 和 )(A_) (AT 一) VD ) 等 六 条 ,第 二 
类 是 确定 一 些 运 算 , 对 已 生成 之 某 种 形式 推理 关系 应 用 相应 的 运算 时 ,就 能 生成 新 
的 形式 推理 关系 .因而 包括 (5) ro} (VY ) (一 )】 {94) 等 六 条 . 

一 个 形式 系统 (人 运 辑 演 算 ) 和 通常 由 形式 语言 和 推理 工具 两 部 分 组 成 .而 综 上 所 
述 ,关于 PP 的 框架 结构 可 用 下 表 概 述 之 : 


基本 符号 ;7 AY ,pp,9， 
形式 语言 La rpisdirTiti=1,2,.…). 
第 一 类 :Rfl . 
pr LawE 的 形成 规划 和 篇 二 尖 "R RIG 


第 一 类 :{E)(A_) AUOV ) (0 -). 
第 二 类 :(rj (ml CVD) Je) 


1.2.3 形式 推理 关系 


权 据 Pr 中 的 形式 推理 规则 ,可 以 一 步 一 步 地 生成 PY 的 形式 推理 关系 .逻辑 演 
算 中 的 形式 推理 关系 也 叫做 形式 定理 .此 外 , 仅 由 此 的 12 条 形式 推理 规则 ,还 不 足 
以 说 明了 与 4 之 间 , 在 天 中 不 存在 形式 推理 关系 ,因而 还 要 引信 如 下 的 定 立 . 

定义 3 了 上 4 是 关中 之 形式 推理 关系 ee 也 上 4 能 由 六 中 之 形式 推理 规则 生 


推理 工具 
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成 . 
一 个 逻辑 演算 中 之 形式 定理 是 无 窃 无 尽 的 . 竹 这 里 ,只 列 出 10 条 重要 的 形式 
定理 为 例 . 
定理 1 4 上 4( 间 一律 ). 
定理 2 A 一 8,B8*C| 上 4 一 Cl 蕴涵 词 传 递 律 ). 
定理 3 TT,A4 上 #8,~8= 厂 上 二 7 术 归 雇 律 ). 
定理 4 T,AFC BT,B FCsT ,AYVBEFC. 
定理 5 AABH- (4-15). 
定理 5 上 -14A5n 4)( 无 矛盾 律 )， 
定理 7 4YV 昌 上 4 五 . 
定理 8 上 FAY- A{ 排 中 律 ). 
定理 93 A+sB 时 (AH)N( BA). 
定理 10 A 8, Be F443 Ct 等 值 词 传 递 律 ), 


1.3 谓词 运 辑 往 算 的 自然 推理 系统 让 


下 而 构造 谓词 逻辑 演算 的 自然 推理 系统 所 ,首先 要 给 出 配套 于 碎 的 形式 请 
言 , 记 为 I ,再 在 je 之 上 配 以 推理 工具 而 构成 壤 ， 


1.3.1 形式 语言 Le 


LeW6- 尘 “ 形 式 语言 Le 中 之 合式 公式 ”， 

另外 ,还 要 类 似 于 前 文 引 人 元 语言 变 元 ,只 是 分 别 将 它们 的 俏 域 扩充 到 LeWE 全 体 
构成 之 集合 和 LeWH 有 穷 序 列 全 体 所 构成 的 集合 等 等 . 

形式 语言 Le 的 符号 库 包括 如 下 基本 符 导 .首先 是 保留 形式 请 言 La 的 全 部 基 
本 符 竺 ,其 次 还 要 添加 下 述 抱 类 基本 符号 . 

(]) 量 词 :Y , 3 了 . 

2) 个 伟 词 :ateai Bcti=1,2,.…). 

(3) 谓 词 :fF,G,H,FG ,H(i=1,2,."). 

(4) 约 车 变 元 :YZ ,Zi=1,2,"). 

5) 技术 符号 :[ ,]. 
其 中 谓词 就 是 形式 语言 中 用 以 指称 论 域 中 之 个 体 的 性 质 , 或 者 个 悼 与 个 体 之 间 的 
关系 的 形式 符号 , 而 个 体 词 则 是 指称 那些 论 域 中 之 元 素 或 某 个 理论 的 研究 对 象 . 量 
词 ¥ 叫做 全 称 量词 ,解释 并 读 为 "所有", 3 叫做 存在 量词 ,解释 并 读 为 "有些". 因 
此 ,表达 式 yXEFCX) 读 为 "所 有 的 了 均 使 得 (XD) 成立” ,而 表达 式 KF (下 ) 读 为 "有 
些 使 得 Ff (成 立 ” .在 这 里 , 特 称 跟 在 量词 符号 Y 或 3 后 面 的 站 为 量词 的 作用 
变 元 ,P( 1) 叫 数 相应 于 其 前 面 的 量词 的 作用 域 , 而 作用 域 中 的 那个 X, 叫 做 被 相 
应 的 量词 后 面 的 同名 作用 变 元 所 约束 的 约束 变 元 .作用 变 元 与 作用 域 中 的 那个 被 
约束 的 变 元 , 叉 全 起 来 统称 为 约束 变 元 . 到 在 作用 城中 ,车 还 有 不 同 于 约束 变 元 的 
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其 它 变 元 (例如 个 体 词 e,b,… 等 ?出 现 , 由 于 它们 不 被 最 润 后 面 的 作用 蛮 元 所 约 
划 , 故 而 叫做 自由 变 元 .显然 , Ls 的 符号 库 是 Ls 的 符号 库 的 直 扩 张 ， 
定义 4 任何 一 个 fe 的 基本 符号 之 有 洲 订 列 , 训 敌 器 的 一 个 公式 ， 


1.3.2 Le 的 形成 规则 


当然 ,LeWff 是 由 fz 的 形成 规则 来 定义 的 . Le 的 形成 规则 有 如 下 3 条 : 
单独 一 个 命题 符号 是 LeWH; 

任 一 Ftal, o's 0 是 LeWH; 

4 是 LeWi 二 二 -44 是 LewWt; 

,是 均 次 LeWit(A—B) 是 LeWf 

A, 是 均 为 LeWE (4AB) 基 Lew 让; 

4, 卫 芍 为 LeWi 一 (4VB) 是 LeWf; 

4 号 均 为 LeWi (48) 是 LeWt; 

A(a) 是 LeWf,a 在 其 中 出 现 , 了 不 在 其 中 出 现 一 YI4(XE) 是 LeWtr; 
4f6) 是 ELewWtf,a 在 其 中 出 现 ,X 不 在 其 中 出 现 =, JAA( 人 是 Lewf. 
定义 5 形式 语言 fe 的 一 个 公式 是 LeWEEsA 由 Le 的 形 咸 规则 生成 . 


1.3.3 形式 推理 规则 


中 配套 于 fe 的 推理 工具 是 16 条 形式 推理 规则 .其 中 Ril~ Ril2 这 12 条 形 
式 推 理 规则 就 是 Pr 中 之 12 条 形式 推理 规则 秘 用 过 来 的 , 其 余 4 条 分 述 如 下 


是 员 村 尿 民 过 角 于 避 


Ril3 vxA(X) 上 4Ce) (YY¥-) 
Ri4 研修 4ta),a 不 在 本 中 出 现 ,=T 上 VY 证 (); (¥.,) 
Ris A(ta) 上 8,a 不 往 8 中 出 现 , 二 3A(X) 上 5; ，(39-) 


Ri6 Ata) 上 4CX}),ALX) 是 由 40a) 中 a 的 部 分 小 现 替换 为 Xx 而 得 (二 ,) 

RiB 号 枯 全 称 量 痊 消去 律 , 记 为 {YY_). 其 酒 关 无 非 恕 指 演 绎 推理 中 的 这 样 -… 
种 推理 思想 ; 即 若 基 学 科 之 论 域 中 的 一 切 个 体 丝 具有 某 个 作 质 时 , 则 可 在 该 论 域 中 
任 取 一 个 个 体 出 来 ,该 个 体 必 具有 该 性 质 ， 

Rik 吗 伍 全 称 量词 引 人 律 , 记 为 (Y,.) .其 涵义 是 指 演 绎 推理 中 之 如 下 的 推理 
瑚 想 : 即 若 在 某 学 科 陀 域 中 任 选 个 体 e ,总 能 在 某 种 前 提 下 推出 a 具有 性 质 .各 的 
话 , 则 在 同样 的 前 提 下 ,可 推出 论 域 中 -一切 个 体 都 具有 性 康 ,名 此 处 又 为 强调 对 论 
域内 个 体 的 选取 完全 任意 而 不 受 任 何 约 束 , 特 别 不 受 那 个 捧 出 它 有 性 质 .及 的 前 提 
的 约束 , 故 在 (¥,) 中 明确 规定 ”a 不 在 厂 中 内 现 "”. 

Rils 叫 敌 存在 量词 消去 律 , 记 为 (_). 其 涵义 是 指 演 泽 推 理 中 如 下 的 推理 思 
想 ; 若 某 学 科 之 论 域 中 任 选 的 个 体 ,只 要 a 其 有 性 质 , 关 . 钴 能 推出 结论 w ,那么 在 
肯定 论 域 中 存在 着 具有 性 质 .名和 的 个 体 情 况 下 .就 必 能 推出 结论 w. 又 由 于 强调 个 
体 a 之 选取 的 完全 任意 性 ,特别 不 受 欲 推 之 结论 q 的 约束 ,从 而 在 ( 9- ) 中 规定 a 
不 在 8 中 出 现 . 

Ril6 叫 司 存在 生词 引 和 大 律 , 记 为 (3,), 其 涵义 体现 演 汇 推理 中 的 下 述 推理 轧 
四 ;车 已 知 论 域 中 之 个 体 a 具有 性 质 .#, 那 么 邵 可 鱼 论 论 域 中 大 在 戎 有 具有 有 性质 .< 
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的 个 体 .此 外 ,在 这 里 既 不 要 求 用 天 取代 (a) 中 6 的 所 有 出 现 , 但 也 椒 排 夭 用 
肥 代 4 在 Ata) 中 的 所 有 出 现 . 
还 应 指出 :如 上 关于 量词 的 推理 规则 (¥_} (YY,)\( 9.),{,) 还 可 推广 到 包 
个 量词 的 形式 ， 
对 于 EL 中 的 9 条 形成 规则 和 所 的 15 条 形式 推理 规则 ,类 同 于 La 与 户 中 的 
讨论 ,也 都 可 分 为 两 类 .而 关于 扩 的 框架 结构 可 用 下 表 概 述 之 . 
基本 和 符号: ,人 A,V ,一 ,er, 则 ,3 ()，[,]， 
Disrspis dsrrk, ,HH, FF,t,, 
Ha,b cm bre NR, Y,Z,3,, 
FY, Zi=1,2,.). 
第 一 类 ;RI ,RD. 
LeWE 的 形成 规则 | 入 一 RB" Fi 
_ 第 一 类 :EAI AI 一 VIAL，)， 
推理 工具 { 第 二 关 (LT ), (VCY 3) 
因为 [6 和 记分 别 是 is 和 和 六 的 扩充 , 故 有 
和 是 LaWfi-A 是 LeWH， 
CHAE PS THAAER. 


形式 语言 
FY 


此 外 ,规定 
ac 并“ 不 在 下 中 出 现 "， 


6 中 好 < 不 在 B 中 出 现 ”. 


1.3.4 形式 定理 


呈 中 之 重要 形式 定理 有 如 ; 
定理 11 TT,Ata) HB,a€ Téa€ Bst, XA{ XY + BD: 
定理 12 VXYIACX,Y) HH yr YXACY, Y); 
定理 13 vxA(X) 上 ACX); 
定理 VEIN HH XACT); 
定理 15 Yi ACXY 轩 HACKX); 
定理 6 YY 纪 (一 有 上 | AX[ACX)B], XE 8; 
定理 17 AA WXB(X) H wi[AA B(X)), XE 4i 
定理 18 XACXYYV 3 本 ( HH 3XITLACIOY 可 (Fi 
定理 了 Vx[ACE)er BONY), YEXL BCE} CCN}), 
Fy¥X[ACXY COE) ]; 
定理 加 VX[ACIe BOO H YXLACX)-> BOE)]. VXE BCX)—> ACX)]. 
定 交 6 让 上 4 是 所 中 之 形式 定理 二 "上 4 能 由 所 中 之 形式 推理 规则 生成 . 
在 经 典 的 二 值 光 辑 演算 中 ,还 有 所 请 命题 逻辑 演算 的 重点 式 系 统 Pr 和 谓词 
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逻辑 演算 的 重 言 式 系统 下 .但 可 证 明 : 
(THAE PT FNE PP 
{FE Po FANE P’; 
THAE PotT HAYE FF’; 
{FAYE JW 上 IE FT. 
亦 即 Pr 与 瑚 互相 等 从 ,天 与 天 互相 等 价 ， 


1.4 ” 带 等 词 的 谓词 运 辑 演算 系统 1 


所 谓 带 等 词 的 谓词 水 辑 演算 系统 jl ,是 指 将 “等 间 " 扩 充 到 太 中 去 , "等 
词 " 是 一 个 二 元 谓词 ,用 形式 符号 过 表示 之 ,等 词 便 是 盖 的 名 称 , 解 释 并 读 为 "等同 
于 ”， 

1.4.1 20) 的 推理 工具 


Fw 的 推理 工具 ,首先 要 将 所 中 的 16 条 形式 推理 规则 全 部 称 用 为 EY 的 
形式 推理 规则 .再 外 加 如 下 两 条 形式 推理 规则 : 


Ri? Fa=a: {~ ) 
Rig 4fc,as 上 At5), 其 中 的 A() 是 由 A(a) 将 其 中 a 的 某 些 出 现 背 换 
为 所 而 得 . 《> 


其 中 RiP 叫做 等 词 引 人 律 , 记 为 ( 关 ，), 它 反映 了 演绎 推理 中 的 这 样 一 种 推理 
轧 想 , 即 论 域 ( 个 体 域 } 中 任何 一 个 个 体 总 与 它 自己 有 等 问 类 系 ,又 RS 叫做 等 问 消 
去 律 , 记 为 (~ ). 它 反映 了 演绎 推理 中 如 下 的 推理 思想 : 如 果 论 域 中 之 个 体 e 具 
有 人 性质 ,. 名 ,并且 个 体 a 与 个 体 8 具有 等 同 关系 ,那么 个 体 器 也 具有 性 质 .名 


1.4.2 FY) 的 重要 形式 定理 


美 于 Pt 中 之 重要 形式 定理 列 出 几 条 如 于 : 
定 捍 21 a 5 Fb oa; 

定理 入 ab ,be 上 ae 

定理 23 A(a) ,dt6) 上 -Aa 
定理 34 A{la) H YX(a Xr A(X)): 
定理 站 4fa) H 3xX(aE XA ACTD). 


1.5 ”逻辑 演算 的 语义 研究 简 述 


如 所 知 ,形式 系统 (还 辑 演 算 ) 是 不 附加 任何 实际 意义 的 符号 系统 ,在 这 类 演算 
系统 中 进行 推演 ,也 不 过 是 依据 一 定 的 语法 规则 对 形式 符 导 的 组 合 进行 机 械 变 形 
而 已 .然而 形式 系统 与 素 朴 数学 模型 的 联系 却 叉 是 必然 的 和 客 观 存在 的 .人 们 不 可 
能 去 凭空 构造 或 研讨 一 个 毫 无 实际 背景 的 形式 系统 .事实 上 ,构造 任何 一 个 形式 系 
统 时 ,都 有 -- 个 预定 的 实际 模型 ,而 当 反 摧 某 种 预想 模型 的 形式 系统 一 下 构造 , 则 
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对 此 形式 系统 又 可 和 作出 各 种 不 同 的 解释 ,如 此 ,在 构造 了 形式 系统 之 后 ,如 何 来 刻 
画 该 形式 系统 与 实际 模型 之 间 的 关系 ,及 如 何 严 格 地 从 数学 的 角度 去 裔 明 该 形式 
系统 怡 好 反映 了 它 的 预想 实际 模型 ,诸如 此 类 问题 的 探讨 ,就 要 对 形式 系统 再 作 严 
蕃 的 语义 研究 . 

大 发 说 来 ,在 严格 定 尽 了 语 闪 上 “4 真 "这 一 概念 之 后 ,再 疾 格 论证 如 下 结论 . 

结论 1 如 果 4 真 , 则 4 必 为 逻辑 演算 中 的 形式 定理 . 

结论 2 如 果 4 是 逻辑 演算 系统 内 的 形式 定理 , 则 4 真 . 

结论 1 是 指 : 凡 在 实际 模型 中 为 真 的 合式 公式 ,一定 能 为 :形式 系统 中 被 推演 出 
来 ,如 此 就 说 该 系统 其 有 完备 性 . 

结论 2 是 指 : 凡 在 形式 系统 中 被 推演 出 来 的 形式 定理 ,也 一 定 是 实际 模型 中 成 
真 的 定理 ,此 时 就 说 该 形式 系统 具有 可 靠 性 ， 

关于 形式 系统 的 严格 的 语 习 研究 ,除了 完备 性 与 可 其 性 之 外 ,还 要 研究 系统 的 
无 也 盾 性 { 扫 调 性 ) 、 紧 致 性 等 其 它 -- 些 总 体 特征 . 


2 集合 论 
2.1 古典 集合 论 与 近代 公理 集合 论 诞生 的 历史 背景 


2,1.1 集合 论 产 生 的 历史 背景 


集合 论 作为 一 门 独立 的 数学 分 支 的 诞生 和 发 展 ,万 是 19 世纪 的 事 . 当时 由 于 
工业 科学 和 自然 科学 的 莲 勃 发 展 , 大 大 推动 了 徽 积 分 的 理论 ;应 用 性 的 研究 ,同时 
六 迫切 要 求 英 定 其 理论 基础 ,此 外 ,当时 的 抽象 代数 与 几何 学 均 有 较 大 发 展 , 特 别 
是 群 . 环 . 域 论 与 点 集 拓 朴 的 开辟 和 研究 ,所 以 就 整个 经 典 数 学 而 言 ,就 迫切 要 求 去 
建立 一 个 可 以 统 括 各 个 数学 分 支 . 并 能 建树 其 上 的 理论 基础 . 正 是 在 这 一 历史 背景 
下 , 康 托 尔 (Cantor) 系 统 地 总 结 了 长 期 以 来 的 数学 的 认识 与 实践 ,缔造 了 一 门 胃 新 
的 学 科 一 一 集会 论 . 由 于 集合 论 的 思想 和 方法 渗透 到 数学 的 各 个 分 去 中 ,而 且 任 何 
-- 个 数学 概念 ,都 能 从 集合 论 的 概念 出 发 把 它 定 祥 出 来 ,任何 -条 数学 定理 ,都 能 
从 集合 论 的 感想 规定 出 发 把 它 推导 出 来 .因此 一 致 公认 集合 沦 可 以 成 为 整个 经 典 
数学 的 理论 基础 . 


2.1.2 志 典 集合 论 


由 于 近 红 公理 集合 论 的 兴起 和 发 展 ,人 们 特 称 康 托 尔 所 创建 的 集合 论 为 古典 
集合 论 , 父 估 康 托 尔 只 以 村 率 的 形式 陈述 他 的 理论 ,通常 又 叫做 朴素 集 合 论 . 康 托 
尔 创建 古典 集合 论 的 最 重要 的 思想 方法 就 是 概括 原 则 :其 意 指 任 给 一 个 一 元 谓词 ， 
即 柱 质 p, 则 就 能 把 所 有 具有 性 质 的 对 象 ,也 仅 由 这 些 具 有 性 质 p 的 对 象 , 汇 集 


起 来 构成 一 个 集合 .用 符号 来 表达 就 是 
=|xlptx)| 或 xEAcmp(tx). 

后 来 ,由 于 康 托 尔 李 人 和 别人 家 继 发 现 古 典 舍 合 论 中 有 人 悖 伦 { 妈 自 相 牙 盾 的 理论 )， 
特别 是 罗京 (Russell) 发 现 了 一 个 十 俘 基 本 而 且 直 接 涉 及 好 辑 理论 本 身 的 悖 论 { 称 
为 轩 案 悖 论 ) ,这 可 惊动 了 整个 学 术 界 ,因为 整个 经 典 数学 则 不 被 莫 定 在 一 个 巴 盾 
百出 的 理论 基础 上 , 怎 能 令 人 心安 ” 数学 家 和 侵 辑 学 家 不 能 不 认真 对 待 集 合 论 的 
悖 论 问题 .为 了 在 集合 论 中 炊 免 悖 论 的 出 现 , 曾 有 和 多 种 不 同 的 方案 ,其 中 之 一 就 时 
致 了 近代 公理 集合 论 的 兴起 和 发 展 . 这 项 工作 最 先 由 德国 数学 家 策 墨 洛 (Zermelo) 
所 承担 ,他 于 1908 年 建立 他 的 集合 论 公 理 凑 统 .后 经 弗 革 而 尔 {Frankel) . 码 : 诺 人 吕 
{Von Neuman) 和 斯 科 伦 (Skolem}) 等 的 几 次 政 进 ,终于 形成 了 芋 名 的 ZFC 系统 ,在 这 
个 系统 中 ,避免 了 历史 上 已 被 发 现 之 迟 论 的 出 现 ,而且 圣 今 林 被 发 现 有 新 的 惧 论 出 
班 ,个 也 没有 在 理论 上 证 明 该 系统 今后 不 可 能 出 现 悖 论 , 亦 即 该 系统 的 直接 的 相 容 
性 并 没有 解决 .近代 公理 集合 论 还 有 NBG( 简 记 为 CHB) 等 其 它 公 理 集 合 论 .NBG 系 
统 首先 由 沼 , 诺 贫 曼 建立 ,后 经 贝尔 纳 斯 (Bemays) 和 机 德 乐 {GChdel) 改 进而 发 展 起 
来 .这 些 系统 在 同等 程度 上 使 得 整个 经 典 数 学 莫 定 在 一 个 相对 牢固 的 基础 上 . 


2.2 ZEFC 系统 


ZFC 系统 的 陈述 有 许多 版 本 ,通常 采用 的 公理 表 包 括 如 下 11 条 非 运 男 公 理 : 
1. 外 焉 公理 

YAYVHL Yrx(xE AssrE Bo A= Bi. 
该 公理 说 ,如 果 两 个 集合 有 完全 相同 的 元 素 , 则 它们 相 | 等 ， 


2, 空 集 公理 
JCY rEL). 
该 公理 表示 无 条 件 地 庆 认 存在 一 个 不 含 任 何 元 京 的 集合 , 即 存 在 一 个 集合 , 任 
何 对 象 都 不 基 它 的 元 紊 . 
3. 对 偶 公 理 


Yu YrtxreE Beyx=u x= 1). 
该 公理 指出 ,对 于 和 枉 何 集合 4 与 #, 总 存在 一 个 集合 , 恰 以 上 与 为 它 的 元 素 . 
4. 并 第 公理 ( 初 纺 形 式 } 
YoavbhIBYr( (rE BeyrEa ow E+). 
该 公理 认为 ,对 任何 两 个 集合 a 和 上, 存在 -一 个 集合 , 它 的 元 素 或 者 属于 4, 或 
者 属于 上 ,或 者 属于 两 者 . 
5. 各 集 公理 
Ya dBYx( rE Box Cao), 
该 公理 指出 ,对 任意 集合 ,存在 一 个 集合 , 它 的 元 素 恰 好 是 a 的 一 切 子 集 . 当 
然 , 这 里 的 xCa 还 可 表示 为 Yi(tE x 二 ta). 
6. 子 从 公理 
对 每 -- 个 不 包 合 日 的 公式 ,如 下 的 表达 式 是 会 型 . 
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Yi Ya YCIBYA(AE BorECR _). 

车 用 上 自然 语言 氢 述 ,这 个 公理 断言 (对 任意 6,52,… ,和 人 C) 存 在 这 样 的 一 个 
集合 8, 其 元 紊 正好 是 C 中 所 有 使 得 那个 不 包含 8 的 公式 ”成 立 的 那些 元 京 x. 
于 是 ,自然 得 出 8 是 CC 的 子 集 ( 子 集 公 理 之 名 由 此 而 来 ). 集合 BB8 寝 (4 2,…, i 
和 C) 唯 一 确定 .并 可 用 抽象 记号 的 变形 B= 1xE el_ 来 给 它 命 名 , 子 集 公理 也 
叫 微 划分 公理 或 分 出 公理 . 

7. 并 和 集 公理 (高 级 形式 】 

YAIBYx LxE Bos SCHEAd xtEB)]. 

该 公理 说 ,对 任意 集合 4, 存 在 一 个 集合 8, 它 的 元 素 正 好 是 4 的 元 素 的 元 素 
全 体 . 
定义 1 对 任何 集合 a, 它 的 后 继 z+ 定义 为 

e+ =alU|aet. 
定义 2 如果 集合 4 满足 如 下 条 件 : 
be i A; 
大 YatoaeE Asa! EA), 
则 称 该 集合 为 一 归纳 集 . 其 中 条 件 乌 也 岂 懂 集合 4 在 后 继 下 封闭 , 即 对 每 个 eE 4， 
总 有 a!* 七 4. 虽 热 我 们 还 没有 给 出 “无 限 ” 的 形式 定义 ,但 实际 上 已 经 看 到 ,任何 一 
个 归纳 集 将 是 无 限 的 .我 们 将 以 公理 的 形式 来 保证 归纳 集 的 存在 . 
$8, 无 穷 公 理 
了 相合 后 A yat aoc 4 一 aa CEA)). 
该 公理 指 的 是 无 条 件 承认 归纳 集 的 存在 . 
9. 选择 公理 
VAR BY. a 
VavybtaE.se bE a baa bs) = IB 
(xE B= I LEB RAELRIN B= 1x1))). 


该 公理 说 , 设 . 避 是 和 这样 一 种 上 集合 :中 . 避 是 非 空 集合 ,并 日 . 必 的 每 个 元 素 都 是 
非 空 集合 ,@.% 的 任何 两 个 不 同 的 元 素 都 不 相交 .那么 存在 -一 个 集合 8, 恰 专 .多 
的 每 个 元 束 中 的 一 个 元 束 的 全 体 构成 ( 即 对 每 个 bE€. 必 ,48 门 8 是 某 个 x 的 单元 集 
lx!). 

10, 兰 换 公理 

VAL Yr Vy Yr EAR or Ror po) BYTE Bo 
Jr (rEAC eo( x,7)))]. 

此 处 应 注意 , 吾 不 在 公式 xy 中 出 现 . 

现 将 赫 换 公理 译 成 自然 语言 :把 公式 p(x,Y) 读 为 “x 所 名 y”, 则 该 公 理 的 前 
提 说 :“ 尾 给 集合 4,4 的 每 个 元 率 至 儿 提 省 一 个 对 象 ", 此 时 也 说 4 是 单 值 的 .而 该 
公理 的 结论 是 说 :所 有 被 集合 4 之 元 素 所 提名 的 那些 对 象 可 以 汇集 起 来 构成 一 
个 集合 中“ 这 里 所 以 叫做 车 换 公理 , 指 的 是 集合 4 中 的 每 个 元 x*, 由 它 的 被 提名 者 
(如 果 有 的 话 ) 所 代替 而 产生 了 集合 B 这 样 一 种 思想 ， 


2 集合 论 "15 


lt, 正则 公理 
号 4 天 (国人 Im mEAR mA= 0 ), 

该 公理 说 ,每 个 非 空 集合 4 ,至 少 有 一 个 元 素 m, 使 得 m 与 4 没有 公共 元 率 . 

应 当 指 出 ,以 上 所 列 ZFC 系统 的 11 条 非 还 辑 么 理 并 不 都 是 互相 独立 的 .例如 ， 
子 集 公理 就 可 由 其 它 公 理 推导 出 来 .的 而 为 了 使 用 上 的 方便 ,大 们 习惯 于 如 上 的 表 
述 方式 .此 外 ,配套 于 ZFC 系统 的 推理 工具 就 是 经 典 的 二 位 运 辑 演算 系统 .但 是 ,在 
ZFC 系统 中 ,了 风 要 保留 经 典 二 值 逻 辑 之 所 有 形式 符号 、 形 成 规则 和 推理 规 虽 之 外 ， 
还 机 增添 一 个 二 元 常 谓词 E@ , 读 为 "属于 ” ,从 而 在 形成 规则 时 ,还 要 增加 ， 

tx} 4 二 是 个 三 词 一 we =,aE 都 是 WH. 


2.3 NBG 系统 


男 外 一 个 著名 的 近代 公理 集会 论 系 统 就 是 NBG( 或 你 GB) 系 统 , 和 部 套 于 NBG 
系统 的 多 辑 工具 也 是 经 典 二 值 敢 辑 演 算 系 统 .得 在 NBG 示 统 中 , 引 人 人 了 类 的 概念 ， 
并 区 分 了 集合 和 真 类 ,集合 暨 可 以 集合 为 其 元 素 , 也 可 为 比 它 类 的 元 素 ,但 规定 真 
类 只 能 以 集合 为 其 元 率 , 真 类 本 身 不 能 和 作为 任何 类 的 元 束 . 在 NBG 系统 的 语言 中 
有 两 种 变 元 , 即 集 合 变 元 和 类 变 元 ,通常 用 小 写 英 文字 苹 4.5 ,ec, uv, ,x*， “下 
示 和 集合 ,又 用 大 写 英 文字 母 4,B,C, DT,TY,Y,Y,Z,… 表 示 类 .在 语言 中 除了 二 元 
常 谓 词 息 之 外 ,还 要 增添 两 个 一 元 谓词 . 老 和 Cla. 其 中 Clat#) 措 & 是 类 ,而 . 堪 衣 
指 上 是 集合 .NBG 系统 共有 5 组 18 条 非 逻辑 公理 ， 

1.( 和 组) 基本 公理 

Al VxClatx) 

该 公理 说 任何 集合 是 类 ， 

A2 VEVYYCXE FeAl X)). 

该 公理 说 作为 茶 个 类 之 元 束 的 类 是 集合 . 

A3 VAVYIY[ yueluE Xo -> Y= 了]. 

该 公理 说 有 相同 元 素 的 两 个 类 是 相等 的 . 这 就 是 类 前 外 延 公 理 ， 

A4  VYxyyr3zyYafzcExzr>fa=ayae=y]. 

该 公理 说 任 给 二 集 x 和 y. 则 有 一 集 z, 它 怡 以 x 和 * 为 其 元 .这 是 集合 的 无 序 
对 公理 . 

上 述 4 共 基本 公理 区 分 了 类 与 集合 ,约定 了 两 个 类 相等 的 含义 .基于 上 述 基 本 
公理 可 定义 有 序 对 (x,y) ,有 序 三 元 组 ‘x,Y, 2) 等 概念 . 

2.[B 组 } 类 的 存在 性 公理 

Bt JAYxYylix, YE ACGrEY], 

该 公理 指出 了 对 应 著 集 人 台 之 间 的 站 关系 的 有 序 对 的 类 ( 即 二 元 关系 ) 的 存在 性 . 

B2 YAVYBICYuuE Ceo(uEAN LE BY] 

该 公理 指出 了 任何 两 个 类 的 交 是 类 . 

B3 yAIBYuLuE Be (ue A)] 

该 公理 指出 了 一 个 类 的 补 芍 类 的 存在 性 . 
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B4 YAJBYxtxE Bo Iy(Ax, YE A)] 

该 公理 指 任 何 序 偶 的 类 的 定义 域 是 类 

BS VAIBYx YYL x, YE Bort A] 

该 会 理 指 任何 一 个 类 可 成 为 某 二 元 关系 { 此 处 为 序 偶 类 的 的 定 尽 域 . 

B6 YAIJBYr YY ox YE Be < yx> Ed]. 

谤 公理 指 二 元 关系 的 道 关 系 仍 为 类 . 

8B7 YAIBYr VY Yr ya EE Betz, yx}E dA). 

该 公理 指 三 元 关系 类 进行 输 换 后 的 三 元 关系 还 是 类 . 

B8 VAIBYx Vy Yr Ya)E Beoty, rx)E A), 

该 公理 指 三 元 关系 进行 一 种 对 换 后 还 是 类 ， 

对 于 上 述 孜 与 耻 庶 注 意 ,由 于 有 序 三 元 组 的 任何 置换 岁 可 由 较 换 与 对 换 来 
生成 , 故 由 B7 与 本 推 知 ,三 元 关系 的 任何 置换 关系 全 为 类 . 

B 组 公理 指出 了 由 万 些 条 性 可 以 决定 一 个 类 ,及 指出 如 何 由 已 知 类 去 构造 新 
的 类 . 
3.[ 心 组 ) 集 合 的 存在 性 公理 
Cl Jat EA a}lN yx[ rea rryEaA rcCYr) | 
此 处 符号 六 ea) 指 a 为 宝 集 ,该 公理 说 无 条 忻 承 认 有 -一 非 空 集合 a, 对 于 a 
的 任 一 元 x, 必 有 a 的 元 察 y, 使 得 x 是 y 的 真子 集 ,所 以 集合 wx 必 有 有 无穷 多 个 元 
紊 , 故 Cl 为 无 穷 公理 . 

人 2 YrIryuvi lu ErAvtEr rE y]. 

该 公理 断言 对 任何 集合 x ,都 存在 一 集合 y ,使 得 集合 x 的 任何 元 素 的 元 素 都 
是 的 元 素 ,此 吃 并 集会 理 . 

CG wz 37yYa[aecx 一 uaEGy] 

该 公理 说 任何 集合 * ,都 有 集合 y 存在 ,使 得 x 的 任 一 子 集 都 是 y 的 元 素 , 这 
是 策 集 公理 . 

C4 vryAlg tA yr Yu Ere vv ExAtm, 0 EAA. 

此 处 符号 风 ,{4) 指 类 4 是 单 值 的 , 评 艺 

He (Ee Vuayr yw [u,v EE Hh Cu, Wy 全 大 -= w]. 

该 公理 说 对 任何 集合 x 和 任何 单 值 的 类 A, 总 有 集合 y 存在 ,此 y 恰 由 x 的 元 
经 由 单 值 二 元 关系 类 4 所 产生 的 集 所 组 成 .此 即 替 找 公理. 

在 上 上 述 工 组 公理 中 ,应 注意 由 C1,02,0G3 所 决定 的 集 并 不 是 唯一 的 ,因为 一 与 
二 完全 不 同 . 

4.{DD 组 ) 正 规 公 理 

Dl VY4[ EAN A Ist aE AM Ex(n,A)], 

此 处 符号 三 (ua,4) 指 = 与 4 没有 公共 元 素 . 访 公理 说 , 对 任 柯 非 空 类 4, 必 有 
-一 元 4, 使 得 & 与 4 没有 公共 元 素 . 相 当 于 ZFC 中 的 正则 公理 . 

5. [EE 组) 选择 公理 

El] JA (CAA Yax[o EAMz) JY(YExrA < x> EAN. 

这 是 一 条 强 形式 的 选择 公理 , 指 存在 著 单 值 类 4, 对 任何 非 空 集合 x, 都 有 x* 
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的 元 7 存在 ,使 有 《y,x)E 4. 因 为 单 值 关系 就 是 和 函数 ,大 侧 矿 公 理 古 指 无 条 件 藉 认 
存在 着 全 选择 函数 4, 它 能 从 任何 一 个 非 空 集合 中 唯 寺 地 选举 一 个 元 素来 . 


2.4 ZFC 系统 与 NBG 系统 的 比较 


可 以 证 明 NBG 系统 是 ZFC 系统 的 一 个 非 本 质 的 保守 扩张 ,而 且 NBG 与 ZFC 之 
数学 肉瘤 的 丰富 程度 基本 相当 ,也 有 人 说 NBG 是 乃 集 人 台 与 类 的 术语 重新 般 述 的 
ZEC .两 者 相 比 ,各 有 特点 ,分 述 如 下 : 

(1)NBG 系统 中 计 有 5 组 18 条 非 逻 辑 公理 ,其 中 没有 公理 模式 ,因而 只 有 有 限 
多 条 公理 .ZEC 系统 的 非 逻 辑 公理 中 却 有 公理 模式 { 刀 于 集 公 理 ) ,因而 是 无 穷 多 条 
非 逐 辑 公理 . 

{2}NBG 系统 中 可 以 证 明 一 茶 关于 类 的 一 般 存 在 性 定理 , 它 相 当 接 近 概 括 原 
则 ,然而 zEC 却 是 在 已 知 集 合 中 构造 集合 ,这 与 概括 厚 则 直 去 甚 远 . 

(3)NBC 中 规定 真 类 不 是 任何 类 的 元 ,这 --- 点 很 不 自然 ,因为 无 论 真 类 C 有 多 
大 ,对 于 fC 和 CE 10i 一 事理 应 十 分 自然 和 合理 ， 

由 如 上 之 (1) 和 (2) 看 ,NBG 优 于 ZFC, 而 上 述 (3) 就 尼 出 NBG 欠缺 有 余 . 


2.5 中 介 公 理 集合 论 系统 诞生 的 历 中 背景 


加 0 世纪 把 年 代 , 由 扎 德 {Zadeh) 教 授 创始 而 被 发 展 起 来 的 模糊 集 理论 ,标志 着 
数学 的 发 展 ,已 进入 了 数学 研究 对 象 由 精确 性 到 模糊 性 的 再 扩充 时 代 . 由 于 扎 德 
是 一 位 著名 的 控制 论 专家 , 却 不 是 一 位 纯粹 数学 家 ,从 而 决定 了 扎 德 只 能 提供 一 种 
用 精确 性 经 典 数学 手段 去 处 理 模糊 现象 的 相对 人 台 理 的 方法 ,因而 不 能 在 数学 基础 
理论 意义 上 去 解决 模糊 谓词 的 造 集 问题 , 亦 即 在 数学 基础 理论 意义 上 数学 研究 对 
人 象 出 精确 性 到 模糊 性 的 再 扩充 问题 .为 要 解决 问题 ,首先 竖 明 确 精 确 性 经 典 数学 的 
思想 原则 ,然后 在 新 的 背景 下 确立 新 的 原则 ,并 在 新 的 原则 下 去 建立 确认 模糊 谓词 
可 以 造 集 的 公理 集合 论 ， 

自从 亚 里 土 多 德 { Aristotle) 以 来 ,形式 运 辑 就 区 分 了 反对 对 立 和 了 矛盾 对 立 概 
念 ,如 果 两 个 概念 ,都 有 其 自身 的 肯定 的 内 容 ,并 在 其 上 位 概念 中 ,两 者 之 间 存 在 车 
最 大 的 差异 ,那么 ,这 两 个 概念 就 是 反对 对 立 概念 , 记 为 (P, 3 P), 其 中 形式 符号 
导 叫 秃 对 立 和 否定 词 , 读 为 “对 立 于 ". 例 如 , 善 和 悉 、 美 和 和 刁 , 真 和 假 等 等 都 是 王 和 了 
P. 胡 果 两 个 概念 中 ,一 个 的 内 涵 和 否定 另 一 个 的 内 洱 , 那 么 这 两 个 概念 就 是 矛盾 对 
立 概 念 , 记 为 {P,P), 如 所 知 ,形式 符号 1 的 名 称 为 天 定 词 , 读 为 非 ”例如 ,资本 
和 非 资 本 .劳动 和 非 劳动 等 等 都 是 P 和 -P. 现 将 形式 符号 ~ 叫做 模糊 否定 词 , 污 为 
“部 分 地 ”那么 , - Pfx) 表 示 对 象 * 部 分 地 具有 性 质 王 , 岗 任 给 (于 P) , 若 有 对 
象 * 便 有 - P(x) 有 &~ 习 P(x), 则 称 x 为 P 和 PP 的 中 介 对 象 .如 此 ,在 拒 不 考虑 
模糊 谓词 造 集 间 题 的 古典 集合 论 和 近代 公理 集合 论 中 ,在 拒 不 研究 模糊 现象 的 精 
确 福 经 典 数 学 中 ,事实 上 在 无 形 中 贯彻 了 一 条 思想 原则 ,该 夭 则 无 条 件 认为 ,对 任 
何 可 接受 的 谓词 ,要么 P(x) ,要么 寸 Plx) , 亦 即 没有 对 莹 x 能 使 有 - P(x), 亦 
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即 任 给 {P,P), 只 要 论 域 一 经 适当 限制 ,就 否认 有 中 介 对 象 存在 ,从 而 (P,P) 
就 是 CP, 司 PP) ,以 致 ” P 就 是 卫 P, 这 就 是 经 典 二 值 避 辑 中 所 强调 之 “ 非 美 即 刁 ”、 
“ 非 善 即 恶 "和 “ 非 真 即 假 "等 等 的 由 来 . 特 称 该 原则 为 “无 中 介 原 则 ”. 现 在 ,要 确立 
一 条 与 无 中 介 原 则 相反 的 原则 , 即 无 条 件 兴 为 存在 着 某 些 说 词 P, 有 对 象 x 使 得 
P(x) 和 习 P(x) 都 部 分 地 真 , 特 称 为 "中介 原 则 ”. 1983 年 以 来 , 朱 格 横 与 肖 和 村 安 经 
过 长 期 合作 研究 ,在 中 介 原 则 观点 于 ,创建 了 中 介 运 埠 演算 系统 ML. 和 中 介 公 理 集 
合 论 系统 MS .其 中 ML 由 中 介 命 是 逻辑 MP 及 其 扩张 系统 MP" .中 介 谓 词 逻 辑 MF 
及 其 扩张 系统 MF”、 带 等 逆 的 中 介 谓 词 还 辑 ME" 等 5 个 演 竺 系统 构成 ,ML 是 MS 
配套 的 逻辑 工具 并 使 MS 严格 形式 化 的 演算 系统 .关于 ML, 的 具体 内 容 的 陈述 见 
6.1,2. 


2.6 中 介 公 理 集 合 论 系统 


中 介 公 理 集合 论 系统 MS 除 承认 和 使 用 并 ,的 全 部 形式 社 号 .定义 符号 和 推理 
规则 外 ,还 要 引入 两 个 基本 的 常 谓词 ,其 一 是 二 元 谓词 € , 读 为 “属于 ” ,其 二 是 一 元 
常 谓 词 . 痪 ,解释 并 让 为 "小 .从 而 还 要 增 语 如 下 的 形成 规则 : 

(* ) xXx,y 为 个 体 词 -rEy 和 ACsx) 都 是 WE 

在 M5 中 规定 以 各, 仙人) 加 人 
a 0 1,2,…) 表 示 个 体 词 ， 

1.MS 中 前 20 条 非 加 辑 公 理 

公理 i 外 奸 公 再}:a=b YsEa rE b). 

公理 (对 惕 公理 ): cyx (xEc U(x=aVvx= 6)). 

公理 关联 和 全会 理 ): 了 (= |xt 3y(yYE aAxEr)}|), 

公理 相交 集 人 公理); 565 = [xl YY(yYE a 一 < xE YY)|). 


公理 5 外 集 公理 ); J5(5= |xlxEal). 


公理 太 中 介 集 公理 }; 38(4b = IxlxEal). 
公理 7( 清 晰 集 公理 ); 46tb= {xllletxE oa)|). 
公理 侯 卡 民 积 公理 ):; jefe = |x137y (YEaAzEbAU2 z=*y,27)1). 
公理 俯 暴 集 公 理 }; Jbtb= {xixcal). 
公理 刘 ( 江 概括 公理 ): 对 任何 NorP, 只 要 其 中 不 会 a 的 条 由 出 更 , 则 
ja{ a Ja Da Ut x = x A POxiEs ,Wnt))). 
公理 1( 营 换 公理 ): 对 任何 2 p(x1, 和 ,4) ,内 要 其 中 没有 上 & 的 自由 出 现 , 则 


Val A aa) = JA A bP IxE oA glx, r,t))))]. 
蔡 换 公理 是 说 ,对 于 任何 小 集 a, 可 以 用 单 信 谓词 p 将 其 内 部 的 元 素 换 为 其 它 
元 素 ,从 而 形成 新 的 小 集 4 ,这 个 新 集 称 为 a 被 % 替换 而 得 的 符 换 集 . 
公理 从 (选择 公理 ) Aa) 人 Yrvyri(rcCahrycanh 
a(x rN y=) = I A A Yr{x En 


Axz rb[ | xr))). 

公理 13 {后 继 怡 集 公理 ): A002) 二 5[b) A bYy(ysuea< x€y)]. 
公理 14( 清 晰 公理 ) ;dis Mx). 
公理 起 ( 巨 集 公 理 ): GCa}YV Ga~)Y Ge). 
公理 垢 (小 清晰 集 公理 } :A 2 es a ). 
公理 17t 单 点 小 集 公 理 }; Ta) 一 An). 
公理 18( 小 联 集 公理 ) :四 站 是 人 人 有 下) 一 局 )， 
公理 19( 小 交集 公理 ) Aa) 让 x(x 记 计 太 1) 二. 攻 站 
公理 世 ! 小 宕 集 公理) 国内 .一 剖 ) 
2. 中 介 公 理 集 合 论 中 的 核心 概念 
定义 了 模糊 谓词 ): 

， fuz PE I 本 2 ~ 有 

TL 
定义 清晰 谓词 ); dis ,PS fe,P， 

、 共生 

定 凡 5( 恰 集 ): a P(x, 1 于 yx(xE a 3 Plx.1)). 


定义 6( 概 集 ) :anptx 日 下 


VxtCPlr, tx Ea) (tH Pix,t)=s rE 0)), 
定 兴 了 正规 谓词 ) 
le 若 x,y 是 项 , 则 x 二 y,x = 都 是 正规 谓词 . 
2 车 P.0 是 正规 请 词 , 则 1 P 一 909, 二 PP, ~ PP 都 是 小 规 谓词 . 
3 车 Pta;t) 是 正规 谓词 ,a 在 其 中 出 现 ,x 不 在 其 中 出 现 ,x 取代 = 的 所 有 
出 现 ( 部 分 出 现 ) , 则 YxP(x ,1)( IxP(x,)) 是 正规 谓词 . 
MS 中 的 谓词 是 正规 谓词 , 当 且 仅 当 它 能 由 上 述 形 成 规则 1* .22.3* 经 有 限 步 生 
成 .P 是 Ms 中 的 正规 谓词 记 为 NorP. 
关于 中 介 公 理 集 合 论 MS 有 如 下 几 个 至 关 重 要 的 绪论 : 
拓宽 了 经 典 数 学 的 逻辑 基础 与 集合 论 基础 :因为 严格 证 明了 任何 经 典 二 值 
逻辑 演算 系统 都 是 中 介 勾 辑 演 算 系统 的 子 系统 ,同时 又 严格 证 明了 ZFC 中 除 正则 
公理 以 外 的 每 一 条 非 逻 辑 公理 都 是 MS 的 定理 ,而 且 正 则 公理 对 于 由 ZFC 推出 整 
个 经 典 数学 不 起 作用 , 亦 即 ZFC 用 以 推出 整个 经 典 数学 的 妃 想 规定 是 正则 会 理 以 
外 的 那些 非 还 辑 公 理 和 二 值 逻 辑 演 算 系 统 
> 在 数学 基础 理论 意义 上 扩充 了 数学 研究 对 象 :在 而 典 集合 论 与 近代 公理 集 
合 论 中 .只 有 精确 谓词 可 以 造 集 ,但 在 MS 中, 不仅 精确 谓 问 可 以 造 集 , 同 时 模糊 请 
词 也 可 以 造 集 .此 外 "全 集 V" 不 是 古典 集合 论 和 ZFC 的 研究 对 象 ,GB 系统 中 的 真 
类 不 能 是 任何 集合 的 元 素 ,但 在 MS 中 ,全 集 V 不 仅 是 系统 内 的 合理 的 研究 对 象 ， 
而 且 可 以 成 为 某 集 的 元 素 , 从 而 }Y 是 合理 允许 的 ， 
3 最 大 限度 地 保留 了 概括 原则 的 合理 内 容 : 过 去 大 家 认为 近代 公理 集合 论 对 
概括 原则 的 限制 过 大 ,以致 在 避免 悖 论 的 同时 而 失去 了 -部 分 合理 的 数学 内 容 , 因 
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此 ,致力 于 寻找 一 种 艇 改 概括 原 划 的 方案 ,要 使 之 迪 能 排 有 除 屠 论 的 出 吏 又 能 最 大 限 
度 地 保留 概括 原则 的 合理 内 容 . 但 在 ME 中 , 晓 能 证 明 Ms 中 的 正规 清晰 谓词 全 体 
完全 发 盖 了 概 轿 原则 意义 上 的 所 有 造 集 谓词 ,同时 又 能 让 明 在 MS 中 任 一 正规 清 
晰 谓词 都 唯一 决定 着 -一 个 恰 集 . 

4 MS 的 相 容 程度 等 同 于 近代 公理 集 人 台 论 的 柯 容 程度 :这 就 是 说 ,在 MS 中 蕊 
严格 证 明了 虐 经 出 现 之 二 值 逻 辑 悖 这 ,产值 (13 过 ma< w) 运 符 入 论 和 无 穷 值 逮 辑 性 
论 都 不 会 在 Ms 中 出 现 ,同时 也 和 芭 今 没有 在 MS 中 发 现 有 其 它 新 的 惧 论 的 出 现 . 


3 模 型 论 


模型 论 是 数理 逻辑 的 主要 分 支 之 一 , 它 主 要 探讨 形式 语言 及 其 解释 (或 称 模 
型 结构) 之 间 的 联系 .模型 论 的 日期 发 展 主 要 归功 于 络 文 汉 盘 (Liwenheim) 、 斯 科 
林 .可 德尔 . 塔 斯 基 (Tarski) 和 马尔 塞 夫 (Malcev) 等 人 的 工作 ,加 世纪 4 年代 末期 
到 名 年 代 初 期 ,由 于 享 钦 (Henkin) . 重 宾 逊 (Robinson) 和 和 沟 斯 基 的 工作 ,机 使 模型 论 
逐步 成 为 数理 逻辑 的 -- 个 分 支 .模型 论 有 所 谓 -- 阶 模型 论 .高 阶 模 型 论 、 无 穷 长 语 
言 模型 论 、. 具 有 广 六 量词 的 模型 论 、. 模 态 模型 论 .多 值 模型 伦 等 等 .此 处 只 论 牙 一 阴 
模型 论 的 基本 概念 与 重要 结果 . 


3.1 基本 概念 及 符号 


3.1.1 一 阶 运 辑 形式 语言 

一 阶 远 辑 形 式 语言 3 是 指 羽 下 三 部 分 组 成 的 集合 :关系 符 导 了 Ri 了 .也 隐 
数 符号 所 ,JE J]; 了 个体 常 量 符号 Ci ,hkE 大， 

一 船 地 ,就 把 劳 记 作 如 = {Rt es, | le pf Clrert 对 每 个 县 ; 均 有 某 个 靖 
定 揭 名 热 数 n 与 之 关联 , 称 只 是 关 元 关系 符号 ,有 时 也 记 作 嫩 ., 对 函 煞 符号 塌 有 
类 仇 约 定 , 另外 ,需要 指出 的 是 ,对 形式 语言 .只 总 假设 其 中 还 有 如 下 一 些 团 辑 符 
导 ， 

9 个 体 变 元 :Pi ,只 

2 联接 词 ; 一 ( 极 汤 ) ,1 ( 竹 定 )， 

多 量词 符号 : 

中 等 号 = 

宁 辅助 性 技术 符号 (.) .由 于 这 些 符号 对 一 阶 语言 是 共 问 的 , 故 往 往 不 记 和 人 穷 
中 . 称 .党 中 的 关系 符 屿 、 鲨 数 符号 及 个 体 常 量 罕 导 为 非 逻辑 符 屿 , 羽 【 办 [表示 . 客 
中 非 逃 辑 符 号 集 的 基数 .语言 名 的 顺 或 基数 则 记 汶 上 名 ,其 定 关 济 1 办 | + 地 
易 知 上 .史上 就 是 区 中 和音 式 公式 的 个 数 ,也 就 是 多 中 请 多 的 个 数 ， 

关于 语言 . 狼 中 项 ,公式 的 具体 定 久 以 及 自由 变 元 . 约 昌 莫 元 、 一 航 边 辑 公理 系 
统 等 概念 在 此 限于 篇 幅 不 作 分 绍 ,可 参见 两 个 演算 部 分 的 相关 内 容 . 
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3.1.2 一 阶 模型 


车 .多 = fiRiiern iijer,1Giliexri 是 一 阶 语言 ,其 模型 是 一 个 四 元 有 序 组 
疹 = 4 有 ,Re | FY je Cie rx! ,其 中 4 是非 空 集合 , 称 之 为 多 的 论 域 . 

对 每 个 i€ 1 ,Re 是 尼 在 六 中 的 解释 ,如 果 RR 是 4 元 关系 符号 , 则 RY 是 4 上 
的 4 元 关系 , 即 RE Cc 村 R 毕 , 风 称 
RY(al ,42,… :an) 为 真 ,否则 称 为 不 真 或 不 成 立 . 

对 每 个 jE J, FY 是 在 绢 中 的 解释 .车 毛 是 多 的 m 元 函数 符号 , 则 疗 是 
4 上 的 m 元 通 数 ， 

对 每 个 E 天, Cg 是 论 域 4 中 一 个 指定 的 元 束 ,4 攻 称 为 点 在 多 中 的 解释 . 

车 一 个 模型 多 的 论 域 是 4,4 的 势 1 4 | 也 称 为 模型 党 的 势 . 如 果 141 = 
中 ,就 称 丸 是 可 数 模 型 ; | 4 | <w, 就 称 客 是 有 限 模型 ; | 4 1 > 名 ,就 称 党 是 不 可 
数 模型 ， 

以 下 给 山形 式 请 言 的 公式 在 模型 中 取 真 假 值 的 基本 应 义 定 尽 . 

若 六 是 语言 ,多 的 模型 ,对 于 . 鹤 中 的 项 六 rozl px 有 下 中 由 +1 元 组 ay， 
an: 扫 纳 定 义 二 在 so,al ,am 处 的 值 并 ae,a ,on ] 如 下 : 

车 += FW , 则 tL oo Glen] 二 dt 

> 车 :是 常量 符号 6, 则 [ao, go】 = C0; 

¥ 车 t= FO 则 0 a = Fao 1s 0 ], tol oo 
Ge 

若 六 是 语言 鹤 的 模型 , pf,xi, :如 ) 是 . 窜 中 的 公式, 其 自 租 变 元 及 约束 恋 
元 都 在 RO 中 ,对 4 中 人 性 一 + 1 元 组 fp: 1A! 归纳 定义 "mp 41，…， 
au 在 吕 中 适合 pCxo,x1 一 x) 人 记 作 上 三 gf[ao, 46;,… .04]) 这 一 概念 如 下 : 

PP 车 gg 为 日 (20y 有 和 (sx 和) 则 当 用 仅 当 三 [oo el 人] 
= tao, a om] 时 ,Fg ao, 0. , a]; 

车 9p 为 RCCxo, x 0 
且 充 对 并 [ao er; 6r] ,L0G ar] a m1; mj) 在 祖 中 为 
真 时 ,只 仁 pL aoy a 0]; 

了 车 为 覃 (xo0s 0 则 当 月 权 当 窗 上 匀 [ a6; a 
… ,0 县 | 

各 车 人 为 8{xos Xi ); 则 当 且 仅 当 疹 上 奢 8[ 0 a1 0j 不 成 立时 ， 
Ep Eas a1" 0] 

人 若 p 为 xo, xn) (EE<n), 则 当 且 仅 当 对 任 一 a2€ 4 有 光 片 ? 
[oa gi tar Gr ,BE pL 0 a1 ,an |] 

如 果 g(xos 1 xn) 是 .党 中 公式 ,如 果 对 多 的 每 一 模型 多 及 4 中 每 一 n+1 
元 组 aa ,oa 均 有 党 户 p[aal as], 则 称 proxy: 芭 ) 是 多 中 醒 真 
从 起 ( 即 永 真 公式 ). 当 恒 真 公式 gp 为 语句 { 即 不 售 自 由 变 元 的 公式 ) 时 , 称 之 为 恒 
真 语句 . 如果 是 .党 中 的 语句 集 ,内 是 . 穷 的 模型 ,车 对 任 -- ecE 王 均 有 褒 睛 5, 则 
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记 和 作 党 片 研 ,并 称 党 是 的 一 个 模型 . 
3.2 模型 间 的 关系 及 性 质 


3.2.1 模型 的 同 态 与 同 构 

车 必 , 六 上 是 语言 区 的 两 个 模型 ,其 中 ,只 = 《A, | Rier | Dey 
| OR ier) = C4 ,| RY ber PY je | GG 【pe x》 如 果 存 在 映射 /: 4 一 小 
使 下 列 条 件 成 立 : 

le 对 任意 iE€E1, 若 尼 蚌 .名 的 n 元 关系 符号 ,对 任意 ol.a2,…,a, 候 4, 如 时 
{al #3 dan) 人 成 立 , 风 (Fa), Fa) ,A ?7 RR 成 立 ; 

2 对 任意 jE J 了 车 下 是 . 吕 的 n 元 障 数 符号 ,对 任意 .a2,…' ,an 人 4, 有 有 

A F(a 2 三 FY (Ra Fa, A dm) 成立; 

3j 对 任意 EK, 有 AC 的 = 必 w 成 立 , 旭 称 多 与 多 ' 同 态 或 多 ' 是 多 的 同 态 
模型 ,并 称 映射 上 是 说 到 党" 的 同 态 映 射 , 记 作 户 史 ~ 多 

如 果 了 是 模型 党 到 密 ' 的 同 态 呐 射 ,而 且 了 还 是 4 到 4 的 双 射 多数 ,并 且 条 件 
le 加 强 为 ; 当 目 仅 当 (Fa ,fap) fa))E RY 时,(o 02,0) ERS, 昌 称 
模型 治 与 浓 ' 河 构 或 称 几 ' 是 内 的 同 构 模型,f 相应 地 称 为 必 到 多? 的 同 构 映 射 ， 
记 作 产 彤 兰 风 

3.2.2 模型 的 脱 腾 与 好 执 

如 果 .只 = |iRiezs FlenlGlierly = Rerr lt Fljer, Gliex') 
是 两 个 一 阶 语言 ,并 且 Zc ZF ,jc 了 ,KC , 则 称 多 ' 是 .多 的 脱 账 或 只 是 客 ' 的 
归 约 .着 用 , 凶 ' 分 别 是 语言 . 江 与 . 暴 ' 的 模 弄 ,名 ' 与 多 具有 村 同 的 论 域 4, 而 县 对 
党 中 的 非 逻 辑 符 号 冤 与 宅 ' 的 解释 完全 相同 , 则 称 多 "是 兴 的 膨胀 模型 或 多 是 
党 ' 的 归 约 模型 .在 模型 论 中 经 常用 到 一 种 简单 隧 了 慕 的 技巧 , 妇 如 果 蕊 是 不 在 名 中 
出 现 的 当量 符号 组 成 的 集合 ,记名 = 玖 三 , 称 为 洗 的 简单 朋 胀 .. 窑 模 型 客 
的 2 率 胀 记 作 Zr ,ar = (Mi, CH jeey ,其 中 Cer 是 新 常 放 在 Yir 中 的 解释 ,在 
不 引起 歧 兴 时 也 记 作 By = (名, Cece x. 

3.2.3 子 柳 型 与 扩充 模型 

车 .= | Rfien Tijeys| Giserl 是 一 阶 语言 . 比 = (4 ,| REEer, [FDjey， 
Cerly = ee fC 1sex 是 .用 的 两 个 模型 ,如 果 
4' 己 4 并 且 窗 , 绢 ' 满 足下 列 茶 件 152%35 则 称 绢 是 密 的 子 模型 ,党 是 乡 ' 的 扩充 
模型 , 记 作 闪 'CC 乡 . 

Te 对 芭 中 的 任 一 上 元 关系 符号 只 及 出 中 尾 一 元 组 ao 当 且 充当 
tal Ee gn) 它 及 ie 时 ,有 (ai， 42 RS. 
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2 对 穴 中 的 任 一 m 元 销 数 符 导 玉 及 四 中 任 一 mm 元 41,02,… 有 天 &(ael， 
da tn} 三 Fe {al, 全 汪 人 

3 对 .名 中 的 任 一 常量 符号 C 有 C= Ce 

与 上 述 子 模型 .扩充 模型 概念 紧密 联系 的 另 一 概念 是 同 构 帐 入 . 如 果 乡 ,. 因 是 
党 的 两 个 模型 ,车 存在 模型 多 ' 使 多 = 多 ' 且 多 CC. 多 则 称 兴 同 构 柑 人 .多 记 作 岁 


亡 , 狼 相应 的 映射 广 2 多 ' 风 称 为 多 到 .多 的 同 构 戏 人 冰 数 , 记 作 产儿 C. 轴 
3.2.4 初等 等 价 模型 、 初 笔 子 模 型 与 初等 扩充 横 型 


若 多 ,. 罗 都 是 语言 , 展 的 模型 ,如 果 对 名 的 任意 句子 p, 当 且 公 当 .区 片 六 时 ， 和 5 
帮 y ,就 称 多 ,. 尹 初等 等 价 模型 , 记 作 儿 =. 才 

车 季 ,. 儿 是 语言 宛 的 两 个 模型 , 绢 CcC. 铬 且 对 汇 中 任 半 公 式 gp{ zj ,x2 Xn)】 
及 任意 a1 ;2,… as 七 4, 其 中 4 为 六 之 论 域 ,有 下 列 条 件 成 立 : 

当 且 仅 当 2 

则 称 多 是 .多 的 志 等 子 模型 , 志 称 .多 是 客 的 韧 等 扩充 , 记 作 铬 <. 轩 

车 络 ,. 罗 是 王 的 两 个 模型 ,如 果 存 在 模型 多 ,使 多 = 冯 且 冯 <. 罗 副 称 客 初 等 
人 能 人. 儿 记 作 卫 这 五 ,并 且 称 隔 构 映 射 六 多 = 多 ,为 初等 甬 和 人 响 射 , 记 作 产儿 之 . 因 


3.2.5 横 型 的 部 分 同 柏 与 有 限 同 构 


若 多 .用 是 语言 上 的 两 个 模型 ,p 是 多 到 .多 的 一 个 全 谓 数 ,P 的 定义 域 记 为 
dom(p),p 的 值 域 记 为 ep) .如 果 p 是 一 个 单 射 旦 满足 王 列 条 件 就 称 p 是 宪 到 .党 
的 一 个 部 分 所 和 枸 . 

ie 对 .之 中 的 酝 一 关系 符号 了 R, 若 RR 是 元 关系 符号 , 则 对 任意 4&1, 02, 所 
domtp) 有 下 式 成 立 : 

当 且 仅 当 {pla),p(a) ,plan))E RSNH, Cala, an)E Re 

2 对 . 嗓 中 人 尾 一 下 元 函数 ,符号 下 dm dnf p) 有 下 式 成 立 : 

当 且 仅 当 严 交 pf(al) ,pla2) Pa) = pta) 时 ,F(a G2 Om) = 妆 . 

3 对 .党 中 任意 常量 和 罕 导 C 及 任意 eE dom(p), 当 且 公 当 C3= pta) 时 有 C* 
由 上 面 的 定 尺 可 以 看 出 ,部 分 同 构 是 一 个 局 部 化 概念 . 它 仅 涉及 模型 乡 ,. 欠 的 
一 部 分 , 即 dom( p) 与 pg(p) 而 与 其 它 元 素 无 关 . 

车 %%,. 交 是 语言 .党 的 两 个 模型 ,如 果 存 在 多 到 .多 的 部 分 同 构 集 P( 2)) 且 注 
足下 列 条 件 , 则 称 党 与 , 罗 蚌 部 分 同 构 模 型 , 记 作 光 兰 台 

1 对 任意 PE P,aE 4, 存 在 gE P 使 pcq 且 a€ dom 9g); 

2 对 任意 pnp P,BbE B, 存 在 gE PP 使 pcCoy 且 bE ret 9 

若 兴 ,. 罗 部 分 同 构 ,P 是 满足 上 述 定 关 的 非 空 部 分 四 物 集 , 则 常 记 作 P: 必 
==p. 涛 

与 上 述 部 分 同 构 构 念 密切 相关 的 还 有 另 一 概念 一 一 行 限 同 构 . 设 铭 ,. 剖 是 一 
阶 语言 努 竟 两 个 模型 ,如 果 存 在 满足 下 列 条 件 的 多 到 .六 的 部 分 同 构 集 组 成 的 序 
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列 瑟 :ic<w, 则 称 缘 ,. 必 是 有 限 同 构 的 . 

1° 对 任 一 n<w 有 P01; 

2 对 任 --pE 只 :ie 和 4 存在 1 和 已 , 使 得 pC9 且 ac domt 9); 

了 对 任 一 p€ 11,5bEB, 存 在 9€E 使 gp 县 bE rp(q). 

车 洛 ,多 有 限 周 村 ,P:n<w 是 满足 土 述 定 义 的 部 分 夺 构 集 序列 , 则 常 记 作 
(Pnco: = 


3.,2.5 基本 性 质 


土 面 介绍 的 各 种 模型 之 间 的 关系 存在 着 许多 重要 而 基本 的 性 质 ,罗列 部 分 如 

下 : 

设 愉 ,. 哎 人 都 是 一 阶 语言 的 模型 , 则 

1° 车 寡 记 . 半 .有 不 则 尖 己 光 

25 车 党 < 内 ,中 < 雹 则 形 << 党 

3° 若 HC. 乔 避 < 藻 且 .着 < 党 则 如 <. 千 

4? 若 绢 < 外 则 多 = 次 

5° 车 党 = 用 别 光 =, 忽 

6° 若 2, 为 有 跟 旧 多 = . 罗 则 多 =. 急 

7° 著 穴 =, 罗 则 绢 = 区 

$8° 洪 EE 5 郑 则 Ei 

9° 车 光 =r 风 县 内 为 有 限 模型 , 则 绢 .过 

10" 若 问 =p. 箱 ,党 ,. 展 为 可 数 模型 , 则 多 = , 称 

11°(Fraisse 定理 ) 若 . 洛 中 只 会 有 有 限 煞 个 关系 符号 ;多 .如 是 光 的 模型 , 则 当 
且 竹 当 入 兰 六 网 时 ,条 三 , 寡 


3.3 一 和 阶 模型 论 中 的 基本 定理 


3.3.1 一 阶 远 加 完全 性 定理 


1930 年 哥 德 尔 给 出 一 阶 逻辑 的 完全 性 定理 ,1949 年 享 钦 几 常量 法 把 哥 德 尔 完 
全 性 定理 推广 到 一 般 形 式 , 亭 钦 所 采用 的 常量 方法 已 成 为 模型 论 中 的 重要 方法 之 
一 ,限于 篇 幅 在 此 不 作 详 细 介 绍 , 具 体内 容 可 见 文献 [1], 下面 仪 罗列 定理 内 容 . 

定理 刀 姑 德尔 完全 性 定理 ) 设 . 儿 是 一 阶 语言 ,q 是 吃 的 句子 , 当 且 仅 当 
是 多 的 永 真 句子 时 ,wp 是 多 的 定理 , 即 当 且 仅 当 睛 交 时 ，j9P. 

定理 妇 广 多 完 全 性 定理 ) 设 .9 蚌 名 的 名 也 和 集 , 当 且 仅 当 久 有 模型 时 ,.F 和 
谐 

3.3.2 紧 臻 性 定理 与 LST 定理 


紧 致 性 定理 与 LST 定理 刻画 了 一 阶 模型 论 的 特征 ,其 中 , 蛇 致 性 定理 尤其 是 一 
阶 模 章 论 的 基础 ,整个 一 阶 模型 论 几乎 都 可 以 看 成 是 紧 致 性 定 译 的 推论 . 


3 模型 论 + 25 ， 

定理 站 紧 致 性 定理 ) ” 当 且 仪 当前 每 个 有 限于 集 有 模型 时 ,甸子 集 三 有 模 
型 . 

定理 4{ 升 LST 定理 ) 如果 理论 了 有 无 限 模 型 , 则 对 任意 一 个 基数 a> 
| 办 上 ,了 有 势 为 z 的 模型. 

定理 纪 隆 LST 定理 ) 语言 党 的 名 子 集 了 如 果 有 异型 , 则 TT 有 势 小 于 等 于 
| 党 | 的 模型 . 

定理 所 强 升 LST 定 理 ) 设 党 是 . 汐 的 一 个 无 限 模型 , 则 多 有 任意 大 的 初等 扩 
充 模 型 .此 村 任意 大 指 比 上 .党 | 大 的 任意 基数 ， 

定理 7( 强 隆 LST 定理 ) 设 光 是 . 窍 的 无 限 模型 ,Yc4d 则 对 任意 基数 晴 , 若 
Be 41 ,1 二 过 及 , 则 和 此 有 势 为 用 的 初等 二 模型 . 惫 使 《CC 吾 ,其 中 
召 为 . 罗 的 论 域 . 


3.3,3 一 阶 膛 辑 的 完全 理论 


一 阶 语言 的 句 于 集 也 称 为 理论 . 当 且 可 当 对 党 的 任意 -个 句子 a, 有 了 上 a 或 
TF -~ a 成 立时 ,. 多 的 和 谐 句 子 集 了 称 为 完全 理论 ,并 非 者 个 和 谐 句 子 集 都 是 完全 
理论 ,例如 , 务 = | + …,s0| , 候 亚 诺 (Peano) 算 术 公 理 组 成 的 句子 集 是 和 谐 的 ,因为 
CN + .*,s,0) 是 它 的 一 个 标准 算术 模型 .然而 ,1931 年 名 德尔 证 明 仇 亚 诺 公理 组 
成 的 句子 集 是 不 完全 的 ,这 就 是 著名 的 哥 德 尔 不 完全 性 定理 .下 面 的 一 些 性 质 可 用 
来 判断 一 个 理论 是 次 有 完全 理论 . 

ie 语言 . 芭 的 任何 一 个 极 大 和 谐 甸 于 上 集 是 完全 理论 . 

2 车 洗 是 . 沉 的 -- 个 模型 , 则 和 h 兴 = 1 yp; 煌 二 jp! 是 完 个 腻 论 ， 

j 当 且 仅 当 .学 的 一 个 和 谐 理论 的 任意 两 个 模型 均 初 半 等 价 时 ,该 理论 是 完全 
的 

4° 车 外 是 仅 舍 有 限 多 个 关系 符 司 的 一 阶 语言 ,了 是 .5 的 和 和谐 理论 , 则 当 且 仅 
当 了 的 任意 两 个 模型 均 有 限 同 构 时 , 7 为 完全 理论 . 

在 判定 -一 个 理论 是 否 为 完全 理论 的 方法 中 ,有 一 个 重要 的 判别 方法 一 一 
Vaught 判断 法 ,为 介绍 这 个 方法 , 先 简要 介绍 范 贱 理论 的 概念 .所谓 理论 是 一 个 
范畴 理论 指 T 的 任意 模型 均 同 构 . 由 LST 定理 可 知 , 当 且 仅 当 T 只 有 同 构 的 有 限 模 
型 时 ,理论 了 是 范畴 理论 .从 而 在 同 构 意义 下 ,一 个 理论 下 足 范畴 理论 的 充 要 条 忻 
是 T 仅 有 一 个 有 限 杰 型 .这 就 全 范畴 理论 这 个 概念 很 凌 隘 遇 没 有 普 议 意 浆 .而 相对 
较 弦 的 a- 范畴 概念 却 是 有 趣 的 ,所 谓 理 论 了 是 他 范畴 是 指 苦 了 有 势 为 = 的 模型 ， 
则 了 任意 两 个 势 为 a 的 模型 均 同 构 . 利 用 ce 范畴 概念 ,可 以 判别 理论 了 是 否 为 理 
论 完全 的 , 即 如 于 判别 法 ， 

定理 8 Vauglht 判别 法 ) ”车 理论 了 没有 有 限 模型 由 对 某 个 无 限 基数 > 

| 党 | ,T 是 -范畴 的 , 则 了 是 完全 理论 . 

除了 完全 理论 外 ,模型 论 中 还 有 另 一 个 讨论 理论 完全 性 的 概念 一 一 模型 完全 
理论 .这 个 概念 是 前 滨 进 引 人 人 的 一 个 重要 概念 ,其 具体 定义 如 下 :所谓 了 是 模型 完 
全 理论 指 对 7T 的 任意 两 个 模型 疹 ,. 亲 车 涂 己 . 若 则 内 <. 池 已 知 某 个 理论 是 模型 
完全 理论 时 ,有 一 种 新 的 方法 判别 它 是 否 为 完全 理论 ,这 就 足 曾 滨 进 判别 法 ， 
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定理 乞 鲁 滨 逊 判别 法 ) 设 了 是 模型 完全 理论 , 则 有 : 

PP 如 果 了 的 任意 两 个 模型 能 同 构想 人 了 的 第 三 个 模型 ,出 了 是 完全 理论 ; 

2 如 果 闻 有 一 个 模型 能 同 构 骨 人 的 任意 模型 , 则 了 是 完全 理论 . 

运用 上 述 重 许 吉 着 别 法 的 前 提 基 判定 了 是 模型 完全 导论 .下 面 定理 和 比 出 了 理 
论 了 是 模型 完全 理论 的 几 个 充 要 条 件 . 

定理 如 设 了 是 语言 多 的 理论 , 则 下 述 四 个 条 件 互 相等 价 : 

1* 了 是 模型 完全 理论 ; 

思 若 多 是 了 的 任意 一 个 模型 , 则 TUAew 是 名 的 完全 理论 ,其 中 

Ag = |p:y 是 .59 的 原子 句子 或 原子 句子 的 埋 定 且 光 , 户 | 

3 车 多 ,. 用 是 了 的 任意 两 个 模型 ,如 果 gcC .作风 加 中 每 个 存在 句 yp 如 在 .器 
中 真 就 在 26s 中 真 ; 

中 对 只 中 每 个 存在 会 式 ,都 有 一 个 全 称 公 式 多 ,使 了 和 Per 史 ， 

除了 上 述 定理 ,还 可 用 Lindswim 定理 来 判别 一 个 理论 是 模型 完全 的 理论 .为 
此 ,介绍 模型 链 及 其 并 的 概念 . 称 2%C2C*… CC 2pC*…(B<a), 这 样 一 个 递增 序 
列 为 权 型 链 .车 对 每 个 < a, 均 为 的 模型 , 则 称 该 模型 链 为 了 的 模型 链 . 现 定 
六 模型 密 = Lp 为 模型 链 的 并 ,具体 定义 如 下 : 

1 乡 的 论 域 4 = Aa, 其 中 :45 是 26s 的 论 域 ; 

2 对 .多 中 每 个 关系 符号 R,R” = di 

3 对 区 中 每 个 函数 符 身 忆 ， 人 

中 对 绢 中 每 个 常量 符号 C,， C= C(P<a). 

由 于 {2%sy1 gco 是 模型 的 递增 链 , 上 述 定义 显然 是 有 意义 的 并 由 定义 易 知 ,对 每 
个 Bx<n, BpC 

定理 11 Lindsbim 定理 ) 设 了 是 下 数 语言 办 的 和 谐 理论 , 若 了 讲 足 下 列 三 个 
条 件 : 
了 的 每 个 模型 都 无 限 ; 

之 了 的 模型 链 的 并 仍 是 了 模型 ， 

3 对 革 个 无 限 基 数 e ,了 是 普 范畴 理论 ， 
则 了 是 模型 完全 理论 . 

3.3.4 模型 的 初等 链 与 保持 性 定理 

上 耐 提 到 模型 递增 链 概念 ,一 般 来 说 ,理论 了 的 递增 链 的 并 所 形成 的 模型 不 
一 定 仍 然 是 理论 了 的 模型 ,但 对 于 初等 链 而 言 ,结论 是 成 立 的 . 所 谓 模 型 链 
(Zp)g<s 是 初等 链 指 凤 < 关 天 <2p< ,BB< a; 即 对 任意 BB<y<a 有 p< 
ze， 

定理 12( 初 等 链 定理 ) 若 1&pls。 是 模型 的 初等 链 , 多 = 254, 则 对 任意 月 


所 二 
定理 13 若 了 是 罗 的 模型 完全 理论 ,jpjp-。 是 了 的 模型 链 ,26= UJ 240, 则 
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几 户 了 

初等 链 定 理 有 许多 重要 的 应 用 ,其 中 之 一 就 是 利用 初等 链 可 以 证 明 一 些 保持 
性 定理 . 在 此 罗列 一 些 保持 性 定理 . 

首先 介绍 几 个 基本 概念 . 若 理论 了 的 模型 的 子 模 型 仍 为 了 之 模型 , 则 称 了 在 
子 模型 下 保持 ;如 果 了 的 模型 链 的 并 仍然 是 了 的 模型 , 则 称 了 在 链 并 下 保持 ;如 果 
7 模型 的 同 态 模 型 从 是 了 的 模型 , 则 称 了 在 同 态 模 型 下 保持 . 以 上 这 些 都 是 理论 了 
的 语义 特征 ,保持 性 定理 将 给 出 与 之 等 价 的 语法 特征 . 

定理 14 当 且 仅 当 了 有 全 称 公 理 集 { 即 了 | 公理 集 ) 时 ,理论 了 在 子 模型 下 保 


竺 . 

定理 在 当 且 人 妈 当 了 有 全 称 存 在 公理 集 ( 即 1 公理 集 ) 时 ,理论 了 在 链 并 下 
保持 . 

定理 6 当 县 仅 当 了 有 正 公理 入 时 ,和 谐 理论 了 在 同 态 干 保持 .( 即 了 的 公理 
集 由 正 句子 组 成 ,所 谓 公 式 是 正 公式 是 指 w 由 原子 公式 经 人 ,YY 和 ,联结 而 
成 .) 


3.3.5 樟 型 论 为 思 法 


加 世纪 的 年 代 初 ,科恩 (P,J,Cohen) 创 造 了 集合 论 力 迫 法 .科恩 用 这 种 为 迫 法 
证 明了 连续 统 假 设 与 ZFC 公理 系统 的 和 谐 性 及 独立 性 .60 年 伐 束 瞪 流 逊 把 力 迫 法 
引进 模型 论 , 提 出 了 模型 论 中 的 有 限 力 扎 与 无 限 力 扎 两 种 方法 .Keisler 用 有 限 力 追 
法 证 明了 省 略 型 定理 ,并 给 出 了 广义 量词 逻辑 的 模型 论 力 迫 法 .后 来 各 种 模 济 论 力 
迫 法 纷 势 被 提出 来 ,由 此 引出 的 概念 . 力 近 伴随 理论 、 模 型 位 大 理 论 等 使 模型 论 研 
究 开 拓 了 一 个 新 方向 ,本 豚 介 绍 有 限 力 人 迫 的 基本 概念 与 结果 . 

首先 ,介绍 有 限 力 迫 的 基本 概念 . 设 客 是 一 个 形式 语言 ,C 是 不 在 委 中 出 现 
的 无 限 新 常量 集 , 记 宫 吕 为 客 的 简单 膨胀 BU CG. 设 了 是 语言 放 中 的 和 斋 理 论 ， 
任 取 . 妥 C 中 有 限 多 个 康子 语句 或 原子 语句 的 理 定 组 成 的 集合 p, 如 果 TUp 是 
弘 台 的 和 谐 句 子 集 ,就 称 p 是 理论 T 在 琉 避 中 的 一 个 条 件 .一 般 约 定 , 信 集 也 看 
作 是 个 条 件 , 下 文 常 以 p,9,r 或 pl,q 等 表示 了 本 条件 . 

设 ? 是 . 强 C) 的 一 个 句子 , 称 子 的 条 件 p 有 限 力 迫 P, 记 作 p | 9 或 简 记 作 


pg, 归纳 定义 如 下 : 

I? vw 是 碌 子 语 和 名, 当 且 仪 当 pgEp 时 ,pp 

> 若 g 形 如 py VY wr,; 当 县 仅 当 上 pp 或 pp 时 ,pp 人- pp 

3 车 pp 有形 如 p(x), 当 且 仅 当 eEC 使 得 pi ofe) 时 ，p 外- 9. 

站 车 形 如 =, 当 且 仅 当 不 存在 条 件 4 使 得 IJ2p 且 | 下 时 ,他 . 

由 上 面 的 定义 可 以 着 出 , 力 据 关系 与 一 阶 语言 加. 池 的 理论 了 以 及 新 常量 集 必 
有 关 , 但 实际 上 ,新 常量 集 5 在 力 迫 关系 中 并 无 实质 性 作用 .下面 的 定理 说 明 , 对 
两 个 不 同 的 无 限 新 常量 集 C0, 如果 Cc C5', 对 哎 C) 中 的 条 件 p 和 句子 p,p 在 
. 融 侣 中 力 迫 gg 与 p 在 . 玉 收 ) 中 力 迫 9 是 一 致 的 .因此 , 力 追 关系 与 新 常量 集 的 势 
无 关 , 而 对 不 同 的 新 常量 集 , 除 了 符号 不 同 之 外 并 汕 有 具体 意 疼 上 的 区 别 . 所 以 ,对 
任意 的 一 阶 语言 . 吕 尾 意 的 理 沦 了 ,可 以 任 取 一 个 可 数 无 限 新 常量 集 CC, 古代 CC) 
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中 考虑 力 迫 关系 . 

定理 好 设 上 安 都 是 不 在 客 中 出 现 的 无 限 新 常量 集 ,Ccece , 设 了 是 . 鹤 中 
的 和 谐 理 论 ,p 是 了 在 4C) 中 的 一 个 条 件 , 守 是 .加 C) 中 的 句子 , 则 当 且 人 奴 当 
p Lp 时 ,p 上 二 9、 

除 上 面 介绍 的 力 迫 关系 外 , 逊 有 一 种 境 力 迫 关系 ,其 具体 定义 如 下 : 

机 p 是 7 的 一 个 条 件 ,p 是 2p(C) 的 句子 ,车 p 上 p 就 称 p 弱 力 迫 gp, 记 作 
plep. 

易 知 , 当 且 仅 当 对 任意 条 件 gp 有 gg, 妈 对 任意 茶 件 gp, 存 在 rg 
使 得 ry 时 ,pqp. 关 于 力 连 与 弱 力 迫 有 巢 下 一 些 基 本 必 质 : 

?车 p| 片 vw, 则 pp; 

字 若 上 2 且 9D2p: 则 9 | 9%; 

对 任意 yy,p 不 能 同时 力 迫 将 和 了 1; 

和 车 WEp, 则 Pi; 

包车 业 是 原子 句 或 原子 名 的 和 理 定 且 p 水, 则 PUNTy! LE 是 了 的 条 件 ; 

外 对 任意 句子 op,p 不 能 同时 弱 力 迫 $ 及 -1 9; 

天 若 p pg,9Dp: 则 ap; 

名 当 且 悦 当 pw 时 ,pv; 

多 当 且 仅 当 对 任意 cE C,p 片 gC 时 ,pW weptx). 

下 面 介绍 有 限 力 迫 的 兼 纳 模 型 存在 定理 . 如 果 了 是 一 阶 庄 言 汇 的 和 谐 理论 ， 
0 是 无 限 新 常量 集 , 6 是 膨胀 语言 禹 CC) 中 原子 句 及 原子 名 的 理 定 组 成 的 集合 .车 
6 满足 下 列 条 忻 , 则 称 是 了 在 信人 0C) 中 的 兼 纳 集 ,简称 了- 兼 纳 集 {或 TT- 脱 殊 
集 ). 

1? 避 的 任意 有 限 子 集 都 是 了 的 条 件 ; 

2 对 .六 避 中 的 任意 句子 ,存在 pc6, 使 pp 或 p54 他， 

当 存 在 了 条 忻 ,pc6 使 p | w, 就 称 6 力 迫 w, 记 作 上 - qq. 如 果 避 是 工 菲 
纳 集 ,w 是 殊 避 中 句子 ,可 以 严格 征明 如 片 或 8 将 愉 有 一 个 成 立 . 下 面 的 
定理 保证 了 兼 纳 集 的 存在 性 . 

定理 她 ( 碌 纳 集 存在 定理 ) 设 均 是 可 数 语 言 ,C 是 引 数 无 限 新 常量 集 ,7 了 是 
党 的 和 谐 理论 ,p 是 了 在 肠 上 中 的 条 件 , 则 了 在 . 顷 C) 中 有 谤 纳 集 改 使 得 PC 7. 

需要 指出 的 一 点 是 ,上 述 定 理 中 . 穷 可 数 是 必 不 可 少 的 荣 件 ,S$. Shelah 和 
P. Henramd 在 . 汐 不 可 数 情 形 下 举 讽 说 明和 谐 理 论 了 可 以 没有 非 纳 集 . 

定理 地 ( 兼 纳 模型 让 在 定理 ) 设 CC 是 理论 了 在 2 C) 中 的 兼 纳 集 , 则 存在 
HC 的 模型 必 满 足下 列 条 件 ，; 

P 久 的 论 域 4 中 每 个 元 素 都 是 茶 个 新 常量 符号 cE 的 解释 ; 

XY 对. 束 避 中 任意 一 个 句子 gp, 当 且 仅 当 G gg 时 ,t= py， 

一 般 称 满足 上 述 条 忻 的 模型 乡 为 6 生成 的 兼 纳 模 到 ,有 时 以 WKC) 表 未 石生 
成 的 兼 纳 模 型 , 光 ( 8) 在 语言 窟 中 前 归 约 也 叫 做 了 的 兼 纳 模 型 ,有 一 点 必须 指出 ， 
车 对 和 谐 理 论 了 不 加 限制 ,7 的 兼 纳 模 型 一 般 不 是 了 的 模型 . 

定理 加 ({ 兼 纳 模型 唯一 性 定理 ) 车 5 是 理论 了 在 (7W) 中 的 茹 纳 集 ,5 和 
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25 都 是 .至 C) 中 由 如 生成 的 蒜 峭 模型 , 刚 锚 = 晤 . 

定理 2 若 和 谐 理论 了 是 归纳 理论 ( 即 了 保持 模型 链 的 并 ) , 则 了 的 兼 纳 模型 
是 了 的 模型 ， 

上 面 介绍 的 兼 纳 模型 是 对 力 人 造 关 系 定 光 的 ,下 述 定 理 说 明 改 用 红 力 迫 定 尽 的 
兼 纳 模 型 将 和 用 力 迫 定义 的 没有 区 别 . 

定理 总 设 灾 是 6 生成 的 兼 纳 模型 ,条 和 件 pc6. 书 pp 族 9 则 疹 记 vp. 

除了 上 面 介绍 的 有 限 力 过 ,还 有 所 谓 的 无 限 力 迫 , 受 销 旺 所 限 , 这 部 内 容 略 去 ， 
有 兴趣 的 读者 可 阅读 有 关 文 献 . 


3.3.6 省略 型 定理 与 内 播 定理 


本 段 介绍 模型 论 中 很 基本 的 两 个 定理 一 一 省 略 型 定理 与 夫 插 定理 .在 介绍 定 
理 前 , 先 介绍 相关 的 基本 概念 与 记号 . 

设 .是 形式 语言 ,以 B(x, 和, 如 ) 表 示 穷 中 自 卓 蛮 元 都 在 mm， x2，…，, x。 
之 中 的 公式 g(x, xz， 切 }》 的 集合 . 设 多 是 各 的 模型 .al， 4 
3[fal,az ya] 表示 对 任意 公式 g(x v2 和) 人 人 Cx) 都 有料 刁 
ge a , an]. 

设 {x1 ,x2 一; 加) 是 . 叶 的 公式 集 , 宪 是 . 吕 的 模型 ,如 果 存 在 a1, 62,…, a, 万 
| 使 & 和 了 grt29 3 nj] ; 则 称 六 实现 E(x ,x2 x4), 百 则 就 称 必 省 略 EX!, 
Xi2 Nn) 

设 glx sp 如) 是 多 的 公式 ,了 是 名 的 理论 ,如 果 了 U | xixas…， 
xx 3 和 利 谐 , 则 称 公式 pfsix 如 ) 与 理论 了 和 和谐. 

设 王 (sisat) 是 - 鹤 的 公式 集 , 了 是 .多 的 理论 .如果 存 在 与 了 和谐 的 公式 
gris x 使 对 任意 公式 ef)EEOzi 各) 都 有 了 TF- 
和 理论 了 局 部 实现 (x1， 
za 否则 就 称 了 局 部 省 上 略 E(x1 ,2 】. 

定理 和 3 设 了 是 完全 理论 ,了 有 模型 省 略 公 式 集 工 (zxa，…… 知 ), 则 了 局 部 
省 路 (x1, 2 

定理 区 (省 略 型 定理 ) 设 . 穴 是 可 数 语 言 , 了 是 .和 的 和 谐 理 论 , 了 局 部 省 略 公 
式 集 荆 xz 如) , 则 了 有 一 可 数 模 型 省 腹 王 (xi x3 x). 

定理 和 设 . 多 是 可 数 语 言 , 了 是 穴 的 和 谐 理论 , 则 当 且 仅 当 了 有 完全 扩充 了 
局 部 省 略 卫 Cx, xa,… ,zx ) 时 ,了 有 一 个 可 数 模型 省 略 公式 集 对 (x x3，… ;fn). 

需要 指出 的 一 点 是 ,省 略 型 定理 对 含 无 限 凶 个 变 元 的 公式 集 不 成 立 , 但 对 无 限 
多 个 含有 限 变 元 的 公式 集 仍 有 下 述 省 略 型 定理 忒 立 . 

定理 6 设 . 党 是 可 数 语 言 ,了 是 氏 的 和 谐 理 论 , x, X31) 作 2 |， 
et) 的 公式 集 ,如 果 了 局 部 省 赂 每 个 
E(x rz) NN TT 有 可 数 模 型 省 略 所 及 ,( x ,x ) 

省 略 型 定理 是 构造 模型 的 有 效 方 法 ,在 模型 论 中 有 许多 应 用 ,限于 篇 幅 这 部 分 
内 容 略 去 .另外 ,值得 指出 的 一 点 是 ,通过 改变 局 部 省 略 的 定义 ,省 略 型 定理 可 以 推 
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广 刘 不 可 数 语 言 , 即 所 谓 的 a- 省 上 赂 型 定理 . 

下 面 介 绍 内 插 定 理 , 它 是 模型 论 的 重要 定理 , 它 有 多 种 形式 ,下 面 引出 其 三 种 
形式 ， 
定理 好 f Craig 内 搬 定 理 ) 设 p, 风 是 铬 的 两 个 句子 ,2 请 少 , 则 存在 句子 8 使 
得 

re 有 8 

2 中 出 现 的 每 个 非 逮 辑 符 导 ( 等 号 除外 ) 者 在 wp, 旬 中 同时 出 现 . 

上 述 Craig 内 播 定理 还 有 一 种 等 价 形式 , 即 下 面 的 普 滨 进 和 谐 定理 . 

定理 霹 ( 普 演进 和 谐 定 理 ) 设 . 吕 ,党 是 两 个 语言 ,= .名门 总 , 设 了 , 荆 分 
别 是 田 , 名 的 和 谐 理 论 , TT 门 T= 了 是 名 的 完全 理论 , 则 TU 是 串 U 咒 的 和 
谐 理论 . 

内 插 定 理 除 了 上 面 的 形式 外 ,还 有 一 种 更 强 的 形式 . 

定理 29(!Lyqon 内 插 定理 )” 投 语 言 之 中 不 含 函 数 符号 和 常量 符号 ,如 果 安 的 
句子 pp, 上 满足 py 上 yy, 则 . 吕 中 一 定 有 句子 8 使 得 

rwHe 有 ety; 

之 8 中正 出 现 的 关系 符 导 也 在 p,y 中 都 正 出 现 ;8 中 负 出 现 的 关系 符号 在 y， 
中 都 有 贡 出 现 ， 

上 述 定理 中 关系 符号 的 正 ! 或 负 ) 出 现 是 指 一 个 关系 符号 在 句子 中 出 更 于 偶数 
个 《或 奇数 个 ) 一 “号 的 连城 内 .等 价 地 说 , 当 句 子 化 成 前 束 范式 时 关系 符号 之 了 栈 不 
带 有 “*- “的 称 为 正 出 现 , 否 则 称 为 负 出 现 . 


4 递归 论 


4.1 可 计算 性 与 可 判定 性 


递归 论 起 源 于 20 世纪 加 年 代 . 当时 出 现 了 几 种 有 关 可 计算 性 和 可 判定 性 的 
较 直 观 的 定义 .例如 ,人 们 用 图 灵机 ,马尔 可 夫 算 法 ,4- 演 算 , 带 yx- 算 子 的 递归 式 和 
带 妇 宿 函 数 的 一 般 递 归 式 等 计算 模型 来 定义 上 述 这 些 概 念 . 但 是 , 丘 奇 (A, Church) 
等 人 发 现 并 证 明 所 有 这 些 吓 义 都 是 等 价 的 , 即 它们 都 产生 出 由 同 的 函数 类 和 相同 
的 判定 问题 的 类 . 王 此 ,人 们 普遍 接受 所 谓 的 丘 奇 论题 :可 计算 性 (可 判定 性 ) 等 价 
于 图 灵 可 计算 性 (图 灵 可 判定 性 ) . 换 名 话说 ,每 个 等 法 可 计算 的 函数 (可 判定 的 问 
题 ) 都 是 图 灵 可 计算 的 (图 灵 可 判定 的 ) .因此 ,任何 算法 都 可 上 用 图 灵机 加 以 实现 . 

递归 论 主 要 研究 自然 数 集 N 上 的 算法 可 计算 晒 数 (算法 可 判定 问题 可 转 为 它 
的 特征 函数 的 可 计算 性 如 以 研究 ) ,具体 地 讲 , 一 个 半 函 数 f:N 一 N, 当 且 仪 当 存 在 
一 个 算法 ( 亦 称 为 能 行 过 程 ) ,使 得 对 任意 给 定 的 自然 数 ,如 果 n 在 上 的 定义 域 
中 , 则 该 算法 必 在 有 限 步 内 停机 并 且 输 出 了 数值 f(r), 和 否则 , 它 将 永 不 停机 (不 给 
出 任何 输出 ) 时 ,f:N->N 称 为 算法 可 计算 .根据 丘 奇 论题 ,这 也 就 是 可 计算 画 数 的 
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定义 .类 似 地 ,一 个 判定 问题 常 可 归结 为 自然 数 集 N 的 子 集 5 的 兰 定 问题 .因此 ， 
当 且 仅 当 集合 5 的 特征 函数 六 是 一 个 可 计算 函数 时 ,5 可 判定 .这 里 ,特征 也 数 扩 
定义 为 名 到 NN 中 的 如 下 半 孙 数 : 

1]， 当 n€3 时 ; 


Am=to 否则. 


4.2 图 灵机 与 图 灵 可 计算 


既然 可 计算 性 和 可 判定 性 都 等 价 于 围观 可 计算 性 和 人 图 灵 可 兰 定 性 ,因此 , 育 必 
要 介绍 一 下 围 必 机 的 概念 , 六 简单 起 见 , 先 介绍 单 带 图 灵机 , 仿 此 容易 将 其 推广 为 
多 带 图 好 机 ， 

一 个 单 带 图 灵机 ii 由 一 个 有 限 控制 器 (含有 限 个 状态 ) ,一 条 分 成 若干 个 单元 
的 可 向 一 边 或 两 边 无限 延 伸 的 工作 带 和 每 次 至 多 只 能 在 带 上 移动 一 个 单元 并 能 读 
写 所 指 秽 的 单元 中 的 字符 的 读 寺 所 组 成 .通常 将 图 灵机 好 描述 为 一 个 6 元 组 , 即 

M= {0,2,7,6, gq0, FY, 
其 中 ,如 为 状态 的 有 限 集合 , 厂 为 带 符号 的 有 限 集 合 ( 包 丘 空 白 符 导 “8' 在 内 ), 
CTI 为 输入 符号 集合 { 它 不 包括 空白 符号 ) ,6 为 移 步 函数 (一 般 为 半 函 数 ) 
:0x TOxTx {tL,Ri, 

其 中 x "表示 集合 之 间 的 笛 卡 几 乘 积 , 上 和 及 分 别 表示 污 头 向 左 和 向 右 移 动 一 个 
单元 , qo 为 时 的 初始 状态 ( 即 好 启动 时 的 状态 ), 灰 为 统销 状态 集合 , 它 可 以 包括 
接受 状态 ,拒绝 状态 ,疑问 状态 等 . 

举 一 个 葡 单 的 例子 来 说 明 图 灵机 的 设计 方法 和 工作 原理 .假定 需要 计算 字母 
表 王 = 10,1i 上 的 双 们 函数 , 即 Kx) =2:%, 则 我 们 可 设计 如 下 的 图 员 机 时 : 

| Cx) 
goB* go0. 

这 里 仅 使 用 了 两 个 状态 g( 初 始 状态 ) 和 gq, (并 结 术 受 状态 ). 图 灵机 有 一 开始 应 
将 其 读 头 指向 输入 x 的 第 一 个 字符 (0 或 1) 并 且 从 初始 状态 加 出 发 , 按 上 述 设 计 
的 3 函数 ( 即 ( * )) 一 步 一 步 地 进行 ,直到 遇 到 终结 状态 w 恒 停 机 (为 了 简单 起 兄 ， 
不 允许 带 上 出 现 0,1,8 以 让 的 字符 , 即 六 = 10,1,81). 此 时 , 带 上 留 下 的 什 重 为 量 
数值 , 即 2x. 例如 . 设 初始 输入 x = 110110, 则 国 灵 机 好 将 按 ( * ) 的 第 一 条 规则 将 
读 头 不 断 问 右 移动 ,直到 遇 到 空白 8, 然 后 , 它 按 ( * ) 的 第 二 条 规则 ,将 B 改写 成 0 
而 停机 ,此 时 , 带 上 留 下 的 值 为 1101100, 也 就 是 说 , 闻 将 110110( 即 吧 ) 变 成 1101100 
{ 即 108). 因 此 ,上 时 计 算 了 酒 数 2:x., 按 定义 , 阅 数 2:% 使 站 一 个 可 计算 函数 . 

那 乏 究竟 哪些 自然 数 函 数 是 可 计算 和 函数 呢 ? 租 略 地 讲 ,日 常 明 到 的 冰 数 几乎 
都 是 可 计算 函数 .例如 ,加 , 减 , 乘 , 除 , 困 方 , 开 方 , 求 最 大 公约 数 , 求 最 小 公信 数 等 
等 {这 里 ,除法 和 开 方 均 需 取 整 , 即 [ nAmj 和 [Yn]j ,而 碱 央 *- 7, 当 *<y 时 其 值 定 
总 为 去), 为 了 证 明 这 些 函 数 篆 为 可 计算 函数 ,逐个 去 构 造 它 们 的 图 灵机 是 -一 件 祭 
琐 而 乏味 的 差 使 .一 个 等 价 而 有 有效 的 数学 方法 便 是 使 用 递归 式 . 
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4.3 原始 递归 式 与 原始 递归 国 数 


下 面 先 定 六 几乎 包括 一 切 日 常 使 用 的 可 计算 郊 数 的 原始 递归 国 数 .一 切 从 本 
原 函 数 出 发 经 过 有 限 次 使 用 函数 复合 和 原始 递 妇 式 而 得 的 本 数 和 并 称 为 原始 递归 范 
数 . 这 里 的 本 原 晒 数 是 指 以 下 三 个 简单 的 函数 . 
(由 若 继 蚂 数 ; Sx, 即 +1. 
(2) 零 耳 数 :0x, 即 其 值 恒 为 零 . 
(3) 广 诗 么 畏 数 ;下 即 其 值 等 同 于 它 的 
某 个 变 目 . 
函数 复合 即 指 通常 的 由 函数 Fn 和 gtn) 产 生出 新 滞 数 f(g( 4)) ,例如 ,由 
sinx ,cosx 和 除法 ,经 过 复 台 便 可 产生 出 新 函数 tamx{ 即 sinxcosx). 原 始 递 归 式 通 
常 指 以 下 方程 组 ; 
{0 = glu}, 
farsr}= hw, x fx)), 
其 中 ,& 民 表 参数 , 它 可 以 有 若干 个 ,而 x 称 为 递归 变 元 ,显然 ,原始 递归 式 是 由 荫 
数 g 和 产生 出 新 函数 六 的 另 一 种 运算 .因此 ,如 困 已 知 g 利 关 为 原始 递归 画 数 ， 
则 新 另 数 /也 是 原始 递归 函数 .例如 ,加 法 为 原始 递归 晴 数 , 国 为 , 它 可 定义 六 
t+0= i; 
{er 号 人 十 区 
其 中 ,第 一 个 等 式 右 端 的 & 可 理解 为 广 芯 么 隙 数 1( ww) ,而 第 -个 等 式 右 端的 5 为 
后 继 函 数 , 它 们 都 是 本 原 阔 数 .因此 ,加 法 由 本 原 溯 数 1(w) 利 8S{5) 经 一 次 使 用 原 
始 递归 式 而 得 , 故 依 定义 ,加 法 为 康 始 递归 函数 ， 
现在 易 证 , 科 法 也 为 原始 递归 画 数 ,这 是 因为 , 它 可 以 借 肌 于 加 法 、 守 国 数 和 犀 
始 递 归 式 而 产生 如 下 : 
| uO= 00; 
二 
这 里 ,第 一 式 右 端 的 口 可 理解 为 零 函 数 O(x). 因 此 ,乘法 由 林原 隔 数 0O(x) 和 原始 
递归 画 数 w+ * 经 一 次 使 用 上 述 原 始 递归 式 而 得 , 故 依 定居 , 它 也 为 原始 递归 函 
数 . 
并 非 所 有 的 原 峻 递归 函数 都 可 以 经 一 次 使 用 递归 式 而 得 ,例如 ,减法 sx* 带 
先 用 一 次 原始 递归 式 定义 一 个 中 间 函 数 Dx{ 当然, 它 也 是 一 个 原始 递归 函数 ): 
D0 = 心 ; 
(os Xx， 
然后 ,利用 Dx 再 使 用 一 次 原始 递归 式 才 得 到 国 数 一 x: 
t=0= 2; 
{Dy 
仿 此 也 可 作 洁 其 它 常用 的 原始 递归 函数 ,如 x,[x/y] 和 fy x] 等 . 
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4.4 变异 原始 递归 式 


除了 上 上 述 标准 的 原始 递归 式 外 ,还 有 许多 其 它 形 式 的 递归 式 , 它 们 在 多 学 的 论 
著 中 常 可 发 更 ,例如 
(1) 串 值 递归 式 
{人 
下 
翰 中 ,0 x 和 


(2}) 参 数 变 异 的 递归 式 


[= 
Fu Se) = hia x Nptu), x)), 


其 中 ,p(w) 为 与 递归 变 元 x 无 关 的 函数 . 
(3) 和 多重 递归 式 ( 以 三 重 为 例 } 
Fu xr rrr Xs) =0, YG xixrxy =0; 
(ss 
= gl mar raf Cu rd) Nu , Ses x fn Sx Sr2 ,x3)) ,其它 . 
其 中 ,gw' 和 vw 均 为 ,xi. x3; 各 的 已 知 东 数 . 


4.5 厘 原 始 递归 函数 与 一 般 递 遇 函 数 


表面 上 看 .上 述 这 些 递归 式 似 乎 比 原始 递归 式 更 强 .但 是 ,容易 证 明 ,. 用 这 种 递 
归 式 去 代替 原始 递归 函数 定义 中 的 原始 递归 趟 仍 产 生 相 疝 的 雷 数 类 .那么 ,是 否 数 
学 中 出 现 的 各 式 各 样 的 可 计算 函数 都 是 原始 递归 函数 吡 ? 答案 是 否定 的 , 即 存在 
非 原始 递归 的 可 计算 隙 数 . 阿 克 皮 { 玉 . Ackermann) , 彼 德 (1R. Peter) 和 鲁 滨 示 相继 给 
出 了 可 计算 的 非 原 始 递归 函数 的 例子 ， 
例如 ,以 下 式 子 定义 的 函数 f 便 不 是 原始 递归 函数 : 
(0, 52) = Sns 
[Sm Am); 
Sm,Sni= Am m,n}i. 
因此 ,虽然 原始 递归 函数 包括 了 几乎 所 有 数学 中 常用 的 自然 数 函 数 ,但 是 ,由 上 述 
反例 , 它 尚 示 能 作为 可 计算 函数 的 定 凡 .因此 ,有 必要 引进 更 强 的 递归 式 ,并 且 证 遇 
由 此 而 得 的 更 如 一 般 的 递归 函数 与 用 图 灵机 等 模型 产 : 和 的 可 计算 曙 数 相同 ,而且 
它 包 含 了 所 有 可 计算 的 非 原 始 递 灯 函 数 的 反例 .这 个 更.: 般 的 递归 式 通常 便 称 为 
-一 般 递 归 式 , 即 
和 = 和 
所 
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4.6 计算 复杂 性 


历史 上 , 哥 德 尔 为 了 证 明 他 的 不 完全 性 定理 而 创造 了 递归 函数 等 概念 . 贿 后 ， 
递归 论 得 到 了 迅速 的 发 展 .但 是 , 随 着 计算 机 的 发 展 和 推广 使 用 ,人 们 不 但 关心 可 
计算 性 {能 行 性 ) ,重重 宰 可 行 性 .这 是 因为 ,计算 机 的 两 大 资源 ,即时 间 和 空间 ,是 
有 一 定 限 制 的 . 不 可 能 证 计算 机 计算 1 态 年 后 才 得 出 所 需 的 结果 ,也 不 能 使 用 上 
万 亿 个 存 情 单元 .那么 ,什么 是 可 行 可 计算 呢 ? 我 们 说 ,能 行 可 计算 只 强调 计算 的 
步 数 必须 为 有 限 步 ,而 可 行 可 计算 进一步 要 求 计 算 的 步 数 不 得 超过 输 人 长 度 的 多 
项 式 次 . 重 加 精确 地 讲 , 当 旧 仅 当 存 在 一 个 前 面 定义 过 的 图 灵机 好 和 一 个 整 系数 
的 密 项 式 p ,使 得 对 任何 输 人 *, 开 在 pf yx |) 步 内 必 停 机 并 上 且 在 带 上 产生 出 函数 
值 x) 时 , 消 数 所 x) 称 为 可 行 可 计算 的 或 多 项 式 时 间 可 计算 的 .这 里 , | * | 表示 
输入 x* 的 长 度 ( 即 * 中 出 现 的 字符 的 个 数 ). 人 人 和 们 把 多 项 式 时 间 的 算法 称 为 好 算 
法 .事实 上 ,能 用 计算 机 解决 的 实际 问题 夫 多 有 好 算法 ,然而 , 沪 今 尚 发 现成 百 上 千 
个 实际 问题 未 找到 好 算法 ,理论 上 也 无 法 证 有 明 它 们 是 否 存 在 好 算法 .人 人 们 通常 称 这 
些 问 题 为 NP 完全 问题 ,并 且 证 明 ,只 要 其 中 有 一 个 问题 有 好 算法 , 则 一 切 NP 完全 
问题 使 都 有 好 算法 , 另 一 方面 ,如 果 能 证 明 其 中 的 任 一 个 问题 不 存在 好 算法 , 则 所 
有 这 些 问 题 便 都 不 存在 好 算法 .那么 ,究竟 这 些 问题 有 没有 好 算法 呢 ? 这 个 问题 便 
是 著名 的 PNP 问题 .这 个 问题 是 由 埃 特 葛 斯 (Edmonsy 和 机 勃 哈 姆 (4A.Cobham) 于 
1965 年 首先 提出 来 的 ,由 于 它 的 章 要 性 ,被 人 们 称 为 计算 机 科学 的 核心 问题 .下 面 
用 具体 的 例子 进一步 阐明 这 个 问题 . 


4.7 疡 问题 与 AP 完全 问题 


从 高 散 数 学 等 课程 中 得 知 , 一 个 简单 无 向 图 定义 为 一 个 非 空 的 顶点 集合 V 
和 一 个 不 含 自 环 和 多重 边 的 集合 ECVx TY 的 对 个 (YE .如 果 在 一 个 简单 无 血 图 
& 中 存在 经 过 每 条 边 一 次 旦 仅 一 次 的 闭路 , 则 称 6 为 欧 拉力 且 称 这 样 的 闭路 为 欧 
拉 回 路 .类 似 地 ,如果 在 -- 个 简单 无 向 种 C 中 存在 经 过 每 个 项 点 一 次 且 仅 一 次 的 
闭路 , 则 称 0' 为 哈密 顿 图 且 称 这 样 的 闭路 为 哈密 顿 圈 . 现在 , 作 纵 一 个 简单 无 向 图 
6, 显然 可 问世 下 两 个 阅 题 ( 基 两 个 判定 问题 ); 

{D5 为 哈密 顿 铀 吗 ? 

(2 为 欧 拉 图 吗 ? 

从 递归 论 中 的 能 行 可 判定 性 看 ,这 两 个 问题 都 是 能 行 可 判定 的 , 即 , 当 给 定 6 
后 ,无论 是 (1 还 是 (2) ,都 可 以 在 有 限 步 内 { 获 点 数 5 的 全 排列 nl 步 内 } 回 管 “是 ” 
或 "将". 但 是 ,如 果 我 们 进一步 要 求 可 行 性 判定 , 那 必 ,问题 (2) 是 可 行 的 , 即 它 有 好 
算法 . 这 个 算法 是 200 多 年 前 由 欧 拉 ( Euler) 得 到 的 .他 证 明了 -条 定理 :一 个 连通 
图 当 且 仅 当 它 的 每 个 项 点 连接 的 边 数 和 绰 为 偶数 时 , 它 为 欧 拉 图 .因此 ,判定 上 是 将 
为 欧 拉 图 的 算法 很 简单 ,只 需 乏 个 检查 G 的 每 个 顶点 是 理 都 连接 了 介 数 多 条 壹 . 
容易 看 出 ,如 果 避 的 顶点 数 为 n, 则 该 算法 的 判定 次 数 至 多 为 四 呈 ) 次 ,因此 ,问题 


2) 有 好 算法 , 即 它 是 可 行 可 判定 的 .那么 问题 (1) 呢 ? 答案 尚 不 清楚 , 即 既 不 知道 
它 是 否 有 好 算法 ,又 无 法 证 明 它 一 定 不 存在 好 算法 .事实 了, 人们 已 经 证 明 它 是 一 
个 NP 完全 问题 .对 于 这 类 问 古 ,我 们 只 能 找到 不 确定 的 可 行 算法 , 即 对 输入 如 而 
言 , 首 先 需 设法 “ 猜 "得 一 个 霜 路 ,然后 在 多 项 式 步 内 验证 它 是 否 确 为 6 的 哈密 顿 
图 .这 种 证 法 相当 于 使 用 了 递归 论 中 的 多 项 式 有 界 存 在 址 问 .显然 ,有 好 算法 的 问 
题 是 有 不 情 定 可 行 算 法 的 问题 的 特殊 情况 .因此 ,如 果 将 性 一 种 问题 的 集合 记 为 
P, 而 将 后 一 种 问题 的 集合 记 为 NP, 则 显然 有 PC NP. 供 让 ,这 个 包含 关系 是 真 包 
售 还 是 假 包 含 呢 ? 即 , 究 竟 P 是 否 等 于 NP? 这 和 恒 是 上 面 忆 提 到 的 P-NP 问题 的 更 
加 精确 的 表述 . 


4.8 不 可 解 度 论 


除了 能 行 性 和 可 行 性 等 重要 概念 外 ,递归 论 中 叉 一 个 香 要 概念 是 递归 可 校 举 
性 及 其 相关 的 不 可 解 度 理论 .一 个 集合 S, 如 果 为 半 递归 唔 数 的 值 域 , 则 它 称 为 弟 
归 可 核 举 的 . 摘 句 话说 ,如 果 存 在 一 个 核 举 集合 5 的 能 行 过 程 , 则 说 $ 为 递归 可 术 
举 集合 . 显然 ,每 个 递归 集 皆 为 递归 可 术 举 集 , 但 是 , 道 定理 并 不 成 立 ,这 是 因为 一 
阶 膛 辑 中 的 可 证 公式 的 集合 是 递归 可 枚 举 集合 ,但 是 , 它 却 不 是 递归 集合 . 

在 讨论 可 行 性 问题 时 , 常 需 涉 及 两 个 集合 间 的 多 项 式 时 间 儿 一 归 约 < 的 概 
念 和 性 质 .这 里 更 需要 图 灵 归 约 <7 的 概念 和 性 质 ,说 4<rB 相当 于 说 4 的 判定 
可 递归 于 8 的 判定 .也 就 是 说 ,在 4 的 能 行 判 定 过 程 中 可 借助 于 外 加 信息 的 帮 
助 .显然 , <7 是 自 反 的 和 可 传 的 .如 果 集合 4 和 B 同时 满足 4<rB 和 日 二 7r4, 则 
说 它们 是 图 灵 等 价 的 并 且 记 为 4= 如 ,此 时 又 说 4 和 及 的 度 是 相等 的 .因此 , 度 便 
是 由 = r 划分 的 集合 的 等 价 类 .容易 证 明 , 度 所 构成 的 集合 是 半 序 集 并 且 存 在 最 小 
度 09 , 它 就 是 含有 递归 集 的 度 .根据 枚 举 定理 , 含 递 归 履 举 集 的 度 中 必 有 最 大 度 


0 ,而 且 任 何 玩 个 递归 校 举 度 a 和 5 都 有 上 确 异 a LU b .194 年 波斯 特 (E.L. 
Poet) 提 出 了 一 个 著名 的 开 问 题 :是 否 存 在 蜡 于 0 和 的 成 它 麻 ( 后 人 称 这 个 开 问 


题 为 波斯 特 问题 )? 这 个 问题 经 过 [2 年 的 研究 ,于 1956 让 被 菩 尼 克 (A. .Muchnik) 
和 弗 莱 勃 格 (R.M.Friedhers) 解 决 了 .他 们 证 明了 不 可 比较 的 递归 枚 举 度 的 存在 .他 
们 所 采用 的 证 明 方法 称 为 优先 法 .这 个 方法 在 解决 其 它 拷 问题 中 也 发 挥 了 很 强 的 
威力 ,了 克 斯 4G.E.Sacks) 用 这 个 方法 证 明了 每 个 非 零 的 递归 枚 举 麻 皆 可 分 发 成 两 
个 较 小 的 递归 校 举 度 并 且 进 一 步 证 明了 递归 枚 举 度 是 稠密 的 . 1965 年 匈 非特 人.R， 
Sboenfield) 猪 想 : 一 切 异 于 0 和 的 递归 枚 举 度 都 具有 柚 同 的 性 质 . 得 是 ,这 个 猪 


查 后 来 被 拉 赫 浪 CA.H.Lachlan) 和 亚 斯 (C.FE.M. Yates) 所 者 证 .事实 上 ,他 们 证 明了 
存在 不 可 比较 的 递归 术 举 度 a 和 6 ;使 得 它们 的 下 确 界 4 Nn\ b 并 不 在 在 .他 们 叉 


证 明了 存在 不 可 比较 的 递归 枚 举 度 的 极 小 对 《a,b 》, 依 得 它们 的 下 确 界 a 站 6 
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= 0 . 雅 苛 西 (C.G.Jockuseh) 又 猜想 :不 可 杯 度 的 集合 可 能 满足 匈 非特 猜想 .但 是 ， 


这 一 猜想 又 被 阿 姆 勃 斯 比 士 ( 色 .Ambos-Spies) 等 人 所 理 证 .总 之 ,在 不 可 解 度 的 研究 
上 , 虽 热 波斯 特 问题 已 经 得 到 解决 ,但 是 ,新 的 开 问题 还 在 不 断 地 涌现 .因此 ,对 上 度 
的 性 盾 的 研究 仍 在 继续 进行 并 且 已 成 为 现代 递归 论 中 的 -… 个 重要 组 成 部 分 .1987 
年 苏 陪 (R,1, Soare) 操 写 了 一 本 综述 该 领域 主要 成 果 的 专著 4 递 妇 枝 举 集 和 度 》(Re- 
cursively Enumerable Sets and Degrees) ,后 来 ,中 科 院 杨 东 屏 教授 又 撰写 出 版 了 一 本 
递归 论 交 选 》(Selected Papers on Recursion Theory) .这些 材料 都 深刻 全 面 地 反映 六 
该 方向 的 理论 和 结果 . 


4.9 ”近代 两 方 同 的 对 比 


将 小 斯 特 问题 与 PNP 问题 联系 起 来 加 以 研究 是 很 有 趣 的 .因为 ,一 切 有 好 算 
法 的 集合 都 是 儿 项 式 时 间 等 价 的 ,因此 ,可 称 其 为 多 项 式 度 或 p 上 度 . 众 所 周知 ,一 
切 NP 完全 集 叉 都 是 凶 项 式 时 间 等 价 的 ,因此 ,又 可 称 其 为 p' 度 .那么 , PNP 问题 
便 有 类 侯 于 波斯 特 问题 的 形式 ;在 p 度 与 p 度 之 间 是 和 理 还 大 在 其 它 的 上 度 . 显然 人 们 
会 自然 地 联想 到 解决 波斯 特 问题 的 强 有 力 的 方法 一 一 优先 法 .但 是 ,优先 法 所 构造 
的 递归 过 程 中 所 借助 的 外 部 信息 源 是 一 个 递归 和 集 , 如 果 能 够 构造 或 证 明 该 集合 有 
好 算法 , 即 它 属于 P, 则 便 可 证 得 Pz 及. 但 是 ,迄今 无 人 能 使 优先 法 满足 这 样 的 
要 求 .因此 ,运用 优先 法 来 讨论 PNP 问题 的 最 佳 结果 是 1975 年 由 贝克 (TT. Baker ) ， 
吉尔 (J. 信 和 苏 洛 包 (R. Soloray) 得 到 的 结果 .他 们 用 优先 法 证 明 存 在 相对 世界 上 8 
【有 Oracle 号) 使 得 P(B}z# NPC B). 作 个 不 恰 当 的 比喻 : PANE 问题 在 地 球 上 尚未 得 
到 解决 ,但 是 ,在 火星 上 解决 了 . 那 么 究竟 何 时 能 在 地 球 上 解 炎 这 一 难 租 上 昵 ? 这 尚 
需 计算 机 科学 家 .数学 家 们 的 艰苦 音 斗 和 不 断 的 创新 ! 


5 证 朋 论 


证 明 论 是 数理 逐 辑 的 一 个 分 支 , 它 纪 证 明 { 数 学 中 的 推 弄 ) 本 身 作 为 研究 对 象 . 
当然 ,对 于 证 明 的 研究 ,一 直 可 以 起 调 到 亚 里 十 多 德 ,然而 近代 证 明 论 的 创始 人 却 
是 希 尔 怕 特 (Hilbert) , 1904 年 , 希 尔 伯 特 在 第 三 屋 国 际 数学 家 大 会 上 作 了 上 题 为 * 沦 
逻辑 和 算术 的 基础 "的 学 术 讲 误 ,他 在 该 讲演 中 第 … 次 提出 了 应 该 把 证 明 本 身 作 为 
研究 对 象 的 思想 ,刻画 了 创建 证 明 论 的 总 体 目标 , 1922 年 , 硕 水 怕 特 又 在 另外 两 次 
讲演 中 进一步 阐明 了 证 明 论 的 思想 和 基础 .在 这 里 ,我 们 将 介绍 可 德尔 不 完全 性 十 
时 . 甘 宅 系统 和 艾 尔 伯 朗 定理 ， 


5.1 机 德尔 不 完全 性 定理 
攻 德 尔 (K.Gidel) 丰 完全 性 定理 是 数理 逃 辑 发 展 史 上 的 划时代 成 果 , 曾 被 誉 为 


5 证 明 论 "37 ， 
“ 迎 辑 在 现代 所 取得 的 最 重要 进展 之 一 ”,“ 数 学 与 还 辑 发 展 史 中 的 一 个 里 程 碑 ." 本 
段 介绍 该 定理 内 容 ， 

下 面 以 P4 表示 恨 亚 诺 算 术 形 式 化 系统 . 所 谓 算 术 形 式 化 系统 , 简 言 之 ,就 是 
以 一 防 逻 辑 的 形式 语言 陈述 自然 数 公 理 系统 而 得 到 的 形 所 理论， 

可 德尔 不 完全 性 定理 有 二 个 ,下 面 陈述 的 定理 称 为 让 德尔 第 一 不 完全 性 定理 . 

定理 1 让 在 PA 语句 Y 使 得 : 

1 若 PA 是 相 容 的 , 则 PH 

> 车 PA 基 ww- 相 容 的 , 则 PAH- -~ 

所 渭 PA 是 w* 相 容 的 是 指 , 对 任何 怡 会 一 个 自由 变 忆 的 PA- 公 式 C(x), 人 句子 
CO), CC, Cn)… 和 yxCtx) 不 都 是 PA 可 证 的 .在 上 述 定理 中 ,ar 相 容 条 件 
其 实 是 不 必要 的 , 罗 塞 {Rosser) 构 造 了 一 个 更 为 复杂 的 哥 潭 尔 句 DD, 在 PA 相 容 性 条 
件 下 证 崩 了 D 与 ~ DD 在 PA 中 均 不 可 证 . 即 下 述 田 塞 不 完全 性 定理 . 

定理 六 罗 塞 不 完全 性 定理 ) ”存在 PA 句子 D, 使 得 如 果 PA 相 容 , 则 D 与 5 号 
在 PA 中 均 不 可 证 . 

可 德尔 不 完全 性 定理 的 意义 并 不 局 限于 PA 系统 ,其 证 明 方 法 具有 普遍 意 文 ， 
对 任何 一 个 强 于 PA 系统 的 形式 系统 , 均 可 构造 出 一 个 机 德尔 句 p 使 p.m PP 在 该 
系统 中 均 不 可 证 . 

定理 3 对 任何 一 个 足够 强 { 肿 包 会 形式 数论 作为 其 了 系统 ) 的 形式 理论 $, 如 
果 5 相 容 , 则 5 不 完全 . 

在 哥 德 尔 与 罗 塞 不 完全 性 定理 的 证 明 中 构造 了 一 些 在 PA 中 形式 不 可 判定 的 
命题 ,它们 均 基 人 为 刻意 制造 出 来 的 ,县 得 极 不 自然 .193] 年 以 来 ,数学 家 们 想 在 一 
阶 笋 亚 诺 算术 中 找 一 个 严格 数学 的 .不 可 证 的 真 命 题 . 1477 年 , 帕 里 斯 (J. Paris) 与 
哈 林 顿 (L. Hamington) 在 有 搬 组 合 论 中 找到 了 一 个 定理 , 它 在 PA 中 是 不 可 证 的 . 

除了 上 述 哥 德尔 第 一 不 完全 性 定理 外 , 哥 德 尔 第 二 不 完全 性 定理 是 一 条 意义 
更 深远 的 定理 ,其 表述 如 下 . 

定理 术 哥 德尔 第 二 不 完全 性 定理 ) 若 了 是 包含 算术 系统 的 相 容 形式 理论 ， 
则 TH-Cony. 其 中 Cony 是 断言 也 相 容 的 语句 . 

该 定理 表明 ,不 可 能 用 可 反映 于 形式 系统 内 部 的 有 宦 方 法 证 明 系统 的 相 容 性 ， 
这 就 说 明 希 尔 伯 特 规 划 中 要 求 元 数学 中 只 能 用 有 穷 方 法 的 限制 是 行 不 通 的 . 甘 岭 
在 1936 年 用 超 穷 归 纳 法 证 明了 不 加 限制 的 形式 算术 是 性 容 的 ,进一步 说 明 趟 完全 
性 定理 对 希 尔 伯 特 规划 的 修改 是 科学 的 . 


5.2 甘 淮 系统 与 切 淹 消去 定 弄 


一 阶 逻 辑 有 窗 种 演算 系统 ,本 好 介绍 甘 岂 1CG.Centze 系统 避 及 C*. 

用 卫 ,4 表示 公式 的 有 限 和 集合 ,一 个 矢 列 就 是 形 如 卫 F-4 的 对 象 ,直观 上 表示 
厂 中 公式 的 合 取 式 产 生出 态 中 公式 的 析 取 式 . 男 外 ,下 文中 用 古 ,q 表示 TU {gl. 

1. 甘 具 系统 的 公理 

(DT,p Ha,e; 
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(2) FF4,eE= 4; 其 中 1 为 项 , 
2. 甘 凡 系统 的 推理 规则 


《六 上) rw,sta FA PHhap 了 上 2 
TpAYy Fa ThAapAy : 
(VF Cota TyHa (FY) rHa,p,y. 
Togyvyhsa ThaA,pY’ 
Fy 工 [Fae (H7) 了 9 上 4 
,7 省 Fa’ THA, 加 
(一 上 上) 工 上 4 rgba. (CH) oF. 
Tr,p>y$HFa THAaA,g = 
(YHF Petyba (上 上 3) rha, et) 
I, Yapfey FA THA, ap 
下 面 两 说 则 ( 上 ¥ (3 上) 要 求 变 元 v 不 在 TUA 中 自由 出 现 . 
(Fy) rhHa,plv) (本 上 上) Peto) A 
Tha, ypty)’ rT, Jrp(x) FA 


{等 式 规则 ) 着 EE 是 (二 ft2) 或 (42=), 则 
也, 名 [二 Fa ,gen) 
TE, pli) FA, p(t2) 
上 述 公 理 及 推理 规则 构成 了 系统 上 .系统 86+ 是 在 6 基础 上 增加 规则 cum, 它 
是 MP(modus Ponens) 规 则 的 对 应 物 . 
teuty nea 三 上 和 
rha “ 


给 定语 句 集 了 及 公式 p, 如 果 存 在 卫 的 有 限 子 集 了 使 得 天 列 了 上 19| 通 过 公理 
及 如 * 中 的 规划 可 得 到 ,就 丈 op 可 从 本 中 推出 . 

定理 SC 的 完备 性 定理 ) 当 且 仪 当 7 了 睹 gq 时 ,语句 作 67 中 可 由 语句 集 了 了 
推出 . 

定理 以 切割 消 队 定理 } 任何 矢 到 应 用 eu 规则 可 推出 . 则 不 用 eut 规则 亦 可 
推出 . 即 6 与 G6: 系统 有 相同 的 可 推出 矢 列 . 


5.3 艾 乐 伯 朗 定理 


扫 尔 从 关 {j. Herbrand) 定 理 是 数理 深 辑 中 一 条 重要 定理 . 沪 定 理 包 合 了 -种 从 
疼 问 逻辑 到 命 题 逻 辑 (在 某 种 意义 下 的 } 归 约 . 当然 ,这 种 时 约 林 会 完全 ,因为 前 - 
个 理论 是 不 可 判定 ,后 -个 理论 却 是 可 判定 的 .该 定理 为 机 械 定 埋 证 明 建 立 了 . .种 
重 竖 方法 ,从 而 草 定 了 机 械 定理 证 骨 的 基础 . 

站 陈 述 芯 尔 伯 朗 定理 前 , 先 介绍 贡 尔 伯 并 形式 的 概念 .对 -个 呈 前 束 范式 的 公 
式 中 ,我 们 用 下 述 方 法 使 其 对 应 某 个 眉 -公式 玫 n, 称 By 为 史 的 菇 尔 伯 度 型 .车 允 
是 习 - 公 式 , 则 到 = 更 :; 若 更 呈 带 了 xp 芋 吓人 zy) ,有 ”是 不 在 更 中 出 现 的 
亚 抑 盟 数 符 号 , 则 
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Dy = 区 ) 区 困 ， 
定理 天 英 尔 人 以 朗 定理 ) 令 更 是 呈 前 东 范 式 的 公式 ,中 = 了 .xx 凡 允 ,2 是 


及 的 艾 尔 伯 朗 形式 ,其 中 光 是 无 量词 公式 , 则 当 且 仅 当 有 项 的 序列 挛 = tl, 4,…， 
开放) 可 证 时 ,公式 测 可 证 . 


6 非 经 瞄 过 辑 演算 
下 面 按 “ 多 值 思 辑 "、“ 模 态 有 逻辑 "和 “ 非 单调 推理 "等 三 :大 块 分 别论 述 ， 
6.1 多 值 远 辑 


由 本 篇 第 2 章 中 所 论 之 经 典 一 值 逻 辑 演 算 可 知 ,命题 旺 有 真 假 两 个 值 , 即 任 - 
命 古 非 真 即 侦 , 然 而 对 此 的 异议 一 直 可 以 追 滴 到 亚 里 土 老 德 .他 指出 ,有 如 “有 明天 发 
生 海战 "这 类 命题 的 真 值 当 前 无 法 决定 ,因而 它 应 具有 介 上 真 假 之 间 的 某 个 中 间 
值 .然而 亚 里 士 多 德 的 这 一 思想 长 期 没有 得 到 发 展 ,直到 20 世纪 20 年代 , 卢 卡 革 
维 兹 (Lukasiewicz} 和 波斯 特 (Posl) 才 各 自 提出 和 发 展 了 多 人 次 辑 系 统 .如果 命 题 值 
取 nt3 志 nn<w) 个 值 , 则 称 为 n 值 或 友 穷 值 逻 辑 系统 ,如 果 伸 题 值 取 无 穷 串 个 值 则 
叫做 无 穷 值 逻辑 系统 . 


6.1.1 传统 三 值 未 加 


1. 卢 卡 西 锥 枇 三 值 远 辑 系 统 已 

卢 卡 西 维 益 将 命题 的 第 三 和 值 解释 为 “未 决定 的 "或 “nj 沱 的” ,该 系统 的 原始 全 
题 联结 词 有 否定 词 ” 和 蕴涵 词 一 两 个 ,分 别 读 为 “ 非 " 和 "” 媳 果 … ,那么 …” ,其 真 值 
表 为 


六 
p 1p 、\ 0 1 
0 2 0 立 2 2 
| ] 2 
2 | 0 2 0 了 


共 中 避 去 示 崩 ,2 表 兴 真 ,上 表示 第 二 值 . 该 系统 中 的 析 取 间 . 合 取 词 和 等 值 调 均 作 
为 定 祥 符 导 引 估 如 下 : 

AYV BA -BH) 是， 

AA Be (AY 8); 


A BA EAC HA). 
1931 年 ,瓦斯 布 格 (Wajsberg) 建 立 了 卢 卡 西 维 兹 三 值 旭 狂 L 的 形式 公理 系统 . 
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(11) 形式 公理 ， 

Al A—(B—A): 

A (AB B02(AC)): 

A B= "A A 8); 

A4 A A) A) A, 

(2 推理 规则 ; 

RD 4,4 一 号 上 

但 是 该 三 值 系统 上 ; 的 命题 联结 词 的 含量 是 不 完全 的 , 让 到 1936 年 ,斯 勒 别克 
{Slupecki} 再 引 大 一 个 新 的 命题 联结 词 了 ,将 5 扩充 为 一 个 命题 联结 词 含量 完全 的 
三 值 肥 辑 系 统 , 记 为 [53. 关 于 了 的 真 值 表 为 : 


另外 ,还 要 在 上 系统 中 增添 两 条 公理 而 形成 53 形式 系统 . 

A5 TA4-—-- TA 

A6 -J 14 一 了 4 

2, 克 林 {Kleene} 三 值 远 辑 系 统 

1952 年 , 克 林 建 立 了 一 个 三 值 过 辑 系统 ,用 以 解决 部 分 递归 函数 中 无 定 忱 点 
问题 ,他 将 第 三 值 解释 为 "未 定义 的 "或 “未 知 的 " ,该 系统 记 为 所 ,包含 5 个 命 同 联 
结 词 , 妈 ~ ,VY ,让 , 一 , ,其 真人 慎 表 为 : 


| 


一 


HH 一 名 


3. 波 茨 瓦尔 [Boclhvar} 三 值 远 辑 系统 

1939 年 , 波 茨 尽 尔 建立 一 种 三 值 逆 辑 , 记 为 咏 , 试 图 以 品 作为 配套 于 集合 论 
的 推理 工具 ,进而 解决 集合 论 中 的 悖 论 问题 ,所 以 她 将 第 :: 什 解释 为 "无 意义 "或 
“ 悖 论 ”. B83 系统 会 有 了] ，V ,人 ,一 ,+ 等 5 个 命题 联结 词 , 其 真 值 表 为 


和 非 经 典 还 辑 演算 :41 。 


6.1.2 中 介 到 畔 


中 介 隶 辑 是 加 世纪 名 年 代 开 闯 , 由 朱 格 模 ,、 肖 奚 安 在 中 介 震 则 ( 详 坊 第 3 章 ) 
观点 下 ,经 过 长 期 合作 研究 而 建立 ,发展 起 来 的 一 个 逐 辑 东 统 ,但 在 这 里 所 陈述 的 
中 介 膛 辑 , 仅 指 狭 流 中 介 有 逻辑 , 即 中 介 退 辑 演算 , 记 为 MI .而 ML 也 基 一 种 三 值 逮 
辑 系 统 , 其 中 第 三 值 被 解释 为 反对 对 立 面 (P, 司 吕 ) 的 中 介 对 象 ,该 中 介 对 象 部 分 
地 具有 性 质 已 ,同时 又 部 分 地 具有 性 质 刁 P, 亦 即 ~ Ptzr) 有 ~- 本 P(x) .应当 弟 出 ， 
也. 只 是 广义 中 介 逻 辑 的 基础 部 分 ,也 是 中 介 公 理 集 合 论 号 的 配套 的 还 辑 工具 . 
而 广 沁 中 介 和 逻辑 , 则 除了 它 的 基础 部 分 ML 之 外 ,还 应 包 据 近 15 年 来 所 建立 和 发 展 
起 来 的 如 下 诸 研 究 方向 ; 

1, 我 国 专 索 研 究 的 部 分 方向 

{1) 中 介 代 数 系统 ( 吴 望 名 , 育 办 、 张 东 摩 ). 

(2) 中 介 公 理 集 合 论 系统 ( 肖 奚 安 . 朱 梧 幅 ) 

(3) 中 介 模 型 论 ( 钱 将、 朱 朝 蛇 )， 

{4) 中 介 证 明 论 ! 钱 舌 等 )， 

(5) 中 介 模 态 还 辑 ( 邹 晶 、 张 东 摩 ). 

{6) 中 介 不 完全 信息 推理 系统 ( 邓 国 彩 )， 

{7) 中 介 模 型 力 迫 论 ( 朱 朝晖 ) . 

(8) 中 介 程 序 设 计 语 言 MILL 及 其 解释 系统 ( 宁 云 波 、 徐 沁 立 )， 

(9) 中 介 自 动 推理 的 理论 与 实现 ( 张 东 摩 }. 

(10) 中 介 直 觉 主 义 系 统 { 钱 硕 }). 

注意 如 上 括号 内 所 列 姓 名 为 相应 研究 方向 的 率先 研究 者 或 创建 者 ， 

中 介 逻 辑 演 算 W., 即 狭 立 中 介 逻 辑 是 一 种 有 其 自身 特色 的 三 值 青 辑 系统 , 它 
由 中 介 命 是 逻辑 演算 系统 MP 及 其 扩张 系统 MP* ,中 介 谓 训 有 到 辑 演算 系统 MF 及 其 
扩张 系统 MF* , 带 等 词 的 谓词 演算 系统 ME 等 5 个 系统 构成 . 

2.MP 妇 MP 

MP 含有 导 、~ .一 三 个 命题 联结 词 ,其 名 称 依 次 为 “ 邓 下 否定 词 " “模糊 否定 
词 " “蕴涵 词 " ,依次 解释 并 读 为 "对立 于 "部 分 地 " “如 小 …: 那 么 …” ,其 真 值 表 
为 : 


已 
上 
2 


在 MF 中 ,命题 连结 词 ” ,V ,六 ,一 均 作 为 定 兴 符 导 引 人 如 下 : 
DI ) 7 A 4- -4 


PtV》 AV BA A+B; 
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DA) AABEEAA>A BF) 


DO) ALB ASB)IA(B SA). 

MP 有 如 下 形式 推理 规则 : 

{EY}:A A A FA CE= 1,2,. ,rn); 

try:m FAFA TF 上: 

(4 上 FB Bo FHA: 

(A BAs, .AB8,~AF8: 

(rT AFBE,~ AB TT FA—B; 

(YAH- 34-7 -A; 

{Yj):~AH- 4,7 1 4; 

(Ya): AH=I A A 

{ 刁 刁 ， :4 上 刁 丑 4; 

{jj 3.):44 4 上 4， 

{jd .):4, 本 号 上 | dA B); 

{- -4 一 由 | -一 
此 针 还 须 声 朋 指 出 ,在 (rz) 中 没有 规定 4 为 非 空 , 若 当 4 为 衬 时 , 则 指 承 认 下 述 推 
理 规则 ， 

(ro): 上 4 一 4 上 At5 非 空 ). 

MP 系统 是 -个 命题 联结 词 含量 不 完全 的 演算 系统 , 蔡 开 ME 中 再 引 人 真 值 程 
度 词 < ,而 将 MP 扩张 为 含 刁 ,~ ,一 ,< 的 中 介 命 题 逻辑 系统 MP* , 则 了 :是 一 个 
命题 联结 词 含 量 完全 的 系统 ,关于 < 的 真 值 表 为 


在 MP "中 ,除了 包含 MP 的 全 部 推理 规则 外 ,再 增添 如 下 三 条 排 理 规则 

【一 ); a4<BH (CAB)IV(- AA -五 ); 

(<a): -CA<BH EC~-AMH BV(AA ~ BB); 

(d=<): dAa<B)H AADB. 

3, MF&ME’ 

MF 与 MF 是 分 别 在 MP 及 MP* 中 引入 量词 ,而 构成 ,MF 与 MF* 的 推理 规 
划分 别 在 MP 与 MP' 之 推理 规则 基础 上 增添 如 下 推理 规则 | 而 组 成 ,它们 都 是 关于 
让 词 的 推理 规则 , 

(CVE): VXACXY FACa); 

(Fy) FACa}ta 不 在 让 中 出 现 } 二 上 FV(X); 

(了 -)》: Ata)y 上 Bia 不 在 8B 中 出 再 )= JX4(XY 上 上 BB; 
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(7: da) 上 314(1) 4 是 由 446) 中 某 些 = 的 出 现 蔡 换 为 二 而 得 ; 

(Hv): TvxAtX) 上 3X TACX): 

(a): TIXAXY HI YE 3 ACX)Y. 

4, ME* 

ME" 是 在 MF* 中 青 引 入 等 词 " = " 扩 完 而 成 ,因此 ,MK ”的 推理 规则 , 除 保 留 
MF* 的 所 有 推理 规则 外 ,再 增添 如 下 三 条 关于 等 词 的 公理 : 

Arl f=; 

Ar2 他 二 由 < 人 

Ax3 = 一 [da 一 df， 
此 处 应 注意 Ax3 中 之 形式 等 号 一 指 MP' 中 之 定 疼 符号 ,共和 六 如 下 ; 


D5): 45B EA<(4<B). 

有 关 ML(CMP,MP" ,MF,MF* ,ME" ) 的 语义 研究 已 由 计 儿 中 青年 逻辑 工作 者 完 
成 , 即 其 相 容 性 .可 车 性 和 完备 性 均 已 被 严格 证 明 . 而 且 严 格 证 明了 任何 -: 个 经 典 
二 值 刍 辑 演 算 系 统 都 是 ME 的 子 系统 . 


6.1.3 nn 值 这 辑 


下 面 先 给 出 多 值 四 辑 的 -- 般 框架 结构 ,然后 陈述 两 个 骨 著 名 的 m 值 (3 近 a < 
w} 命 题 还 辑 系统 . 

1. 多 值 远 辑 的 一 般 框架 

设 时 = ,TT, 品 ) 为 一 代数 系统 ,其 中 = 10,1,…,n 一 1 表示 命 是 的 真 值 ,其 
中 nz3, 而 了 为 已 的 子 集 , 用 以 表示 UV 中 被 考虑 为 * 真 "的 帅 些 值 , C 为 系统 内 的 


”联结 词 所 构成 的 集合 .通常 称 MM 为 一 个 值 结构 ,而 每 个 联结 词 均 可 视 为 上 的 


一 元 或 多 元 汞 数 . 

一 个 于 值 命题 逻辑 系统 六 为 一 个 三 元 组 , 记 为 1, ,其 中 用 为 -- 个 n 值 
结构 ,gp 为 原子 命题 集 ,Y 为 真 值 郴 数 . 

在 中 的 语义 后 承 定 余 如 下 ; 

若 卫 为 一 合式 公式 集 ,4 为 任意 合式 公式 , 若 对 本 中 之 任何 合式 公式 8B 而 言 ， 
总 有 

VE 了 一 ViA)ET, 

则 称 4 为 本 的 语义 后 承 , 记 为 4. 

2. 卢 卡 再 维 辫 n 值 远 辑 系统 

卢 卡 西 维 兹 n 值 逻辑 系统 是 一 个 三 元 组 , 记 为 5 = 轴 , yp, 让 ,其 中 

M= UT,C = 0 nll, tn t,o VA), 
而 C 中 之 命题 联结 词 的 真 值 表示 如 下 : 

对 任何 m, mj ,mz < n 而 言 , 均 有 

Am=n-m-it; 

MY mz = max| nz, m2|: 


mim= mnim,m!: 
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nt 一 1, 当 mm; 时, 
【5 一 1 -和 + 当下 > 站 时; 
mes m= mn mm mil|. 
利用 如 上 真 值 表示 ,可 定 多 中 竹 意 合式 公式 的 真 站 指派 如 下 : 
(1) 对 原子 命题 PE OS Vip) < nn; 
(2) VII 4)=n- VAY-1: 
(3) ViAYVY BY) =maxl dy) VB)|:; 
(4) VAR B) = minf VCA), VB) ; 
nl, 当 VA) < VB)HH, 

(9) Va) {yep) sy va wm 时 ， 

(6) ViAGB) = min V(A—>B), VB A)|. 

3, 波斯 特 x 值 违 辑 系统 

波斯 特 从 扩充 二 秆 逻 辑 真 秆 的 角度 去 给 出 包 值 逻辑 和 东 统 ,1921 年 ,他 给 出 了 
-个 5 值 肖 辑 系统 , 记 为 .而 记 中 之 n 值 结构 为 

M= 0 a trl 一 

而 其 中 渚 命题 联结 词 的 真 值 表示 为 

对 任何 而 ,rm ,mz < nt 而 言 ， 

-人 当 m=0 时, 
1™ 7 lo, 否则 ; 


mV m= max| ml maz|; 


mm={ 


mi mz = min! mt , m2} 
-位 当 六 过 广 : 寺 ， 
1 2 my, 否则 ; 
nr-1, 若 mi 二 mz， 
dm(m) = {0 否则 ， 


6.2 模 态 迎 辑 


模 态 逻辑 是 用 以 刻画 含 "必然 "“ 可 能 "一 类 模 态 概念 内 推理 规律 的 次 钳 系 统 . 
关于 模 态 概念 ,同样 可 以 追 潮 到 亚 里 士 多 德 ,他 曾 指出 "必然 "与 "可 能 "这 两 个 模 态 
词 有 别 二 其它 一 般 的 逻辑 概念 ,然而 ,直到 加 世纪 初 , 才 川 马克 尔 (Melol) 和 刘 吻 
斯 (Lewis) 给 出 一 个 完整 的 模 态 逮 辑 系统 .20 世纪 60 年 代 . 克 里 善 克 (Kripke) 为 模 
态 罗 得 构造 了 .一 种 完善 的 语义 模型 . 近 20 年 来 ,由 于 计算 机 科学 的 发 展 ,人 们 发 现 
模 态 逻辑 在 人 工 智能 研究 领域 中 有 着 诸 多 应 用 ,从 而 受 记 ) 汉 重视. 


5.2.1 模 态 命题 逻辑 


1, 模 态 命题 逐 辑 的 形式 语 育 
形式 符号 [与 人心 的 名 称 均 为 模 态 读 , 依 次 解释 并 读 为 " 必 和 然 " 与 "可能". 因此， 
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口 4 表示 “4 必然 为 真 ”, 人心 A 表示 “A 可 能 为 真 ”， 

用 Lp 来 表示 模 态 命题 逻辑 的 形式 语言 ,局 的 符号 库 是 

(1) 原子 命题 集 pg = | pj, pa 

(2) 命题 连结 户 : ,一 ; 

{3) 模 态 词 : 口 ; 

(4) 技术 符 导 ;(,",). 

关于 模 态 谷 题 逻辑 之 形式 语言 Ls 的 WH 的 形成 规则 旦 

]* 单个 原子 命题 是 Wf; 

本 44.8 是 和 WH- 4, 门 4,A 一 8 均 为 外. 

定 父 1 Ls 中 之 公式 4 为 WEA 由 上 述 形 成 规则 生成 . 

在 Lp 中 , 模 态 词 心 作为 定义 符号 引入 如 下 : 


DO) OA < 口 4 ， 
此 外 ,有 如 Y ,A ,+> 均 可 按 经 典 方式 作为 定义 符 导 引信 ,意义 也 完全 相同 ， 

2. 模 态 命题 逻辑 演算 系统 

可 把 基于 模 态 命题 还 辑 形 式 语 言 Lr 上 的 最 基本 的 横 志 逻辑 系统 叫 敌 模 态 命 
题 边 辑 演 算 系 统 , 记 为 厌 . 作 为 过 的 推理 工具 , 除 要 保 久 经 典 二 值 命题 还 辑 之 全 
部 推理 规则 外 ,再 增添 如 下 两 条 推理 规则 模式 ; 

ck) D(A—B8),DA HODES: 

DD, } 上 #4= FDA. 

关于 扣 的 严格 的 语 交 研究 已 完成 ,可 以 证 明 谨 具 圳 可 碍 性 CT 上 4 二 A4) 
和 完备 性 (TT A- 上). 

6.2.2 模 态 谓词 过 雹 

1. 模 恋 谓词 运 辑 的 形式 语 育 

用 Ls 来 表示 模 态 谓词 逻辑 的 形式 语言 , Ly 的 符号 库 可 由 经 典 二 值 谓词 逻辑 
之 形式 语言 的 符号 库 中 增添 模 态 词 口 构成 . 至 于 Lr 中 之 音 式 公 式 的 形成 规则 亦 可 
类 做 地 处 理 和 定 六 ， 

2. 模 访 谓词 运 辑 演算 系统 

模 态 谓词 好 辑 演 算 系 统 的 推理 工具 ,可 在 承认 径 典 二 逢 谓词 邓 辑 演算 系统 之 
所 有 椎 理 规则 基础 上 ,再 增添 如 下 关于 模 坊 词 的 推理 规则 构成 ， 

?多 规 则 ; 口 {(A 一 8} FODA= 口 8; 

2 ( 口 ，) 规 则 ;: 上 4 二 上 FD4; 

条 【85 规则 : yxXDDACX)Y FO yaa NX). 

模 态 谓词 雇 辑 演算 系统 在 前 述 语 义 模 型 下 是 可 靠 的 利 完备 的 . 


6.2.3 多 横 杰 这 辑 


传统 的 模 态 逻辑 系统 只 会 有 口 与 心 两 个 模 态 词 ,近年 来 ,人 们 主张 对 模 态 词 个 
数 进行 扩张 ,允许 出 现 多 个 不 同意 义 的 模 态 词 
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今 设 了 为 一 非 空 集合 , 老 模 态 荫 辑 形式 语言 记 为 Lpy ,而 Ly 的 符号 库 是 

(1) 原子 命题 集 : = pi ,psy,*…|; 

(2) 命题 联结 词 : ,一 ; 

(3) 模 态 算 子 :[ i] ,Ef; 

(4) 技术 符号 :[ ,],(,)，. 

关于 Ls 中 之 WE 的 形成 规则 均 可 类 朴 地 给 出 和 定义 . 易 见 当 了 为 单 点 据 时 Lp 
就 是 上 

对 于 每 个 模 态 词 [Ci€ 让, 均 亲 引 人 人 相应 的 对 偶 模 态 词 ,定义 如 下 : 


p((D) (4 [14. 

对 Lp 配 以 推理 工具 , 即 可 构造 多 措 术 逻辑 演算 系统 , 记 为 凡 . 配 讲 于 Ln 的 
& 必 的 推理 工具 , 除 承 斌 经典 二 值 命 题 运 辑 中 的 全 部 推理 规则 外 , 菁 增 添 如 下 推理 
规划 : 

对 任意 的 iE 而 言 ,我 们 有 

《天 [A 8), [AHB:; 

( 口 * ): 上 Fa4= FLilA. 


6.2.4 时 态 还 辑 


时 态 概念 让 日 常 推理 中 有 芋 要 意义 ,许多 时 态 概念 有 如 : “将 会 "“ 曾 经 ”、“ 上 
次" “ 育 到 "等 等 均 可 在 模 态 框架 下 得 到 撒 述 . 

今 设 5= 1P, Fi ,而 2 为 相应 的 含 模 态 词 呈 及 天 的 多 异 态 形式 语言 , 现 将 P 

解释 为 * 过 去 -- 直 ”, 而 三 解释 为 "将 来 永远 ", 则 模 态 人 台式 公式 [ 忆 ]4 意 指 "4 过 去 
- 直 为 真 " , 丸 [F]4 则 指 *4 将 来 永远 为 真 ". 相应 的 对 个 和 于 (Pd 意 为 "4 过 去 

生 经 为 租 ” ,4 指 "4 将 会 真 ". 在 如 此 的 解释 下 ,下 列 各 式 显然 成 立 . 

{1) A-=[ PIF A: 

(2) 4-*[ FIPYA; 

(3} [PlA=L PL PlA; 

(4) [FIA—=[ FL Fl]A. 

如 所 车 |, 天 六 表示 基于 Lp 的 名 模 态 演算 系统 , 今 在 Ke 下! 增添 如 上 之 (1) ~ (4) 
为 推理 规划 , 那 就 得 到 所 说 的 时 坊 命题 逻辑 演算 系统 , 记 为 ,在 后 中 之 f= 
:PP, Fl}, 

6.2.5 动态 这 辑 

动态 轩 辑 是 几 于 描述 程序 语义 曾 建立 的 模 态 逻辑 系统 .直接 将 程序 作为 形 
式 对 象 引 入 ,使 之 在 描述 程序 行为 方面 具有 更 强 的 表达 能 几 . 

没 订 汶 所 有 原子 程序 构成 的 集合 . 又 ul ,a; 为 两 个 程 让, 今 用 gl:az 表示 将 
al 导 q2 连 匀 起 来 罗 成 的 新 程 祁 ,其 中 aj 执行 在 前 ,a; 执行 在 后 ,并 称 aj: a2 为 
5 az 的 串联 .用 a Las 表示 一 个 不 确定 的 新 程序 , 它 或 者 执行 a1 ,或 者 执行 ez , 称 
gla; 为 ai 与 a; 的 并 联 .又 用 a' 表示 有 限 次 地 重复 执行 保 序 a. 车 4 为 一 WH， 
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我 们 用 4? 表示 测试 4 是 否 为 真 的 程序 ,如果 4 为 真 , 则 程序 继续 向 下 执行 ,和 否则 
称 序 返回 并 终止 ， 

一 个 合式 的 程序 由 下 列 规则 生成 : 

1° 原子 程序 = 各 呈 为 台式 程序 ; 

gg 为 台式 程序 二 ai:esyetljlasya ' 均 为 合式 程序 ; 

玉 4 为 WEH 一 4? 为 合式 程序 . 

定 光 2 一 个 程序 为 合式 程序 和 “该 程序 由 .上 述 坟 .了 .3 和 持 成 . 

我 们 将 所 有 合式 程序 所 构成 的 集合 记 为 Prog. 

动态 命题 逻辑 的 形式 语言 实际 上 是 一 个 多 模 态 形式 语言 ,其 中 /= jalaE 
Prog| ,我 们 把 动态 命题 轨 辑 的 形式 语言 记 为 Par. 而 Lop 之 Wi 的 形成 规则 为 

原子 命题 p 蕊 vy 为 WE; 

有 4, 如 为 WH,a 为 程序 一 -4,4-=8,[ej4 均 为 WE. 

应 当 指 出 ,严格 定 习 动态 命题 远 辑 形式 语言 Lpp 中 之 得 序 与 多 他 需要 同时 对 两 
者 进行 递归 定义 ,因为 定义 程序 时 用 到 Wf, 而 定义 WE 时 区 要 用 到 程序 ， 

动态 命题 轧 辑 演算 系统 中 配套 于 Iopr 的 推理 工具 .首先 重 认 客 模 态 逻辑 演算 
系统 Ke 的 所 有 推理 规则 (此 处 了 = Prog) ,然后 再 增添 下 列 推 理 规则 构成 . 

l [asp8]4 人 La]j[p8]4; 

FF [aUBlA 上 [ae]4AL8] 4 

入 [43] 呈 HH 4 一 吾 ; 

和 [ee*]4FH4A[ae]l[e*]4i; 

[oe ](4 一 [ae]4) 4->[a”j4. 

在 动态 命题 逻辑 演 算 系 统 中 ,[z]4 表示 执行 程序 a 后 的 每 个 状态 均 使 4 为 
真 .对 每 个 程序 a,[a] 的 对 偶 算 子 ta) 定 义 为 4 [jn ,区 .a》4 表示 程序 = 执行 
后 ,存在 一 种 状态 使 4 为 真 . 


6.3 和 非 单 调 推理 


在 -个 小 辑 系 统 中 ,车 将 Wf 集 一 在 系统 内 所 能 推出 之 - 切 结 论 记 为 CG,(1)， 
芜 么 无 论 是 本 节 前 交 所 论 之 各 种 非 经 典 有 逻辑, 还 是 2 中 所 壕 之 各 种 经 典 二 值 偿 辑 ， 
他 从 的 一 个 共同 特征 是 : 

(x) 了 GE 二 GD)CGCe). 

这 种 性 质 或 共同 特征 时 敌 逻 辑 推理 的 单调 性 .然而 人 工 智 能 全 究 领 域 中 的 常识 排 
理 却 往往 不 具有 这 种 单调 性 . 

如 果 瑟 表 示 对 某 类 事物 已 有 的 知识 ,这 些 知识 部 分 来 源 于 人 们 对 该 类 事物 的 
观察 过 程 中 所 获得 的 事实 ,部 分 来 源 于 常识 或 在 信息 不 避 个 的 情形 下 根据 常识 所 
作出 之 判断 .而 当 人 们 又 获得 关于 这 类 事物 的 - -组 新 事 沪 上 后 ,该 组 新 信息 很 可 
能 与 只 中 的 知识 相 蔬 盾 ,此 时 就 要 对 原 有 知识 加 以 适当 峰 正 ,以 使 新 旧 知 识 能 互 
相 苏 调 . 从 而 某 些 原 有 知识 所 推出 之 结论 ,在 新 知识 体系 中 就 未 必 能 推出 , 亦 即 符 
往 不 具有 上 述 (* ) 这 种 单调 性 ,或 者 说 常识 推理 往往 是 非 单 凋 的 .从 而 在 加 世纪 
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80 年代 以 来 ,导致 了 各 种 由 以 刻 萝 常识 推理 的 韭 单调 思 辑 的 兴起 . 

在 各 种 非 单 调 肥 辑 系统 中 ,通常 把 某 种 特定 语言 下 的 -组 公式 称 为 理论 或 让 
设 集 , 记 为 了 或 ,又 用 Csf 2) 表示 7 在 逻辑 系统 Z 中 所 能 导出 的 全 部 结论 , 
称 为 推论 算 子 .例如 Cpt 下 表示 了 在 经 典 命题 逻辑 请 中 所 能 导出 前 全 部 结论 ,而 
re 了) 则 表示 了 在 经 典 请 词 思 辑 中 所 能 导出 的 全 部 结论 . 如 果 我 们 有 

【六 T= Ca 7), 

则 称 理论 了 在 逻辑 系统 2 之 下 是 封闭 的 . 


6.3.1 读 省 过 辑 


1980 年 , 利 特 (Reiter) 给 出 一 种 非 单 调 逻 辑 , 称 之 日 缺 省 并 辑 .他 主张 将 人 类 知 
识 分 为 两 类 ,一 类 是 硬 知 识 , 它 包括 已 知 的 或 公认 的 事实 , 肖 一 类 是 软 知识 , 即 常 识 
知识 .他 引 人 一 种 特殊 的 非 经 典 公式 来 表示 这 种 常 误 知识 .例如 , 若 用 ind( 硅 ) 表 示 
“为 鸟 " ,又 Can-fly( 六 ) 表 示 " 革 会 飞 ” ,那么 常识 知识 告诉 我 们 “在 一 般 捕 况 下 岛 
都 会 飞 ”, 现 用 公式 表述 如 下 ; 

Bird{ XX )} :Can-flyt X 
Carrfly( XY) 

在 扇 省 逻辑 中 .上 烈 公式 的 涵 关 为 :对 征 何 个 体 革 ,如 果 克 是 鸟 ,并 假定 会 
飞 并 不 导致 矛盾 , 则 就 认为 天 会 飞 “ 这 类 会 式 称 为 缺 省 规则 , 它 与 经 典 公 式 的 不 
同 之 处 ,在 于 含有 这 类 规则 的 推理 具有 非 单 调 性 . 情 如 就 上 二 而 言 ,如 果 我 们 知道 
能 鸟 是 鸟 ,而 在 我 们 的 知识 体系 中 ,没有 任何 信息 表明 般 鸟 不 会 飞 , 如 此 由 上 述 
页 省 规则 可 推出 驼 乌 会 飞 .但 车 我 们 已 获 息 舵 鸟 不 会 疼 , 那 么 这 一 信息 就 会 阻止 我 
们 使 用 这 一 缺 省 规则 ,从 而 簿 会 有 结论 驼 鸟 会 飞 . 如 果 把 上 述 缺 省 规则 改 为 下 述 经 
典 表 达 趟 : 

时 对 indf XA)— Can-fly( X)), 
则 不论 有 没有 驼 乌 会 飞 的 信息 ,结论 明 急 会 《是 必然 的 ， 

定义 3 设计 ), BI( 克 ) ,Bal 于 ),… ,以 (时) 和 CCX) 为 经 上 典 形 式 语言 Le 中 的 

本 首 ,而 羡 =( 全) 为 这 些 WHE 中 所 出 现 之 自由 变 元 , 则 称 
ACKEY}: BOE), BAX),., DCE) 

(*) C07) 

为 缺 省 规则 ,其 中 4) 叫做 先决 前 撮 , 而 已 人 Ba) 下 (1) 叫 做 缺 省 前 
提 , CCXY) 称 为 结论 ， 

直观 上 讲 , 上 述 表 达 式 ( * ) 表 示 对 任何 个 体 证 = (3 总， 如) ,如果 已 知 
4( 光 ) 为 真 , 并 县 假 定 中 (下 ) ，82( 天 7) 有) 成 立 不 会 导致 耶 盾 , 则 就 结论 
ftY) .又 若 贞 省 规则 中 不 含 自 由 变 元 , 则 称 之 为 封闭 缺 省 规 则 , 叉车 上 = 1, 且 
BCC) = CX), 则 称 之 为 正规 缺 省 规则 . 


6.3.2 模 态 非 单调 远 赫 


美 克 台 摩 特 (McDermott) 和 杜 尔 (Doyle) 利 用 模 态 公式 来 表述 常识 知识 . 例如， 
“一 般 情况 下 岛 会 飞 " 这 一 常识 知识 被 表 述 为 
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《站 VECBid XIA MCarfhyt XO)— Can-fly( X)}, 
其 中 4 为 模 态 算 子 . M4 表示 “4 成 立 不 会 导致 矛盾 ". 而 上 述 ( * ') 可 解释 为 :“ 对 
任何 个 体 半 , 如 果 了 为 中 ,并 且 假 定 于 会 怠 不 臻 导出 了 矛 于 , 则 就 认为 大 会 蕊 - " 郧 热 
从 舍 六 上 讲 , 上 述 ( * 与 缺 省 规则 完全 相同 ,但 由 于 { * 是 模 六 语 言 中 的 WH, 从 
而 可 用 模 态 还 辑 工 具 研究 非 单调 推理 .又 由 于 模 态 算 子 允 咱 骨 套 出 现 ,按理 在 缺 省 
规则 中 也 可 出 现 其 它 缺 省 规则 ,但 这 等 情况 在 缺 省 逻辑 中 见 是 不 允许 的 . 

异 态 非 单 调 馆 辑 采 用 檬 杰 谓 户 雇 辑 形式 语言 Lr 作为 描述 直言 ,其 中 异 柱 词 记 
为 型. 利用 含 模 态 词 的 表达 式 来 表述 常识 知识 ,用 Ls 中 的 WE 集 了 表示 含 常识 知 
识 的 一 个 知识 体系 ,并 称 之 谓 一 个 理论 ， 

定 党 4 设 了 为 -- 个 理论 ,5 为 Lr 中 的 -- 个 语句 集 .六 $5 满足 

5= Cre( TU |MA:4d 为 Lr 中 之 语句 且 a 4ES|)， 
刚 称 5S 为 了 的 一 个 扩充 . 

注意 .此 处 Crf 了} 是 指 了 在 经 典 谓 词 轴 辑 碾 之 下 所 - 任 惟 论 所 构成 的 集合 , 当 
了 中 之 表达 式 含 异 态 词 时 时 , 则 将 形 恕 M4 的 子 公 趟 视 为 党 典 谓 词 导 辑 形 式 二 育 
Ls 中 的 原子 公式 ， 

事实 上 , 模 态 非 单 调 兆 辑 在 语言 方面 已 对 缺 省 逻辑 作 广 卜 进 , 其 优点 在 于 能 用 
模 态 语言 来 表述 常识 知识 ,从 而 不 必 引 入 一 类 特别 规则 .并 使 得 缺 省 规则 可 以 散 套 
使 用 . 


6.3.3 自 认 知 还 辑 


莫 尔 (Moore) 进 一 步 认为 ,常识 推理 是 关于 认 知 者 的 知识 或 信念 的 推理 , 认 知 
者 所 作出 的 推断 是 根据 他 对 某 类 事物 已 有 的 信念 和 他 自 号 的 内 省 能 力 所 作 出 的 判 
断 , 若 用 [4 表示 “ 认 知 者 相信 4 为 真 ”, 则 可 将 前 述 (#* 下 为 

(Cx) YXCLBind NX) A LL" Can-fly( NF) LCOan-lly( Xi}. 

上 述 { *”) 拉 解释 为 “对 任何 个 体 必 ,如 果 认 知 者 相依 二 为 鸟 ,并 且 不 相信 X 不 会 
飞 , 那 它 就 相信 大会 飞 " 太 家 认为 ,此 类 解释 更 符合 常识 失 理 的 特征 . 

基于 这 种 直观 背景 , 莫 尔 于 1983 年 建立 了 一 套 较 完善 的 非 单调 通 辑 系 统 , 称 
为 自 兴 知 膛 辑 . 自 认 知 逻 辑 与 模 态 非 单调 逻辑 相 比 ,不 侈 又 是 一 种 改进 , 且 在 语 形 
和 语义 方面 均 有 更 充分 的 研究 . * 

自 认 知 逐 辑 采 用 模 态 命题 馆 男 语言 姻 , 并 用 工作 为 基本 异 态 算 子 , 4 被 解释 
为 :相信 4 为 真 ". 又 模 态 词 时 作 为 定义 符 导 引 人 : 

DIM) MA= dm 4d, 

并 被 解释 为 :“ 不 相信 4 为 很 " ,在 自 认 知 逻 攻 中 ,把 不 含 模 坊间 的 形式 语言 叫做 对 
象 语 言 , 即 经 典 命 题 逻 辑 语 言 Ln. 

设 了 为 一 个 认 知 者 对 某 类 事物 的 一 组 信息 , 它 是 Lp 的 一 个 WE 集 , 也 称 为 一 
个 理论 . 对 一 个 有 充分 推理 能 力 的 认 知 者 ,他 会 将 他 所 有 已 法 相信 为 真 的 命题 作为 
正面 证 据 , 而 将 他 所 有 不 相信 为 真 的 命题 作为 反面 的 证 据 , 计 由 此 推出 更 万 的 关于 
这 类 事物 的 信和 念 .因此 , 认 知 者 关于 这 类 事物 的 信和 念 可 扩充 为 一 个 更 大 的 乐 合 5. 
我 们 可 以 形式 地 定义 工 的 一 个 扩充 S$ 如下. 
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定义 5 设 了 为 上 ,中 的 一 个 理论 ,5 为 Lp 中 的 一 个 Wf 集 , 若 5 满足 
$= Cp( TUISU- £5), 
则 称 5 为 本 的 一 个 扩充 .此 处 注意 ; 
23= iAlAE Si 
1S=|- LBIBESI. 
下 述 稳定 集 概念 是 自 认 知 公 辑 的 一 个 中 心 概念， 
定义 和 设 5 为 Lp 中 的 一 个 WE 集 , 如 果 5$ 满足 
PS= Cp(S); 
AE So dE SS, 
PAES—S1A LAE 5, 
则 称 $ 为 一 个 稳定 集 . 
定理 1 设 了 为 对 象 语言 [a 的 -一 个 理论 , 则 当 且 仅 当 5 为 包含 7T 的 一 个 稳定 
集 时 ,5 为 了 的 一 个 扩充 . 


6.3,4 限定 论 


美 克 卡 瑞 ({McCanhy) 基 于 人 大 们 “就 事 论 事 " 的 思维 方式 ,给 出 了 身 一 种 非 单调 逻 
辑 , 称 之 日 限定 论 .例如 ,我 们 已 知 能 岛 木 会 飞 , 企 鹅 也 不 会 飞 ,但 不 知道 是 和 否 还 有 
其 它 岛 也 不 会 飞 ,这 时 我 们 就 假定 除了 能 鸟 和 企 幼 之 外 ,其 它 种 类 的 鸟 都 会 飞 . 那 
乏 当 获悉 某 个 个 体 是 乌 , 并 知 它 既 不 是 能 鸟 ,也 不 是 企 笋 时 ,我 们 就 可 暂时 推 知 它 
会 飞 .叉车 后 来 得 知 这 种 鸟 也 不 会 飞 , 则 就 将 上 述 限 制 改 为 除 和 能 鸟 \ 企 势 及 这 种 鸟 
不 会 飞 之 外 ,其 它 岛 均 会 飞 ,这 种 思维 方式 ,显然 是 一 种 非 单 调 推理 . 

美 克 卡 瑞 引 人 了 一 个 特别 的 谓词 虹 (CX) ,叫做 例外 谓 闻 ,借以 表述 出 外 情形 . 
例如 ,车 有 骨 a 表示 能 鸟 ,5 表示 企 护 , 则 可 有 由 (e) A 由 1 .在 这 里 常识 “ 鸟 一 般 
都 会 飞 " 可 表述 为 

(AN) YXCBindC XY) A 由 (Can-flyf XX)). 

及 车 系统 中 有 下 述 公 理 : 

(CA) VECADCI) X= aV X= 6b). 
那么 只 要 已 知 某 种 乌 既 不 是 a, 也 不 是 5, 则 可 推 知 这 种 岛 公 飞 ， 

限定 论 的 中 心 问题 就 是 如 何 使 系统 朋 自 动 生 成 类 似 ]* 上 述 (232) 那 样 的 限定 
前 提 ， 
定义 了 设 T 卫 为 经 典 谓词 逐 辑 语言 上 中 的 一 个 WEH 集 ,站 为 了 中 所 出 现 的 一 
个 n 元 谓词 .通常 将 了 记 为 T(F). 令 CS(T, 所) 为 下 列 所 有 Wf 所 构成 的 集合 ; 

(Tip A YX( pt R= FT) YE(CF( OE) p(t)), 

其 中 讲 = ,和 ; 矶 ,又 gp 为 任意 n 元 谓词 ,T(g) 则 表示 将 了 中 每 个 WW 中 的 
的 出 现 兰 换 为 pg 所 得 . 我 们 称 TU 053(T, FF) 为 了 对 谓词 FF 的 限定 , 记 为 
CIRCFa( T, F}. 


6.3.5 信念 修正 
信和 念 恬 正 也 叫做 理论 改变 的 逻辑 ,这 是 卡 电 福 斯 (Girdenfors) 等 入 于 20 世纪 80 
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年 代 初 期 所 发 展 起 来 的 一 个 非 经 典 还 辑 分 支 ,这 是 一 种 处 理 新 旧 知 识 发 生 冲 突 时 ， 
如 何 修 正 旧 知识 体系 ,使 之 获得 一 个 协调 的 新 知识 体系 的 系统 .由 于 在 协调 性 维护 
过 程 中 , 某 些 旧 知识 可 能 被 删除 ,从 而 某 些 能 由 旧 知 识 体系 能 推出 的 结论 在 新 知识 
体系 下 可 能 推 不 出 ,所 以 信念 修正 也 是 对 非 单调 推理 的 -- - 仲 形式 化 理论 . 

AGM 假设 设 天 为 一 个 合 是 公式 集 , 若 大 在 命 古 邓 辑 下 封闭 , 即 捧 = CG (KK)， 
此 处 上 为 Co 的 简写 , 则 称 天 为 一 个 信念 集 . 它 用 以 措 述 -个 知识 体系 ,为 了 刻画 
知识 体系 的 烽 正 过 程 , 卡 电 福 斯 等 人 引信 如 下 三 种 对 信念 集 的 操作 . 

(1) 扩充 将 公式 4 直接 加 到 信念 集 拓 中 ,从 而 获得 … 个 新 的 信念 集 .这 一 过 
程 称 为 用 4 扩充 兵 , 记 为 乓 + 有 4， 

(2) 修正 ”将 公式 4 加 到 信念 集 厌 中 ,同时 去 掉 能 导出 ” 4 的 语句 ,并 使 新 的 
语句 集 协 调 且 封闭 .这 一 过 程 叫 坑 用 4 嫉 正 天 , 记 沟 让 + 4. 

(3) 收缩 ”将 下 中 能 导出 公式 A 的 语 名 去掉, 并 使 新 的 语句 集 封闭 ,该 过 程 叫 
做 用 4 收缩 天 , 记 为 兵 - A. 

显然 ,对 扩充 操作 而 言 ,可 定义 

K+A= COCKRKUTAL). 
然而 其 余 两 个 操作 难以 形式 化 . 卡 屯 所 斯 等 人 于 1985 年 为 这 两 种 操作 各 引 作 8 条 
假设 ,借以 刻画 其 特征 ， 

1994 年 ,为 了 刻画 一 个 将 念 集 能 托 客 条 语句 甚至 无 穷 多 条 语句 进行 烽 正 、 收 
缩 的 操作 , 张 东 摩 对 依 念 修正 理论 进行 了 扩充 , 称 为 广义 信念 覆 正 理论 ， 


6.3.6 开放 地 加 


1991 年 , 李 未 纵 出 了 一 个 可 以 刻画 知识 增长 .更 新 和 假说 之 进化 的 玩 辑 理论 ， 
由 于 该 理论 是 针对 经 典 形式 系统 的 某 种 封闭 性 而 提出 的 ,所 以 称 之 日 开放 脖 辑 . 
如 所 知 ,着 眼 于 经 典 脖 辑 形式 系统 ,一 旦 该 系统 的 公理 和 推理 规则 给 定 后 ,人 
们 所 关心 的 问题 是 该 系统 能 推出 那些 定理 和 怎样 推出 这 些 定理 ,以 及 讨论 该 系统 
的 相 容 .可 车 与 完备 性 .但 在 形式 系统 内 部 是 无 法 讨论 假说 (公理 ;如何 增 加 或 由 
改 , 更 无 法 刻画 公理 集 的 进化 过 程 .对 于 这 类 问题 的 操 索 必须 来 自 系 统 之 外 部 的 实 
践 ,以 及 通过 系统 与 外 部 环境 之 交互 作用 .以 而 就 这 一 意义 上 而 言 ,经 典 逻 辑 系统 
是 封闭 的 .开放 逻辑 就 是 针对 这 种 封闭 性 的 不 足 而 提出 来 的 . 
开放 塑 辑 的 两 个 基本 概念 是 新 假设 和 事实 反 驭 .分 述 如 下 : 
定义 8 对 于 给 定 的 俱 说 上 (闭会 式 集 ) ,如 果 存 在 两 个 模型 WW 和 六 ,能 使 有 
村 一 TEMA 和 六 上 奢 TREMP 4 同时 成 立 , 我 们 就 称 4 是 关于 三 的 新 能 设 . 
实际 上 ,上 述 定 义 1 指出, 当 4 是 关于 本 的 新 假设 时 .4 在 逻辑 上 是 独立 于 
的 ， 
定 必 9 设 4 是 忆 的 逻辑 结论 1T 人 4) ,如 果 存 在 一 模型 时 能 使 有 HH 4 成 
立 , 则 称 4 受到 事实 上 反 驶 ， 
令 Twen}y 代 表 全 体 在 模型 村 下 为 真 的 耳 中 的 公式 组 成 的 集合 , 即 
Tw = 414E TENF4 ME 4 . 
如 果 模 型 好 给 出 4 的 一 个 事实 反 陪 ( 即 有 型 FF 4) ,年 且 不 存在 另 -个 模型 
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及 给 出 4 的 另 -- 个 事实 反驳 能 使 有 Twocmrch 则 称 模型 昌 所 给 出 的 4 的 事实 
反 驶 基 理 想 的 , 亦 即 此 时 使 得 Tweiy 是 极 大 的 事实 反 难 . 

通俗 地 说 ,假说 是 理 成 立 ,取决 于 从 它 所 推出 之 每 一 结 泥 是 理 与 人 们 的 实践 -- 
致 ,如 果 某 一 结论 与 实践 不 一 致 (相当 于 定 尽 中 于 4 又 存在 模型 村 使 有 FF- 
= 4) ,这 就 出 现 事实 反 联 . 

如 果 是 基于 本 的 新 假设 , 则 称 六 Uf41 为 厂 美 于 4 的 不 重 构 .叉车 中 4 县 
4 受到 事实 反 豆 , 则 称 Pirsw 品 扫 41 为 假说 的 扩 重 构 ,- : 般 地 , 称 卫 的 计 重 构 或 
中 重 构 为 一 的 重 构 . 重 构 这 一 概念 描述 了 假说 加 到 新 恨 设 慌 事 实 反驳 后 的 再 构造 ， 

在 开放 逻辑 中 , 仍 说 的 进化 可 由 认识 进程 刻画 .我 们 说 假说 序列 fm 为 一 认 
识 进程 ,如 果 对 任意 的 atn 宇 1) ,中 ,| 是 让 的 一 个 重 构 ,认识 进程 是 单调 的 , 即 对 
任意 r 关 1] 有 也 ,1 了 

可 以 证 明 如 下 事实 ; 

(1) :个 认识 进程 是 单调 的 ,其 充分 必要 条 件 是 对 任意 ns1, 帮 是 丰 的 六 
重 构 , 亦 即 此 时 假说 总 是 在 不 断 增加 新 假设 ; 

(2) 一 个 认识 进程 是 非 单调 的 ,其 充分 必要 条 件 是 存在 关上 ,使 有 卫 . | 为 了 
的 处 重 构 , 亦 即 此 时 由 瑟 所 推出 的 某 一 结论 受到 了 事实 反 恬 ， 
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引 言 


近 若 干 年 来 发 展 最 为 迅速 的 数学 分 支 , 当 推 组 合 数 学 三 . 这 是 受 计算 机 科学 
蓬勃 发 展 刺 激 的 结果 . 组 合 数 学 与 计算 机 科学 相 结 合 , 争 得 了 发 展 的 空间 . 

什么 是 计算 机 科学 呢 ? 有 人 定义 它 是 研究 算法 的 一 门 科学 . 研究 算法 无 疑 是 
计算 机 科学 的 核心 内 容 ， 

组 全 分 析 与 算法 的 关系 ,犹如 数值 分 析 与 计算 方法 . 组 合 数学 是 算法 复杂 性 
分 析 的 理论 基础 . 它 研 究 的 内 容 十 分 广阔 ,图 论 ,算法 复杂 性 理论 等 本 来 都 是 组 合 
数学 研究 的 范畴 ,由 于 它们 已 成 长 壮大 而 独立 出 去 了 . 

本 篇 仅 限 于 介绍 组 合 分 析 的 内 容 , 主要 是 研究 计数 、 枚 举 的 算法 . 

顺便 提 一 提 的 是 研究 组 合 数学 的 有 效 方法 ,甚至 于 可 以 说 识 窒 是 ,要 研究 某 一 
问题 的 一 般 规 律 , 先 从 它 的 规模 小 的 子 问题 开始 ,从 中 获得 带 规 律 性 的 东西 ,这 个 
办 法 将 贯穿 本 篇 始终 . 


1 排列 与 组 合 


1.1 如 法 法 则 与 乘法 法 则 


以 下 假设 4 与 8 是 彼此 无 关 的 两 事件 . 
1.1.1 加 法 法 则 


设 事件 4 有 m 种 可 能 , 事 御 B 有 种 可 能 , 则 事件 4 种 事件 号 的 事件 有 站 + 
种 可 能 . 

例 1 小 于 性 而 大 于 芍 的 帆 数 有 4 个 :2,4,6,8; 小 于 190 而 太 于 零 的 奇数 有 5 个 : 
1,3,5,7,9, 则 小 于 10 而 大 于 零 的 整数 有 4 4+5 = 9. 其 结论 是 显而易见 的 . 

1.1.2 村 法 法 则 

若 事件 4 有 m 种 可 能 ,事件 B 有 种 可 能 , 则 同时 有 事件 4 与 事件 8 的 事件 有 
mn 种 可 能 . 

例 2 设 一 标识 符 由 两 个 字符 组 成 ,第 一 个 字符 为 英文 字母 ,第 二 个 字母 为 英 
文字 母 或 数字 ， 

第 一 个 字符 为 事件 4, 有 六 种 可 能 . 第 二 个 字符 为 事件 B, 六 英文 字母 或 数 
字 ,根据 加 法 法 则 ,事件 8 有 226+ 10 = 3 拍 种 可 能 . 则 同时 有 事件 4 与 事件 号 的 事 
忻 共 有 25 x 5 = 336 种 可 能 . 即 
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4, AB ,AZ, AAO AL, A9, 
BA, BE,:*…, Bz, BO, Bl,…, 89, 


‘~ 人 .7 ZA4, 2B,-, ZF, 2Z0, 21,.…, 29. 
8 例 3 设 愉 4 到 8 有 三 条 路 
图 1-1 径 , 从 中 到 C 有 两 条 路 径 . 则 从 4 到 

C 有 3x2 = 6 条 了 路 么 ,如 图 1-1. 


1.2 ”排列 与 组 合 


1.2.1 定义 


定义 1 从 个 不 辐 的 元 素 中 取 *r 个 按 顺 序 排 列 , 称 为 从 中 取 r 个 排列 ,其 排 
列 数 用 Ptn,r) 表示 它 . 
定义 2 从 个 不 同 的 元 素 中 取 r 个 而 不 考虑 它 的 顺序 时 , 称 为 从 中 取 r 个 


组 合 ,其 组 合 数 用 Ca,r) 或 (") 表示 它 . 


从 = 个 不 同 元 素 中 取 r 个 排列 ,是 典型 的 模型 为 :将 n 个 有 标志 的 球 , 取 r 个 放 
到 r 个 有 区 别 的 盒子 里 ,每 盒 一 个 ,如 图 1-2. 


[DD [ 国 [加 


n 上 1 n-r+l 


图 1-2 
{ ) 里 的 数 是 合子 的 序号 .第 1 个 盒子 有 mn 种 可 能 ,第 2 个 盒子 有 mm -1 种 可 能 … 
第 r 个 盒子 有 na - + + 1 种 可 能 .根据 莱 法 法 剿 应 有 
Plnyr) = nfn 1}:-(tn r+1) 
ntl 
(Cnr) 
从 # 个 不 同 元 素 中 取 r 个 进行 组 合 的 上 弄 型 模型 是 ;nr 个 奈 有 标志 ,r 个 盒子 没有 
人 区别, 取 1 个 球 放 到 无 区 别 的 r 个 盒子 里 ,每 盒 一 个 . 也 可 以 看 作 是 取 r 个 无 标志 的 
球 , 放 在 上 个 有 区 别 的 盒子 里 ,每 盒 1 个 球 . 这 里 不 考虑 盒 子 的 顺序 . 对 于 这 样 的 
每 一 个 方案 再 考虑 盒子 的 排列 顺序 .可 得 从 个 中 取 r 个 的 排列 ,其 排出 数 有 
Pfnr) = ricC(ln,r)., 


所 以 tn) = sn, 
1.2.2 人 钙 


例 4 ”从 1 一 300 间 任 取 3 个 不 同 的 数 ,使 它们 之 和 正好 被 3 除 尽 , 问 共有 几 种 方案 ? 
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1 一 300 间 的 数 可 分 成 以 下 三 组 ; 
A= 11,4,7,..…,2981 ,8 = 12,5,8,. ,200| ,0 = 13,6,9,.… ,300!. 

集合 4 各 数 除 以 3 余数 为 1; 集合 B 的 数 除 以 3 余数 为 2, 集 合 忆 的 数 除 以 3 余数 为 
0. 取 3 个 数 ,它们 的 和 除 以 了 余数 为 0, 有 以 下 几 种 情况 

1) 3 个 数 同 在 集合 4; 

2) 3 个 数 同 在 集合 5; 

3) 3 个 数 同 在 集合 C; 

4) 3 个 数 分 别 属 于 4, 8,C. 

根据 才 法 法 则 和 加 法 法 则 ,问题 的 方案 数 应 为 

N= 3C(100,3) + 10% = 1 485 100. 

例 5 一 组 9 位 成 员 , 从 1 一 6 六 个 人 口 处 进 场 , 每 人 口 处 每 次 只 能 进 一 人 , 间 

有 密 少 种 方案 ? 


为 了 了 解 得 更 准确 起 见 , 先 引进 局 表示 两 入 口 闻 的 间隔 ，， 表示 成 员 . 比如 


夯 (i 站 二 DD) 各 本 OO 剖 季 OO OO 电 电 


分 别 表 示 第 一 人 口 处 一 人 ,第 二 .三 .四 人 口 处 两 人 ,第 五 人 口 处 空 ,第 六 大口 钼 两 
人 的 人 场 方案 . 口 称 之 为 巾 高 符 ， 

3 位 成 员 和 5 个 两 离 符 共 14 个 符号 ,9 位 成 员 是 有 标志 的 ,5 个 隔离 罕 是 没有 区 
别 的 ， 


本 三 本 了 本 本 三 了 如 站 T 站 
表示 前 两 位 从 第 1 人 口 处 依次 进 场 ,第 3 位 从 第 2 人口 处 进 场 ,第 4.5.6 三 位 从 第 3 


人 局 村 依次 人 人 场 ,等 等 . 由 于 隔离 符 有 是 没有 区 别 的 ,所 以 问题 的 方案 数 应 为 
N= = 726 485 760. 

还 可 以 直接 利用 冬 法 法 则 得 出 相同 结果 :第 1 个 成 员 有 5 种 选择 方案 ;第 > 个 
成 员 则 有 7 了 种 训 能 ,他 问世 选择 与 第 1 个 成 员 同 一 人 口 钼 进 场 , 且 可 考虑 在 第 1 成 
员 竟 前面 或 后 面 进 场 . 第 3 个 成员 则 有 8 种 可 能 亿 选 择 , 依 此 类 推 . 所 以 蜡 途 同 归 
得 


和 二 看 XXX 人 XXXIOx1lxI2x13x1d4 = of 


例 6 。” 求 能 整除 1 400 的 正 整数 数目 (1 除外 ). 
1400 = 了 2x 芝 x7 了 ,能 除 尽 1 400 的 数 应 为 
2! x 5 x 7", 
其 中 0 三 1 二 3,0 过 亚运 20 二 过 1 其 个 数 为 
(d+ 1}xt3+1)xtl+ri} = 的 . 
由 于 1!= m = nn = 心 除外 ,此 问题 的 解 应 沟 59. 
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1.3 一 一 对 应 


在 组 合 数学 的 研究 中 ,一 一 对 应 的 办 法 经 常用 到 它 .一 个 难于 思索 的 问题 若 
能 和 容易 解 央 的 问题 一 一 对 应 , 则 前 面 看 似 困 难 的 问题 也 就 获得 了 解决 . 

例 7 ”100 名 乒乓 球 选 手 进行 淘 汰 赛 ,最 后 产生 一 和 名 守备 ,试问 要 进行 名 少 场 
比赛 ? 

如 若 考 虚 到 每 场 对 搞 赛 和 淘 流 一 名 选手 对 应 起 来 ,最 后 产生 的 一 名 冠军 是 在 
淘汰 9 名 选手 后 产生 的 , 故 应 进行 9 场 比赛 . 

例 8 如 图 1-3 所 示 的 坐标 网 格 , 试问 从 
10.0) 点 到 (m,n) 点 有 名 少 条 道路 . 作为 一 种 
约定 不 允许 向 x 轴 或 + 轴 的 负 方 向 移动 , 即 不 
多 许 后进 ， 

设 沿 * 轴 正方 加 每 走 一 步 对 应 于 一 个 上 , 沿 
Y 轴 正 方向 每 走 一 步 对 应 一 个 y, 则 从 (0,0) 出 
发 到 这 (m,n) 点 的 道中 和 mm 个 x,n 个 y 槐 成 的 

(0,0) ”序列 一 一 对 应 . 相当 于 一 列 m + n 个 格子 取 m 
图 1-3 个 写 上 x, 余下 的 2 
Cm + n,m). 

凯 药 (Cayley] 定理 na 个 有 标号 的 顶点 的 树 的 孝明 等 于 六 一. 

证 朋 ”这 相当 于 对 = 个 城市 , 建 一 条 无 回路 的 公路 将 个 城 联结 起 来 的 方案 
数 为 mm-. 

假定 这 m 个 顶点 为 1,2,……,nm, 人 是 过 这 m” 个 顶点 的 一 棵 树 .了 的 树叶 中 标号 最 
小 设 为 aj ,其 相 邻 顶点 为 , 移 去 a 点 和 (al,b1) 边 ;在 剩 下 的 n -1 个 顶点 中 再 寻 
找 标号 最 小 的 树叶 , 设 为 &,, 5 是 其 相 邻 的 点 , 穆 去 ww 点 和 Caz, 82) 边 ;继续 以 上 的 
步骤 ,直到 剩 下 一 条 边 为 止 . 由 于 树 了 的 边 数 为 和 -1, 故 对 应 一 序列 

B13 上 

通过 上 述 规则 ,每 一 样 树 了 对 应 一 上 - 2 个 数 的 序列 ,显然 这 上- 2 个 数 不 一 定 
是 不 相同 的 . 最 极端 的 例子 是 出-2 个 nn 组 成 的 序列 ;xn,…,nn, 是 由 nn 引 向 1， 
2,"", 生 一 1 的 n -1 条 放射 形 的 图 . 

友之 ,给 了 nm - 2 个 数 的 序列 

bi ba sh, 2s (1-1» 

可 以 找到 一 棵 树 与 之 对 应 ,办 法 如 下 :; 先 从 序列 

1,2,…,n (1-2) 
中 找 出 燥 小 的 一 个 不 在 序列 (1-1) 中 的 数 , 它 显然 就 是 al. 建立 过 

{es bi). 
成 序列 (1-1) 中 消去 ,从 序列 (1-2) 中 消去 a1. 在 余下 的 序列 (1-1) 和 (1-2) 中 继 
续 以 上 的 过 程 ,直到 序列 (1.1) 变 空 为 止 . 这 时 序列 (1.2) 中 留 下 两 个 数 , 设 为 a 利 
4b. 连 a 和 占 恒 得 一 棵 树 了 . 


¥ {m, nm]) 
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举 一 实 例 以 加 深 理 解 , 见 图 1-4. 


®  ， ,， 
2* 1 ¢ 
= 
5 
二 
- 
一 Cr 一 


5 _ pd 


局 5 
食 1-4 
故 得 一 序列 
3,1,5,5,1. 
图 1-4 中 ,* 表示 序号 点 小 叶 了 于 ,Q 〇 为 其 邻 点 . 
反 过 来 ,从 序列 
1,2,3,4,5,6,7 
中 找 出 不 在 序列 
3,1,.5,5,1 
中 最 小 的 数 2, 故 (2,3) 是 一 条 边 ,又 从 
1,3,4,5,6,7 
中 找到 不 在 
1,5,5,1 
中 的 最 小 数 3, 故 (1,3) 是 另 一 条 边 . 以 此 类 推 有 ,从 
1,4,5,6,7 
$,5,1 
可 得 (4,S) 边 . 从 
1,5,6,7 
5,1 


可 得 (5,6) 按 . 从 余下 的 
1,5,7 


1 
中 可 得 (1,5) 边 ,余下 得 (1,7). 全 过 程 见 图 1-5. 
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/= /AN= AN\NN>= 
2 2 ] 2 l 4 
人 、 < 入 入 
2 1 4 2 1 4 
3 7 6 
AL 


图 1-5 


1.4 ”排列 与 组 合 的 生成 


1.4.1 排列 生成 算法 之 一 
nfl= rnin = fn-1l+lifn-])i 
= {nan-l)l+(n- 上 
间 理 
{n=- DI = (nxn-2(n- 2!l+(n- 2)!, 
{nn-2)! = (no-3)(rn -3)1+(n- 3)1, 


所 以 
nl= tn- ln- Dlrtrtn-2(n -2)1+ 
(mm-3)(a-31+…+3 3+221+t 11+ 人 0 


4 1 
可 以 证 明 ,车 数 严 满足 0D 近 可 过 mn- 1 则 于 可 以 表示 为 
m= ni+ra aa-2)14+ + 人 24+@，11， 
Demcek, KA= 2 下 


txt 一 ] ri 二 nm- i+ Lin, = 机， 
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i = 1,2,*,p—1. 
请 JE 二 4 O00, rl 二 1 并 ， 


i 
- 

Hl 
a 


m= 「 了 1= 2000,， a 
m=[ 学 1= en . aa 二 ra 二 了 


m = [1= i166, a3 = r3 = 2, 


8a5 三 「 学 1= 33， 站 4 二 了 4 三 1, 
Ts 三 [二 1- 5, 三 5 二 站 三 3， 
好 了 二 [了 1= D, fs 一 机 三 与 
所 以 400 = 5.61+3:5l +4i+2.31+2+:21. 


Om 和 en -1 和 (a 一 一 对 应 ,村 中 二 作 委 天 ,天 = 1， 

2,…,n -上 . 抄 如 
4000 (531220) 
下 面 建立 1,2,3,… ,nn 的 排列 
PiPp2’'" Pn 
和 {a 2 1 ) 的 一 一 对 应 关系 + 可 卡 可 记 理 解 为 排列 Pip2a'**p, 中 数 上 
+ 工 右 方 比 大 + 工 小 的 数 的 个 数 , = 0,1,2,… .nn 一 上 以 排列 4 213 为 例 ,4 右 方 比 
4 小 的 数 的 个 数 为 3, 即 ay = 343 右 方 比 3 丰 的 数 的 个 数 为 加, 故 ma = 082 右 方 比 > 
小 的 数 的 个 数 为 1, 即 w = 1. 故 得 
4213 一 (301) 

以 站 = 4 为 例 ,(asoza@i 从 (0007 ,10011010 (101 《0207 C021), (100),…, 

{3 2 1) 依次 得 出 全 体 排列 pjpzp3psa| 如 下 : 


N a da pl Pr pa Pa N a d2 ol pr pa py ha 
0 0 0 oO 1 2 3 4 12 2 0 0 1 4 2 3 
l 0 0 1 2 1 3 4 13 2 路 1 2 4 1 3 
2 0 1 0 1 3 2 4 14 2 1 届 1 了 2 
3 人 1 1 2 3 1 4 13 * 1 I 2 4 3 1 
4 0 2 0 3 1 2 4 16 2 2 帅 3 4 1 2 
5 0 2 1 3 2 1 #4 17 z2 2 1 3 #4 2 1| 
# ] DH 0 ] 2 4 3 18 3 人 省 4 1 2 3 
1 1 0 1 2 1 4 3 19 3 让 |] #4 2 1 3 
名 1 1 0 1 3 4 2 20 3 1 总 4 1 3 2 
9 1 1 1 2 3 4 1 21 4 1 | a 2 3 i 
10 1 2 0 3 1 4 2 22 和 了 人 攻 4 3 1 2 
1 i 2 1 3 2 4 + 23 3 2 1 4 3 2 1! 
以 exazal 为 021 为 例 ,a = ,说 明 4 的 右 方 不 存在 比 4 小 的 数 , 故 最 后 一 位 为 
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4, 即 排列 必 为 
XX4 
及 gy = 2, 说 明 3 的 右 方 有 两 个 比 3 小 的 数 , 即 
3X Xd 


应 | 千 1 , 丰 1 在 2 的 右 方 , 故 得 排列 
3 2 1 4 
上 面 wm 理解 为 排列 pi po… ps 中心 + 1 数 右 方 比 太 + 1 小 的 数 的 个 数 , 将 右 改 为 
左 也 可 以 得 一 生成 法 , 留 给 读者 自己 来 完成 . 
1.4.2 排列 生成 算法 之 二 


通常 排列 可 从 下 面 (图 1-6) 的 树 状 构造 中 得 出 的 . 


2 3 > 
al /3| i Vi 、 MAa| 
314 214 3 三 及 34 A 13 3a ha 
4| 3l4 2 214| 3 113| 1fal 2 1 1 2 1 


图 1-6 
很 定 n = 4, 树 高 为 4,24 个 叶片 节点 对 应 于 好 种 排列 . 从 树 根 到 叶片 结 点 经 
过 4 条 边 给 出 一 个 排列 . 比如 从 左 到 右 依次 为 
1234 1243 1 了 2 机 1342 1 4 之 3 1432 
2134 143 2314 2341 24 13 2431 
3124 3142 3214 3241 3d412 3421 
半 1 之 委 4132 44213 4231 4312 4321 
下 面 的 算法 是 从 已 知 的 排列 pipy…p， 生成 下 面 排列 . 
步 1 求 满足 p;.; < pj 关系 的 j 的 最 大 值 , 设 为 i, 即 
i = max|y | Pi-i < pl. 
步 2 求 满足 p_! < ps 的 的 最 大 值 , 设 为 ,如 
h = maxlk lp < pel. 
步 3 pi 与 ps 互 找 得 排列 , 设 为 
Pipa Pip ip i Pn: 
机 4 Pp2''PiLiBiP i "Ps 中 的 PPic "Pn 怖 序 道 转 ,得 
PIP2Pi PAP -1 Pipi: 
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这 便 是 下 一 个 排列 ， 
设 pipzpap4 = 3421， 
步 1 i= maxfj | 站- < 万 | = 2， 
步 2 h= maxj 者 1 py < pl = maxlk lp < pl = 2， 
步 3 pi 各 ps 互 挽 得 4321. 
步 4 将 321 顺序 六 转 得 4123， 
车 不 存在 j 使 pj-1 < pj; 时, 则 到 达 最 后 一 个 排列 . 


1.4.3 ”排列 生成 算法 之 三 


下 面 介绍 一 种 十 分 有 趣 的 生成 算法 ,以 1234 为 例 .开始 时 在 各 数 上 方 给 一 简 
头 ,得 


123 4 
当 数 的 箭头 所 指 一 侧 , 相 邻 的 数 比 该 数 小 时 , 称 该 数 处 于 活动 状态 .以 1 2 3 了 为 


便 ,2、3 、4 都 处 于 活动 状态 . 下面 是 给 出 下 一 个 排列 的 算法 . 

步 1 求 处 于 活动 状态 的 数 中 的 最 大 者 , 设 为 m,m 和 箭头 所 指 一 侧 的 相 邻 数 
互 换 位 置 . 

步 2 令 比 m 大 的 所 有 数 的 箱 头 改变 方向 . 

步 3 ”车 不 存在 处 于 活动 状态 的 数 , 则 结束 ;否则 转 步 1. 


从 1 2 3 4 开始 可 得 所 有 的 排列 如 下 ， 
1234 4 是 活动 状态 数 中 最 大 者 . 
1243 

1423 

4 1 2 3 ”3 是 活动 状态 数 中 最 大 者 . 
4 1 3 2 ”4 的 箭头 改变 方向 . 
1432 

1342 

1 3 24 3 是 活动 状态 数 中 最 大 者 . 
3 了 2 4 ”4 的 苦头 政变 方向 . 
3142 


3412 
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4 3 1 2 ”2 是 活动 状态 数 中 最 大 者 . 
4321 ”3 和 4 的 箭头 改变 方向 . 
3421 

3241 

3214 3 是 活动 状态 数 中 最 大 者 . 
2 3 14 4 是 活动 状态 数 中 最 大 者 . 
2341 

2431 

4 2 3 1 ”3 是 活动 状态 数 中 最 大 者 . 
4 2 1 3 4 的 箭头 改变 方向 , 且 是 活动 状态 数 中 的 最 大 者 . 
2413 

2143 

2 1 3 4 没有 活动 状态 中 的 数 ,结束 . 


1.4.4 ”组合 的 生成 


举 一 个 由 1,2,3,4,5,6 中 家 3 个 数 进 行 组 合 的 例 , 从 中 不 难得 出 生成 组 台 的 规 
123 124 125 126 134 135 136 
145 146 156 234 235 2 3 了 45 
46 2568 急 引 己 3 4 平 与 各 4 5 
从 上 面 组 合 的 生成 过 程 可 见 ; 
(1) 最 后 一 数量 大 可 达到 n, 上 面 例子 中 = = 6. 倒 数 第 2 位 最 大 可 达 -1,… 
第 点 位 最 大 可 达 m -上 + 1.z 取 rr 组 合 表 以 
OO, 
及 AX 
和 
或 en-r+ti, t= 1,2,*,r. 
《2) 当 存 在 6 < n~ 了 + 了 计 , 令 
i= Inax|71c< -+ 有 


则 作 
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人 + dr,e e+l. 
综 上 分 析 可 得 如 下 求 下 一 组 合 的 算法 . 
步 1 求 i = maxljlo<n-r+il. 
步 2 CO: 
步 3 了 从 1i+1 到 作品 一 cl+ 1 


1.5 允许 重复 的 组 合 


从 rt 个 不 同 元 素 中 职 r 个 进行 组 合 ,每 个 元 素 多 许 重复 , 则 组 合 数 为 
Ctnt+r-1,r). 
证 明 只 要 证 明 从 = 个 不 同 元 素 中 取 r 个 作 人 允许 重复 的 组合, 与 从 mn+r-1 
个 不 同 元 素 中 取 r 个 作 不 重复 组 人 台 一 一 对 应 即 可 . 
不 失 一 般 性 ,假定 个 元 素 为 数 1,2,…,n. 取 r 个 作 克 许 重复 的 组 合 , 设 为 a/，_ 
2 不妨 设 el 过 人 和 过 媳 . 作 
qd2+ lat+ 2 rr 一 
显然 有 a < 2z+t<c ea+2< <w+r-l. 
故 et az:w 对 应 于 从 na +r -1 个 不 同 元 案 中 了 权 r 个 不 同 元 秦 的 组 全 
全 人 十 13 二 2 二 一 
友 过 来 ,从 1,2 ,n+ -1 中 职 7 个 作 不 重复 的 组 合 , 设 次 55,53,…, 二 ,上 且 
b1 < Bb < … < .构造 
ya 一 liby— 2 ,b. -r+l. 


显然 有 eb 下 -r+lecn. 
邻 好 三 bi—k+1, k= 1 ,2 
台 ,g2 ;0 满足 gl 安 击 志 世 抽 ; 是 从 nr 个 数 中 取 r 个 作 介 许 重复 的 组 
A 
[= 


允许 重复 的 组 合 的 典型 模型 是 : 取 + 个 无 区 别 移 球 放 进 n 个 有 标志 的 盒子 中 ， 

每 愈 的 球 数 不 加 限制 . 

例如 试问 Lx +YyY+zi# 有 过 少 不 同 的 项 . 

(x + y+ z) 展开 式 都 是 4 次 方 项 : 

xiymar， +m+n=4, 
相当 于 4 个 无 区 别 的 球 就 进 有 标志 x、y、z 的 仿 于 ,每 盒 的 球 数 无 限制 . 故 项 数 应 为 
C44 3 14) = Cf6,4) = 15. 
这 行 项 是 
x Oy rz YE x 
xyz re ee ye 4 到 

x+ 看 作 4 个 无 区 别 的 球 全 部 放 进 有 标志 x* 的 盒子 ;a*y 相 当 于 有 3 个 球 放 进 标 

志 * 的 瘟 子 ,一 个 球 旅 进 标志 + 的 合子 . 
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1.6 ”若干 公式 的 组 合意 义 


有 些 等 式 有 着 十 分 直观 的 组 合 章光 ,这 一 节 将 不 通过 形式 推理 而 从 直观 上 理 
解 它 的 实际 舍 义 , 饶 有 趣味 . 

1 Cinr) = Cnrn—r) 

从 个 元 京 a ,62,… ,as 中 取 r 个 组 台 ,与 余下 的 na - 上 个 档 成 的 组 合 一 一 对 
应 ,得 证 . 

2, Cnyr) = Cin lr}+ Cln-l,r-1) 

从 nn 个 元 率 a ,ea 中 取 r 个 进行 组 合 , 就 其 中 某 : 一 元 素 设 为 a] 来 说 ,无 
非 有 两 种 情况 ,一 是 不 在 其 中 ,这 样 的 组 合 数 等 于 Cn -1 站, 另 一 种 情况 是 si 在 
其 中 ,这 样 的 组 合 相当 于 将 ai 取出 ,在 余下 的 ”~ 工人 个 元 素 中 取 r - 1 个 进行 组 合 ， 
再 加 上 ai 元 剖 构 成 > 个 元 素 的 组 合 ,其 组 合 数 为 Cin - 1,r - 1). 根据 加 法 法 则 

Cn,r)} = Cn -lr) + Cin lr 1), 
这 个 公式 的 男 一 种 形式 是 
Cmt n,m) = CCm+n- lm)+ Cm+n-l,m- 1). 


又 有 新 的 会 头 .如 图 1-7， 


(ml a) (my, n) 


(mn-1) 


C0, 0) 
图 1-7 图 1-8 
Cm + n,m) 等 于 从 (0,0) 点 到 (m,n) 点 的 路 徐 数 ,就 其 到 达 (m,n) 点 的 途径 无 
非 是 从 (m 一 1,n) 进入 (m,n), 和 从 (m,n -进入 (m,n) 两 种 . 故 依 据 加 法 法 则 
得 
Clim+ nm) = Cm+in- l,m)+ Ctm+tn--1,m- 1). 
3. Cint rt,r) = Cint rr)j+ Clnt+rolr-1)+"+ 
Cin +t l,l) + Cn 
如 图 1-3, 等 式 左 辣 看 作 是 从 (0,0) 点 到 (n+ 1,r) 点 的 路 径 数 , 等 式 右 映 各 项 
分 别 表 示 从 00,0) 点 到 (na,r,fnar- D800) 点 的 有 路径 数 .0,0) 点 到 (nm + 1, 
r) 点 的 路 径 数 无 非 是 后 面 各 种 路 径 之 和 . 以 得, 的 点 到 {n,r -1 点 的 路 径 为 例 ， 
串 示 到 了 (n,r - 1) 点 后 沿 烦 线 所 示 的 走 一 步 到 tn + 1,r - 1) 再 到 {tn+lr) 点. 
其 余 同 理 类 推 . 从 (0,0) 到 (na + 1,r) 点 的 上 路径, 无 非 是 其 中 之 一 . 根据 加 法 法 则 ， 
上 式 成 立 . 
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niriit nin-r 
+ 《有 =- (Tn 
等 式 左 端 可 以 看 作 是 从 4 个 元 素 中 取 ;个 组 合 ,再 从 每 …! 个 组 合 中 取 r 个 组 
售 , 所 得 组 合 必 有 重复 的 ,这 相当 于 直接 从 n 个 中 取 r 个 组 合 的 组 台数 乘 以 重复 数 ， 
其 重复 数 为 ”- ”- 站) ,例如 从 1,2,3,4,5 中 取 4 个 组 合 ,有 


1234 1235 1245 1345 2345 
再 从 每 一 个 组 合 中 取 2 个 组 合 , 从 表 1- 了 可 以 很 明显 地 说 时 了 这 个 道理 ， 


_ 才 寺 瑟 


| 
|» 
234|24|235 


12345 取 2 个 组 台 有 12,13,14,15,23,24,25, 4,35, 生 夫 10 个 ;1234 取 2 个 组 合 
刚 有 12,13,14,23,24,25,34,35., 以 这 为 例 , 除 去 12 外 ,345 中 取 2 个 组 合 有 34,35， 
匠 分 别 与 12 结合 得 1234,1235,1245. 从 它们 中 陷 两 个 组 吝 都 能 产生 地 .地 重复 庶 由 
进 产 生 ， 


5 (人 人 
站 in m,nl| 

没有 mm+ nm 个 有 标志 的 球 , 其 中 品 个 是 红 的 ,n 个 是 白 的 .从 中 取 个 组 合 ,不 
外 平 是 : 余 是 白 的 ,1 个 红 和 的 -1 个 自 的 ,2 个 红 的 ,r - 2 个 白 的 ,… 全 是 红 的 等 这 
几 种 可 能 .个 红 的 + -上 个 白 的 的 组 合 数 是 { ”){ ，”, (乘法 法 则 ) .根据 加 法 法 
旭 , 等 式 成 立 . 

6 ("+t")= (人 (人 sa 

如 曙 1-9 所 示 , 等 式 左 端 可 以 看 作 


是 从 (0,0) 点 到 n,m) 点 的 路 征 数 目 ， 
从 (0,0) 点 到 Cm - 下) 点 的 路 径 


数 为 { 严 ) .从 (km -及 点 到 (n,m) 点 
的 路 径 数 相当 于 从 10,0) 点 到 (rn - 大 大) 
点 的 略 径 数 , 即 为 { &) . 所 以 根据 乘法 
法 则 , 从 (0,0) 点 经 过 (&,m - 及 点 到 
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(n,m) 点 的 路 径 数 为 ( “)( ”)} ,从 (0,0) 点 到 (n,m) 点 的 路 径 必 通 过 (km - 用 
中 某 一 点 ,上 一 0,.1,2,……，, 让 .依据 加 法 法 则 ,等 式 成 立 + 


1.7 应 用 举例 


例 1i ”4 个 全 同 的 质点 ,总 能 量 汐 4 局, Eo 是 个 常数 . 得 个 质点 的 能 级 可 能 为 
kEosk = 0,1,2,3,4. 

车 能 组 为 KE 的 质点 服从 布什 - 悟 因 斯 坦 { Bose-Finstein}) 分 布 ,可 以 有 虐 + 1 
种 状态 , 同 能 级 的 质点 可 以 处 于 相同 的 状态 ,试问 有 多少 种 不 同 的 图 像 ? 

总 能 量 为 4Eo 的 4 个 质点 可 能 有 以 下 了 种 分 布 : 

1) 0,0,0,4Eo; 

2) 0,0, Eo,3E0; 

3 0,0,220,2F,; 

4) 心 ， Eo, Eo.2 .80: 

5) Bo, Eo, Eo, Eo. 

由 于 ko 能 级 的 质点 可 以 有 1 + 瞩 种 状态 . 

££ |0 1 2 3 4 
i 2 5 10 7 

由 计 具 有 梢 同 能 级 的 不 同 质 点 可 以 处 于 相同 的 状态 , 故 分 别 就 上 面 5 种 分 布 
分 析 可 能 的 图 像 者 . 

1 有 1x137 种 图 像 

2) 有 1x2x10= 加 种 图 过 . 

3) 由 于 2E4 有 5 种 状态 ,两 个 25 的 质点 可 以 处 于 相同 的 状态 ,相当 于 从 5 种 
状态 中 取 2 作 人 允许 重复 的 组 合 , 组 台数 为 C(5+2- 1,2) = C(6,2) = 6x 5/21 = 
15, 根据 乘法 法 则 有 1 x 15 = 15 种 不 同 的 画像 . 

4) 两 个 名 的 质点 ,可 能 有 Clt2+2-12) = C03,2) = 3 种 情况 , 故 根据 科 潜 
法 则 应 有 3 x 5 = 15 种 图 像 ， 

5) 4 个 本 的 质点 ,应 有 Cl2+4- 1,4) = C(5,4) = 5 种 图 黎 . 

仿 据 加 法 法 则 总 加 像 数 为 

N= 17+20+1s+1+5 = 72. 

例 撤 ”车 上 面 侧 子 中 的 4 个 质点 服从 费 米 - 狱 拉克 (Fermi-Dirac) 分 布 ,AE 的 
质点 可 以 有 21 + 好 ) 种 状态 ， 

开 0 1 2 3 4 
ltRi2 4 1 有 20 34 
但 不 允许 两 个 相同 能 级 的 质点 在 同一 种 状态 . 问 有 客 少 种 图 像 ? 

由 二 = 0 时 只 有 两 种 状态 ,页 0, 人 ,人 ,4 可 这 种 分 布 是 不 可 能 存在 . 其 它 分 布 

的 图 像 数 分 别 为 


2 逆 推 关系 与 母 隙 数 : 的， 


2) nl = #4x20= M0, 
3) mr = 2004,2) x 10 = 120, 
4) nn = C(ID,2) = 45, 
5) 此 4 三 1 . 
报 据 如 法 法 则 总 图像 数 站 = 出 + 有 + 让 + 到 =246. 
例 让 sg 和 上 是 用 位 2 进 制 数 表 达 的 码 : 
好 二 他 Ga 全 = O16 = ,了 
# = bdr bs 4 = 0,1,r = 1 ,2 及 
a; 天 起 的 个 数 称 为 a 和 4 的 汉 明 历 离 ,用 dta,8) 表示 . 关于 汉 明 距离 ,下 面 三 角 
不 等 式 成 立 . 
d{a,b} + db,e) ww dla,e). 
其 理由 是 十 分 明显 的 . 设 = ee eye = 0,1i = 1,2,.…7,n, 由 于 是 0,1 符号 
串 , 所 以 著 a 关 i x0 则 a = 后 ， 
反 过 来 , 若 全 天 ec ,不 可 能 三 一 bis er 三 b; 同时 成 立 . : 
车 a 和 a 的 汉 明 距离 小 于 7, 则 将 mw 当 作 a 的 错误 作为 a 而 认可 . 这 样 两 个 
码 字 之 间 的 距离 不 得 小 于 2r + 1. 车 d(a,5) < 2r, 可 攀 造 < 穗 
dac) er: dbc)er. 
结果 c 无 法 确定 是 a 还 是 5 的 错误 而 给 予 纠 正 . 
车 有 一 组 汉 明 库 离 不 小 于 2r + 1 的 码 字 


Ls 全 2 


[9 (ee 
所 以 m < 7/ 2} "了 . 


这 个 不 等 式 叫 姓 汉 明 不 等 式 ， 它 建立 了 码 长 n, 码 字数 目 好 和 r 交 的 不 等 式 关 
系 . 


显然 有 


2 “” 揽 推 关系 与 母 函 数 


2.1 母 男 数 


母 函 数 是 组 合 数学 中 最 有 效 的 方法 之 一 . 它 是 形式 地 用 代数 方法 巧妙 地 解决 
计数 、 校 举 等 问题 . 举例 说 明 如 下 ， 


(i a + osx) tl + xr) 
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= + Cat d+ jx + 十 在 G3 十 和 二 
Ga 
过 项 的 系数 是 al ,aa …, 生 中 取 虚 个 组 合 的 全 体 . 比 如 巡 项 票数 为 alaz + ai 
+… + 人 恒 是 一 剂 . 
若 令 dl = = "二 1, 可 得 
+ x)" = 1+ Cn,l)x + Cn,2) rt t+ CH, NR) wr, 
另 一 方面 由 于 
Cl +x)"{l+t xa" = (+ em, 
所 馆 


| + 人 (er( srf(2 ar 人 (la 
ee 
对 于 < minf m,n| ,比较 等 号 两 端 外 项 系数 可 得 
("£1") (oa (T+ 2) 2) 
(™) (2), ke minlm,nl. (2-2) 


这 个 结果 前 面 已 给 出 , 南 且 给 了 它 的 组 合 解释 . 
荷 严 近 天 二 只 有 


(i ")- (9 4 人 (2-3) 
(im) 


pm) (*). (2-4) 


J 《十 zf 1+ i) = 私下 1 + 区) 了 二 及 . 


[END EE 
| 
比较 等 导 两 端 常 数 项 可 得 
(2 0 
从 (2- 了 ) 式 , 令 x = 1 代入 可 得 


COCRO) + Cay) + + Cnn) = 2°. (2-6) 
对 (2-1) 式 , 等 号 两 端 求 x 的 导数 可 得 


2 逆 推 关系 与 母 秃 数 ， 31 ，。 


ntl + X)n- = (")+2( *) x +3l( 9 x | ?jet, 
令 x = 1 代入 得 


的 的 3)se + (ns) = 2 (27) 
类 似 可 得 
()e+a ) er a( ") = mrfl + x)"™ tl, 
(7) + ”) + 7 2)+ “+ ”| ") = nin + 1)22 -2 (2-8} 


站 (2-1) 式 还 可 以 类 但 地 推出 一 系列 的 等 式 . 可 见 序列 [ 2), (个 )， 
( ?} 和 克 项 式 (1 + x)" 有 着 极 密切 的 联系 . 从 后 者 可 推出 (2) .(”) …,(”) 许 
多 性 质 . 研究 (4) ,(”) ,…,(“) 序 列 可 借助 于 (1 + x)” 

定 光 1 对 应 于 序列 go; a1:…, qn, 构造 一 多 项 式 


Ex) = Qo GR 


称 G(x) 是 序列 mai ,a 的 母 耳 数 . 
2.2 递 推 其 系 


和 和 母 函数 密切 相关 的 有 弟 推 关系 ,它们 构成 了 组 合 数 党 的 重要 组 成 部 分 . 在 
作 算 法 复杂 性 分 析 时 ,一 起 扮演 着 重要 的 角色 . 举 一 典 型 的 汉 诸 (Hanoi) 塔 问题 如 
下 . 

汉 诺 诺 问题 有“ 个 半径 不 同 的 圆 娄 和 三 根 柱 子 4 .8.C, 依 其 半径 的 大 小 ， 
从 大 到 小 自 下 而 上 套 在 & 柱 上 (图 2-1), 每 次 只 允许 转移 -个 盘 训 在 了 或 C 柱 上 ， 
而 且 不 允许 大 盘 套 在 小 盘 上 . 若 要 将 A 柱 上 的 n 个 盘 转 移 到 人 柱 上 ,请 设计 一 方 
案 ,并 估计 要 转移 包 少 盘 次 ?首先 是 设计 算法 ,进一步 作 算 让 的 复杂 性 分 析 ， 


国 
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开始 时 已 强调 过 ,组 合 数 学 问题 研究 的 有 效 办 法 是 从 最 简单 的 问题 分 析 起 ,从 
中 找到 一 般 规 律 性 的 东西 . 

先 从 n = 2 开始 , 先 将 最 上 面 的 一 个 盘 移 到 B 柱 上 , 接 六 将 下 面 一 块 盘 款 到 
柱 上 ,再 将 刚 移 到 B 柱 上 的 一 块 和 前 移 到 C 柱 上 . 两 块 盘 的 转移 问题 结束 , 闪 移 动 盘 
子 3 次 . 

再 考虑 n = 3 的 情形 .与 = 2 的 类 似 , 先 将 最 上 面 两 块 盘 用 上 面 介 册 的 方法 
移 到 B 柱 上 ,再 将 最 下 面 一 块 盘 移 到 C 柱 上 ,再 将 B 柱 上 两 益 移 到 C 柱 上 . 可 将 上 
述 办 法 推 及 一 般 . 如 数学 归纳 法 一 样 ,= = 2 可 以 解决 , 则 = = 3 也 获得 解决 . 假定 
n - 1 块 鼻子 问题 获得 解决 . 进而 考虑 n 块 盘子 问题 . 先 将 上 面 n - 工 块 竺 子 转 称 
到 B 柱 上 ,再 将 最 后 一 块 盘子 转移 到 C 柱 上 ,再 将 B 柱 上 的 n - 1 块 盘 于 转移 到 艺术 
上 来 . 转移 完毕 . 

下 面 对 移 动 的 盘 次 进行 分 析 , 令 入 为 n 块 盘子 的 汉 诺 塔 所 需 移 动 的 盘 次 , 则 
有 

和 = 2h_1i+1, (2-9) 
ht = 1, 
{2-9) 式 称 为 弟 推 关系 ,hh = 1 是 初始 条 件 . 
hy = 2hI+1i=2+1 三 3， 
=2h+l=22+1D)+1=2+2+1=7, 
不 难 发 现 
hl = = 2 1 一 1. 
A == M21)+1=2-2+1=2 -1. 
下 面 介绍 一 种 一 般 的 母 函 数 法 , 令 
Cz) = ht ox + Mya: t+, 
其 中 本 = 28 + 1] ,3 = 2hz + 1,…. 因 为 


hx + hr + = (x) — hi, 
所 世 Cxy -1 = ZG(x) + r+ 
车 1 
(1-2x)C(z) = 1+T i= Tx 
令 
1 4 了 
G(#) = TA 2 = T+1 ax 
A - 2xr) 4 BOl- x) = (A+ BY- (24+ Br = 1, 
和 解 得 44+B=1, 24+8B= 0, 
代 太 得 A=-1, B=2. 


2  _1. 
Che) = Ta -1x 


COCxF) = (4 
比较 *~! 项 系数 ;hh = 2" - 1 
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例 1 求 # 位 识 进 制 数 中 出 现 侦 数 个 5 的 数 的 个 数 . 
设 位 吉 进 制 数 为 ao 本: 令 机 为 含有 偶数 个 5 的 nm 位 10 进 制 数 的 集合 
BB, 为 富有 奇数 个 5 的 位 10 进 制 数 的 集合 . 于 是 有 
A = 94 + Bi (2-10) 
B, = 4,-.1 十 8. .1; 
41 = 8, B=1, 
4. = 94, + 旦 .表明 的 是 ”位 10 进 制 数 中 会 偶数 个 的 数 的 构成 :nm - 1 位 
10 进 制 数 中 会 偶数 个 5 的 数 , 最 后 一 位 加 上 0,1,2,3.4,6,7,8.9 中 某 一 个 数 和 -1] 
位 10 进 制 数 中 售 毒 数 个 了 的 数 ,最 后 一 位 如 上 5. 同 理 证 明 
及 = 由 1 十 人 本 |. 
4| = 8 是 指 不 含 5 的 1 位 数 有 8 个 数 . 
(2-10) 式 是 关于 序列 4, 和 瑟 的 联 立 递 推 关 系 . 全 
Cr) = A + Ax + Aart +t , 
HC(x) = B+ Bx + Bx + 
其 中 = 941 + BB ;Ay = 94, + By 


所 以 Cx) -8 = rttx) + xH(x) 
或 (1 -9x) G(x) - xH{(x) = 8. (2-11) 
同 理 可 得 
— xGlx) + (1 — 9x)H(lx)} = ]， (2-12) 


联 立 方程 (2-11) 和 {2-12) ,得 关于 Gx) 和 后 (xh 的 方 积 浊 
全 — Ox Cx) - xH(x} = 8, 
— xttx) + (U- 9x} Hix) = 1. 


1 = 9x x (1 0x){1 - 8x), 
一 党 1 -Ox 
各 x 
1 上 一 Ox 一 了 L+ 十 各 
得 CUx) = (1 -Safl1-1l0y7 = (1 -8x){l — Ox) 
2 号 -= + 一 人 -) 
= 1 - 1- 10x l-8x 1- 10x 


Bx 
人 834 9 .1105 wt, 


得 如 = 羡 x8e1+ 生 xl10c 


如 车 令 4 = 94. ,+ 卫 但 吕 1 = 9x 10" 下 -A 1, 可 得 
4 = 84 + Ox10?, A = 8 
结果 也 是 一 样 . 
例 2 从 5 个 元 泰 a1,42,… ,a 中 取 ; 个 作 允 许 重复 的 组 合 . 其 结果 可 以 分 为 
以 下 两 种 : 
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(1) 不 出 现 某 特定 元 素 ,比如 mi ,这 相当 于 从 a2,a3,… .a 中 取 r 个 作 人 允许 重 
复 的 组 合 . 
(2) 出 现 某 特定 元 素 , 比 如 aj. 这 相当 于 从 ea，……an 中 取 r - 1 个 元 素 作 允 
许 重 复 的 组 会 ,然后 再 加 上 el， 
从 个 元 素 中 取 r 作 允许 重复 组 会 的 组 合 数 用 Cln,r) 表示 它 . 于 是 有 
Gn,r) = Cin- r+ Ctnr-1), (2-13) 
Gn) = Rn, Cina-1,l)y=n-1., 
从 (2-13) 式 可 推出 Cen,0) = 1 作为 补充 定义 ,{2-13) 式 基 了 峙 个 变 元 的 递 推 基 系 . 


令 


Cx) = CinO + Gnyl)x + Cn 2) rt + 
Gx) = Cn 10 + Cin-l,Dx+ Cn 1,2)x? +4", 
其 中 
Cin,l} = {tn -1,1) + Cin,0), 
CR,2) = Cn 1,2) + Cn -1,1), 


所 以 Gr) 1 G(x) -14 r(x), 
(1 x) Gx) = 人 (2-14), 
{2-14) 式 是 关于 GC%*) 站 和亲 ， 得 


G(x) = 6 (x) = 加 (A 2C x) 


二 i, 
Gx) = CHAO + CHO, Dr + CO + 


= 1+ 苹 + 和 十 入 一 


所 以 有 G(x) = Tp 
由 二 项 式 定 理 知 


{1 — wx) "= 1+nr+ 


nat De Mnt+ h(t dy, 
于 是 得 Eln,r) = 2z+1 + nt rl) 
td. = Ctn+r- 1],r). 


~ {nol}yir! 
前 面 举 了 3 个 例子 ,三 种 类 型 . 有 和 多元 的 ,也 有 联 立 的 . 


2.3 ”起 波 那 扫 序 列 
问题 是 这 样 提出 的 :有 隔 雄 一 对 兔子 , 伙 定 两 个 月 后 可 放下 峻 座 一 对 兔子 , 按 
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这 样 的 速度 繁殖 下 去 ,试问 第 个 月 后 可 有 几 对 兔子 ? 
第 1 个 月 一 对 锡 子 ;第 2 个 月 仍 是 老 的 一 对 ;第 3 个 月 有 新 生 一 对 ,连同 老 的 一 
对 共 两 对 ;第 4 个 月 又 新 生 一 对 ,两 对 是 老 的 , 共 3 对 ;第 5 个 月 新 生 的 两 对 , 共 5 对 ; 


几 是 新 生 的 下 个 月 不 能 繁殖 , 老 的 则 可 以 繁殖 新 生 的 免 子 . 设 第 个 月 兔 于 
的 对 数 为 所 ,其 中 新 生 的 对 数 为 久 ,, 老 的 对 数 为 0,, 则 有 


F, = N+ 0,, 
NN 三 Os 他， 一 Fi 
由 上 得 MN, 三 FF,_2) 


严 ， 二 严 。 .1 十 Fs AF = 1, FF = 1. 
即 所 :1 ,1,2,3,5,8,13,21,… 称 为 翡 波 那 狠 (Fibonacci) 序列 ， 
上 


Cx) = Fx + Fxt + 


让 1 l | 
则 6 = Ti+] 
“其 中 «=, p158. 


斐 波 那 契 数 可 用 来 求 单 峰 极 值 的 极 值 点 , 即 所 谓 的 优选 法 . 若 函 数 /( x) 在 区 
间 (a,5) 上 只 有 一 极 值 点 #, 使 得 * 与 6 的 偏离 越 大 , 则 1 7(y) - A(#) 1 也 趟 大 , 则 
称 x) 在 区 间 (a,&8) 上 有 单 峰 扳 值 . 
不 妨 假 定 求 的 是 极 大 点 ,实际 工作 中 点 
需要 通过 实验 来 求 得 ,关键 是 要 求实 验 次 数 尽 。 一 、 下， ， 
可 能 少 . 可 将 (a,5) 区 间 分 成 F 个 等 分 (图 Mt A | 
2-2), 第 一 次 在 第 局, ,和 第 所 ,| 等 分 点 作 两 次 图 2-2 
实验 . 假定 所 -;) > 扩 忆 -1) ,由 于 是 求 单 峰 
极 大 点 , 故 必然 在 (0, .1) 区 间 上 ,( 4, 所) 区 间 可 以 去 掉 不 再 考虑 . 又 由 于 
1 = 所 -+ 3; 故 上 .1 点 的 试验 继续 有 效 ,只 要 在 已 _; 点 再 做 一 次 试验 . 
如 车 碎 忆 1) > A FF_2) ,去 掉 的 应 是 (0, 下 2) 区 间 .六 -点 的 试验 依然 有 效 . 
上 面 扩 .1) 实际 应 是 /x) 在 * 等 于 第 六 -个 等 分 点 的 坐标 时 的 函 孝 值 . 为 
了 简单 起 见 就 记 为 /( 1). 余 此 类 推 . 


2.4 ”指数 型 母 函 数 
设 有 mm 个 元 喜 ,其 中 al 重复 了 坝 次 ,ww 重复 了 mm 次 ,… ,oy 重复 了 nw 次， 


RJ]+ 下 ?十 二 了 二 丽 : 
如 车 页 = mm =… = m= 1, = a, 则 就 是 一 般 的 排列 问题 . 这 样 有 重复 的 全 排 
剂 的 排列 数 应 为 
nd! 
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其 中 ml1na1…mx! 是 重复 数 . 

以 a| 重复 3 次 , a 重复 2 次 ,a; 重复 3 次 为 例 . 设 阅 为 从 中 取 天 个 元 素 进 行 组 
人 台 的 组 人 台数 . 则 序列 ce ,cs 的 母 函 数 为 

Gx) = (+ + + x + Xl + wy + x + 3 ). 
以 4 次 方 项 为 例 ,有 
EE 十 ty 十 Eo 十 XI NI + x 二 
wl 

这 给 出 了 3 个 元 素 组 合 的 全 体 .xix3 表示 a 取 1 个 a; 取 3 个 ,其 它 依 此 类 推 . 

车 进而 考 虚 取 4 个 元 素 的 排列 , 求 总 排列 数 . 以 xx 项 为 例 ,表达 了 al az 各 
取 两 个 的 排列 ,排列 数 应 为 


1 1 1 


| | 1 1 
“IT + 113 + 2124 + TI + 2421 * 
1 


1 1 1 1 
rr 
为 了 便于 讨论 有 重复 的 取 r 个 作 排列 的 问题 ,引进 指数 型 母 函 数 . 
定 兴 ”对 于 序列 go,a ,G2031…, 令 


& a 
Gx) = an 十 11z + fe + 


称 G.(x) 为 该 序列 的 指数 型 母 函 数 . 
前 面 a 重复 3 次 ,a 重复 2 次 ,as 重复 3 次 , 则 取 下 个 元 素 进 行 排列 的 排列 数 
序列 的 指数 型 母 函 数 为 


co) = + 冲 + 前 + 证 +1 人 + 


9 143 35, 1 ,35 


一 二 十 3 二 人 区 + 3 和 % + 13*% + ”+ + 


87 1 2 上 站 4 
7 + 3 区 = 1+11*+ a1* + 31 + 
ln 3 5 7 8 


元 过 排列 的 排列 数 为 28; 取 4 个 元 素 排 列 的 排列 数 为 0,… , 取 8 个 元 京 排列 的 排列 
娄 为 560. 

例 3 求 由 a.5b、c、d 4 个 字母 取 5 个 进行 排列 ,要 求 s 出现 的 是 偶数 次 ,5 出 
现 的 次 数 可 达到 3 次 ,也 可 以 不 出 现 ,e 不 超过 1 深 ,d 不 超过 2 次 ,但 不 能 不 出 现 . 
求 上 述 条 件 的 排列 数 . 

令 
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x x 时 x x 2 
GA) = 14 条 + 苛 )(14+ 玫 + 区 + 奇 ) (+ a)( 者 + 徊 )， 
取 x 项 的 系数 : 


4 _ 215 
24 51° 
故 满足 条 件 的 排列 数 为 215 沾 . 
例 4 由 a、58、ce、d、e 5 个 字母 取 nn 个 作 驳 许 重复 的 排列 ,但 a 和 e 出现 的 次 数 
为 巾 数 ,其 它 的 字母 没有 限制 . 
构造 指数 型 母 函数 


2 本 2 2 了 
G(x) = (1+ 徊 + 着 + (+ 攻 + 和 + 
x 一 2 
= (和 5) ea = 本 (ee + e*) 


二 训 (34+2 3， D) 半 ， 
故 取 下 个 字母 进行 排列 的 排列 数 为 
dh = 二 (34+ 2， 3 + 1). 


2.5 应 用 举例 


例 5 有 红 球 2 个 , 白 球 1 个 , 黄 球 个 ,试问 有 宪 少 种 不 同 的 组 全 方案 ， 
用 ry.w 分 别 代 表 红 , 黄 , 白 色 球 . 
(Lr rr wr) = + rt y+ 0) + (r+im+tmt ne) + 
(ry+ r+ me) + pe. 
以 了 次 方 项 为 例 , 关 + mr+ mw + yw 表达 有 4 种 组 合 方案 , 记 表 两 个 红 球 ,ry 表 
一 为 红 一 为 黄 . 
例 = 个 完全 一 样 的 球 放 到 六 个 有 标志 的 盒子 ,不 允许 有 空 盒 , 问 有 客 少 种 
不 同 的 方案 ? 设 ma > 严 ， 
令 BR = (we 
若 ‰ = w= = 则 有 
Gx) = 1+ x ", 
所 求 即 为 (1 + x)-" 中-" 项 系数 Cin -1,m -1), 即 
mim = ln 1) 
《一 下) 
例 7 出 0 和 2 的 10 数 字 及 +, -, x, + 四 个 运算 符 构 成 长 度 为 n 位 的 算法 表 
达 式 , 试 求 它 的 个 数 . 
令 加 表示 rn 位 长 度 的 表达 式 数 目 , 则 
A = 104 + 4 2， 
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4 = 10,， A, = 120. 
# 位 算术 表达 的 构造 证 以 看 作 由 站 - 1 位 算术 表达 式 的 最 后 一 企 加 上 数字 ,或 

na - 工 位 不 是 算术 表达 式 ,但 -2 位 必 是 算术 表达 式 , 后 两 位 是 运算 符 和 数字 构成 
的 .4 = 120, 除 了 0 一 扫 的 100 个 数 外 ,还 有 土 站 ,下 = 0,1,2,…,9. 令 

GUx) = 有 + 本 2 

2 10x{f1 + 2 

可 得 G(x) = Tt ， 

= 10( das-! + BER-1), 
其 中 

gag= 5+v55, p=5—w55, 


例 8 rn 条 椭圆 曲线 ,两 两 相交 于 2 点 . 不 存在 3 条 曲线 交 于 一 点 . 试问 它们 将 
平面 分 成 者 少 互 相 不 这 香 的 区 域 ? 
先 从 n = 2,3 看 看 有 什么 规律 性 的 东西 . 
一 条 棋 贺 曲线 时 ,分 成 肉 外 两 个 区 域 . 两 条 曲线 
时 ,新 加 的 一 条 被 原来 的 曲线 分 暮 成 2 部 分 ,恰好 是 新 
分 审 出 来 的 区 域 的 边界 . 第 3 条 曲线 被 前 曾 两 条 巾 线 
分 上 成 4 部 分 , 故 又 增 了 4 个 区 域 ( 图 2-3). 
令 4 为 品 条 三 圆 曲线 将 平面 分 割 的 区 域 的 数目 ， 
a 则 
~ 1) 
图 2-3 4 = 2 
一 般 有 4 = + n(n -1). 
例 9 一 圆 形 ,从 轿 心 被 分 成 m 等 分 (图 2.4) , 现 用 上 种 频 色 对 m 个 域 著 色 ,可 
求 相 邻 域 不 同色 ,试问 有 多 少 种 不 同方 案 ? 
著 色 方案 分 为 : 唉 Dl 和 Di 着 的 色相 同 ; 
芭 晤 和 也 -着 的 名 不 同 , 两 种 情况 . 志和 也 -着 


相同 颜色 的 方案 相当 于 a -2 等 分 的 着 色 方案 ; 六 
和 D1 着 不 同 颜色 的 方案 相当 于 n - 1 等 分 的 着 
色 方案 . 前 者 D, 可 有 上 ~ 1 种 颜色 选择 ,后 者 D， 六 
可 有 - 2 种 颜色 选择 . 根据 乘法 法 则 和 加 法 法 ~ 
则 有 

4 = (kl)A2+(k-2) Dn 4 

A = KE 1), A = kk I) CE- 2), 
其 中 4 为 等 分 数 为 a 时 的 着 色 方案 数 . 图 2-4 

必须 特别 指出 的 是 ,为 什么 初始 条 件 不 是 
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4 研 上 是 = kl 1). 
首先 它 不 满足 递 推 关 系 . 仔细 推荐 不 难 发 现 , 递 推 关 系 是 在 n = 4 时 得 到 的 ， 


令 和 )】 一 
_ (天 ~ 122 
可 得 CUxX) = Ek Dx 


1 Ck-2)r (1 


=- 


所 以 A = kk) 
条 到 
] D 0 0 人 
i 1 1 0 0 0n 
nD 二 人 0 1 1 1 …… 人 | ， 
0 0 0 0 1 1 


应 二 DI 一 也 2， 地 一 1 ,全 二 只 . 


令 Gx) = Dix + Dox + 
可 得 
C7) = ES, Dh Be A 
lil+v -3 1l—v -3 
其 中 4a= 了 ， 是 = 四 
例 11 解 图 2-5 电 路 问题 ,图 中 口 表示 电阻 ,其 上 数字 为 电阻 的 单位 数 , 表 
孙 电 讨 . 
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和 1 = 厅 42 rl 
{a 三 Vr+l 一 全 - (2-15) 
另 一 方面 
2 sl 一 六 = Vl: {2- 16) 
将 (2-15) 式 代 入 {2-16) 式 得 
十 (we 一 Bl 一 1 十 ») 二 ls 
下 42 一 4 十 村 三 0, 
二 人 - to) = 方 加 ,所 以 V1 = Se. 
令 Vix)} 三 tp + HI tyX 
votl 一 多》 
可 得 VD) Tar 
-to _ krl Pe 
te = el +Y3)(2 -v3) {1 ~ Y3)(2 + 13)*1]. 
2.6 ”线性 常 系数 递 椎 关 系 
对 于 线性 常 系数 递 推 基 系 
art +t lO + cada +t 十 Cdn-krl = h， {2-17) 


m= 

其 中 cp Cs Chr do di ,1 和 都 是 带 数 , 它 的 求解 有 再 成 熟 的 办 法 ,不 必要 
像 上 一 节 例 子 中 那样 处 理 . 
b 二 0, 称 (2-17) 式 为 齐 次 的 . 

与 {2-17}) 式 对 应 的 有 慌 数 方程 

entitr + erte = 0, (2-18} 
(1) 若 特征 方程 (2-18) 的 + 1 个 根 
Tis Fas frt 
是 互 不 相同 的 实 根 , 则 (2-17) 式 的 齐 次 方 解 为 
站 | 三 ht+ A + + rt, i = OO,1,2., 

其 中 h(i = 1,2,… ,点 ) 是 常数 ,由 初始 条 件 来 确定 ， 

例 二 = = =1,m = 人 0. 


解 ”特征 方程 Mm-r+l=0, 
解 得 r = (3) 
所 也 t= 下 中 二 和 只 
由 Fo = hl + hk; = 人 0, Fl 三 hiri + ars = | ， 
hl + ha = 0, 
得 
tu 十 1 十 二 Ch 一 hu) 5 = |] 
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1 


i = 万 ， b=- 无: 
于 是 有 m= 去 (等 和 (二)]. 


例 13 hk = 2 +1 ,下 = 1 
这 是 非 齐 次 的 递 推 关 系 , 可 化 为 齐 次 递 推 关 系 如 下 : 


片 三 2 十 1] ， 
二 一 了 下 + 1， 
于 是 有 | 一 3 上 十 2 _1] 三 人 0), ho 三 人 QD， hI = | 
特征 方程 
-3r+2= {r-2)(r-1) = 0, 
解 得 r=1, m=2. 
hy = + ta2° 
由 B=h+ii=0, hi=l+2ih -1. 
得 =-1, b=1. 
所 以 得 和 = 2"-1. 
另 法 : 设 非 齐 次 递 推 关 系 。 = 2 + 1 的 解 为 
hh = gn + r. 
其 中 所 满足 gn = 2g8n-1. 
令 gr = A2", 
由 上 可 得 站 十 了 一 28 1+2r+1， 
得 r=-l, 


= A2*-1. 
因为 = 1, 所 以 4 = 1, 所 以 所 = 2"-1. 
(2) 特征 方程 (2-18) 有 不 同 的 复 报 . 设 一 个 根 为 pe*, 另 一 为 pe , 则 o 对 应 
有 
Ao'sinnd + Bo,cosnd. 
例 14 a = 0 = Ea = 0. 


解 特征 方程 产 一 FF+1 = 中， 


由 好 1 二 1 ,az 三 0, 得 
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1 -3 


妈 24+ 38=1, 
1 3p 
一 7 + £8=0. 
解 得 4 = 1,8 = 序 *3. 代 人 得 


Qs 二 cos 了 + sn 了 
(3) 特征 方程 (2- 17) 有 重 根 的 情况 . 设 有 ! 重 根 让, 则 村 应 r; 有 
(hor hint+ honi + + hn)r 
项 ,各 ， 点 | sh 是 待定 常数 +: 


2 1 0 0 +: 0 0 

1 2 1 0 .BB 0 0 
例 15 六 =|0 1 2 1 :… 0 0 ， 

0 0 0 0 2 1 2|,,, 


D=2D -DD DD-=2, DD,=3. 
解 特征 方程 r-2r+1l1=(r-1z = 0, 


所 以 DD = (A+ ni = A+ Br. 
根据 D, = 2, D。= 3 得 
A+8=2, A+28B -= 3 
= B=1, 
所 以 得 下 = 开 二 1 
例 二 。 求 >， 生 ， 
上 = 站 
解 ” 记 SS = + + nn 
= 
则 S15, = (n+t+1). 
同 理 3 -SS | = a. 
于 是 得 St 23+ 51 = 2n+1, 


23 +62 = 2(n-1)+1; 
= 了， 
2 

= 

So =0, Si=1, SS = 5, 5 = 14. 
特征 方程 rAdr+l={(r-1iY- 0, 
所 以 有 = + bn + on: + 1 
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利用 初始 条 件 可 确定 常数 e,5,e， 4 最 后 得 


S， = 6 n(n+ 1)(2n+ 1). 
让 和 六 中 等 可 用 类 做 办 法 求 得 . 


外 = 站 点 一 由 上 = 性 


2.7 卡特 朗 数 


一 个 上 同 的 4 边 形 , 遂 过 不 相交 于 凸 n 边 形 内 部 的 对 衣 线 ,将 凸 n 边 形 拆 分 成 若 

干 三 角形 , 拆 分 数目 用 GC 表示 ， 
C= OG+ OG + GC CG=1, &=2. 

如 图 2-6 所 示 的 山 n+ 1 边 形 ,w 对 ys,、vs,i 所 
张 的 三 角形 将 凸 n + 工 过 形 分 成一 边 为 是 大 边 形 ， 
另 一 过 为 西关 -上 二 +2 边 形 , 卡 愉 2,3……m. 根 据 加 
法 法 则 可 得 上 面 递 推 关 系 ， 这 个 递 推 关系 不 是 线 
性 的 ， E+ 

类 似 的 理由 可 证 , 0 满足 递 推 基 系 : 


(nh 一 3 三 3 (CC 十 LT 十 “十 
C2C4 十 Cn 1C3)， 


证 明 从 略 . 图 2-6 
令 
Gx) = hi+ hax+ hext + 
可 得 
x{ Cx - Ctx) +1=0, 
1--v1-4x 
Cx) 三 a : 


li12nrn-2 
Gt = | nl ). 

例 1 P = 4142…A 是 n 个 矩阵 连 乘积 ,其 中 4 = [ay Jaxe 二 = 1,2， 
,n,m 是 整数 .5 = 1,2,…,m, 物 法 的 结合 律 成 立 .不 改变 顺序 . 只 引进 括号 表示 
乘积 的 先后 顺序 . 试 癌 用 少 种 蒋 积 的 方案 ? 

令 p, 表示 n 个 连 乘积 的 不 同 求 乘 方案 数 , 则 有 

pn = PiPn-t + PPn 2 + + Bo-iPl: 
pl = Bz = 工 
所 以 


Cnrl = Pn- 


卡特 朗 ({Catalan) 数 的 递 推 关 系 是 一 个 非 线 性 的 典型 例 于 . 
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3 容 斥 原理 与 镶 梨 原理 


3.1 容 斥 原理 


基本 定理 14UBI=|1Al+1B1-14 仆 B11{ 图 3-1). 
定理 1 1ALUBUCI=I1AF+rlI BIrlI Cl-1AN BI-iAN Cl- 
IBNMNMceI+rIANPNecCI. 


aD 


图 3-1 逆 3-2 
证 阴 1AUBUCI=1(AU BUCI 
=|[AUBIrICI-I(AU BINCI 
=1A41+1 BI+I CI-1ANMNBI-IANMNGC!- 
IBNCIrIAN aNecl. 


见 图 3-2. 
例 1 一 个 班 的 同学 , 烽 课 程 和 A 的 有 172 人 , 修 课程 B 的 有 132 人 , 修 课 程 C 的 


有 13 人 :其 中 同时 修 A 和 8 两 门 课 的 有 要 人 ,同时 修 A 和 (两 门 课 的 有 3 人 , 同 
时 修 B 和 CC 两 门 课 的 有 2 人 ;同时 候 A、B.C 三 门 课 的 5 人 . 问 全 班 共 有 天 少 人 ? 


解 14UBUCI= 1 dI+1I 吾 1+1CEI-Fd 门 号 1-14 门 它 | 
iBN EAN BN C= 340. 
容 斥 定理 1 设 41,4;,…, 力 是 有 限 集 合 , 则 


| 4 (UA, 出 (J 几 | 三 3 | A, | - > > | 彤 : 门 册 | + 
DDTIANANAI + 


i=| 4 ks 


《- 有 4 门 42 门 - 门 4 1. 
可 用 数学 归纳 法 证 明 , 这 里 从 上 略 . 
容 斥 定理 pF 设 过 1 风 2 +: 是 有 限 集 合 , 则 
AN A A = NA UA 


租 


SN VA D2 1- 
i=1 jxi 


i=1 j» 
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DIDDIANGN A 


(Da ANdN NL (3-2) 
其 中 NW 是 集合 的 全 体 的 数目 ,4 是 上 的 于 集 ,i = 1,2,.…, 
容 斥 原 理 主要 是 这 两 个 基本 定理 . 


酌 2 从 1 到 500 的 整数 中 , 求 能 被 3 和 5 除 尽 的 数 的 个 数 . 
用 4 和 4; 分 草 表 示 1 到 500 中 被 3 和 5 除 尽 的 数 的 集合 . 根据 容 斥 定理 1 有 
14Ua4dl=14I+ld 1A 站 1 
= T+ 11 233， 
例 3 求 不 超过 120 的 素数 个 数 . 
1 = 121, 故 不 超过 120 的 合 数 必然 是 2,3;5,7 的 倍数 . 记 
4 为 不 超过 120 且 为 2 的 倍数 的 数 ， 
A， 为 不 超过 120 且 为 了 的 倍数 的 数 ， 
机 ”为 不 超过 120 且 为 于 的 倍数 的 数 ， 
A1 为 不 超过 120 且 为 了 的 倍数 的 数 ， 
问题 是 求 1 4 门 42 门 45 门 441， 
根据 容 斥 定理 2 有 
(a NN A 人 N= 10-141-145-141-1441+ 
[TAN Aztrid 人 1 站 
i 门人 站 1 
[4M 1 
P| 


= 20- (1 生涯)， 


(ax 下 [1+ [了 多 .+ 


EN EEE 


[了 + [aD tra sil= 2 


例 4 求 完整 地 出 现 5 个 布尔 变量 的 布尔 西数 数 日 . 
记 xl, 和 ;和 后 ) 中 不 出 大 变量 的 布尔 函数 集合 为 4: .i = 1,2,…,n. 问题 是 求 
[AN 42 NA. 
[IN AAaN NA = Cn D+ Cn 一 
CC 1MOCn kD EE Cn, nn), 
注 :n 个 布尔 变量 的 域 对 语 于 点 
【 B=, = 1,2,..",n 


故 有 2" 个 点 ,每 一 个 布尔 函数 对 于 每 个 点 的 值 有 0 或 1 兵种 可能 , 故 全 体 为 2"， 
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例 5 欧 拉 函 数 ptn) 为 小 于 nn 是 与 互 束 的 数 的 个 数 . 求 p(n). 
设 


下 一 pr par pe, 
其 中 pi 是 让 的 染 因 子 ,i 一 在 海 小 于 n 且 为 PP: 信和 数 的 数 的 集合 ,i 三 1 
£, 则 


pin) =1 A NM A420 NN di 
- nat DANgIt ‘+1 ALN dN 


= ji 


( nn nn 2 ( Rn _n ) nn 
= 妖 - | 一 二 全 + 人 1 一 十 十， 二 十 
pr pp Px pipz PiPs 放下 


= "1-2 41) {1-2 +)- {1 -+). - pip2™**pt 


3.2 错 排 问题 
1,2,…,n 的 全 排列 , 共 51 个 , 求 其 中 1 不 竹 第 1 位 ,2 不 在 第 2 位 
的 排列 数 ， 
设 4 为数; 在 第 ;位 上 的 排列 ,i = 1,2,…,n, 则 
| 和; | = 《号 一 1)1, i= [2 n 
1 本 门 41= 1 = 1,2, 


,……n 不 在 第 n 位 


ni ji, 


CE 


AN NN A = nt Con,l)(n - Dlr Clin2)(n -21+ 
Cin,3n 31 Cfn,n)l! 
= nll1-T+ 机 -… 十) 
杨 6 在 数 1,2,…,9 的 全 排列 中 ,求偶 数 在 原来 位 置 上 ,其 余 全 不 在 原来 位 置 上 的 
数 的 数目 . 
总 数 为 
~ CS)4! + C5,2)31 -00 3121 + C5 - C05,5) = dd. 
酌 7 在 1,2,3,4,5,6,7,8 的 全 排列 中 , 求 1,3.5,7 四 个 数 不 太 自己 位 置 上 的 排 州 数 . 
~ CDT 4 COCOA,DGT - G04,3)51 + C4,4)4! = 24 O04. 


3.3 ”有 限制 的 排列 
1, 棋子 多 项 式 


全 元 索 的 排列 可 以 看 作 是 = 个 棋子 在 n x n 的 棋盘 上 的 -种 布局 ,每 行 .每 列 有 
一 棋子 也 仅 有 一 模 于 . 


例如 ,图 3-3 对 应 一 排 刑 24 13 5; 第 1 行 棋子 布 在 第 2 格 , 第 2 行 拭 子 布 在 第 4 格 ， 


= 
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等 等 . 


做 | 3-4 


下 面 考虑 更 一 般 的 形状 . 例如 棋盘 妃 如 图 34 所 东 ,m0C) 表示 上 个 棋子 布 在 棋盘 
上 的 可 能 方案 数 . 则 


rt ) 三 2， ral ) = | . 
引进 棋盘 过 项 式 


R(x,C) = Dn(C). 


对 于 棋盘 C 及 C 上 的 某 一 格子 ,关于 该 格子 是 否 布 上 棋子 ,因而 有 Cr 和 C, 两 种 结 
果 ; Ci 是 该 格子 布 上 棋子 ,而 和 且 这 格子 所 在 的 行 和 列 消 去 后 余下 的 棋盘 .Cr 是 排除 
该 格子 布 棋子 ,而 仅 将 该 属 子 从 C 中 消去 余下 的 棋盘 , 例如 图 3-5. 


图 3-5 


网 图 3-6. 


! 1 站 1 
L -十 -1 
| 
.| 
{Cn) 【Cn 
图 3-6 


显然 有 
nO) = nC + rt Ce), 
Rix,C) = xRUx Ce) + R(x, Croy). 
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例如 

REx 2) = 1, R(X, = 1+ x, 

RixsT1l} = xRix,O) + ROC]} = x+l1l+x= 1+2x, 

RECxuhy = 请 (DT ROO = xtl + x)+1l+w=1l+i2r+ 

REx,ill) = xREr OD + 只 xpPy = st+l+2x+ 认 = 1+3x+ 

REx,d) = xRE + RXSdl) = x(l 4+2x) + 1l+3x+ = 1+4r+3r’, 

车 人 局 由 互相 脱离 的 两 部 分 棋 共 组 成 ,所 谓 互 相 脱 离 , 指 的 旺 0 和 Gy 没 有 属于 同一 - 
行 或 同一 列 的 格子 . 如 图 3-7C 便 可 分 解 成 互相 脱离 的 G 和 和 CC. 对 于 忆 有 


re(C) = > i Ci) rei G2), 


地 上 


3 
图 3-7 
中。 和 
Rt{x, = Zr CI re Ca) at 


= (Dre) (os {C2)*) 


三 R(x, ,CI R(x, C2). 

全 R(x， ) = RX,OD) RE DD) = (+ x = 1 2 + 

下 面 讨论 在 n x n 的 殿 娄 上 有 禁区 的 排列 问题 . 例 
如 6x6 棋 盘 图 3-8 中 的 影 钱 部 分 便 为 禁区 ,不 允许 棋子 
布 人 人 , 求 在 禁区 之 外 布 子 有 和 多少 种 排列 . 

如 若 rn 是 主 个 棋子 布 人 禁区 的 方案 数 , 令 
是 为 所 得 的 排列 ,4 为 第 i 棋子 落 人 禁区 的 事 
件 , 即 p; 在 禁区 的 事件 , 则 问题 导致 求 


| A NAM NA 
= nl- ntn- Dirrntn 2 tr 
图 3-8 例 9 A.B.CD 四 位 十 人 从 事 夺 ,hh 四 项 工 


作 , 每 人 一 项 ,但 A 不 能 收 J 1 作 ,B 丰 能 做 卫 、 工作 ， 
f 不 能 做 天. 工作 ,D 不 能 敌 寻 工作 ,在 以 上 的 限制 条 件 下 ,试问 有 和 多少 种 不 同 的 分 配 
方案 ? 
问题 导致 如 图 3-9 所 示 的 有 禁区 的 排列 问题 . 如 图 3- 10 所 示 ， 


3 容 斥 原理 与 向 巢 原 理 


号 位 本 闻 


图 3-9 
Rx, Criy) 二 《1 二 | + 2x), 
RExs On) = + 3x + 
Rixs CO) = x{t 4 x) Ll + x) + {1 +x)(l + 3x + wx) 
= 1 + 6x + lx: + dr’, 


方案 数 
N=4-6:3+10:21-4=4. 

例 奴 ” 错 排 问题 .有 禁区 C 如 图 3-11 所 示 . 
Rix,C) = (1 + x)" 

= 上 + Cn,l)x + Cn,2)xt + "+ 

Cnn. 

错 排 癌 题 的 排列 数 为 

#1 一 本 


3.4 ” 容 斥 原理 的 一 般 公式 


可 以 将 容 斥 原理 的 公式 (3-1) 和 (3-2) 拓 广 为 一 般 的 结果 . 例如 
1ANMNBNMNECI=1Al-iAN BI-tANCI#+I AN BN Cl), 
14aNMN BNCI=1BI-I1ANBI-IBNM CI+IAN BN el, 
I14NBNEI=1CI-IAN CI-1BN Ct 从 NN BNC, 


所 以 
I1ANMBNMNCItANBNCItIANMBNe 
= Ar BIHCD -aAIANBI+ AN Ct+ 
1BNMNCI+r+31ANMNBNGCL). 
1ANMNMBNMNCI=1ANMBI-IAN BNMGT, 
1ANMBNMNMECI=1AN EI-1ANMNMBN CI, 
1ANMNBN CI=1BN CI-I1ANBNMNeCI, 
所 以 


ANMNBNMEeIrANMNBN CIrIArn Nc 
=|1ANMN Bt BN CIrIAN CI-314N BN Cl, 


， BO ， 
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类 似 可 推出 
IAaNBNCNDE= TAI-OANMBI ANCI+IAN D+ 
AMFNMNCIrtrlANMN BN DrlAMcCNDDi)- 
1ANBNMNMCNDI, 
IaAN BMECNDI=1BI- (ANBI BN Cr BN DD+UAN SN 
CI+iANMNM BNMNDI+I BN CN oD-IANMBNCNDI, 
1AaN BNCAMNDBE=IC_ (OANcraN crc D1)+ 
‘ANMBMNCIrIANMNMCN DI+ 
IBNMECNDDND-IANBNCNDI, 
1aNBNeNDI=1DI-{ANMDI+I BNDI+ICN DD+ 
ANENMNMDI+IANCNDI+ 
1BNCNDD-IANBNCN DL, 
所 坟 
IANBENENDIIANBNCNDL+ 
1ANEBENCNDI+ANBMNCN DI 
=|AI+I BItT OI DI- HAI AN BI+riA NN Cl+ 
I1ANDI+I BN CItrIBNDIrCNDI)+ 
HLANBNCIHHIANEBNDI+IAN CMNDI+ 
IBNM CNDD-414N BNCNDI. 
类 伏 理由 可 得 
1ANBMNMENDI#HANEN CNDIrlANBNCNNDl+ 
AN BN CNDIrIAN BNENDIrANBN cn Dl 
=1AN BI ANMN CI AN DI#IBN CI+tI BN DI+ 
ICN DI= A AN BN CI+tIANBNM BIrlAN ceN D+ 
IBN CNDPODOrel ANBNCNDI. 
和 导出 rn = 3 和 = = 4 相 类 位 的 办 法 还 可 以 推出 比较 一 般 的 公式 . 
例 了 Li 有 一 单位 ,已 知 有 本 汪汪 三 项 任务 . 且 从 事 厂 任务 的 有 8 人 ,从 事 上 任务 的 
有 4 人 ,从 事 忆 任务 的 有 3 人 ,同时 从 事 五 和 二 任 务 的 有 5 人 ,同时 从 事 于 和 上 任务 的 
有 4 人 ,同时 从 事 天 和 所 任务 的 有 3 人 ,同时 从 事 3 项 任务 的 3 人 .试问 
(1) 只 从 事 一 项 任务 的 几 人 ? 


{2 正好 从 事 两 项 任务 的 几 人 ? 

令 机 表示 从 事 J 任务 的 人 员 集 合 ,: = 1,2,3. 
| 41 1 = 8, 1 4 | = 6, | 4a1= 5, 
14 站 dl=5 14 门 41=4， 142 门 41= 3， 


14 门 醒 扑 机 = 3. 

1 4 门 呈 站 4 门下 让 生 4414 和 和 门 机 | 
= A+ 人 4+ 
142 门 4 和 +314 门 三 站 4 
= 4. 
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1 和 门 硬 门 41+14 门下 站 41414 站 本 站 4 
= 二 人 起 Ir 从 起 1+ 四 介 击 说 -31 从而 人 门 击 | 
= 3. 


3.5 篇 兴 原 吾 


篇 虞 原 现 是 组 合 数学 关于 存在 性 问题 的 常见 到 的 一 个 上 乒 理 .也 叫做 抽 愉 原理. 即 
有 m 个 够 昌 ,m + 工具 议 子 , 则 至 少 有 一 亲 茉 至 少 有 两 只 皇子. 
从 这 样 一 个 显而易见 的 原理 可 以 推出 许多 十 分 有 意思 并 不 显 见 的 结论 
{1) 一 年 365 无 , 现 有 366 人 , 则 其 中 至 少 有 了 两 人 生日 相同 . 
(2) 抽 雇 里 有 10 只 手套 ,从 中 任意 取出 6 只 ,其 中 至 少 有 两 只 手套 是 配对 的 ， 
(3) 出 席 会 议 前 个 代表 ,每 人 至 少 试 识 其 余 nn-1 位 中 的 一 位 , 则 位 代表 中 至 少 
有 两 位 认识 的 大 数 相等 . 
位 代表 认识 其 它 代表 的 人 数 有 1,2,…,n - 1, 看 作 是 前 间 . nm 个 驴子 ,n - 1 个 剖 
梨 , 所 以 结论 正确 , 即 至 少 有 二 人 认识 的 人 相同 . 
(4 从 1 工 到 2n 的 正 整数 中 企 取 n + 1 个 数 , 其 中 至 少 有 两 个 数 , 一 个 是 另 一 个 的 售 
数 ， 
设 取 的 n+ 1 个 数 为 
全 人 
对 每 一 个 数 去 掉 所 有 的 2 的 因子 ,最 后 余下 一 个 奇数 为 小 ,因此 有 * + 1 个 奇数 . 
A 
1 到 | 2n 的 所 有 整数 最 多 只 有 个 不 同 的 奇数 , 故 必 热 存在 i 和 j, 佳 


==r, lait,je<nt+l, 
本 = ir, 本 = 2r. 
{5) 要 | 1 革 2 是 正 整 数 序 列 , 至 少 存在 一 对 整数 k 和 i 由 圭 站 实 至 严 , 使 


人 = 


3 是 六 的 倍数 . 作 
人 三 2 yw， 三 三 1l.2,. nm， 


若 $1,52,…,$。 中 有 一 个 是 的 信 数 , 则 问题 已 解决 . 者 则 
Ss = 师 rnod rm ， h 三 1 了， rn 
Oc<r< mm. 


m 只 讽 子 ,mm - 1 个 稚 间 , 故 必 存在 1 和 使 得 Ot<ke mS= 名 二 rr mdm. 
(6) m 只 的 子 ,n 个 全 ,至 少 有 一 移 集 至 少 有 [ 中 -一 |+ 1 以 的 子 . 


如 兰 不 然 ,每 个 够 巢 最 多 [下 = 1 只 验 子 ,将 导致 牙 盾 . 


(7) aa al 中 的 元 素 是 互 不 相等 的 实数 , 则 从 中 可 选 出 rn + 1 个 元 察 的 子 
序列 或 为 单调 增 或 为 单调 减 . 
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从 每 个 元 素 a 开始 往 后 可 找到 一 长 度 最 大 的 单调 减 序列 , 设 长 度 为 上 ,同样 可 找 

到 一 长 度 最 大 的 单调 增 序列 , 设 长 度 为 乓 , 故 有 数 偶 
(ChE da Dod hy br 

著 1 Ene 1 + 1, 满 足 这 条 件 的 数 个 最 多 只 有 me 个， 

故 必 存 在 i 和 j, 使 
(Ei) = (bs). 

不 妨 设 i<j, 若 a < gq; 则 与 和 = 上 的 假定 矛盾 . 若 a > a, 则 与 上 = 上 的 假定 
相 巴 盾 . 所 以 推翻 了 上 < rn ,5 过 于 的 假定 ， 

例 这 ”将 1 到 他 的 正 整 数 任意 分 成 4 部 分 ,其 中 至 少 有 一 部 分 有 一 元 素 是 它 的 两 元 
素 之 差 ， 

这 个 问题 是 国际 奥林匹克 数学 竞赛 问题 的 缩影 , 即 题目 的 规模 缩小 一 些 ,道理 基 
一 样 的 , 设 将 1 到 他 的 整数 分 成 了 4 ,42,d,444 部 分 , 根 定 无 -具有 所 述 性 质 ,最 后 将 
导出 矛盾 . 


(D 67 只 的 子 ,4 个 梨 , 至 少 有 一 梨 , 设 为 41, 至 少 有 [人 了 -+ 【只 钥 子 .所 以 1- 67 
的 整数 中 至 少 有 


[T= 16+1= 0. 
个 元 素 属于 4! ,假定 是 
在 | 袜 写 人 
令 B= 二 josani|l, 若 五 存在 1 数 为 某 两 数 之 差 , 则 站 题 已 证 .如 若 不 然 , 令 
t= Gt < = 12 10, 
B = {bb biol. 


显 灼 5 E41, 否 则 与 假定 4 不 存在 一 元 素 为 基 两 元 素 之 坷 相 了 矛盾. 所 以 号 的 元 素 
只 能 属于 42 .4 和 4 
{2 和 (的 讨论 类 位 , 匠 只 驻 子 3 个 集 , 至 少 有 一 稚 业 , 设 为 4,, 至 省 有 8 中 元 泰 的 
数目 为 
[+1=5+1=6. 
假定 基 
人 
令 局 = 4c ,cs… cpl ,假定 C 中 不 存在 一 元 素 为 基 两 元 素 之 六 .否则 将 与 假定 5 不具 
此 性 质 相 地 盾 . 
令 
d= ol -el < HH, j= 1,2,3,4,5, 
D = t,t ,d,s!. 
实际 上 存在 上 和 m ,使 得 


d= (ow -0 (on — oa) = 一 nn 


3 和 容 斥 原理 与 鸽 寻 原理 + 03 ， 


所 以 @ 七 41, 同 时 也 不 展 于 坟 , 所 以 DD 的 元 紊 必然 有 


[3 1 | 3 
个 元 素 在 4; 或 44， 
人 恤 定 是 
<p< 
属于 机). 令 下 = i, 户 , 记 | ,根据 假定 下 不 存在 一 元 率 为 某 册 元 来 之 差 ， 
A 
A 


8 =A-A<, B=A-AN< 8. 
类 位 证 让 = |gi;g82| 不 属于 4A1、4;、 击 .只 能 属于 44. 
R22-2=< EE A 
车 上 EE 机 ;这 跟 假 定 1 一 67 的 整数 分 属于 4 4; 、43、44 相 开 盾 , 苦 天 = gi, 则 
Bl = RI — £1- : 


3.6 ” 控 蒙 寒 问 题 


最 典型 的 拉 莹 塞 {Ramsey) 问题 是 “六 个 人 在 一 起 ,至 少 竹 在 三 个 人 是 相互 认识 ,或 
互 不 相识 ”, 六 个 人 分 别 用 mm ,me 表示 .过 六 点 作 完全 图 ,相互 认识 的 二 人 ,对 应 项 
点 的 连 线 边 着 以 红色 ,不 相识 对 应 的 边 着 以 白色 ,问题 相当 于 不 论 如 何 , 用 红 . 白 两 种 颜 
色 对 六 个 项 点 的 完全 图 的 边 着 色 , 必 然 存 在 一 
同色 三 角形 . 

与 s1 点 相关 联 的 5 条 边 ( 图 3- 12) ,根据 锣 


巢 原理 至少 有 [二 1+ 1 = 3 条 边 同 色 , 设 为 红 


色 . 不 妨 假 定 {b ,8027 ,Co ;ta) ant 边 着 红 
色 . 三 角形 wwwv 的 边 若 存 在 红色 边 , 设 为 (v,， 
9) 着 红色 , 刚 至 少 存在 一 和 全 5 wv 着 红色 .如 图 3-12 

者 全 wn 的 边 无 一 着 红色 ,至 少 存在 全 wmv 着 白色 ， 

其 实 这 个 续 论 还 可 以 推广 次 “对 六 个 顶点 的 完全 图 的 边 用 红 . 白 两 种 颜色 着 色 , 至 
少 存在 两 个 同色 的 三 角形 ”. 这 个 结论 由 读者 自己 来 证 明 . 

类 似 的 讨论 可 得 ; 

$ 个 预 点 的 完全 图 ,用 红 , 白 两 颜色 对 边 着 色 , 若 不 存在 红色 四 边 形 , 必 至 少 存在 …- 
个 白色 的 三 角形 .红色 和 白色 交换 ,结论 还 是 对 的 ， 

一 对 常数 4 和 上 8 对 应 有 一 最 小 的 常数 ,使 得 r 个 顶点 的 定 全 图 的 边 用 红 和 和 白 两 种 
颜色 任意 着 色 时 ,至 少 存 在 a 个 顶点 的 完全 图 着 红色 或 4 个 顶点 的 完全 图 着 白色 ;或 a 
个 顶点 的 完全 图 着 白色 或 上 个 顶点 的 完全 图 着 红色 .用 r(a,b) 表示 , 称 为 拉 蒙 塞 数 . 

例 1B r03.3) = 6,7(3,4) = 9rt4.4)》 = 18. 

已 经 确定 了 的 拉 蒙 塞 数 r(a ,4) 的 数目 非常 有 限 ， 
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4 ” 伯 恩 赛 德 引 理 与 波 利 亚 定理 


4.1 - 解 的 准备 知识 


定 兴 1T 已 知 集合 6G = je 及 在 上 的 二 元 运算 ,并 广 足 以 下 四 个 条 件 ; 
jp 封闭 性 , 设 wa .5 划 , 则 存在 < 毛 6, 司 得 
dbh= ce. 
2 结合 律 .对 于 ae E 它 , 恒 让 
《ve ce). 
了 存在 单位 元 , 6 中 存在 元 索 ,使 得 对 Ye E CC, 恒 有 
称 。 为 G 的 单位 元 宗 四 
中 存在 逆 元 素 . 任 一 元 素 a 万 8, 恒 存 在 上 亡 G6 使 得 
a"H= tra= 0. 
元 从 3 记 以 a71, 称 为 a 的 道 元 . 
对 个 元 素 1,2,…,a 间 的 置换 全 体 构 成 , 称 为 二 院 的 对 称 群 .用 及 表示 之 .比如 员 和 和 
S4 分 别 罗列 如 下 : 
STD 12) , (0D) ,3), (123), (132). 
Ss: DNB , C12) ,013), (14), (23), (24), (44), (123), (132), (01234) , (1), (134), 
(143), (234), (243), (1234), (1243), (1324), (1342), (1423), (1432), (12)(34), 


【135024) C14)(23). 

53 共有 5 个 元 率 ,5 共有 多 个 元 素 .其 中 9 中 的 人 (1213) 表 
1 2 3 
( 2 31 " 

即 1 被 1 取代 ,2 被 2 取代 ,3 被 3 取代 .(23) 即 为 
1 2 3 
1 3 

其 它 依 此 类 推 . 


还 应 特别 指出 ,任何 置换 都 可 以 写成 换 位 之 积 ,例如 (123) 可 以 写成 (12)(13); 


1 2 11 2 3 12 N12 1 3 L 2 3 
(, 1 3) (3 2 )=(» 1 3) {2 3 1) = 2 3 中 = (9). 

可 以 写成 偶数 换 位 之 积 的 置 搞 称 为 偶 量 换 . 

5 中 侦 置 换 的 全 体 构 上 成 $5, 的 子 群 ,用 和 机 表示 之 , 称 为 m 阶 变 代 群 .例如 

A 13) ft32)， 

A CYC ND , C123), (132), (124), C12), (134), (143), (234), C243), (12)(34), 
(04) , (14)(23). 
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5 群 的 元 素 和 个 元 素 全 排列 一 样 多 , 即 | 5, 1 = n1. 4, 群 的 元 素数 目 即 | 4, | = 
过 ml, 正好 是 5, 的 一 半 . 


4.2 ”人 怕 轧 赛 鲈 引 理 


1, 共 固 类 
置换 群 的 每 一 个 元 素 总 可 以 写 盛 循环 的 乘积 ,以 5S; 中 元 罕 (123) 为 例 ,实际 上 
(123) = (123)(4), 
(12) = {12)(3){4). 
对 于 5 的 元 罕 , 按 其 写成 循环 积 的 格式 可 分 解 成 如 下 格式 : 
C1) 2) , 
其 中 { 门 5 表示 长 度 为 了 的 循环 节 有 e 个 .例如 54 中 的 (1)(2)(3)(4) 属于 
(C1702)03)(4); 
及 如 5 中 的 (12) 属于 (12)03)(4), 故 属于 格式 
C102) 03)(4), 
5, 中 同属 于 一 个 格式 (5362)5(n)5s 的 署 换 称 为 局 于 同一 共 辆 类 . 显然 
ec 十 了 ez 十 … 十 Re 二 内， 
而 同一 共 斩 类 的 置换 数 日 等 于 
nt 
Te 
例如 5 中 属于 (2)? 格式 的 共 弯 类 的 置换 数目 为 
' 
即 (12)(34),(13)(24) ,{14)(23); 属 于 (1)1(3); 格式 的 共 斩 类 的 置换 数目 为 
即 (123), (132),(124),(142), (134),(143), (234),(243), 
2.£ 不 动 置 换 类 
置换 群 中 使 数 丰 变 为 上 的 置换 全 体 , 称 为 天 不 动 置 换 类 . 例如 54 中 使 1 保持 
不 动 的 置换 有 (C1)(02)03)(4) (23), (24), {34) .234) (243), 其 中 (23) 实际 上 是 
{17(4)*23) 的 缩写 . 
置换 群 中 站 不 动 置换 类 构成 一 子 群 用 Zu 表 类 ,如 $4 中 
Zi = 1)C2) 063)04) ,C23), (24), 34) 234) (243)| 
3. 等 价 类 
在 1,2,…,n 的 置换 群 中 , 某 一 置换 将 1 转换 为 六 则 称 宇 和 7 是 同一 等 价 类 .元 
率 上 所 属 的 等 价 类 用 吕 表示 它 .如 
C= (2) 3)04), (12), (34), (12)(34)| 
在 群 的 作用 下 ,1 被 2 置换 ,3 被 4 置换 , 则 1 和 2 属于 同一 等 价 类 ,3 和 4 则 属于 另 -- 
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等 价 类 , 即 E; 三 11,2} 三 EF,, Ea 三 13,4| 三 Es. 

在 置换 群 6 的 作用 下 ,1,2,…,n 被 分 成 若干 个 等 价 类 . 

使 元 素 保 持 不 动 的 上 不 动 置 措 五 和 天 等 价 类 王 , 恒 有 

定理 1 | 名 I=1 GI, = 1,2,.,n. 

车 EL, 三 {at 三 不 址 过 nn 的 正 整 数 , 而 且 互 不 相 
等 ,部 存在 pi 使 


ka, i = 1,2,,4. 


设 P= |p1 ;Pp2，… ,py , 必 Gr 一 BrPpirf 一 1,2,… ,2. 由 于 
PEZ pb 
所 以 
有 
Gt+O+ + Ce, 
其 中 符号 + 是 集合 的 并 . 
男 一 方面 凡是 p € 6, 上 在 p 的 必用 下 有 


bp pi 


ko 


所 以 
pp; .= 
即 PE Zp 
因 p 是 G6 的 任 一 元 京 ,这 又 证 有 明了 
CE 及 站 + Eh2 + 十 ZEDrs 
所 以 
C= Zp+ 大 了 + + Bp 
lot=t 人 本 上 
4. 贝 斩 塞 (Bumaside) 引 理 
引 理 ”6 是 11,2,… ,nl 的 置换 群 ,CG 在 WN 上 引出 不 同 的 等 忻 类 ,不 同等 价 类 的 
数目 为 


m= [Lot(aD + ae) + + olor)], 


其 中 8g = 1 ,et tw) 为 a; 元 素 的 长 度 为 1 的 循环 节 的 数目 . 
下 面 举 一 实例 叙述 引 理 的 原理 . 
= 1 人 TD(2034) TI2) 34) ,C12)t34)| 
作 8 表 4-1, 其 中 3 是 
由 车 不 在 & 作用 下 不 动 ; 
六 了 Lo， 其它. 


4 “人 轧 赛 德 引 理 与 波 利 亚 定理 "9: 


表 4-1 


(1)(2)03)(4) 《DA2)003)n(4) 
(1 2)(3) 4) (DAN YAY 
(1) (02) (3 4) (LI 

(12)(34) (D2P03) 0 4) 


1 Zl 


[s;] 矩阵 芍 非 零 元 素 按 行 求 和 后 硫 后 求 和 ,与 按 列 求 和 然后 求 和 的 结果 相等 . 
推 及 一 般 有 
sd = cI Gi), Ss = | Zr 1 


i 


本 < mn 了 
>, #3 还 三 Vala) 三 >, | 2.1= Ss 
=| 可 于 了 j=l 大 = Mal j=l 
若 点 = 上, 了 分 成 严 个 等 价 类 , 即 
N= 十 局 寺 "十,. 


当 j 和 同属 一 个 等 价 类 , 则 1 Zl1=1EllB1=161. 
pA HE OA 
则 和 一 
m = a EAD 


例 1 ”一 正方 形 分 成 4 方 格 ,用 两 种 赢 色 : 红 和 让 对 4 格子 进行 着 色 , 问 有 多 少 
种 不 同方 案 ?旋转 使 之 一 致 的 方案 作 一 种 方案 . 
由 于 每 个 格子 有 疯 种 选择 , 故 有 5 种 可 能 ( 见 图 4-11. 


15) (6) 
加 


0 


(12) 
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若 对 16 种 图 像 分 别 反 时 针 旋 转 gp 、180P ,270F 分别 得 关于 16 种 图 像 的 一 种 量 
摘 .车 
pi = (1H ANS CO C7) C8) (9) (0) 01) 2)03) (4) (5)06) 
代表 单位 元 , 即 不 动 置换 ,其 中 5 表 10,1 表 11, 余 类 推 . 
p2 = CO CIASON (T8001 2}(3 456), 
ps = (1)(2)(35}(46)(79) (80) (1 2)(3 5)(46), 


根据 见 思 塞 引 理 ,不 同 的 等 价 类 数目 为 
m = (16+ 2+4+2) -= 6, 


其 中 
ep) = 6, citp2) = ep) = 2, olp3) = 二， 
六 个 不 相同 的 图 像 如 周 4-2. 


二 国 六 了 
or [最 


4-2 


4.3 ”该 利 亚 定 理 


车 有 个 对 象 ,G 是 ”个 对 象 的 置换 群 . 今 用 mm 种 颜色 对 5 个 对 象 善 色 . 问 
有 各 少 不 同 的 着 色 方 案 ? 下 面 的 波 利 亚 (Polya) 定理 回 管 这 问题 . 在 和 群 下 作用 一 
致 的 方案 作为 相同 . 以 4.2 节 和 四方 格 二 车 色 为 例 ,这 里 的 对 象 就 是 四 方 格 . 它 的 置 
换 群 CE 是 
pi = COI4)Y, py = (1234), 
py = (13}(24), Pa = (4321)., 


定理 2 【( 波 利 亚 定 理 ) 设 6 是 ”个 对 象 的 一 个 置换 群 ,用 m 种 颜色 对 个 
对 象 进行 着 色 , 则 不 同 的 着 色 方 案 数 为 


m= 1 [me 


| | 
其 中 =1 G1,c(la4) 为 置换 zs 的 循环 节 数 . 
看 一 看 前 面 的 例子 ,道理 便 自 明了 . 比如 
Pi = (1)(2)(3)(4), 


1 十 m2 + -… 二 meta et)] ， 


4 “ 伯 轧 赛 德 引 理 与 波 利 亚 定 理 990. 
对 各 对 象 任 意 着 色 , 在 六 作用 下 着 色 后 的 图 像 在 m 作用 下 不 变 , 故 
ea = 2 = 16. 
再 看 pi = (1 2 3 小 , 即 当 对 家 1.2.3.4 着 相同 颜色 时 ,图 像 在 pt 作用 下 不 变 ， 
故 ej( qz) = 2 = 2.F， = (13)(24) , 即 当 对 象 1 和 3,2 和 4 着 相同 颜色 时 ,图 像 
在 pi 作用 下 不 变 , 故 cios) 三 2°tpy) 二 及 = 4. 请 读者 看 着 图 4-1 使 可 明白 : 
同样 道理 cid) = YetF a =2 -2., 


4.4 举 例 


例 2 。 即 图 4-3 所 示 一 项 链 , 上 装 有 三 颗 红 、 蓝 .绿色 珠子 ,条 有 客 少 不 局 的 图 
像 . 凡 旦 旋转 和合 之 重合 的 方案 作 局 一 种 方案 . 
GDI OD CO I 213) 0302 ,2 3) ,3 2 1). 
故 


m= 二 [P+ 3:2 +2.3] = 加， 


这 10 种 方案 : 蓝 蓝 蓝 , 红 红 红 ,绿绿 绿 , 红 红 昔 , 红 红 绿 , 蓝 蓝 红 , 蓝 蓝 绿 ,绿绿 
红 , 绿 绿 蓝 , 红 蔓 绿 ， ， 


H 
| 


CH 
H 
四 4-3 图 4-4 
例 4 甲烷 CH 的 枝 链 如 图 44 所 示 , 若 4 个 理 键 分 别 用 H,CLCcH ,CHs 之 一 
取代 ,了 问 得 几 种 不 同 的 化 学 结构 ? 
问题 相当 于 用 4 种 颜色 对 正四 面体 {图 
4-5) 的 四 个 顶点 着 色 . 使 四 面体 重合 的 刚体 返 
动 有 置换 群 C: 
(CD23)(4), (1)(2 3 4), 
(2)(1 3 4), (3 2 4), 
(4){1 2 3)， (1){4 3 2)， 
【24 3 1), C34 2 1), 
(4)(3 2 1), (1 2)(3 4), 
(C13)(2 4), {1 4)(2 3), 
故 不 同 的 化 学 结 的 数目 为 


m= 三 [4 + 8 昱 +3. 平 ] = 36. 
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例 4 求 三 个 布尔 变量 的 布尔 函数 装置 有 名 
少 种 不 同 的 结构 ? 
A sn me Hl 如 图 4-6 所 示 的 输入 端的 变换 群 有: 
(Cx Ux (ads CE TN) (NINAL), 
图 4.6 【放生 {CAI CLE NI) CTE}, 
以 输入 端 置 换 (x,x;x;) 为 全 得 G 的 冒 换 : 
(一 Onl O10 0Ol 100 101 110 0 ). 
0 O00 100 110 op Dll 1901 111 
对 应 于 输入 端的 置换 群 上 ,有 布尔 变量 的 置换 群 C; 
Pi = (a (aD) (a) (la) (as)t oe) 7), 
P32 = (ao) (araas) tsG6G5 (a7), 
ps = Cao) (aa) (oad (ar), 
ps = {go oo} a a) (a a) ta), 
ps = (a0)( aa ( a} a3ac}( as)( 07), 
ps = Cao}t a araa)( oas)t( as) ar). 
布尔 函数 装置 相当 于 8 个 顶点 ooyel，……o 在 CE 和 群 的 作用 下 , 求 用 两 种 颜色 着 
色 的 着 色 方 案 数 ,其 中 ao 民 表 000,4a1 代 表 001,…, a; 代表 111. 根据 波 利 亚 定理 ,不 
同 的 方案 数 为 


= +3 +2. 7] -80 


4.5 “ 母 函 数 型 的 波 利 亚 定 理 


母 函数 型 的 波 利 亚 定理 的 关键 在 于 将 mt 友信 以 所 有 病名 清单， 还 是 举 
具体 的 例子 容易 说 明 问 题 . 
例 5 有 r,。 .上 三 种 不 同 颜色 的 珠子 ,用 来 
装配 四 个 珠子 的 项 链 ,如 图 4- 了 所 示 , 癌 有 奢 少 种 
不 同 的 方案 ? 2 
GI CC A ,C1 234),01 3}(2 4), 
(4321),(24),(13).(14)(23)， 
《1 2){3 4), 
m= [23+2. +3 于 ]. 图 4.7 
对 应 于 母 函 数 有 
六 = [brrte) +2- (+r rr et)+ 
b+rrtepthbirnrtre)+r3.{(b +r+eyrj. 
其 中 如 对 应 于 5 的 元 素 (1)(2)(3)(4),P 中 有 {5 + r+ g)* 项 ,对 应 于 避 的 (1 2 3 


4 ” 伯 思 和 赛 德 引 理 与 波 利 亚 定 理 : 101 。 
4),P 中 及 + +g 项 .对 应 于 6 的 24, 实际 上 是 (1)(24)(3),P 中 有 {b+r 
+ EP + rte) 目的 在 于 对 于 蕊 群 元 素 a 的 每 一 个 循环 节 里 的 对 象 着 相 
同 颜色 ,在 未 上 元 素 作用 下 保持 不 变 , 即 对 于 忆 的 元 素 5;, 设 其 格式 为 
{1 Rs , 
则 PP 中 对 上 应 地 有 
(b+ rr eb rr ga 
项 . 展开 PP 得 
P= B+tiritraetibirrbgt+ +a + be+tre + 
2 + 2 8 + 2r gg + 2brg + Zhrig + 2bre, 
其 中 好人 的 系数 为 2, 即 2 个 5,1 个 r,1rg 有 两 种 格式 ,如 图 4-8 所 示 . 


b 


9 
图 4-8 图 4-9 
例 6 求 骨 子 的 方案 数 ， 
本 问题 相当 于 对 正六 面体 (图 4-9) 用 6 种 颜色 染色 , 亚 求 各 面 染 的 色 各 蜡 ， 
关于 六 个 面 的 置换 群 5 的 格式 有 
1 01 到 的 1 个 : 
2 004 的 6 个 ，; 
3 172 的 3 个 ; 
4) (3 六 的 8 个 ; 
5) (23 的 5 个 ， 
P= 二 [(2 + T+ 
G(x + + 
EI 十 双 + + t+ + 
S(t xi + 哇 + 地 + + "3 + XE) 二 
GTX 


求 中 的 展开 式 中 xx2x3 xa sx 项 系数 , 即 寺 (xi + X23 二 十 二 6) 中 
该 项 系数 ， 
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5 区 组 设计 


5.1 控 丁 方 


设 有 一 块 耕 地 ,用 作 种 三 种 作物 4、.8,C, 试 验 地 着 按 图 5-1 所 示 划 分 ,都 可 能 
由 于 自然 茶 件 的 差异 影响 试验 的 准确 性 . 若 采用 图 5-2 的 格局 较 合 理 , 因 每 行 .每 
列 都 有 4、.B.e 的 试验 地 ,机 会 较 均 等 . 


| 
| [my 或 a 
亡 


图 5-1 
马刀 治 某 种 病 的 5 种 药 di; 由 ，… ds, 给 5 位 病人 HL Derr Hs 
作 试 验 .车 采取 第 1 天 全 体 病人 服 由 ,第 2 天 全 体 病人 服 中 
第 6 天 全 体 病 人 服 必 , 这 样 的 试验 策略 相 很 理想 . 有 可 能 出 现 
ds 效果 显著 ,实际 上 是 前 面 服药 治疗 的 结果 . 最 好 构造 一 6x6 
的 矩阵 ,使 得 每 行 每 列 都 有 1,2,3,4,5,6. 第 工行 代表 第 个 病 
图 5-2 人 ;第 j 列 表示 服 药 的 第 j 天 ,第 i 行 第 j 列 的 数 , 设 为 ,表示 第 
i 个 病人 第 j 天 服 吉 药 . 
由 1,2,…,# 构 成 的 n x n 方 阵 [ ay] ,ys 每 行 每 列 1,2,… ,rn 都 各 出 现 一 次 , 称 
这 样 的 方 阵 叫 拉丁 方 . 


5.2 正 交 拉丁 方 


有 从 著名 的 基 名 军官 问题 谈 起 ,分别 由 6 个 地 区 来 的 6 种 军阶 的 军官 各 一 名 , 共 
着 名. 现 将 他 们 列 成 6x 5 的 方 阵 , 要 求 每 行 每 列 都 有 来 自 6 个 地 区 的 军官 ,而 且 都 
有 56 种 军阶 中 的 每 一 种 .每 一 名 军官 都 有 {i ,站 ) 两 个 数 ,i 表 ;他 的 军阶 ,j 表 示 他 来 
自 的 地 区 . 

如 若 只 要 求 每 行 每 列 都 有 6 种 军阶 ,不 问 地 区 , 则 问题 为 求 一 6x 6 的 拉丁 方 . 如 
若 要 求 每 行 每 列 都 有 来 自 6 个 地 区 的 ,不 问 军阶 , 则 问题 是 求 男 一 6x 6 的 拉丁 方 .3% 
名 和 军官 问题 是 求 数据 (i, 站) 构成 的 6x 65 方 阵 ,其 第 1 个 数 i 构成 一 拉丁 方 ,第 2 个 数 
构成 另 -一 拉丁 方 . 而 且 6 对 数 偶 (i,7) 都 只 出 现 一 次 . 

定 兴 二 设 志 | = [a Jn A2 = [a ] xa 是 两 个 = x & 的 拉丁 方 . 如 车 方 
阵 [( a 让 ,a )] ,ys 的 忆 个 数 偶 (a ,a 多 } 互 不 相同 ,j= 12,…,n; 则 称 A| 和 
各; 是 互相 正 变 和 的 拉丁 方 . 例如 
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1 2 3 ] 
2 3 1，4z = | 
3 1 2 4 


都 是 3 x 3 的 拉丁 方 , 而 且 是 正 交 的 拉丁 方 , 因 
W (2,3) (3,2) 


和 1 = 


(2,2) {3,1) {1,3) 
(3,3) 1,2) (2,1) 


中 3 对 数 偶 全 不 相同 ， 

正 交 的 拉丁 方 的 存在 有 其 实际 意义 ,比如 有 3 种 治 感 冒 的 药 ,3 种 治 咳 喇 的 药 . 
通过 3 位 病人 作 三 天 的 试验 . 正 变 拉丁 方便 提供 了 实验 的 办 法 , 梧 得 每 位 病人 对 各 
种 药 都 服 过 ,可 以 检验 如 何 配 伍 最 仁 . 

定理 1 互相 正 交 的 #4 阶 拉丁 方 不 超过 n -1 个 . 

证 从 略 . 

当 & = 产 时 ,其 中 p 是 一 个 素数 ,a 蚌 正 整数 ,n 二 3, 下 面 提 供 一 种 构造 -1 
个 正 交 拉丁 方 的 办 法 ， 

设 ae me 是 GE 的 元 束 , 其 中 m = 0.a = 1. 构 址 mxz 的 矩阵 
4 下 :全 

4 = [ea 的 ] xs。 = 0,1,2,.…,n-1, 
ad! = nt a = [1,2,."",n-i. 
其 中 "+ ”和 "运算 都 在 GF(p*) 上 进行 . 

可 以 证 明 4 ,42,…:4。1 是 拉丁 方 . 如 若 不 然 ,如果 4 的 第 i 行 有 两 个 元 素 

相等 , 设 


(ky 


oy dh 
那么 
RU fi = CU + 
Qj = dh 
了 = 下， 
类 似 可 证 A 的 第 j 列 没有 相同 元 素 . 


最 后 证 41,42,… ,4。-! 两 两 正 交 . 如 车 4 和 如 不 正 交 , 则 存在 
(ay) ,af)) = (a , at’), 
qi + a = a + a 
a 十 Wi = apa + a 
(as — aa = (og 一 人 Jar 
由 于 de A a 所 从 = ani = 
设 4 ,4 ……4 是 -- 组 mi 阶 正 交 拉丁 方 ,81,B8;,… ,了 是 另 一 组 的 正 交 拉丁 
方 . 构造 
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(ea 们 如) Caf,B) … (af? ,8,) 
| eB) (02,B) 2 ob,B,) 


(a Be) (Cob,B) 《eg ,加 
rm 一 了 2 


其 中 (af ,至 ) 是 na Xe Na 的 矩阵 ,其 上 行 1 列 元 素 为 (a 外 ， be), k,l = 二 ,了 Ha. 
可 以 证 明 由 此 产生 的 i] ， Cy 是 nmin; ™ RiNn2 防 的 再 交接 丁 方 。 


5.3 ”均衡 不 完全 的 区 组 设计 


令 计 = jz 区 | 的 均衡 不 完全 的 区 组 谍 计 , 指 的 是 由 六 的 子 集 构成 
人 请:1B1, BB,…, B;) ,每 个 A 售 有 起 的 上 个 元 素 ，i 三 1 ,2,*** ,十 ,并 满足 
1 了 的 每 一 元 素 在 组 中 正好 出 现 : 次 ; 
> 任意 一 对 元 素 在 8 组 中 正好 同时 出 现 4 次 ; 
部 之. 
均衡 不 完全 的 区 组 设计 以 后 简 记 为 BIBD, 它 是 Balanced Incomplete Block 
Design 的 缩写 . 
例 1 X= tai=1295= 1 =3,r=4,4=21,v=9. 
Bl: Xr 2 Yas bBo: xas Ys, Xs Bl:xr, XH xy: 


的 集 


Hasxlr ra ir! BorxayrTssr Ta 有 3 

Bis xt Xs, os Bea: X32, X6, TIF Ho: #3, Tar NBs 

Bio:ixis xe, zs Buisarxar io; Bla: Xr Xs X7: 
X 的 元 素 v 个 ,从 v 个 中 取 个 应 该 有 (1) 组 ,BIBD 只 有 b 组 ,所 以 说 是 不 完全 . 
or 是 一 个 BD 的 5 个 参数 , 简 记 为 (5,v,r, 衣 ,XA)- 设计 ， 
定理 2 绪 =wrtk-1) = Atv -1). 


每 组 个 元 素 , 共 5 组 ,5 是 元 率 出 现 的 总 数 , 字 有 vw 个 元 素 , 每 个 元 素 出 现 r 
次 , 故 
= ww. 


半 的 元 率 设 为 x1, 出 现 于 r 组 中 ,r( 上 -1) 是 x 以 外 的 元 案 出 现 的 次 数 , 每 对 元 
率 同 时 出 现 4 次 . 需 rtk-1) = Aty -1). 


= t+ 时 称 这 BIBD 为 对 称 的 . 由 于 战 = wr, 故 上 = r. 例如 
Bi ws No Nas OBorrorsas rs By: ra Xa, Tot 
Hrraris ws Bosxssdes sl} Be: Xes X71 NIE 
Br: x7. X11, TX- 
其 中 y=7,r= 天 = 3 三 工 . 
关于 HBD 的 设计 超出 本 籍 的 范围 . 
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引 言 

图 论 已 有 200 包 年 的 历史 ,但 过 去 很 长 一 段 时 间 发 展 很 购 , 直 到 20 世纪 50 年 
代 末期 ,由 于 电子 计算 机 的 出 现 和 广泛 使 用 , 才 得 到 突飞猛进 的 发 展 , 近 和 年 来 图 
论 发 展 的 客观 事实 表明 , 它 已 成 为 当今 数学 科学 中 一 门 引 人 天 目 的 新 兴学 科 ， 

图 论 与 数学 的 其 它 分 支 不 同 , 它 不 像 群 论 .拓扑 学 等 其 它 学 科 那 样 有 一 套 较 完 
整 的 理论 体系 和 解决 问题 的 系统 方法 .图 论 所 涉及 的 问题 比较 广泛 ,而 解决 问题 的 
方法 也 是 多 种 多 样 的 ,常常 是 一 种 问题 一 种 解法 ,而 这 些 方法 之 间 又 瘟 无 联系 . 

图 论 是 研究 离散 对 象 之 间 的 关系 ,而 这 种 关系 又 是 直观 的 和 形象 的 ,从 而 实际 
中 许 志 问 题 自 然 地 可 用 图 来 表示 ,并 用 图 的 方法 来 解决 ,图 论 已 涛 透 到 组 合 学 , 矩 
阵 论 . 群 论 .运筹 论 .计算 机 科学 管理 科学 .分子 化 学 .系统 工程 等 领域 ,而 且 它 是 
计算 机 科学 、 运 筹 学 .管理 科学 和 系统 工程 中 的 不 可 缺少 的 内 容 ， 

图 论 内 容 之 丰富 和 应 用 之 广泛 ,本 篇 很 难 全 面 概括 , 只 能 狠 述 其 中 某 些 重要 专 
题 的 某 些 重 要 成 果 . 


1 图 的 基本 概念 


1.1 图 的 定义 


一 个 图 是 由 有 限 或 可 列 个 点 的 集合 及 点 与 点 之 间 的 连 线 的 集合 组 成 ,通常 记 
为 GG= (FV, 上 上), 其 中 表示 点 集 , 表示 线 集 . 当 耻 和 大 都 是 有 限 集 时 , 则 称 5 为 有 
限 图 ,否则 称 为 无 限 闭 . 当 上 = {空谷 ) 时 , 则 称 恕 为 空 图 .如 果 工 中 每 一 条 线 都 


是 有 向 的 , 则 称 & 为 有 向 图 , 记 为 G= (FY,A), 其 中 4 为 有 由 线 集合 .有 向 线 也 称 为 
张 ,从 而 4 称 为 绒 伪 . 若 /中 每 一 条 线 都 是 无 向 的 , 则 称 G = (VY, 上 5) 为 无 向 图 ,此 时 
记 G6= (VF,EE). 无 问 线 称 为 边 ,因此 5 是 边 集 . 

设 。 是 连接 点 i 和 点 j 的 线 , 那 么 。 可 以 用 它 的 两 个 端点 i 和 j 表示 : 当 e 是 无 
向 线 时 , 则 记 e= [, 门 或 让; 当 e 是 有 向 织 且 方向 是 i 到 j, 则 记 弧 e = {i, 门 . 显 
热 ,( 门 z(f 门 . 若 e 的 两 个 端点 重合 , 即 i =j, 则 。 称 为 环 , 若 图 G 中 自 点 i 到 点 
的 弧 { 边 ) 和 不 止 一 条 时 ,由 自 守 到 六 的 第 站 条 刘 ( 边 ? 记 为 (及 区 [门人 :此 时 妇 称 
为 多 重 图 . 无 环 的 非 多 重 图 称 为 简单 图 . 

一 个 和 无 向 图 = (FY, FE), 如果 大 中 任何 两 个 点 之 回 怡 育 一 条 按 , 则 称 G&G 为 完 
全 图 ,通常 把 5 个 点 的 完全 图 记 为 后. 一 个 无 向 图 C= (FF,E) ,如 条 它 的 点 集 了 能 
划分 为 两 部 分 和 了 ,使 Y= 儿 , XUY= VY, 并 上 且 玉 中 每 一 条 边 的 两 个 端点 分 
蓟 在 x 和 Y 了 里 , 则 称 G 为 二 分 图 , 记 G=(X, 了 ;EE). 若 侣 = (X,Y;) 是 二 部 图 ,并 
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且 式 中 每 一 个 点 与 了 中 每 一 个 点 都 有 边 相连 , 则 称 © 为 完全 二 孝 围 .并 记 为 记 ,，. 
其 中 m= 1181,m= 17 分 别 表示 和 和 节 中 的 点 数 ， 
注意 ,图 中 的 点 (poinD 也 称 为 顶点 (vertex) 或 节点 (node). 


1.2 图 的 一 些 概 念 


1.2.1 图 的 点 次 

设 = (VF, 上 上) 为 一 个 图 ,x 为 6 的 一 个 点 ,x 的 次 定 多 为 它 作为 6 中 线 的 端点 
的 次 数 , 用 de(x} 表 示 ;% 的 入 次 定义 为 它 作 为 G 中 骤 的 终点 的 次 数 , 记 为 tc (x)， 
x 的 出 次 定义 为 它 作为 6 中 弧 的 始点 的 次 数 , 用 d#(x) 表 示 . 次 为 0 的 点 称 为 现 立 
点 ;次 为 麻 { 侦 ) 数 的 点 , 称 为 大 ( 候 } 点 . 

一 个 图 = (VY, 二) 的 最 大 次 和 最 小 次 分 别 用 ACC) 和 5(5) 表 示 , 即 和 (Ci = 
max do( x), {CC) = mindot «). 


一 个 无 向 图 cily, 5) ,如果 它 没 有 童 点 , 则 称 它 为 欧 近 国 ,如 果 A(G) = 
3(C) = 大, 则 称 它 为 于 正则 的 .类 伏地 ,一 个 有 向 图 G= {Y,4) ,如果 对 每 一 个 点 x 
EV 有 dz{xz) = di (x), 则 称 6 是 欧 拉 的 .图 的 点 次 其 有 下 述 性 质 : 

le 对 任 一 个 图 G= (记号 , 则 >to(*) = =21L1; 
2 任 一 个 图 的 奇 点 个 数 必 为 偶数 ; 
了 设 击 出 宇 … 妆 二 为 非 全 整数 序列 ,并 且 bE 为 偶数 , 则 存在 a 个 点 的 简 
Me ,使 得 产 的 第 个 点 的 次 愉 为 本 = 1,2,…,n, 当 且 侈 当 对 一 要 上 = 1,2,: 
> 4 < < kk- 1)+ > minfk， dj}. 
和 对 每 一 个 点 数 大 于 1 的 无 向 简单 图 6. 6 中 至 少 有 两 个 点 其 次 相等 
1.2.2 相 邻 与 无 关 


设 如 = (FL) 为 一 个 图 , G 中 两 个 点 1 和 六 是 称 为 相 孝 的 ,如果 6 中 有 一 条 线 。 
连接 i 和 j. 当 连 接点 二 和 1 是 召 的 一 条 弧 人 六 , 则 称 庆 为 的 内 邻 点 ,而 1 为 1 的 外 
邻 点 ,或 者 i 为 该 弧 的 始点 ,而 i 为 其 终点 , 若 点 i 是 线 e 的 -个 端点 , 则 称 斌 和 。 
相关 联 ; 若 两 条 线 e| 和 e 有 一 个 公共 端点 , 则 称 el 和 es 相 争 . 没 $ 是 点 售 了 的 一 
个 子 集 ,车 $ 中 任何 两 个 点 在 6 中 不 相 邻 , 则 称 5 为 G 的 一 个 点 无 关 集 或 独立 集 ; 
证 时 万 上 ,车 李 中 任 何 两 条 线 不 相 邹 , 则 称 林 是 4 的 一 个 边 无 关 和 集 或 匹配 . 


1.2.3 链 与 路 
设 C= (Cwm,enroerr 起 1 妇 是 图 = CF 二) 的 点 和 红 的 交错 序列 ,车 对 一 
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切 i=0,1,*"* ,一 lL, wv 和 ,| 是 线 6 ,1 的 两 个 端点 , 则 称 人 为 一 条 链 . 进 而 , 若 每 一 
条 线 是 有 问 的 ,并 且 对 一 切 关 =1,2,…, 上 上 ,e 的 起 点 为 v1, 而 终点 为 ，, 则 改称 为 
路 . 链 习 的 长 度 定 愉 为 它 包含 钱 的 数目 .有 时 也 用 线 的 序列 来 表示 链 ,如 C = (ej， 
62 于 ) ,其 中 对 一 要 = 1,2,…, 上 -1,e, 和 ee 有 一 个 公共 晴 点 .如 果 - 一 条 链 
(路 ) 中 所 有 线 均 不 相同 , 则 称 它 为 简单 条 ;如 果 一 条 链 ( 路 ) 中 所 有 点 均 不 相同 , 则 
称 为 抓 等 链 . 

车 一 条 链 的 起 点 和 终点 重合 , 则 称 它 为 闭 链 或 团 . 一 条 说 的 起 点 和 竹 点 重合 则 
称 它 为 闭路 或 同 路 . 震 圈 { 回路) 上 的 点 均 不 同 , 则 称 它 为 初等 的 . 

下 面 提 到 的 链 .路 .图 和 回路 , 除 特 别 说 明 外 , 均 指 初等 的 . 


1.2.4 子 图 


设 = (VY, 世 ) 为 一 个 图 ,车 世上 , 则 称 图 Cl = (VY, 攻 ) 为 6 的 生成 (支撑 ) 子 
图 , 即 它 是 由 必 中 去 掉 一 些 线 后 的 图 . 若 设 史 冤 示 志 中 所 有 线 的 端点 的 集合 , 虽 称 
图 = (WV, 上 ) 为 线 集 才 在 6 中 的 线 导出 子 图 ;又 车 F" CV, 站 为 6 中 两 个 端点 
均 在 y" 中 的 所 有 线 之 集合 , 则 称 G3 = 1 六 , 必 ) 为 点 业 在 6 中 的 点 导出 子 和 图 , 即 
它 是 从 6 中 去 掉 所 有 的 了 -~- "里 的 点 及 其 关联 的 线 , 遂 常 记 避 = 5[Y"] 或 6- 
(VF- VF"). 


1.2.5 图 的 同 构 


由 图 的 定 久 可见, 这儿 所 说 的 图 与 几何 中 的 图 不 同 . 它 与 点 的 相对 位 置 和 线 的 
曲直 长 短 无 关 . 因 此 一 个 图 有 各 种 画 靶 . 如 果 两 个 图 G61 = (FW, 入 = (VF,) 
是 同一 个 留 的 两 种 不 同 的 画 法 , 则 称 G, 和 5 间 构 . 记 为 Ci ~ 名 .严格 地 说 , G1 和 
6 同 构 意 味 着 ,存在 一 一 对 应 的 映射 gq: Fi 一 ,使 得 对 G61; 中 的 任意 边 ( 弧 ){fx,y] 
Cx, 所 廿 , 当 目 仅 当 [ p(x) pC)](Cptx), otyyiE .有 时 两 个 图 看 起 来 差 
别 很 大 ,但 它们 是 同 构 的 ; 育 时 两 个 图 看 起 来 非常 相似 ,但 却 不 同 构 . 

一 个 图 如 果 能 画 在 平面 上 ,使 其 任何 两 条 线 , 除 端点 外 是 不 相交 的 , 则 称 它 为 
可 平面 转 . 丽 在 平面 上 的 图 , 奶 果 它 的 任意 两 条 线 除 喘 点 外 是 不 相交 的 , 列 称 它 为 
平面 图 . 


2 图 的 连通 性 


2.1 某 些 基 本 定义 


设 =《V,1) 是 一 个 图 ,车 如 中 任何 两 点 之 间 至 少 有 -一 条 和 链 , 则 称 C 为 连通 
图 .不 含 圈 的 图 称 为 森林 ;不 含 国 的 连通 图 称 为 树 ; 若 图 1; 不 连通 , 则 & 可 分 解 为 
若干 个 于 图 避 , 吝 ,…, GG, 使 对 每 一 个 =,2,… ,站 连通, 并 且 任 意 关 记过 
j,i 和 局 之 间 和 在 6 中 没有 链 连 接 它们 , 称 G 为 6 的 一 个 连通 分 核 或 分 图 ,局 
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的 分 图 个 数 为 上 , 且 用 efG) 和 表示 之 ， 

设 是 如 的 一 个 点 ,ee 是 碌 的 一 条 边 { 部 ), 苦 如 -的 分 枝 数 cfC -ph > 
cf Cl, 则 称 + 是 已 的 剂 点 ; 若 G6- 的 分 枝 数 ct 6G-e)> ect), 则 称 e 是 6 的 翻 边 
( 强 }). 


设 =(V,4) 是 有 向 图 ,车 C 中 任何 两 个 点 4 和 +, 存 作 自 a 到 "的 路 ,也 存在 


自 v 到 4 的 路 , 则 称 如 是 强 连 通 的 ， 

设 = (VY, 上 ) 是 一 个 连通 的 无 向 图 ,整数 & 震 1, 若 从 5 中 去 控 酝 何 小 于 等 于 
上 一 1 个 点 及 其 关联 边 后 ,其 制作 图 仍 连通 , 则 称 6 是 大 连通 的 .显然 , 若 三 是 下 连 
通 ,那么 对 任何 正 整 数 [< 上 , 则 匡 也 是 | 连通 的 . 

车 训 是 上 连通 ,但 对 任何 点 vz,C -4 不 是 上 连通, 则 称 和 4 是 帆 界 大 连通 . 

若是 上 连通 ,但 对 5 中 任何 边 2,6 -不 是 上 连通 , 则 称 6 是 极 小 大 连通 . 

若是 上 连通 的 ,但 不 是 (k+ 1) 连通 的 , 则 此 称 为 0G 的 连通 度 , 通 常用 KK(6) 
表示 © 的 连通 度 . 当 6G= 此 时, 定义 久 G)=n-1; 若 6 不 连通 , 则 定 关 KK(G)=0. 

类 似 地 , 设 4 为 正 整数 , 若 从 如 去 昼 任 意 小 于 等 于 4 - 1 条 边 后 ,剩余 图 仍 连 
通 , 则 称 6 为 4 边 连通 的 ;一 个 图 GG= TY, 的 边 连通 六 , 定 六 为 这 样 一 个 非 负 整 
数 afC), 使 得 6 是 4(G) 边 连通 移 , 但 不 是 A(G}+ 1 边 连 授 的 , 当 6 不 连通 , 晶 定 
法 ACG) =0. 另 外 还 规定 一 个 弧 立 点 的 图 后 ,AC KI) = 站 

车 6=(¥, 上 E) 是 4 边 连 通 的 ,但 对 任何 边 。,5-e 不 是 4 边 连通 的 , 则 称 避 是 
极 小 4 边 连 通 . 

设 5= (F,E)} 是 连通 图 旦 不 是 完全 图 ,那么 存在 子 集 SV, 使 上 - 5 不 连通 ， 
并 称 5 为 G 的 分 离 集 ;在 5 的 所 有 分 离 集中 , 包 舍 点 数 最 少 的 分 离 集 , 称 为 6 的 最 
小 分 离 集 . 易 见 ,上 0 的 最 小 分 离 集 的 点 数 等 于 KK(G). 

类 似 地 ,每 一 个 连通 图 6 = (yY, 玉 ) ,存在 子 集 EC 使 图 6G -下 不 连通 ,并 称 
关 为 刁 的 边 割 集 ; 售 边 数 最 少 的 边 割 集 称 为 有 的 最 小 边 割 集 . 易 见 ,f 的 最 小 边 割 
集 的 边 数 等 于 XAtG). 


2.2 甘于 K(0) 和 4(0) 的 某 些 性 质 


由 趟 (如) 和 (GO} 的 定 关 本 得 ,对 任意 6G = CW, 上 E) 和 导 点 bE VF 及 边 eE 5， 
有 

(1) KEG 1a KG- b): 

CACO -1aAG- eet0); 

3) KCOG EAC 过 个 ( 人) 

(4) 给 定 非 负 整 数 上 .3 和， ,存在 & 个 点 的 图 5, 使 入 S06) = ,KC(C)= 此 
和 Ac) = 4, 当 昌 反 当下 述 条 件 之 一 成 立 : 

人 站 < 天 二 人 过 二 < nx]i 

2) la20+2- ncekeA=ocn-1: 

3) k=A==n-1, 
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(5) 设 = (VY, 玉 ) 是 简单 图 ,出 14C) = 8{ CC) 成 立 , 若 下 述 条 件 之 一 满足 : 
1) St 0 过 [| nx 其 中 站 =1F1 
2) 8 中 每 一 对 二 相 令 的 点 上 和 3 ,满足 det an) + 加 (on 
3) 如 中 和 任何 调 个 点 之 间 存 在 长 度 不 超过 3 的 链 . 
{6) 若 简 单 图 6 = {FF ,EE) 不 是 完全 图 , 则 
K{(GC) A200) n+2. 


(7) 设 4a 和 m 是 两 个 正 整 数 且 满 足 0<n-1<m<( ”}. 则 存在 n 个 点 m 条 


边 的 简单 图 避 , 并 且 使 得 CG) =A(6)=[2mn1; 进 而 ,对 任何 #5 个 点 m 条 边 的 简 
单 图 C , 均 有 KC(G D2m/n|R 有 RACO) | 2m/nl, 


2.3 2( 边 ) 连 通 图 的 某 些 性 质 


1. 2 边 连通 国 的 某 些 性 质 

设 =(V,EE) 是 简单 这 通 图 , 则 下 述 结论 等 价 ; 

(1) 如是 2 边 连 通 . 

{2)》 如 中 任何 两 个 点 在 某 个 初等 圈 上 ， 

(3) 中 任何 一 个 点 和 任 一 边 在 某 个 初等 图 上 ; 

(4) 二 中 任何 两 条 边 在 避 的 某 个 初等 图 上 . 

(5) 站 没有 割 点 ， 

{6) 字 中 任何 3 个 点 在 6 的 某 条 初等 链 上 . 

(7) G8 中 和 任意 两 点 u,v 及 任 一 边 e ,总 存在 连 缚 和? 的 志 等 链 包 合 e， 
(8) 6 中 任意 3 点 , 必 存 在 初等 链 包 含 其 中 郊 个 点 且 小 会 第 三 个 点 . 
2. 2 边 连 通 图 的 某 些 性 质 

设 6 是 连通 图 且 点 数 不 小 于 3, 则 下 述 结论 等 价 : 

(1) 是 2 边 连 通 . 

(2) 到 设 有 割 边 . 

(3) 1 的 每 一 条 边 在 某 一 个 初等 殉 上 .. 

(4) 万 的 任何 两 条 边 在 6 的 某 个 简单 轿 上 . 

(5) 五 的 任 一 点 和 和 任 一 边 在 6 的 某 个 简单 图 上 ， 

(6) 如 的 任意 两 点 在 6 的 某 个 简单 回 上 . 


2.4 k( 边 ) 连 通 图 的 某 些 结果 


Yty 康 是 上 连通 , 当 且 仅 当 对 住 意 两 点 wu 和 vb, 中 存在 产生 彼此 不 诡 ( 除 ， 和 
b 外 ) 的 连结 w 和 vw 的 链 ! 门 格 定 理 }). 

(2) 是 庆 连 通 , 当 且 侣 当 对 任意 上 点 集合 人 CW 成 nwEV- ,6 中 存在 自 4 
到 多 的 天 条 ( 除 4 外) 点 的 不 交 链 . 

(3) 若是 上 连通 , 则 厂 的 性 何 个 点 在 的 某 个 初等 图 上 . 
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{4) 若 性 是 上 连通, 则 6 的 任何 有 -2 个 点 及 任何 两 条 边 , 6 中 有 一 个 初等 图 
包含 它们 ， 

(5) 设 C= (VY,E) 是 一 个 简单 图 , 记 六 = j xz 如 |, 且 满 是 dc{ x) 去 
dctxo) 和 "dotx). 如果 对 某 一 个 整数 上 < 及 一 - 切 的 呈 = 1,2,…… ,nn- 
dctxn-n+1) -4 有 


dtr) 上 寺中 t， 


则 6 是 连通 的 . 
(6) 设 6G=《y,E) 是 n 个 点 的 简单 图 , 若 对 菜 个 正 整 数 < 4, 使 对 一 切 EY 
有 
dco) m1 
则 G 是 上 连通 的 . 


对 于 边 连通 图 也 有 类 似 的 一 些 结果 ， 

(7) 一 个 图 G= {VY,E) 是 和 边 连 通 的 , 当 且 仅 当 对 6 中 任意 两 个 点 上 和 au, 6 
中 存在 上 茶 两 商 边 不 重 的 链 连 辣 w 和 和 4. 

设 6= (VY,E) 是 连通 图 ,a 和 6b 是 中 两 个 点 ,XCV RaE XbEX= VX 
用 [ XX, 六 ] 表 示 连 结 下 中 点 和 天 中 点 的 所 有 边 集合 ,那么 从 中 去 掉 所 有 [ XX, 基 ] 中 
的 边 后 ,其 剩余 图 中 不 存在 连结 a 和 训 的 链 , 称 [ 工 , 无 ] 为 分 离 a 和 上 的 割 集 , 或 a-6 
制 集 .在 所 有 a-b 割 集中 , 边 数 最 小 的 那个 ob 割 集 , 称 为 ab 最 小 齐集 . e5 最 小 
割 集 中 的 边 数 用 cc( a,5) 表 示 ， 

(8) 一 个 图 C= fyY,5) 是 站 边 连 通 的 , 当 目 公 妆 对 任意 a,.bE ecfe 3 
站， 

一 个 有 向 图 = {V,4) ,如 果 从 5 中 去 掉 任 意 小 于 等 于 上 -1 条 弧 , 它 仍 是 强 
连通 的 . 则 称 C 是 大 弧 强 连通 的 .车 是 不 弧 强 连通 ,但 不 是 (&+ 1) 弧 强 连 通 , 则 此 
称 为 6 的 弧 强 连通 度 . 

设 忆 = (VY,4) 为 有 向 图 ,入 CFV 且 儿 关外 二, 定义 ( 牙 , 廊 ) 为 起 点 在 车 中 且 狂 
点 在 下 中 的 所 有 强 的 集合 , 称 它 为 CG 的 有 向 齐 或 简称 为 割 . 含 弧 数 最 小 的 割 称 汶 6 
的 最 小 有 向 课 . 6 的 最 小 割 的 弧 数 必 等 于 6 的 弧 强 连通 度 . 

{9) 有 向 图 C= (VY,4) 是 上 弧 强 连通 的 , 当 且 仅 当 对 G6 中 每 一 对 点 & 和 wv, 6 中 
存在 自 & 到 * 的 大 条 弧 不 重 的 路 ,同时 也 存在 自 w 到 的 条 弧 不 重 的 路 . 

一 个 有 向 图 和 = (P, 4) ,如 果 忽 略 其 弧 的 方向 , 则 它 就 成 为 一 个 无 向 图 , 记 它 
为 BBG, 称 BC 为 6 的 基 围 ,而 5 为 BG 的 一 个 定向 . 显然 , BG 可 能 是 许 许多 多 个 有 
向 图 的 基 图 ,或 者 说 一 个 无 向 图 有 许 许多 多 个 不 同 的 定向 . 

(10) 有 向 图 和 = (V, 4) 是 上 狐 强 连通 的 , 当 且 仅 当 它 的 基 图 BC 是 站 边 连通 
的 ， 
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2.5 连通 度 为 天 的 极 小 图 的 性 质 


设 GG= (CV, 上 E) 是 无 向 图 ,SC Pu ecEy-S 若 4- 3 中 不 含有 连结 上 和 4w 的 
和 链 , 则 称 3 为 wy 分 离 集 ,具有 点 数 最 少 的 wv 分 离 集 称 为 wv 最 小 分 离 集 ; wb 最 
小 分 离 集中 的 点 效用 兵 fu,e) 表 示 之 . 当 = 和 2 相 邻 时 ,上 (u,v) 定 区 为 5-[u,s] 
中 分 离 上 和 am 的 最 小 分 离 集 的 点 数 加 1. 

(1) 如 = 《VYV, 上 5) 是 上 连通 , 当 朋 仅 当 对 任意 的 &.vE 下 有 KCn,v) 之 上 进而 ,上 
连通 图 G = (TY, 瑟 ) 是 极 小 的 , 当 且 仅 当 对 每 一 边 e= [u,vj 部 ,有 KCu,v) 三 天。 

(2) 每 一 个 极 小 上 连通 图 GG= 《TY 五 ) ,必定 有 6( G6) = 大. 

(3) 设 6= (FY, 上 5) 是 极 小 上 连通 图 ,了 是 5 的 所 有 最 小 次 点 的 集合 , 则 6G- 
是 森林 (不 含 轿 ) ,并 且 有 ITI3((k- n+2)AC2k -1). 其 中 n=1Wl. 
(4) 若 四 = 《7Y ,有 ) 是 极 小 上 连通 图 , 则 必 有 


1 2 车 + 1ane3k-2, 
jp | 8 ‘n+ k) ]， 


Cn+ 上 ), 车 n=3£-1. 


3 树 与 有 问 树 


3.1 树 与 有 向 树 的 定义 及 其 性 质 


连通 无 图 的 图 称 为 树 .一 个 有 向 图 ,如 果 它 的 基 图 是 树 , 并 且 每 一 点 的 入 次 最 
多 为 1, 划 这 个 有 向 图 称 为 有 向 树 或 树 形 图 . 树 和 有 向 树 是 最 简单 的 图 类 , 它 在 图 
论 中 起 着 重要 作用 . 

设 = {FV,E) 是 5 个 点 m 笨 边 的 连通 图 , 则 椅 有 如 下 的 等 价 定义 : 

(1} G 是 一 棵 树 . 

《2) 避 不 含 圈 和 且 mw= nn-1. 

{3} 避 连 通 且 m=n-1. 

{4) 人 无几 ,但 在 6 上 添加 任 _ 边 后 就 有 唯 - 一 的 一 个 图 ; 

《5) CG 是 极 小 连通 图 , 即 6 连通 ,但 去 掉 伍 何 一 条 边 后 就 不 连通 了 :; 

(65) 上 中 每 一 对 点 之 间 有 唯一 的 一 条 链 . 


类 似 地 设 C=《V,4) 是 n 个 点 m 条 弧 的 有 向 图 , 则 树 形 图 有 如 下 的 等 价 定 义 : 
(1) GC 是 树 形 图 . 

(2) 6 的 基 图 连 道 , 怡 有 一 点 人 次 为 0 而 其 余 每 一 点 人 次 恰 为 1. 

(3) 6 中 存在 唯一 一 点 , 记 为 r, 自 r 到 其 余 每 一 点 有 唯 -一 条 路 . 
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(4) 芭 的 基 图 连通 ,m= n -1 并 且 C6 中 怡 有 一 点 人 次 为 0. 
一 棵 树 形 图 中 入 次 为 0 的 点 称 为 根 ,出 次 为 0 的 点 称 为 叶子 或 树 端 . 


3.2 ” 支 返 树 和 树 形 图 


设 了 是 6 的 -一 个 支撑 子 图 , 若 了 是 树 , 则 称 了 是 5 的 支 拓 树 .显然 CE 有 支撑 
树 , 妆 且 仅 当 连 通 . 


设 了 是 有 向 图 CG= (Y,4) 的 支撑 子 图 , 若 了 是 有 向 树 , 则 称 了 是 6 的 支撑 树 形 
图 . 6 的 两 棵 支撑 树 ( 树 形 图 ) 是 不 同 的 ,如 果 它 们 的 边 { 弧 ) 不 完全 相同 . 

{1) kK, 有 im“ 个 不 同 支 撑 树 . 设 dl ;: 是 an 个 下 整数 , 若 兵 。 有 一 个 支 
撑 树 了 ,了 中 第 i 个 点 的 次 为 gi=1,2,…;,n, 则 称 d = 1 ,者 ,…, ,1 为 树 的 次 序 
列 ， 

(2) 正 整数 序列 & = Td ,di,…, 届 1 是 树 的 次 序列 , 当 有 目 仪 当 


Sa, 三 Nn 一 1}). 


容易 着 出 ,KK 的 两 襟 不 同 的 支撑 树 可 能 有 相同 的 次 序列 ， 
(3) 设 4d 二 上 ,二 qj 是 树 的 次 序列 , 则 KK 中 次 序 直 为 上 的 支撑 树 的 个 数 


为 
1 2 9 


其 中 = dd -1,i=1,2,*…, 检 . 
(4) 简单 无 向 图 C={V, EE) 有 点 个 两 两 边 不 重 的 支撑 树 , 当 且 仅 当 对 任意 Sc 
已 有 
ECCCEG- 31 二 151. 
(5) 设 6=(Y 4) 是 一 个 无 环 的 有 向 图 , 记 了 = 11,2,…,n|. 定 义 nxn 的 第 
阵 B(C) = [ 5] ,其 中 
w= {4 车 =j， 
到 的 弧 数 ， 若 i 
其 中 d- 表示 点 的 人 次 .用 和 ;表示 从 吾 ( 6) 中 去 掉 第 站 行 和 第 ; 列 后 的 矩阵 , 则 6 
=(Y,4) 中 以 守 为 根 的 树 形 图 的 个 数 为 14;1. 
如 果 把 上 式 中 的 id 视 为 无 向 图 中 点 i 的 次 ,把 i 到 j 的 弧 数 视 为 无 向 图 中 点 i 
和 点 j 之 间 的 边 数 , 则 有 
(6) 设 和 =(Y, 殖 )] 是 无 向 简单 图 , 记 了 = 12 证 迪 一 个 x 矩 阵 直 
一 [ sj, 其 中 


di, 车 $=j， 
"| 车 [i,j] EE， 
0, 车 [i,j] & 多 ， 
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其 中 二 为 点 i 的 次 .用 A, 记 入 中 去 掉 第 i; 行 第 i 列 后 的 和 阵 .那么 1A;1 等 于 的 
支撑 树 的 个 数 . 

(TD) 设 C=(V,4) 为 有 向 图 ,xoEV, 则 有 以 xo 为 根 的 不 个 两 两 法 不 重 的 树 
形 图 , 当 且 仅 当 对 的 任 一 划分 (X, 下 ), xoE 革 , 有 1CX, 针 )| 关上 ,其 中 1(X, XX) 1 表 
示 起 点 在 X 里 终点 在 玉里 的 缴 之 个 数 . 

由 这 个 结果 可 以 推出 


(8) 设 C= (VY,4) 为 有 向 图 ,对 每 一 点 x WV 有 一 个 非 信 整数 /x), 记 这 (x) 
rErF 


= 天, 则 C 有 上 个 弧 不 重 的 树 形 图 ,使 得 以 = 为 根 的 恰 有 (x) 个 , 当 且 仅 当 对 任意 
于 亡 站 有 15. 4) | 宕 让 夺 ) ,其 中 
KE = Dlx). 
于 后 时 

(9) 设 EC={(VY,E) 为 简单 无 向 图 , 忆 = 十 喇 ，…: 喇 | 为 过 集 五 的 一 个 划分 ,对 每 
一 个 E, 有 一 个 非 负 整数 mm , 则 刀 有 支撑 树 了 使 17 门 品 | = mm = 1,2,…, im, 当 且 
促 当 对 任意 JG 11.2,…,ml = 及 ,有 

CLUB) -Ts 人 im "(Ue 
i te iE) 


其 中 Ct U 玉 ) 表 示 C6 的 支撑 图 (VY， U 叱 ) 的 分 枝 个 数 , 了 = 并- Jr U E)- 
C1(V, 5) 的 最 大 千林 中 的 边 数 . 


3.3 ”基本 圈 与 基本 制 


设 了 是 有 向 图 C= (Y, 4 的 支撑 树 ,了 中 的 弧 称 为 枝 . 而 6 中 不 在 了 里 的 弧 称 
为 联 枝 ; 由 ¢ 的 所 有 联 枝 组 成 的 6 的 支撑 子 图 称 为 了 的 杆 树 ,并 用 T* 表示 之 . 记 4 


= eyerr "enlist T” = |els esen-ntll, T= ee ;其 中 到 = 181. 
由 树 的 定义 知 ,对 桩 意 ;7T* ,TU je| 包 会 唯一 一 个 圈 ,i 记 它 为 CLe) ,并 称 它 为 
关于 了 的 基本 轿 . 因 此 就 有 m -n+1 个 基本 图 .对 任意 @ 三 了 ,T1461 恰 有 两 个 分 
枝 , 记 包含 e 的 起 点 的 分 枝 的 点 集 为 5, 记 we) =[5, 3] 为 6 中 一 个 端点 在 5 
里 另 一 端点 在 $ 里 的 所 有 弧 的 集合 ,并 称 它 为 关于 了 的 基本 割 . 因 此 关于 了 的 基 
本 割 有 = - 1 个. 

设 < 是 6 的 一 个 圈 , 任 给 < 一 个 方向 , 则 e 可 以 用 - .个 心 维 的 网 量 (ai ,aa,…， 
an 表示 ,其 中 w 定义 为 


心 ， 若 e 不 在 ec 上 ， 
-| 若 e 在 c 上 且 与 c 的 方 品 - 殊 ， 
-1， 若 & 宪 ce 上 和 且 与 ¢ 的 让 州 反 ， 
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不 妨 记 e = (aj,a2,… ,am) ,并 称 它 为 图 向 量 . 


同样 ,车 w 是 6 的 一 个 寄 , 任 给 w 一 个 方向 , 则 w 也 亲 用 一 个 避 维 向 量 (8,， 
局,Bn) 表示 . 


1， 车 s 在 wm 上 且 方 向 与 w -- 致 ， 
-1， 车 在 ww 上 且 其 方向 与 w 村 反 ， 
同样 记 旭 = (名 , 记 …, 记 六 , 称 它 为 割 向 量 . 

{1} co = 站. 


C 的 所 有 图 向 量 生成 的 空间 称 为 围 空间 ; 6 的 所 有 割 向 地 生成 的 空间 称 为 割 空 
间 . 


(2) 设 了 是 C 的 支撑 树 ,那么 关于 了 的 m- n+1 个 基本 团 向 量 构成 团 空 间 的 
一 组 基 ; 而 关于 了 的 -1 个 基本 割 向 量 构成 割 空间 的 一 组 基 . 


(3) CG 的 圈 空 间 和 割 空间 是 两 个 正 交 互补 的 子 空间 . 

T 和 7T* 如 上 定义 ,基本 图 ef esi) 的 方向 指定 为 e 的 方向 ;基本 割 wfe) 的 方向 
指定 为 的 方向 .那么 基本 图 问 量 和 基本 割 向 量 梅 成 的 圈 许 阵 和 市 矩阵 分 别 为 下 
述 形 式 : 


fi 车 不 在 ww 上 ， 


圳 nm 攻 : 1 心 心 
基 1 :0 
人 =[efe alefte nts) weten)]T= . , 。 
天 时 其 必 习 a 1 
= [Cr 所 -sy 
1 0 中 电 侨 : 由 中 内 蓄 
oO 1 0ix .5 x 
O =[w(e) wle) … ofe-D]T=| . : : |: : 
0 0 外 1 : 提 昌 迁 
=[1,., OQr: ] ， 


从 而 由 (1) 知 COr=9 
(4) (在 电网 络 分 析 中 应 用 ) 设 Kr 和 六 分 别 表示 7 了 边 上 的 电流 和 电压 向 量 ; 
xr* 和 分别 表 示 7" 边 上 的 电流 和 电压 向 量 . 记 X=[ 放 “| .Y= [7 ] ,由 由 
克 希 霍 夫 ( Kirchhoff) 第 一 和 第 二 定律 得 
OX = 0， 

{ 多 2。 (3-1) 

由 @ 和 人 的 形式 ,(3-1) 式 可 写 为 
{oy rr" ry" = 夫 ， 


了 -2 
Crir+ 了 了 7" = 昌 . ( ) 


“nr 各、 


4 获 拉 图 119 ， 
估 为 007 = 人 ,出 此 得 如 = - CT, 从 而 由 (3-2) 式 的 第 一 式 得 下 r= CRET ,这 

儿 CT 为 Cj; 的 转 置 .于 是 有 
T= Drir, {3-3) 


其 中 p-[ 


m=-n+l 
{3-2) 式 有 m 个 方程 2m 个 变量 .要 求 出 无 和 了 必须 基 道 电流 与 电压 的 关系 . 
慨 
Y= ME+Z, (3-4} 
其 中 及 是 mx m 算 阵 ,其 元 素 可 以 是 纯 量 或 微分 算 子 或 积分 算 子 ,Z 为 弧 集 上 的 
电动 势 向 量 . 
将 (3-3) 式 代 人 (3-4) 式 得 
Y= MDY + Z， {3-5) 
(3-2) 式 和 (3-5) 式 联 立 可 求 出 
EE= -DCMDP)- CZ, 
Y= - MD(CMD) CC)Z. 


4 欧 拉 图 


欧 拉 (L. Euler) 在 1736 年 发 表 了 一 简 文 章 ,题目 是 一 个 有 关 几 柯 位 置 问题 的 解 
(solutio problematis ad geometriam silus pertnentis). 这 也 是 今天 的 图 论 的 第 一 篇 文章 . 
欧 拉 在 这 简 文 章 中 解决 了 有 名 的 哥 尼 斯 舟 七 桥 问 题 ,据说 让 尼斯 低 城 被 普 莱 榜 尔 
河 分 为 4 块 ( 见 图 4-1): 河 的 两 岸 4 和 8 及 河中 两 个 小 岛 避 和 DD. 这 4 部 分 是 由 七 
座 桥 联 起 来 的 :4 和 ,8 各 间 各 有 两 座 桥 ;4 和 DD,8 和 上 间 各 有 一 座 桥 ;C 和 Pp 
闻 有 一 座 桥 . 问 是 否 存在 这 样 一 条 行走 路 线 ,使 从 某 一 块 出 发 经 过 每 一 座 桥 一 次 且 


仅 一 次 ,然后 回 到 出 发 点 ? 
pe | 
, 8B | 


[| 


图 4-1 
欧 拉 解决 这 个 问题 的 方法 是 ,将 每 一 块 用 一 个 点 表 水 .已 连 结 两 块 的 桥 用 一 条 
边 表示 , 这样 就 得 到 图 4-2. 因此 原 问 题 可 重创 为 :是否 存 术 从 某 一 点 出 发 ,经 过 图 
中 每 条 边 - 一 次 且 公 一 次 然后 回 到 出 发 点 的 链 ? 
一 个 连通 图 =(tY,E), 若 R 的 一 个 简单 链 包 售 妇 的 所 有 边 , 则 这 个 链 称 为 
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4 欧 拉链 ;者 这 条 欧 拉 链 是 闭 链 , 划 称 它 为 欧 拉 


图 . 
c » 一 个 连通 有 向 图 C= (Y, 4), 若 C 的 一 
条 简单 路 包含 6 的 所 有 弧 , 则 这 条 路 称 为 欧 
后 拉 路 ; 若 这 条 欧 拉 路 是 闭路 , 则 称 它 为 欧 拉 问 
图 4-2 路 . 


4. 1 连通 欧 拉 图 的 性 质 


(1) 对 一 个 连通 欧 拉 图 G, 下 述 结论 等 价 : 

1) 有 欧 拉 圈 . 

2) 6 的 每 个 点 的 次 为 偶数 . 

3) 上 5 的 边 集 能 分 解 为 两 两 无 公共 边 的 初等 蜀 . 

(2) 一 个 连通 图 6 = (VY, EE) 有 一 条 简单 链 窗 盖 避 的 所 有 边 , 当 且 仅 当 CG 最 名 
有 两 个 奇 点 


(3) 设 C= (4)》 为 连通 有 向 图 , 则 下 述 结 论 等 价 ， 
1) Ce 有 欧 拉 回路 . 
2) C 中 每 一 点 的 出 次 等 于 人 次 . 


3) 7 的 弧 集 能 分 解 为 两 两 无 公共 弧 的 初等 回路 ， 

一 个 图 若 既 有 有 问 线 , 又 有 无 向 线 , 则 称 为 混合 围 ,用 1 = (VY, 上 ) 表 示 谍 合 图 ， 
严 的 一 条 链 , 如 果 链 上 所 有 弧 与 链 的 走向 一 致 , 则 称 这 条 链 为 混合 路 .包含 上 的 所 
有 边 和 绰 的 简单 混合 路 称 为 混合 欧 拉 路 ;进而 , 若 混 合 欧 拉 路 是 闭 的 , 则 称 之 为 混 
合 欧 拉 风 路. 类似 地 可 以 定义 混合 回路 等 ， 

(4) 设 = (VY, 上 是 连通 混合 图 , 则 下 述 结论 等 价 : 

1) HH 有 混 全 欧 拉 癌 路 . 

2) 对 任意 SGEP,S(0S)- 16+13) 一 19)1 0 是 偶 整 数 , 其 中 3(085) 是 总 中 
连结 3 和 7- 3 的 边 数 ,3+(5) 是 到 -3 的 缴 数 ,而 3-13S) 是 上 -3 到 S 的 弧 
数 . 

3) 六 中 的 线 集 工 能 分 解 为 两 两 无 公共 组 的 初等 混合 回路 . 


4.2 带 限 制 的 欧 拉 图 的 存在 性 


无 向 图 的 一 个 非 莘 单 图 ,如 果 圈 上 的 每 一 条 边 怡 好 在 阀 | 出 现 酒 次 , 则 这 个 轿 
称 为 双 转 ;一 个 双 圈 如 果 包 售 图 中 所 有 边 , 则 称 它 为 双 欧 拉 图 . 

对 任意 一 个 连通 的 无 向 图 C= (VY,E), 把 6 的 每 一 条 过 用 两 条 相反 方向 的 弧 
代替 ,这 样 得 到 的 有 向 图 显然 有 欧 拉 回路 .因此 有 

(1) 每 一 个 连通 无 同 图 有 一 个 双 欧 拉 园 ,使 得 每 一 条 边 经 过 两 次 的 方向 相反 
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(2) 每 一 个 连通 无 向 图 ,如 果 它 无 环 且 没 有 1 次 点 , 则 有 一 个 双 欧 拉 圈 ,使 
上 任意 两 条 相继 的 边 都 是 6 的 不 同 边 ， 

这 一 结果 可 以 推广 为 

(3) 设 6 是 无 环 连 通 欧 拉 图 ,将 6 中 每 一 个 点 "的 关联 边 集合 ( 记 为 驴 ) 划 分 
为 若干 子 集 , 记 为 如 ,局 ,…, 七 ,使 每 一 个 1 1g 六 de(1) ,i=1,2,…, 训 .那么 6 
有 一 个 欧 拉 轿 ,使 得 圈 上 任意 两 条 相继 的 边 不 在 同一 个 地 集 里 . 

设 C=(V,E) 是 无 环 的 欧 接 图 ,对 C 的 每 一 点 wE ,将 关联 于 。 的 边 之 集合 
划分 为 2 子 集 , 记 这 个 划分 为 P(5). 称 集合 1 PCs)1vE Y| 为 C 的 一 个 转移 系统 . 6 
的 两 个 转移 系统 称 为 是 相 容 的 ,如 果 他 们 无 公共 2 子 集 . 

由 结果 (3) 显 然 可 推出 如 下 的 一 些 结果 : 

1) 设 6 是 无 环 连 通 欧 拉 图 , 且 不 合 2 次 点 . 设 X 是 G 的 一 个 转移 系统 ,那么 6 
有 一 个 欧 拉 圈 w, 由 p 导出 的 转移 系统 与 + 是 相 容 的 . 

注意 : 当 沿 着 欧 拉 须 p 行走 时 ,经 过 的 任何 两 条 相继 的 边 就 构成 一 个 2 子 集 ， 
所 有 这 些 2 子 集 就 组 成 6 的 一 个 转移 系统 ,这 个 转移 系统 称 为 he 导出 转移 系统 ， 

2) 设 6 是 无 环 连 通 欧 控 图 且 有 俩 数 条 边 , 则 C 可 表示 为 具有 相同 次 的 两 个 
子 图 的 并 . 

进而 ,如 果 C 能 划分 为 两 个 子 图 各 和 下 ,使 在 每 - 点 o V, dy (v) = di (5) 


= dct v) ,那么 G 有 一 个 欧 拉 图 ,使 得 圈 上 的 边 交 蔡 地 居于 1 和 已. 


3) 每 个 连通 站 正则 图 6, 若 6 有 偶数 条 边 , 则 & 可 分 解 为 两 个 上 二 正则 图 . 

(4) 设 C= (『, 本 是 连通 图 ,对 的 每 一 条 边 给 一 个 怀 号 0 或 2, 则 G 有 一 个 
双 欧 拉 图 使 得 标号 0 的 边 两 次 经 过 的 方向 相反 ,而 标号 2 的 边 两 次 经 过 的 方向 相 
同 , 当 且 仅 当 标号 2 的 边 导 出 的 于 图 是 欧 拉 的 . 


划 分 


设 如是 欧 拉 图 , 则 忆 的 边 集 能 划分 为 若干 初等 圈 , 记 它们 为 c1, c;,… ,we, 每 
一 个 初等 图 c; 上 的 两 条 相 邻 边 组 成 一 个 2 子 集 .那么 所 有 这 些 2 子 集 就 构成 的 
一 个 转移 系统 ,并 称 它 为 电 圈 划 分 fclycz，……e| 导 出 的 转移 系统 ， 

给 定 欧 拉 图 6 的 一 个 转移 系统 了 ,CE 是 否 有 初等 图 划分 ,使 初等 圈 划 分 学 出 的 
转移 系统 与 了 相 容 ? 一 般 来 说 ,对 任意 的 欧 拉 图 和 任意 着 定 的 转移 系统 ,上 述 问 
题 的 管 案 是 否定 的 .因此 只 能 考虑 某 些 特殊 的 欧 拉 图 或 具有 某 些 性 质 的 转移 系统 ， 

(1) 设 6G 是 平面 欧 拉 图 ,了 是 6 的 一 个 转移 系统 ,使 7 中 任 一 个 2 子 集 都 不 是 
的 割 集 . 则 6G 有 一 个 初等 圈 划 分 ,使 划分 导出 的 转移 系统 与 了 根 容 . 

(2) 设 6 是 2 连通 平面 欧 拉 图 , 则 C 有 一 个 初等 圈 划 分 ,使 每 个 初等 转 的 长 度 
为 偶数 , 当 且 仅 当 C 有 偶数 条 边 . 

(3) 两 个 猜想 : 

由 假如 G6 基 连 通 县 无 2 次 点 的 欧 拉 图 ,那么 对 6 的 每 -条 欧 拉 图 导出 的 转移 
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系统 了 ,总 存在 6 的 一 个 初等 圈 划 分 ,使 由 划分 导出 的 转移 系统 与 了 了 相 容 . 
2) 设 和 是 nm 个 点 的 简单 欧 拉 图 , 则 G 有 一 个 初等 图 划分 ,划分 中 国 的 个 数 趟 


大 于 也 n. 
4.4 ” 欧 拉 力 ( 回 路 ) 的 计数 


先 讨论 有 向 图 的 欧 拉 回 路 的 数目 . 设 是 有 向 图 CG = (+*,4) 的 一 条 欧 拉 回路 ， 


那么 由 了 按 下 法 可 唯 -- 地 确定 出 5 的 一 个 以 基点 v 为 根 的 树 形 图 : 设 了 的 起 始 弧 
为 (aa), 取 弧 {o,u) 并 沿 了 行走 ,对 每 一 个 点 x 关 zy, 取 第 一 次 进入 * 的 弧 ,那么 被 
选 凶 的 弧 构 成 一 栋 以 * 为 根 的 权 形 图 .反之 ,人 尾 给 一 棵 以 为 根 的 树 形 图 ,下 构造 
一 条 欧 拉 图 路 . 


假设 G = (VY,4) 是 连通 的 欧 拉 有 向 图 , A, 表示 6 中 以 + 为 根 的 有 向 树 或 树 形 
图 的 个 数 , 则 C 有 不 同 的 欧 拉 回 路 的 个 数 为 N{ 0)， 
NCO)=A, 1d) -111 
其 中 d* (站 为 点 二 的 出 次 . 


由 此 可 得, 对 性 一 个 欧 拉 有 同 图 @ = (v,4) 中 的 任意 .bp 人 YY, 有 = 入 . 这 
儿 ,可 由 第 3.2 节 中 的 (5) 算 出 . 

对 于 无 向 的 连通 欧 拉 图 也 可 计算 其 不 同 的 欧 拉 圈 之 数目 ,其 方法 是 ,将 先 计算 
出 它 有 多 少 种 欧 拉 定 向 (给 它 一 种 定向 , 当 这 种 定向 使 之 成 为 欧 拉 有 向 图 时 , 则 称 
为 这 种 定向 为 欧 拉 定向 } ,然后 ,对 每 一 种 定向 用 上 述 公 式 算出 其 不 同 欧 拉 回 路 的 
数 自 .由 于 公式 比较 复杂 ,有 兴趣 的 读者 可 和 参见 [2]. 


5 哈密 顿 圈 和 路 

无 向 图 6G = (YY, 呈 ) 的 一 条 初等 链 PP, 若 号 包含 了 CC 的 所 有 点 , 刚 称 P 为 输 密 
顿 链 ; 5 的 一 个 初等 圈 c ,车 包含 了 6G 的 所 有 点 , 刚 称 e 为 哈密 顿 围 . 

类 做 地 可 定义 哈密 顿 聊 和 险 密 顿 回 路 ,一 个 (有 向 ) 图 . 若 它 有 险 密 顿 (回路 ) 
图 , 则 称 它 为 哈密 顿 { 有 向 } 图 ; 若 它 有 了 哈密 顿 { 路 ) 链 , 则 称 它 为 一 笔画 (有 问 ) 图 . 显 
然 , 险 帘 顿 (有 向 ) 图 是 一 笔画 的 . 

哈密 顿 图 是 以 哈密 顿 的 名 字 命 名 的 ,然而 , 早 在 哈密 顿 1856 年 发 明正 12 面 性 
数学 游戏 之 前 , 核 克 门 (Kiqmanm) 已 研究 过 这 一 课题 .所 谓 正 12 面体 游戏 是 指 :从 正 
这 面体 的 -一个 顶点 出 发 沿 楼 行走 ,能 否 经 过 每 一 个 顶点 一 次 恰好 一 次 ,而 四 到 出 
发 点 .用 图 的 语言 即 为 :给 定 一 个 图 6,G 基 否 有 哈密 顿 圈 ? 

判断 一 个 图 是 否 是 哈密 顿 图 是 十 分 困难 的 ,已 证 明 它 是 AP 完全 的 .上 且 前 对 这 
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一 问题 只 能 给 出 一 些 必要 条 件 或 充分 条 忻 . 
5.1 哈密 顿 图 的 某 些 必要 条 什 


{1) 车 图 6 = (TY, 瑟 是 哈密 顿 的 ,那么 对 任意 非 空 真子 集 SC VWV 有 cl(G- 5) 
<131. 其 中 efe- 93) 表示 图 6 -5 的 分 枝 个 数 . 

Chvatal 扩充 了 这 概念 ,他 定义 了 一 个 图 6 的 坚 盾 度 1( 6) 为 ;对 一 切 SC 下 
cio- SS)» 1], 

(0) = min tes 
此 时 ct 6 -37151 等 愉 于 1 0G) 守 1. 

设 6= (VV, 上) 的 连通 度 为 6) ,独立 数 ( 即 最 大 点 元 关 集 的 点 数 ) 为 al 0) , 显 
然 要 ce(G- S$S)>1, 必 有 151 这 (CG): 另 一 方面 ,c(t6- SY wf .因此 对 任 一 图 6 
必用) 次 GAa(t0). 当 GG= 总 ,时 等 式 成 立 ， 内 

{2) 若 图 如 = (VY,EE) 满 足 :( 0)21; 则 5 有 | 
哈密 顿 畔 ,或 者 6 的 补 图 6 包含 图 5-1 作为 其 子 
图 . 

CG=(V,EE) 的 补 图 = (VV, 区 ) 的 定义 为 :[ i， 

站 三 琴 当 且 仅 当 [ i, 站 EE. / 

设 GG= (YE 是 一 个 简单 图 ,如 果 存 在 一 个 
函数 f: 5 一 [0, wm ), 使 得 下 述 条 人 忻 .了 入 成 图 5-1 
立 , 则 5 称 为 弱 哈 密 顿 图 . 

1? 对 任意 vE VY，> fie) < 2, 其 中 E, 是 6 中 关联 于 + 的 边 之 集合 ; 


> 对 每 一 个 非 空 真子 集 了 CC， 
> fle) sl TI-1. 
其 中 G[ 7] 表示 由 导出 的 子 图 
当 T = VY 时 ,yf(e) = 1 Vl. 
令 针 ,所 ，…, 的 是 的 非 空 真子 集 ,并 且 对 - 切 i = 1,2,…, 上 ,有 


| E 门 Wot =1, 那 么 
Si > fe)) 二 | [本 } 1)]. 
1 三 也 4 | 『 兰 是 


易 见 ,每 一 个 咕 密 环 图 是 纶 哈密 顿 的 ,事实 上 ,假如 c 起 的 一 个 哈密 顿 图 , 令 
] ， 若 会 Ln 
Ao=1o 咨 别 . 
邦 么 这 样 定 义 的 了 满足 条 件 .2 和 3 季 , 即 6 是 弱 哈 密 顿 的 . 
(3) 车 和 是 弱 哈 密 顿 的 ,那么 不 存在 了 的 划分 18,S.7 RS 和 了 可 能 是 空 
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集 ) 且 了 TY 使 
islt Dy[ 广 1{C,T]11< ce( Gtr), 
CE CIR] 


其 中 efY] 表 示 由 天 导出 的 @ 的 子 图 ;CC 为 C[RR] 的 分 枝 ;1[C,T] 1 表示 分 枝 到 
点 集 T 的 边 数 ; 求 和 是 对 5[ RR] 的 所 有 分 枝 ; cl G[ 7 下) 是 C1 了] 的 分 梳 数 . 

(4) 每 一 个 弱 哈 密 顿 图 G= (VY,E) 必 有 t( 6) =1, 有 -个 2 正则 支撑 于 图 ,并 
且 避 的 任何 三 个 点 必 在 一 个 轿 上 . 


5.2 哈密 顿 轿 的 次 条 性 


一 个 无 向 简单 图 = {FV, 玉 ), 苦 对 i=3,4,…,1V1,G 有 长 度 为 i 的 初等 圈 , 则 
性 称 为 活 团 的 .显然 ,C 是 泛 圈 的 必 是 上 贻 密 顿 的 . 

对 于 CGC 有 哈密 顿 图 的 去 部 分 充分 条 件 ,都 是 保证 G 丰 充 分 名 的 边 , 本章 所 讨 
论 的 图 都 是 简单 的 图 ,用 n 表示 其 虚数. 不 再 加 以 说 明 . 

一 个 图 6= (VY,E), 若 & 不 是 蛤 密 顿 的 ,但 对 5 的 性 订 两 个 不 相 邻 的 点 和 4 
连 一 条 边 后 , 划 G+ [as,o] 是 哈密 顿 的 , 则 称 6 是 极 大 非 哈密 顿 图 . 显然 , 任 一 个 非 
哈密 李 图 C= 《VY, 玉 ), 必 有 一 个 极 太 的 非 哈 密 顿 图 G = (FY, 户 ) 包 人 言 5. 即 EcE. 

{]) 设 6=(Y, EF) 是 连通 的 ,P= 1o,mw,…, 妇 | 是 6 的 -条 最 长 的 初等 链 . 若 
dc + de{ vi) 之 万 , 则 右 是 蛤 密 顿 的 . 

为 证 明 它 ,不 盘 设 [yw ,wj] ;否则 ,当头 = nn 时 P 与 边 [ 加 ;ww1 构 成 哈密 顿 图 ， 
或 者 丸 < n. 此 时 P 不 是 6 的 最 长 链 , 这 与 P 的 假设 牙 盾 . 

记 NCv) = {vl [Lvwv lt€ El ， 二 {ul Lv, EE 于 | 由 于 疡 是 最 长 链 , 所 
以 链接 两 个 端点 #1 和 的 邻 点 必定 都 在 P 上 ,因为 

INCo) NN TOp)LE = TREATED 一 TCD 人 
= dotv) + de tr) — [NCp} JTJ 
>-{k-1)}=1, 
因此 存在 tCo0) 门 TCOw) ,所 以 用 
f 一 Hos vs 

当 上 = nn 时,c 就 是 的 哈密 顿 圈 , 故 得 证 ; 当 义 <n 时, 则 Hi 6 的 连通 假设 ,6 中 必 
有 一 点 " 不 属于 ec 且 " 与 < 上 某 一 点 上 有 边 相 连 .这 样 一 来 PP 就 不 是 6 的 最 长 链 . 
政 午 ， 

由 (1) 可 以 推出 下 述 几 个 有 名 的 结果 : 

1) 车 无 向 图 6 中 每 一 点 +, 有 让 (9) R82, 则 是 哈密 顿 的 . 

2) 车 无 向 图 G 中 每 一 对 不 相 令 和约 点 4 和 vv, 均 有 dctn) + detv) 之 nn, 则 避 是 
哈密 顿 的 . 

3) 设 和 是 无 向 图 中 两 个 不 相 邻 的 点 ,并 且 满 中 dctw) + ecoEn 那 
勾 弛 是 哈密 顿 的 , 当 旧 人 如 当 G+4w,z] 是 哈密 罩 的 . 

注意 :满足 结果 1) 或 2 中 假设 的 图 ,不仅 是 哈密 顿 的 .而且 n 为 背 数 时 是 泛 圈 
图 .3) 是 著名 的 闭 包 定理 . 
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一 个 图 6 中 两 点 间 的 距离 ,定义 为 连结 这 两 点 的 最 短 链 的 长 度 .所谓 最 灯 链 
万 指 言 边 数 量 小 的 链 ， 

范 更 华 推 广 了 结果 1 和 2) ,得 到 如 下 ， 

2) 设 C=fIY,E5) 是 2 连通 图 , 若 6 中 每 一 对 距 岗 为 2 的 点 w 和 bu, 有 
maxj tetayyedetil2a2, 则 有 是 哈密 顿 的 ， 

2 中 结果 又 被 人 们 推广 为 

{3) 若 无 向 图 G= (TY, 五 ) 是 2 连通 ,并 且 5 中 每 一 对 不 相信 的 点 wu 和 vu 有 

detu}+t delv}n/2+ ， 

则 & 是 哈密 顿 的 ; 除 一 类 特殊 图 外 ,也 是 泛 图 的 . 

(4) 设 C=(Y,5E) 是 2 连通 , 若 对 6 的 任何 两 两 不 相 竺 的 三 个 点 u、v 和 ab 满 
足 

dolu} + dotv) + dolw)snt kG). 

则 6 是 哈密 环 的 ,其 中 #6) 为 6 的 连通 度 . 

(5) 设 如 = (VY,E) 是 2 连通 ,车 习 中 任何 三 个 两 两 不 村 轨 的 点 wv 和 满足 

dotu) + dot on) t+ det ww) +d( 0). 

则 CC 是 哈密 顿 的 ,而 且 除 一 类 图 外 也 是 泛 转 的 . 

(6) 设 CE={F,5) 的 点 集 了 = joy 二 | 用 上 十 表 天机 (nn) 若 不 存在 站 
满足 

iejitj 守 RE 1, 则 6 是 哈密 顿 的 . 

(7) 不 和 妨 设 上 述 的 ja 满足 四 过 中 过 …… 妆 由 .Chvatl 训 时 了 下 述 结果 : 

对 每 一 个 上 ,车 起 所 kh< 赴 n, 则 册 上 -那么 写 攻 哈密 顿 的 . 


(8) 谨 G= (CV, 上 ) 是 2 连通 上 正则 图 ,着 上 4 且 nn < 3k+3, 划 局 是 了 哈密 顿 


5.3 其它 充分 条 件 


本 节 只 涉及 用 图 的 连通 魔 , 独 立 数 和 坚 宦 座 拱 述 图 竟 蛤 密 顿 性 ， 

(0 任 一 图 C, 若 ol 中 有 kG6), 则 G6 蚌 哈 密 顿 的 . 

已 证 明 ,满足 5.2 节 (1)2)? 中 假设 条 件 的 图 安 , 必 有 olf 志 (5B), 因此 上 述 结 
果 可 视 为 (1)2) 的 推广 

(2) 设 已 =(TF, 斑 ) 大 连通 ,ECG)31afG) 过 上 + 二, 则 有 

1) 若 帮 =3 且 * 苦 11 那么 有 是 陪 密 顿 的 ; 

2) 若 上 =4, 则 大 是 哈密 顿 的 ; 

3) 对 每 一 个 上 ,存在 一 个 ns, 使 上 演 本 时 ,人 是 哈密 顿 鸣 . 

(3) 设 C= {V8) 是 2 边 连通 前 ,车 满足 


8(G) maxie( C), (n+2)| ， 
则 G 是 哈密 顿 的 ， 
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5.4 无 扑 图 的 哈密 顿 图 


一 个 无 向 图 = (FV, 电 ) 如果 z8 中 任何 4 个 点 的 导出 于 图 和 不同 构 于 号 3 , 则 称 
5 是 无 瓜 图 . 近 几 年 来 研究 无 爪 图 的 哈密 顿 图 的 文章 很 雪 ,并 取得 了 较 大 进展 ， 
【1) 2 边 连 通 上 正则 的 无 爪 图 GG= (VF, 有 ) 如果 大 


> 二 (= -由 , 则 6 是 哈密 顿 的 . 
(2) 3 边 连 通 无 扑 图 6, 基站 Gtn+7)/6, 则 6 
是 哈密 顿 的 . 
(3) 设 5= (六 天 ) 是 大 连通 无 瓜 图 县 大 关 2, 若 对 
的 任意 上 + 1 个 点 的 独立 集 有 
图 5-2 Sw) wn h, 


kbE 1 
则 是 哈密 顿 的 . 
(4) 每 个 无 爪 图 G6, 阁 世 不 合同 构 于 图 5-2 的 导出 子 几 , 则 6 是 哈密 顿 的 . 


5.5 有 向 图 的 哈密 顿 回 路 


关于 有 向 图 的 哈密 顿 回路 的 存在 性 结果 很 少 , 仅 列 下 述 几 个 较 重要 的 结果 ; 


(1) 设 G= (V,4) 是 简单 有 向 图 ,车 6 中 任何 两 个 不 相 邻 的 点 wu 和 vw 满足 
de(u) + doty) 2n 1, 


则 CG 有 哈密 顿 回 路 . 

给 完全 图 上 的 每 一 边 一 个 方向 ,这样 得 到 的 定向 图 称 之 为 竞赛 图 ,并 用 7 表 
孙 之 ， 

(2) 强 连 通 的 竞赛 图 有 哈密 顿 加 路. 

(3) 强 连 通 竞 赛 图 中 任 一 点 v, 对 每 一 个 上 ,本 =3,4,… ,ni 在 长 广 为 六 的 回 
路 上 . 

(4) 设 了 是 强 连 通 的 竞赛 图 ,如 果 了 的 每 一 条 弧 都 在 长 庶 为 3 的 回路 上 ,那么 对 每 
.个 上 上 =3,4,…,n, 了 的 每 一 条 统 ( 可 能 除 一 条 统 外 ) 必 在 长 度 为 上 的 回路 上 . 


6 图 的 因子 与 因子 分 解 


设 6G= {FF, 上 上) 是 -- 个 无 向 图 ,是 Y 上 一 个 非 匀 整数 卫 数 且 满 足 放 (wv) 二 
dctt),v 忆 EF 的 一 个 支撑 子 图 下 , 若 满 足 对 每 一 点 weE 1 ,drtv) = (9); 则 称 下 
为 的 一 个 ff 因子 .因子 问题 主要 研究 :给 定 一 个 图 6 和 6 的 点 集 上 的 非 策 整数 消 
数 f ,5 是否 存在 因子? 有 密 少 F 因 子 9 以 及 具有 某 种 特 让 的 了 因子 的 存 酝 性 和 
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如 何 找 出 所 要 求 前 因子 . 
6.1 匹配 与 ! 因子 


设 G= (VY,E) 是 一 个 简单 无 向 图 , Mc E 称 为 6 的 -个 匹配 ,车 # 中 任何 两 
条 边 匹 公共 端点 . 6 中 具有 边 数 最 多 的 匹配 称 为 好 的 最 大 匹配 .显然 6 的 量 大 匹 
配 的 边 数 小 于 等 于 F -> 1. 设 MM 是 6 的 最 大 匹配 ,车 1 并 | = 六 , 则 称 # 为 完美 匹配 
或 称 时 是 G6 的 1 因子 .显然 ,GG 有 1 因子 , 则 6 的 点 数 r 必 为 偶数 .因此 ,研究 最 大 
匹配 的 性 质 与 研究 1 因子 的 存在 性 有 密切 关系 . 

设 S 是 图 G 的 点 集 的 一 个 子 集 , 用 0C- 5) 表示 56- $5 中 含有 奇数 个 点 的 分 
枝 的 个 数 , 旧 有 : 

{1) 车 时 是 6 的 最 大 匹配 , 则 

max gq( 6— SS) -151 = rn—21H|. 

(2) 图 6G= (VY, EJ 有 1 因子 , 当 且 仅 当 对 任意 Se, 有 gt6G- SS) 天 131. 

设 CE=(Py 呈 ) 是 一 个 无 狐 立 点 的 简单 图 ,中 是 6 中 边 的 一 个 子 集 , 若 避 中 每 
一 点 + 的 关联 边 中 至 人 少 有 一 条 在 玉里, 则 称 下 为 的 一 个 边 覆 盖 . 具 有 边 数 最 小 
的 边 覆 盖 , 称 为 5 的 最 小 边 覆 苹 . 

(3) 设 和 是 无 孤立 点 的 简单 图 ,村 和 天 分别 是 6 的 其 大 匹配 和 最 小 边 先 盖 ， 
则 有 

1 和 1 +1 = 中. 

(4) 设 BE= (3 瑟 ) 为 二 部 图 , 划 如 中 存在 匹配 冒 独 1WHI= 1Y1, 当 中 仅 当 对 

任意 $c 于 有 
WSI 11S$|, 
其 中 N(S) = 日 Wo, 而 NC zy) 表示 vb 的 邻 点 集合 . 

设 头 是 无 向 图 G=《V, 区 ) 中 点 的 一 个 子 集 , 若 中 凶 -条 边 至 少 有 -一 个 端点 
在 天 里 , 则 称 天 为 字 的 -- 个 点 覆盖 . 具有 点 数 最 小 的 覆盖 称 为 f 的 最 小 点 覆盖 . 

(5) 设 局 = (X,Y;E) 是 二 部 图 ,上 和 下 分 别 是 吾 的 此 配 和 点 覆盖 , 则 上 季 和 大 
分 别 是 6 的 最 大 匹配 和 最 小 点 履 盖 , 当 且 仅 当 

IMI = 1KI. 
(6) 设 C= (CV,E) 是 连通 的 无 夭 图 , 划 6G 有 1 因子 , 泊 凡 仅 当 1 FI = 为 偶数 . 


6.2 因子 


(1) 设 6= (VV, 上 5) 为 简单 无 向 图 ,ff 是 VF 上 的 非 负 整数 函数 , 则 G 有 J 因子, 当 
且 仅 当 对 任意 的 D、5 sv 有 呈 门 S=( 仿 , 有 
gq(D,S) - SAx) Ddolx) - Fx) + el5,D) «0, 


x 本 四 | 
其 中 et5, 吕 ) 表 东 如 中 两 个 端点 分 态 在 $ 和 DD 里 的 边 之 条 数 ,gq{ DD,$) 是 如 下 定 六 


的 -5- 上 DD 的 f 琳 分 枝 的 个 数 :6 -5-D 的 一 个 分 校 C ,六 
fv) + el C, 35) 
和 眉 工 


为 奇数 , 则 称 雪 为 了 奇 分 核 . 

上 述 的 f 国 子 存在 的 判别 条 件 ,一 般 来 闹 不 太 好 用 .因此 大 们 对 了 的 一 些 特殊 
值 或 某 些 特殊 图 类 讨论 某 些 因 子 的 存在 性 . 设 后 是 6 的 一 个 因子, 当 对 每 一 个 点 
5 天 人 = 站 时 , 则 下 称 为 研 的 上 大 因子 . 

(2) 如 = (YY 为 二 部 图 ,为 YUY 上 的 非 负 整数 晒 数 , 则 6 有 /因子 , 当 
是 仅 当 对 储 意 Sc 大 和 Tc 了 有 


1) jf) - 2A) -时 
rET EE 


2) fr) = 709). 


(3) 证 上 基 连 通 的 2 正则 图 , 则 6 有 因子. 

(4) 设 避 是 正则 简单 图 ,对 任意 非 负 整数 < 下 , 则 直 肥 一 个 支撑 子 图 下 ,使 
下 中 每 一 点 的 次 为 r 或 + + 1. 

了 因子 可 以 进一步 推广 ; 设 6 = (VY, 玉 ) 是 无 向 图 ,g 和 f/f 是 V 上 的 两 个 非 黄 整 
数 另 教 ,使 对 每 一 点 v 所 FYF 有 gtv) 六 扰 雪 过 本 (区 .车 它 有 一 个 支 撞 子 图 屎 ,使 每 
点 4E 了 了 均 有 必 (o) 满足 go 二 dr(9) 志 f5), 则 称 广 为 6 的 (tg, 门 因子. 按 
这 个 定义 , 则 可 重 叙 44) 为 :对 任 一 不正 则 图 如 及 任意 非 负 整 数 r < 天,CG 有 (rr+D) 
因子 . 

(5) 一 个 无 向 简单 图 C = (VY,E),G 有 (1,2) 因子 , 半 昌 弘 当 对 任意 5 了 有 

ite- 5) e21531, 

其 中 六 G6 -5) 表示 -5 中 物 立 点 的 个 数 . 

(6) 每 一 个 2 边 连 通 图 8 且 BC) > 3, 必 有 一 个 支撑 欧 拉 子 图 , 即 支 撑 子 图 中 
每 一 点 的 次 为 大 于 0 的 偶 歼 ,或 称 侦 因子. 


6.3 连通 因 于 


设 天 是 @G 的 一 个 上 因子 , 若 上 连通 , 则 称 是 6 的 连 裔 因子. 研究 图 的 连通 因 
子 是 一 个 十 分 困难 的 问题 . 目前 这 方面 的 结果 很 少 . 险 密 顿 圈 问题 ,就 是 讨论 图 有 
连通 2 因子 的 条 件 .然而 连通 因子 问题 比 险 密 顿 问题 更 加 三 法 ， 

(1) 每 一 个 连通 无 爪 图 ,车 36) > 3, 则 和 有 (2,3)7 连通 因子 . 

(2) 每 一 个 连通 无 扑 图 避 , 若 以 (6) 三 2, 刚 人 有 (2,3) 连通 因子 . 

(3) 每 一 个 卡 边 连通 图 丰 = (V,E) 有 (gg, 放 连通 因子 ,其 中 对 每 一 点 b+ 蕊 ， 


(Cv) 三 1,F(9) 二 [和 e+e!] 十 2， 


(4) 若 图 6 = (ty, 上 5) 有 上 因子, 并且 有 阶 密 顿 链 , 则 6 有 (上, 率 + 1 连通 因子 
(k= 2). 
(5) 设 GG 满足 n < 8 - 4, 上 达 2, kn 为 慢 数 ,并 且 5(0) 3 人 2, 则 有 一 个 上 
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因子 ,使 下 全 有 哈密 顿 轿 . 
(6) 连通 无 爪 图 如 有 因子 , 则 GC 有 (E,k + 2) 连通 因子 ,其 中 = 1. 


6.4 ” 因 于 分 解 与 因 于 计数 


一 个 图 G&G = (VEE) ,如 果 边 上 集 号 能 划分 为 上 个 子 集 五 ,1 ,… ,Ei ,使 得 每 一 支 
撑 子 图 马 = (局 ) 是 5 的 一 个 因子, 则 称 © 是 f 因子 可 分 和 解 的 . 

(1) 正则 二 部 图 是 1 因子 可 分 解 的 . 

(2) 一 个 图 避 基 2 因子 可 分 解 的 , 当 且 仅 当 避 是 2 正则 的 . 

(3) 二 部 图 避 = (X,Y;E) 有 个 1 因子 , 当 且 习 当 1 X1= | YF|, 并 且 对 任意 
$c 户 ,Tc YY, 有 

el(¥—- 5,7T) > EI TI-I1 S|)., 

(4) 二 部 图 = (X,Y 了 ;EE) 有 点 个 两 两 边 不 重 的 1 轩 子 , 当 且 仅 当 1 才 1= 

1 Y 1, 并 且 对 任意 二 的 子 集 $ 有 
Zs minlk, 1 EC N (UECN) Hh1 Sl, 


其 中 E(z) 表示 C 中 关联 于 点 : 的 边 之 集 含 ， 
{5)] 给 定 图 = (VY,E) 和 正 整 数 大 ,一 个 有 趣 的 问题 是 边 数 为 天 的 匹配 有 密 少 
个 ?条 边 的 匹配 称 之 为 k 匹配 , 设 6 的 上 大 匹配 的 个 数 为 mi , 才 项 式 
让) = aor + Qlx + dor + 
称 为 C 的 匹配 多 项 式 ,这儿 规 定 oo = 1. 
要 写 出 ms 的 表示 式 是 很 困难 的 ,但 可 以 建立 户 C,r) 的 递归 会 式 , 由 此 可 求 出 
诸 a. 对 五 的 每 一 条 边 。 = [aa],e 的 所 有 上 匹配 可 分 为 央 类 ,一 类 包 舍 ,那么 这 
一 类 的 二 匹配 的 个 数 等 于 G*, 的 (上 -1) 匹配 的 数目 ; 另 -- 类 不 含 ,那么 这 一 类 的 
上 匹配 的 个 数 等 于 ,的 大 匹配 数目 .从 而 有 
成 好 = 所 人 + 
其 中 
Cr =C-e，CGrY = 在 -jayp 
注意 ,如 果 6 有 7 个 分 枝 ; 61,62,…, 6, 则 


f(G,x) = Treo 
(6) 设 6 = (XX, 了 iE) 为 二 部 图 ,车 每 一 点 x EX 有 d(x) = 天， 而 每 一 点 7 所 


YY 有 diy) 二 大, 则 能 分 解 为 上 个 最 大 匹配 , 显然 这 一 - 综 果 是 117 的 推广 ， 
7 平面 图 


设 CE = (VY,E) 是 画 在 平面 上 的 图 , 若 6 的 任何 两 条 边 除 端点 外 是 不 相交 的 ， 
则 称 6 为 平面 图 .与 平面 图 同 构 的 图 称 为 可 平面 图 . 一 个 可 平面 图 画 到 平面 上 使 其 


为 平面 图 , 划 称 之 为 平面 檬 入 , 设 6 = (VY,E) 是 一 个 
/a\ 平面 图 ,车 沿 平面 加 的 边 剪 开 , 唱 平面 被 分 成 若干 块 区 
4 域 , 每 一 据 称 为 怀 的 一 个 面 , 克 限 太 的 一 块 称 为 外 面 . 
/p< 如 图 7-1 被 前 成 6 块 ,4、.B、.C.D,H.F. 面 下 为 外 面 . 
和 平面 图 主要 研究 :如 何 判断 一 个 图 是 否 可 平面 的 ; 
贡 了 -1 加 柯 把 一 个 可 平面 图 嵌入 平面 ; 当 一 个 图 不 晨 可 平面 
时 ,那么 它 的 厚度 是 多 少 ? 最 有 名 的 四 色 问 题 也 是 平面 图 的 上 要 证 究 间 题 之 一 ， 


7.1 平面 图 的 判定 及 平面 联 人 人 


设 6 = (V,E) 是 个 点 m 条 边 和 /个 面 的 连通 平面 图 . 欧 拉 1852 年 给 出 了 平 
面 图 的 一 个 必要 条 件 ;= - m + = 2, 并 称 它 为 网 拉 公 式 .利用 欧 拉 公 式 可 判定 ks 
和 必 。 是 不 可 平面 图 .事实 上 ,车 设 & 为 C 的 面 F; 的 边界 数 , 取 g = min gi, 闭 么 


gf & 2m, 即 f/ < 和， 将 了 代 人 欧 拉 公 式 , 则 有 nm - m+ > 2, 由 此 推出 , 当 g > 
3 时 有 
机 并 一 “7-1) 


显然 (7-1) 式 是 平面 图 的 必要 条 忻 . 候 如 KK; 和 操 4 是 平面 惕 , 册 它们 必 满 足 (7-1) 
忒 ,然而 它们 都 三 请 足 (37-1) 式 , 故 谢 和 和 五.3 都 不 是 平面 图， 
因为 mC(0) 过 2 而 ,所 以 当 她 是 平面 图 且 w 3 时 ,由 欧 拉 公式 可 得 


3(0) sl <5 (7-2) 


且 仪 当 g = 3,a > 2 时 才 有 可 能 06》= 5.(7-2) 式 说 明 简 单 的 可 平面 图 的 最 小 
度 < 5. 

一 个 图 如, 如 果 可 以 通过 另 一 个 图 避 的 边 
上 插 上 若干 个 点 而 得 到 , 则 称 6 同 且 于 .如 
图 7-1 同 有 是 于 图 7-2. 

1930 年 库 拉 托 去 斯 基 {(Kuratowaki) 给 出 了 
兰 断 一 个 医 是 可 平面 的 充分 必要 杂 件 : 

一 个 圈 是 可 平面 的 , 当 且 人 奴 当 它 不 合同 脏 
于 Ks 和 后 3 的 子 留 . 

下 面 建 立 可 平面 图 的 平面 大 入 算法 ,使 得 
一 个 图 是 可 平面 的 , 当 且 公 当 算法 能 把 它 几 人 图 7-2 
到 平面 上 . 为 此 先 引 进 几 个 概念 ， 

设 5 = (FY,E) 是 一 个 连通 图 ,所 CCE, 记 由 户 导出 钩子 图 为 本 = (VY , 玉 )， 
在 三- 扬中 定义 一 个 等 价 关 每 * ~” 如 下 ; ee@2 人 三 忆 - 后 ,el ~ ez; 当 目 充 当中 
存在 连接 e, 和 e, 的 链 PP, 荒 除 疡 的 两 个 端点 外 , 呈 中 不 含 王 里 的 点 .等 价 关 系 "-” 
将 EEF- EF 的 边 划分 为 若干 个 等 价 类 , 记 它 们 为 语 , BB,… ,每 一 个 等 从 类 已 称 为 6 


了 平面 图 ， 131 ， 


中 关于 子 图 中 的 桥 . 出 桥 8. 导出 子 图 中 
属于 电 的 那些 点 称 为 桥 品 的 附 头 点 .如 
图 7-3, 粗 实 线 构 成 总 ,关于 FH 的 桥 为 
B81,B;,…, Bs. Bi 的 附着 点 有 3 个 ,同时 
也 是 B, 的 附着 点 ,而 By 有 4 个 .B 有 两 
个 .8 具有 -一 个 附着 点 ， 

设 所 是 f 的 一 个 可 平面 子 图 , 豆 的 


平面 伐 和 人 记 为 万. 如 果 G 有 一 个 平面 由 
作 , 使 肯 c 总 , 则 称 阁 是 G 可 容纳 的 . 
车 下 是 6 的 关于 五 的 一 个 桥 , 且 瑟 的 所 有 附着 点 位 于 六 的 同一 个 面 的 边 腊 上 , 则 称 
该 面 是 中 可 能 人 的 . 令 F(B, 冲 ) 表示 8B 可 箭 人 的 所 有 方 的 面 之 集合 , 则 有 

(1) 设 6 是 可 平面 图 ,有 H 是 6 的 一 个 子 图 , 著 首 是 6 可 容纳 的 , 则 C 中 关于 HH 


的 任 一 个 桥 中 ,有 FF(8,) x ( 何 . 
(2) 平面 戏 人 算法 ;不妨 设 和 为 2 连通 ， 


步 0 任 取 @ 的 一 个 国电 , 画 出 HW 的 平面 戏 人 加 , 置 ， = 1. 
步 1 车 呈 包含 5 的 所 有 边 ,停止 , 产 为 所 求 , 理 则 找 出 也 的 桥 , 设 其 为 Bi， 
B2,…, Bi :对 每 一 个 桥 忆 求 (BB, 泊 ). 取 
min | FOB,H) I=! FB, ) 1; 


若 | FB, 着) | = 0, 则 CG 是 不 可 平面 的 ,停止 . 
步 2 和 任 取 一 个 面 f€ FlB,, 半 ). 设 P 是 BB 中 连接 两 个 附着 点 的 链 , 将 P 画 
人 面 f 里 , 置 所 ,一 有 H 马 PP 及 平面 陪 和 人 并 . 置 i 一 i + 1 同 步 1. 


7.2 图 的 厚度 


当 一 个 图 不 可 平面 时 ,一 个 自然 的 问题 是 它 可 画 在 儿 张 平面 上 ?如 果 图 和 = 
(Y ,无 ) 的 边 集 上 5 能 划分 为 上 部 分 :EF ,可 …, 甩 ,使 每 ~ ,的 导出 子 图 是 可 平面 
的 ,那么 说 8 可 能 人 在 上 个 平面 上 . 如 果 四 能 凡人 大 个 平面 上 ,但 不 能 能 人 大 - 1 个 
平面 上 , 则 称 图 @ 的 摩 度 为 8. 用 8 记 图 6 的 厚度 .显然 人 EC) = 1 时 ,如是 可 平 
面 的 .图 的 厚度 不 妈 在 理论 上 有 意义 ,而 且 在 印刷 电路 酉 的 设计 中 也 是 有 用 的 . 一 
般 地 说 ,要 判断 一 个 图 的 理 度 不 是 一 个 简单 的 问题 . 目前 已 知 有 下 述 的 一 些 莘 单 结 
果 : 

(1) 如果 图 G&G 有 个 点 和 m 条 边 , 则 6 的 厚度 (6G) ss mA(3n -6). 

(2) (天)】= [Cn + 7)761. 更 精确 的 是 
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p(K ] 人 车 9,10; 
荐 5 = 9 或 10. 
(3) 车 mn 为 偶数 或 mn 为 奇数 , 且 不 枪 在 使 n = [2kCm -2)A(m -2k)], 那 
么 在 六 关于 时 有 
OC Roan) = Eman/2( m4 n - 2)1. 
对 于 丙 = nn,; 则 有 2{ 二 5) = [n+ 5)/41. 


7.3 四 色 问 题 


盖 丝 锐 猜想 (1852 年 ) :每 一 个 平面 图 的 面 可 以 用 4 种 颜 名 去 染 ,使 得 任何 两 个 
相 邻 的 面 有 不 同 的 郑 色 .这 儿 两 个 相 邻 的 面 , 是 指 两 个 有 公共 和 边 的 面 .1879 年 周 姆 
普 (A.B.Kempe) 在 美国 数学 杂志 上 发 表 了 他 对 四 色 猜 想 的 “证 明 ”.1890 年 希 丁 德 
(P.J.Heawood) 指出 勘 姆 普 证 明 中 的 缺陷 ,并 证 明了 平面 杭 的 面 是 4 色 可 染 的 .一 
直到 1976 年 , 阿 配 尔 (K.Appel) 和 海 肯 (到 .Haken) 利用 计算 机 证 明了 四 色 猜 想 . 然 
而 他 们 的 证 明 很 长 ,尽管 此 后 做 了 几 次 修改 ,但 数学 家 们 仍 在 追求 一 种 纯 数学 的 证 
明 . 
设 CE = (VY,E) 是 一 个 无 环 平面 


图 ,对 G 的 每 … 个 点 v, 用 正 dc(v) 边 
形 代 替 ,把 关联 了 于 "的 边 依 次 与 密 边 
形 的 点 相连 , 见 | 图 7-4, 这样 由 得 到 


(a} 的 图 记 为 Go. 显然 是 一 个 3 正则 平 
面 图 . 
图 7-4 《1) 由 co 构造 知 , Co 的 面 是 4 色 
可 染 的 , 则 6 的 面 也 是 4 色 可 染 的 . 
由 平面 图 6 可 构造 男 一 个 图 6G” = 《y* ,E"):V* 与 局 的 面 一 一 对 应 ;车 6 的 
一 条 边 是 面 所 和 所 的 公共 边 , 则 6" 中 对 应 的 两 点 连 一 条 边 ;车 5 的 一 条 边 只 位 于 
一 个 面 内 , 则 这 个 对 应 的 点 加 一 个 环 .这 样 得 到 的 6" 称 为 C 的 对 偶 . 见 图 7-5. 


其 中 实 线 图 的 对 侦 为 虚线 图 . 
(2) 平面 图 6 的 面 是 4 色 可 染 的 , 当 且 仅 当 6 的 对 偶 6” 的 点 可 用 4 色 去 染 , 使 


g 图 的 染色 * 133 ， 
相 令 两 个 点 具有 不 同 的 颜色 .因此 平面 图 的 面 着 色 问 题 可 化 为 点 着 色 问 题 . 

平面 图 的 面 着 色 也 可 转 北 为 边 着 色 . 一 个 图 她 是 边 上 把 的, 如果 用 上 种 颜色 染 
G 的 边 ,每 一 边 浊 一 称 色 ,任何 丙 条 相 邻 的 边 具 有 不 同 颜色 . 

(3) 下 述 结 论 等 价 : 

1) 每 个 平面 图 的 而 是 4 色 可 浴 的 ; 

2) 每 个 平面 图 的 点 是 4 色 可 染 的 ; 

3) 每 个 简单 2 边 连通 3 正则 平面 图 的 边 是 3 色 可 染 的 . 

(4) 硕 伍 德 证 明了 平面 图 的 面 是 5 色 可 染 的 .利用 他 的 证 明 方 法 可 以 证 明 , 当 
平面 图 的 每 一 个 面 至 少 是 由 4 条 按 围 成 的 时 , 它 的 面 是 4 在 可 巢 的 .局 时 还 可 证 明 ， 
点 数 小 于 和 2 的 平面 图 ,其 面 也 是 4 色 可 染 的 .实际 上 ,这 惠 个 结果 记 可 由 (7-2) 式 推 
演出 来 ，, 


8 图 的 染色 


前 一 章 服 述 了 平面 图 的 面 着 色 以 及 面 着 色 与 点 着 色 .号 着 色 的 关系 ,对 于 非 可 
平面 图 而 言 ,只 有 把 图 嵌入 到 某 个 曲面 上 , 才 有 可 能 定义 性 的 面 . 本 章 将 讨论 一 般 
图 的 边 着 色 ,点 着 色 和 点 边 全 着 色 同 题 . 


8.1 边 染 色 


一 个 图 G = 《VY,E) 称 为 下 边 (点 ) 可 着 色 的 ,如 果 用 上 种 颜色 染 避 的 这 (避让 
使 每 -~ 条 边 {点 ) 梁 一 种 颜色 , 且 能 使 任意 两 相 邻 的 边 ( 点 ) 有 不 同 的 颜色 . 一 个 图 
6 = 《VY, 睫 ) ,如 果 它 是 边 ( 点 ) 可 着 色 的 ,但 不 是 (1) 边 (点 ) 可 着 色 的 , 则 称 它 
的 边 (点 ) 色 数 为 大 ,通常 用 .从 (GD) .后 6)) 表示 6 的 边 (点 ) 色 数 ， 

前 一 章 已 提 到 ,平面 图 的 面 是 4 色 可 染 的 , 当 且 仅 当 每 一 个 3 正则 平面 图 的 这 
是 3 色 可 染 的 ,从 而 可 推出 3 正则 平面 图 的 边 色 数 为 3. 下 述 是 边 色 数 的 几 个 简单 


的 结果 : 
na - 1， 车 mn 为 偶数 ， 
(CD 有 06) - 和， ” 基 为 奇数 
(2) 车厂 = (全 五 ) 为 二 部 图 , 则 . 客 (C) = A(G). 
(3) 设 6 为 已 的 补 图 . 当 点 数 n 为 偶数 时 , 则 有 
ne + 0) 二 次 下 一 四， 
0 和 0 (GE) {nn -1T):. 
当 为 奇数 时 , 则 有 
nC) + GC) & 2n- 3. 
0 (6) :HC en DD{n - 2). 
(4) 1964 年 吏 金 得 到 了 如下 的 精彩 结果 : 
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车 避 是 简单 图 , 则 
ACG) < 0 a AG) + 1. (8-1) 
若 6 是 无 环 多 重 图 { 即 中 中 两 点 之 闻 有 履 条 边 ), 则 
ACO) BC) a MO) + CG), 
其 中 pt 表示 重 边 中 最 多 重 边 的 重 数 ， 
由 敌 金 的 这 个 结果 可 推出 , 夏 如 (Shannon)1949 年 的 一 个 结果 ; 
设 避 是 个 点 的 无 环 包 重 图 , 则 


A(C) < 省 (C) < TACO)N. 


8.2 分 类 


根据 魏 金 定理 ,所 有 的 简单 图 可 分 为 两 类 :一 个 简单 图 6, 车. 客 (6) = AKCC)， 
则 C 称 为 第 一 类 图 : 若 . 省 (6C) = A(G) + 1, 则 如 称 为 第 二 类 图 ,要 搞 清 楚 哪 些 是 第 
一 类 图 ,哪些 是 第 二 类 图 ,并 非 是 一 件 易 事 , 已 知 如 下 一 些 结 果 : 


(1) G 是 简单 图 ,车 其 边 数 m > [nlA(C), 则 6 属于 第 二 类 图 ， 


由 这 一 结果 可 推出 如 下 事实 ; 
1) 每 一 个 背 数 个 点 的 正则 简单 图 是 第 二 类 图 . 
2) 设 G 是 一 个 正则 简单 图 ,并 且 点 数 m 为 奇数 ,又 设 是 由 G6 去 掉 任 意 r < 


好 -1 条 过 而 得 到 的 图 , 则 用意 于 第 二 类 图 . 


3) 设 G 是 正则 简单 图 , 且 为 偶数 ,那么 在 如 的 任 一 条 边 上 插 人 一 个 新 点 ， 
这 样 得 到 的 图 上 HH 是 第 二 类 图 . 

4) 设 它 是 简单 正则 图 , 若 6G 有 基点 , 则 6 属于 第 二 类 . 

(2) 如 果 C 是 简单 平面 图 且 A(C) = 10, 则 已 属 于 第 … 类 . 

(3) 设 C 是 简单 平面 图 ,& 是 6 的 最 短 图 长 度 . 若 下 述 条 件 之 一 成 立 , 则 七 属于 
第 一 类 . 


AGC)23,H gy 8; AAG) 8, g 23; 
PAG)SF4,B 8 5; PF AC) = 5,HAF4. 
8.3 点 着 色 


设 G = (V,E) 是 一 个 图 ,由 6 可 构造 男 一 个 疼 上 CG) 如 上 :把 人 的 边 集 吕 概 为 
上 L(G) 的 点 集 , L(G) 的 两 个 点 相 邻 当 且 仅 当 对 应 的 避 的 两 条 边 相 分 . 以 BC) 称 为 6 
的 钱 图 . 

旺 斤 ,的 边 色 数 等 于 FE) 的 点 色 数 ,一 个 图 的 点 色 数 址 很 难 确 定 的 .已 知 某 
些 钱 果 如 下 : 

(1) 图 6 的 点 色 数 . 谨 CG) 二 2, 当 且 仅 当 二 是 二 部 图 . 
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{2) 对 任意 简单 图 6, 6) 过 ACG)+ 上， 
(3} 对 任意 简单 图 6 = (VY, 5)， 


ey gy 


{4} 若 简 单 连通 图 不 蚌 A( CG) 疾风 的 ， 则 必 有 . 汝 C) At GC). 
(5) 若 简单 连通 图 6 不 是 完全 图 ,也 不 是 一 个 奇 图, 则 宾 恕 ) 二 A(C). 
{6) 设 6 是 任意 一 个 简单 图 ,C 是 6 的 补 图 , 则 有 


ne RO+ MG ent+l, ne.e):.A0) < ntl). 


8.4 色 多 项 式 


色 儿 项 式 是 研究 图 的 点 色 数 的 另 一 种 途径 .如果 用 4 神户 色 对 图 G 的 顶点 区 
色 , 使 任何 一 条 边 的 两 个 端点 具有 不 梧 的 颜色 ,那么 有 和 多少 种 不 同 的 着 色 方 式 ? 两 
种 着 色 方 式 是 不 后 的 ,是 指 存 在 一 点 , 它 在 两 种 着 色 方 式 ' 颜 色 不 同 . 

(1) P(C,4) 表示 用 4 种 戎 色 染 的 点 的 不 同 着 色 上 方式 数 , 郑 么 色 名 项 式 
P{G,4) 有 下 述 性 质 : 

ty PCC,A) > 0, 当 且 仅 当 3 . 珀 四) 

2) 车 0 有 环 , 则 对 任意 和 > 0,PC AN = 站 

3) .名 C) = minf4A 14 >0 整 数 且 PIC, 1) > 0}， 

(2) P{C,4) 的 递归 公式 : 设 e = [ww,s] 是 6G 的 一 条 边 , 而 不 是 环 ; 令 G', 表示 
从 5 中 去 掉 边 e 后 的 图 ;G "表示 在 如 ,中 把 点 ww 和 wv 合 并 为 一 点 后 的 图 . 则 有 

PIG,AY = PCG ,AY - PIG,,A). (9-2) 

事实 上 .的 所 有 不 间 的 警 色 方式 可 分 为 两 类 ,一 类 想 su 和 wv 有 相同 的 颜色 ， 
此 时 这 一 .着 色 方 式 怡 是 G", 的 着 色 方 式 : 另 一 类 是 & 和 w 具有 不 同 颜色 的 着 色 方 
式 , 这 一 类 着 色 方 式 怡 是 图 G 的 着 色 方式 ,从 而 (8-2) 式 成 宇 ， 

(3) 由 PtG,4) 的 定义 可 推出 : 

1) PK -ADD -n+1). 显 热 , 使 P(E,4) > 0 的 最 小 

2) 若 了 为 nm 个 点 的 树 , 则 PT na) = A404 -1 和合 PP(T,,A) > 0 的 4 最 小 
正 整数 为 2, 即 ,党 苞 ) = 2. 

3) 车 看 有 下 个 连通 分 校 四 2 0 则 


P(C,A) = lece, aA). 


{4) 证 如 是 nm 个 点 .mm 茶 边 、po 个 分 楼 、 包含 五 个 长 度 为 3 的 圈 的 简单 图 , 则 
P(CA) 满足 : 

1])》 PCG,4) 是 nn 次 儿 项 式 ,A? 的 系数 为 1; 

2) PEC,4) 的 最 低 次 项 为 X42; 

3) PCC,4) 中 从 47 到 2 的 各 项 系数 是 正 负 交错 的 整数 ,并 且 4a""' 的 系数 为 
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- 和 :dan 的 系数 为 mtm - 12 - 天 

(5) 图 6 是 连通 二 部 图 , 当 且 仅 当 PCG,4) 中 项 的 系数 为 奇数 . 

(6) 图 G 是 树 , 当 且 仅 当 PCCG,A) 中 4 项 的 系数 为 1. 

塔 特 (Tuttie)1970 年 得 到 一 个 惊人 而 优美 的 所 请 黄金 恒等式 . 

(7) 车 6 是 平面 三 角 划 分 图 ,那么 

PIG,T + 2) = (r+ 2)ro-i pt or + 1)}, 

这 里 = (1 +45)/2 为 黄金 比率 , 即 r+1l= ,并 且 r +2=5r. 

塔 特 注意 到 PC,r + 1) 关心 因此 P(G,3.618…) > 0, 侧 平面 图 的 四 色 问 题 是 
说 PCC,4) > 0, 

平面 三 角 划 分 图 ,是 指 每 一 个 面 都 是 由 三 条 边 围 成 的 下 测 图 . 

由 树 的 色 多 项 式 (8-2) 可 见 , 同 一 个 色 多 项 式 可 能 对 应 否 干 个 不 同 构 的 图 . 什 
么 样 的 色 禾 项 式 对 应 的 图 是 唯一 的 呢 ? 这 个 问题 目前 所 得 鳄 灯 不 风 . 而 且 是 一 些 平 
所 的 结果 . 


8.5 全 着 色 


设 6 = (Vy,E) 是 一 个 简单 图 ,如 果 用 种 颜色 对 的 了 边 和 点 进行 染色 ,每 一 边 
和 每 一 个 点 染 一 种 颜色 ,使 相 邻 的 边 以 及 相 令 的 点 有 不 同 的 颜色 ,并 且 每 条 边 的 颜 
色 和 它 两 个 端点 的 颜色 各 各 不 同 , 则 称 是 让 可 全 著 色 的 . 如 果 C 是 下 可 全 着 色 的 ， 
但 5 不 是 上 -1 可 全 着 色 的 , 则 称 C 刀 的 全 色 数 为 上 .通常 用 .9 C) 表示 图 大 的 全 色 
数 , 1965 年 内 扎 德 和 1968 年 魏 金 分 别提 出 了 图 的 全 色 数 猜想 ;任意 一 个 简单 无 向 图 
避 有 

A(G} + 1 & BG) < A(G)+2. 

围绕 这 -一 猜想 ,已 得 到 了 一 些 结果 ,但 更 彻底 解决 这 一 猜 焊 .还 有 相当 一 般 了 距离. 下 
述 一 些 图 类 的 全 色 数 癌 古 已 解决 ， 

(yo = (VE, =| FI|, 

1) am 为 偶数 ,AfC) = nl; 

2) 5 为 偶数 ,A(0) = n -2; 

3) 5 为 个 数 ,6 为 4a - 3)- 正则 图 ; 

4) 为 奇数 ,让 (CC) = 一 1; 


5) 5 为 奇数 ,CG 为 4 正则 且 4 > 
(2) 设 G 是 5 个 点 的 简单 无 向 图 ,着 A(G) = 82-5,, 则 (0) A(G)+2. 
(3) 车 (G6) 了 当 n, 则 六 (6) AAC) + 2 


易 见 , 当 n 和 > 20 时 ,总 有 nn - 5 > 说 n, 因 此 (3) 比 (2) 好 一 些 . 


(4) 车 A(O) 去 抽风 入 (C6) & A(G)+2 
(5) 车 图 GG = {VYV,EE) 不 售 二 角形 ,如 有 


好 
3 
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CC) < $A(C) +42. 


(6) 设 局 为 上 正则 图 , 若 满 足 
Es gh 上 为 疝 数 ， 
上 3a， 上 为 偶数 ， 
则 和 (5) & A(G) + 2. 


9 完 美 图 


设 C = (V,EE) 是 无 向 简单 图 ,5 C VW, 若 5 的 导出 子 图 6[S] 为 完全 图 , 则 称 
GL Sj] 为 一 个 团 , 用 雪 表 示 子 图 GL5].G 中 最 大 团 中 的 点 数 , 称 为 6 的 团 阶 ,用 


of 6) 表示 C 的 团 阶 .车 6 中 存在 个 团 押 , 且 ,…, 本 ,使 山 所 = V, 则 称 G 是 可 


大 团 覆 盖 的 . 若 6 是 可 上 # 团 覆盖 的 ,但 沾 是 (大 1 团 覆 盖 的 , 则 称 上 为 @ 的 团 覆盖 数 ， 
记 它 为 {人 0). 

一 个 图 5 = (VY, 上) ,如果 它 的 每 一 个 于 集 SC 六 3 在 如 中 的 导出 子 图 所 满足 
:车 人 HH) = a( 有 ), 则 称 是 完美 图 ， 

完美 图 的 概念 是 贝尔 热 (Berge) 在 1960 年 提出 来 的 , 袜 且 图 论 中 最 有 研究 价值 
的 专题 之 一 . 因 计 算 复 杂 性 理论 和 组 合 最 优化 都 与 完美 图 有 些 关 系 ,贝尔 热 提出 的 
强 完美 图 猜想 ,至 今 仍 是 一 个 重要 而 未 解决 的 问题 . 这 个 猜想 是 : 

一 个 简单 图 6 是 完美 的 , 当 且 仅 当 & 和 它 的 补 图 G5 的 任 一 个 导出 子 图 都 不 是 
长 度 大 于 3 的 奇 圈 . 

现在 已 知 的 一 些 完美 图 类 ,一 方面 显示 了 强 完美 图 猜想 的 正确 性 , 另 一 方面 也 
可 看 出 这 一 猜想 的 难度 . 


9.1 某 些 完美 图 类 


1. 二 分 图 = {VW, 5) 是 完美 图 

事实 上 ,二 部 图 的 在 一 个 导出 子 图 六 也 是 一 分 图 . 当 HH 中 有 边 , 则 wl FH) = 2， 
疝 箱 () = 2; 当 寺中 无 边 , 则 wl(H) = 1 而 . 知 (5) = 1. 从 而 总 有 wtH) = 
BH). 

2. 二 分 图 的 线 图 是 完美 图 

因为 线 图 的 团 阶 等 于 原 图 的 最 大 次 ,而 线 图 的 点 色 数 : 痒 于 厚 图 的 边 色 数 . 由 于 
二 部 图 的 边 色 数 等 于 其 最 大 度 , 由 此 可 推出 本 结论 . 

设 (P, < ) 是 仿 序 集 , 以 P 中 元 素 为 点 构造 一 图 GG = {VV,E): VY 即 为 P 中 元 素 
集合 ,对 .wvE P,[ u,v»] 蕊 玉 . 当 有 日 仪 当 w 和 ws 在 候 序 集中 是 可 比较 的 , 称 图 C = 
《7 为 可 比较 图 . 

3. 每 一 个 可 乒 较 图 是 完 蔷 的 
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显然 . 嫌 的 团 阶 怡 等 于 (P, <) 的 最 长 链 的 长 度 , 而 6 的 色 数 也 等 于 (CP,， <<) 的 
最 长 链 长 度 , 由 此 可 推出 本 结论 . 

一 个 图 6 = (VV, 上 5) ,车 它 的 每 一 个 长 度 大 于 3 的 图 都 汪 有 蓄 , 则 称 G6 为 三 角 划 分 
图 . 

4. 三 角 划 分 图 是 完美 国 . 

设 二 和 疡 是 平面 上 两 条 平行 线 ,al… a, 和 后,… ,5 分别 是 上 和 上 击 上 的 nn 个 
点 .不 和 负 设 上 的 点 满足 aj < < < ;用 [ow ,b.] 表示 联结 a; 和 机 的 线段 ， 
构造 医生 = (VYV,E) 加 下 ;Y= 11,2,… ,i ,而 [i,j] EEE 洁 上 仅 当 [ a@;, 5] 和 [ @;, 65] 
相交 , 即 a < g 且 > 刀 ( 见 图 9-1). 这样 构造 的 图 避 称 为 置 挽 图 . 


(ay (tb) 
图 9-1 

$. 每 一 个 置 挠 图 是 完美 图 

实际 上 , 寺 换 图 是 一 个 可 比较 图 

如 果 一 个 图 6 = (7 到 的 点 集 ? 能 划分 为 了 琴 部 分 : mm 和 三 ,使 G[ 态 ] 为 空 图 ， 
C[ Wa] 为 完全 图 , 则 称 妃 是 可 分 重力 . 

6. 可 分 玖 图 是 完美 图 

事实 上 ,可 分 裂 图 是 三 角 划 分 图 . 

设 a oa 和 上 都 是 正 整 数 . 构 造 图 C = (FY,E), 其 中 = 11,2,…,n|， 
[有 门生 三 当 且 公 当 am + a = 45. 这样 构造 出 来 的 图 6 称 为 贱 图 . 

7. 阀 图 是 完美 转 

事实 上 ,网 图 是 一 个 可 分 裂 图 . 

设 帮 , 兄 ,和 :了 是 直线 二 上 的 上 个 区 疗 ,定义 图 B =【《V,E) ,其 中 了 = 11.2， 
A 所 当 且 仅 当 J 门 上 人 2. 这 样 得 到 的 图 6 称 为 区 间 图 . 

38. 区 间 轩 是 完 条 图 . 


9.2 “有关 完美 图 的 定理 


1972 年 劳 瓦 土 (Lovasz) 和 1973 年 定 克 各 (Fulkerson) 分 别 独立 地 解决 了 风 尔 热 
关于 完美 图 的 一 个 猜想 ,并 证 明了 下 述 结果 : 

{1) 设 G =《【TY, 下 ) 是 一 个 简单 图 , 则 下 述 结论 等 价 : 

1) 对 任意 SC VY, 多 (6[ 5]) = de) 
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2) 对 任意 SC YafcLS]) = 0fC[S]); 

3) 对 任意 Sc Twotfe[S) atfeElS) 1831. 

由 (1) 可 立即 推 由: 

(2) 每 一 个 完美 图 的 补 图 也 是 完美 图 . 

事实 上 ,由 图 如 和 它 的 补 图 G 之 间 的 关系 可 得 : 对 6 的 任 一 导出 子 图 玉 , 有 
a(H) = wlH),0(HY = . 阁 (H), 其 中 五 是 的 补 图 . 故 由 56 是 完美 图 及 (1), 可 得 
HH) = w( 丹 ), 即 6 是 完美 图 ， 

(3) 图 6 = (VY,5) 是 完美 图 , 当 且 仅 当 对 每 一 个 子 集 SC FY, 导 出 子 图 GLS] 
有 一 个 独立 和 集 ,使 wt515] -了 < wlc[s]). 


9.3 ”临界 非 完美 图 


一 个 简单 图 G = (Y ,天 ) ,如 果 七 不 是 完美 的 ,但 & 的 任 一 个 导出 真子 图 是 完 
美的 , 则 称 和 是 想 界 非 完 美 图, 例如 奇数 个 点 的 初等 圈 是 临界 非 完 美的 ;而 奇数 个 
点 的 初等 轿 的 补 图 也 是 临界 非 完美 的 .前 面 提 到 的 强 完美 图 玺 想 , 用 临 罪 非 完 美 图 
的 术语 可 重新 叙述 为 :只 有 奇 团 和 奇 团 的 补 图 是 临界 非 完 美 图 ， 

(1) 临界 非 完 美 图 的 补 图 也 是 临界 非 完 美 图 ， 

《2) 如 果 C 是 临 措 非 完美 图 , 则 与 的 点 数 m = at Cw(6) + 1 

设 G =《〈 扩 五) 是 具有 nm = am + 1 个 点 的 简单 图 , 恕 果 对 和 的 每 一 个 点 te- 
# 的 点 集 能 划分 为 a 个 阶 为 w 的 团 ,同时 也 能 划分 为 w 个 点 独立 集 ,使 每 个 独立 集 
怡 有 a 个 点 , 则 称 C 为 (6 ,wm) 图 . 

(3) 每 一 个 临界 非 完美 贸 是 一 个 (aow) 图 . 

{4 设 6= (FE 是 (Cao 图 , 则 II)= wwtrloalt0) = [人 = ww, 
BO = w+100 =er+tl. 

(5) 设 0 是 (a,w) 图 , 记 n = ow + 1,w 团 表示 具有 ww 个 点 的 团 ,a 独立 集 表 示 
5 个 点 的 独立 集 . 则 有 

1 如 答 有 个 w 团 ; 

2) 如 悦 有 mn 个 = 独立 集 ; 

3) 如 的 每 一 个 点 怡 在 避 个 w 团 星 ; 

4) 的 和 拇 一 个 点 恰 在 a 个 a 独立 集 里 ; 

5) 七 的 每 一 个 团 恰 与 一 个 a 独立 集 不 交 ; 

6) 0 的 每 一 个 a 独立 集 愉 与 一 个 w 团 不 交 ， 


9.4 ”完美 图 的 某 些 充 分 条 件 


判断 一 个 图 是 否 是 完美 的 ,并 非 是 件 简 单 的 事情 ,下 面 提供 一 个 图 其 完美 图 的 
一 些 充分 人 条件: 

(1) 一 个 图 6 ,如 果 它 的 每 一 个 育 轿 有 两 条 交 丸 的 弦 , 则 G& 是 完美 的 . 这儿 的 
奇 图 是 指 长 大 于 3 的 奇 锋 ， 
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(2) 如 果 图 有 的 每 一 个 长 度 广 于 3 的 奇峰 至 少 有 两 条 屠 , 则 6 是 完美 的 . 
(3) 如 果 图 6 的 每 一 个 青 轿 是 由 不 交叉 的 纺 划 分 为 三 角形 ,那么 是 完美 的 . 
强 完美 图 猜想 对 平面 图 和 无 爪 图 都 是 正确 的 . 


9.5 某 些 参数 值 的 估计 


计算 和 估计 一 个 图 个 的 .多 (G) 和 ef) 是 十 分 困难 的 . 己 知 确定 一 个 图 的 色 
数 和 独立 数 问题 都 是 NP.hamd 的 .本 节 的 自 的 是 利用 线性 规划 这 一 工具 计算 或 估计 
.小 (及 efey 的 值 ， 
(1) 设 CG = {VYV,E) 是 无 向 简单 图 ,对 的 每 一 个 点 i 指定 一 个 变量 * ,那么 厂 
的 独立 巢 数 a( 8) 是 下 述 整数 规划 的 晤 优 值 : 
max >, iy 


:=1 


rw < 1, 对 6 的 每 一 个 钱 ， (9-1) 
iE 尼 
i 三 人 或 1l,z 三 | ,了 ,， 

如 果 对 6 的 每 一 个 团 C, 指 定 一 个 变量 ye ,那么 6 的 补 峰 6 的 色 数 (G6) 为 下 


述 问题 的 最 优 值 : 
min Ze 


De 这 l,s: 二 1 , 字 ,，……， 庄 ， (9-2) 
人 


众所周知 ,问题 (9-1) 和 (9-2) 都 是 0-1 整数 规划 ,目前 述 没 有 好 的 一 般 算法 . 
问题 (9-1) 和 (9-2) 对 应 的 松弛 问题 分 别 为 问题 (9-3) 和 {9-4): 


max > jx 
E = 上 
之 jx 过 二 对 人 的 一 切 团 C， (9-3) 
人 
ze OF = 1,2,.**,n, 
min > ic 
c 
Sy li = 1,2,.. nm， (9-4) 
ft 安 寂 


yo 0, 对 6 的 每 个 团 CC. 


由 于 问题 (9-3) 和 (9-4) 是 一 对 互相 对 偶 的 线性 规划 , 故 他 们 的 最 优 值 相等 . 设 其 
最 优 值 为 a (6) ,从 而 有 a a 人) 之. 客 ( 
特别 , 当 如 为 (ao) 图 时 , 刚 必 有 
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a”" (©) 二 站 十 过. 
事实 下 , 设 二 = lm = 1,2,…,n; 则 它 是 问题 (3-3) 的 一 个 可 行 解 , 从 而 


本 用 1 
站 (GG}e= ~ =a+~—. 
(G0} > a + 


另 一 方面 ,对 每 一 个 最 大 团 C, 令 y。= 1 而 其 余 团 (yy = 0, 则 |y| 是 问题 
{9-4) 的 可 行 解 .再 由 (5) 可 得 
a Gy = XC) + 


其 中 X* (5) 是 问题 49-4) 的 最 优 值 . 

由 上 述 可 得 下 面 的 结论 : 

1) 图 6G = (VY,EE) 是 完美 的 , 当 且 从 当 对 5 的 每 - :个 导出 子 图 鼎 有 atH) = 
a (HH). 

2) 图 G = (Fr,) 是 完美 的 ,当量 仅 当 对 宇 的 每 一 个 导出 子 图 中 ,re ”1 FH) 是 束 
数 . 

对 一 般 图 计算 a (5) 和 计算 af G6) 一 样 困难 ,但 对 忆 闫 图 有 包 项 式 算法 计算 
at GC), 

(2) 汉 克 带 在 1972 年 证 明了 线性 规划 {9.3)1 是 描述 如 美 图 的 独立 集 的 些 索 面 
体 .他 的 将 论 是 : 当 旦 就 当 5 是 完美 图 时 ,不 等 式 组 (9-3) 吓 撒 述 一 个 图 如 的 独立 
集 的 凸 和 多面体. 

劳 瓦 士 等 人 已 证 明 , 利 用 线性 规划 的 梢 球 法 可 在 儿 贞 式 时 间 内 求 出 完美 图 的 
独 苹 数 ef C). 

(3) 对 佑 计 值 ”fc) 的 改进 . 设 中 =【 记 下) = 1i,2,.-… nl, 对 如 的 每 一 -个 
独立 集 ,定义 一 个 sn x 5 的 奸 阵 40 = 《er) ,其 中 

人 Ul, 若 二 ET ， 
w= 10， 香 则 ， 
若 令 JJ = (1,1, ,17, 则 显然 有 Auw =1 U1. 设 
$5= |Ar1U 是 如 的 独立 集 |， 

因此 有 atlG) = maxi J 了 iAJ 1 4 €£$1. 由 Ai 的 定义 得 : 


1) 任意 A ES, 有 tA = 山 其 中 A = Ya,; 
i=1 


2) 4 = 4f, 即 点 是 对 称 的 ; 

3) 和 4 是 半 正 定 的 . 

记 引 是 3 的 凸 包 , 那 么 对 任意 的 天 去 5, 下 也 满足 门 .2)、3)， 
定义 


了 上 


é(C) = max{ TRI I XE Sl}. 
由 于 SC 3, 故 有 etc) < 太 人 ; 进 而 ,对 任意 关 扣 $5, 定义 


由 
k= > %y, i 二 1 ,之 
六 = 1 
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(A 若 20， 


0， 其 余 ， 
其 中 针 = [|] 为 nx n 短 阵 .不 难 验 证 ,这 样 定 闵 的 1x| 为 规划 问题 (9-3) 的 可 行 
解 .从 而 站 G6) 二 o" {G6). 这 样 就 得 到 
a(G) a HOG) Ea (0). 
当 图 如是 (a,w) 图 时 , 则 有 
ote < AG ia (0). 
(4) 已 经 证 明 ,对 任 给 简单 图 避 和 e > 0, 计 算 误 差 小 于 的 区 和 之 值 有 一 个 
多 项 式 算 法 ,该 算法 是 上 和 11logs | 的 名 项 式 函 数 . 
(5) 若 将 ((1) 中 由 和 2 的 we"f5) 用 总 吨 ) 代 之 , 则 1) 和 2) 仍 成 立 ， 


10 ”整数 流 与 圈 覆 盖 


10.1 整数 流 的 基本 概念 


设 C = {VV,E) 是 一 个 无 割 边 的 无 向 图 ,是 一 个 映射/; 5 一 Z, 其 中 为 整数 集 


合 .CC 是 局 的 一 个 定向 . 记 E+ 和 有: 分 别 是 已 中 关联 于 * 的 出 弧 集 合 和 人 弧 集 合 . 
若 对 6 的 每 -点 zs 有 


fo 2 fe) = Dfle) = f (v0), (10-1) 
EE EE. 


则 称 有 序 对 (6, 六 是 -个 整数 流 , 或 称 C 有 整数 流 . 若 一 个 整数 流 (C, 六 满足 ,对 
每 一 边 ee 已 有 He) xz 0, 则 称 (6,P 为 处 处 不 为 零 的 整数 流 ,或 称 /为 5 的 处 站 
不 为 零 的 整数 流 . 若 (C,P) 是 6 的 一 个 整数 流 ,并 且 对 每 -- 个 。€ 巨 有 1 Ke)1< 
, 则 称 (6,7) 为 6 的 整数 上 流 ,或 简称 上流. 
整数 流 问题 主要 是 研究 哪些 图 类 有 处 处 不 为 零 的 上 流 , 片 使 上 尽量 小 . 
10.1.1 载 特 基于 整数 流 的 猜想 


整数 流 的 概念 是 塔 特 (Tutte) 引进 的 , 它 是 平面 图 四 色 问 题 的 提炼 和 推广 , 关 
于 整数 流 问 题 , 塔 特 的 几 个 最 有 名 的 狂想 是 : 

(1) 每 一 个 无 割 边 的 图 有 一 个 处 处 不 为 零 的 5 流 ， 

(2) 每 一 个 无 草 边 的 图 ,如 果 它 的 每 一 个 子 图 都 不 同 胚 上 彼 特 孙 {Petersen) 图 
(图 101) , 则 它 有 处 处 不 为 零 的 4 流 . 

{3} 每 一 个 无 割 边 的 3 正则 图 ,车 它 不 富 同 胚 于 彼 特 孙 图 的 子 图 , 则 它 的 边 是 3 
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可 着 色 的 (等 价 地 说 ,有 处 处 不 为 霍 的 4 流 )， 
(4) 每 一 个 无 割 边 的 图 , 消 它 不 售 3 条 过 的 割 集 , 则 | 
它 育 处 处 不 为 零 的 3 流 . 
各 多 年 来 ,这 些 猿 想 取得 了 一 些 进展 ,下 面 将 作 介 
绍 . 


10.1.2 整数 流 的 性 硕 


设 (6, 月 是 6 的 一 个 整数 流 ,那么 由 流 的 定义 可 知 
(1) 对 任意 Uc VF (U): = 之 六 (2) = Zit 图 I0-1 被 特 孙 图 


—f (U0, >) fle) = 人 之， Fa) ,其 中 五 = WU 而 (了) 表示 起 点 在 


< 人 ET 0 ti, 


里 终点 在 了 里 的 弧 之 集合 . 

由 此 可 推出 ,车 G 有 处 处 不 为 零 的 整数 流 , 则 6 无 审 边 . 

(2) 对 任意 Eo cE, 在 中 将 Bo 的 弧 反 向 ,这 样 由 C 得 到 CG 的 另 一 个 定向 ; 
并 定义 


def 


， fle), 若 eEE- bb, 
/人 (4e) = {> 若 eE€ 已 ， 
那么 4G ,f') 也 是 6 的 整数 流 . 
因此 ,车 G 有 整数 流 , 则 对 6 的 任何 一 个 定向 6G, 都 有 -个 鼎 射 /; 5 一 二, 使 (6， 


放 是 5 的 一 个 整数 流 . 同 理 ,车 (6, 让 是 的 一 个 流 , 那 么 有 一 个 流 (C ,f'), 使 
对 一 切 e EE,f'(e) m0. 

(3) 车 GG 有 一 个 处 处 不 为 堆 的 上 上流 , 则 对 一 切 h ,5 有 一 个 处 处 不 为 堆 的 4 
流 . 

(4) 有 处 处 不 为 零 的 2 流 , 当 且 仅 当 6 是 欧 拉 图 . 

设 作 是 局 的 一 个 定向 ,f: 5 一 Z. 若 有 序 对 (G6,7) 满目 ,对 每 一 个 v€ 了 有 

产 ( 们 三 广 ( (modk), 

则 称 (C, 六 是 模 天 流 . 一 个 模 上 流 1C ,月 , 若 对 一 切 ee EUey 二 00modk), 则 称 
《G, 门 为 处 处 不 为 零 的 模 上 二流. 

(5) 设 (6, 六 是 6 = (V,E) 的 模 上 流 , Eo CF, 在 6 中 将 8 里 的 新 反 向 得 到 
的 G 的 定向 图 记 为 .定义 

, Ae), eed- i, 

了 《2) = { _ fle), e€E,. 


那么 (6 ,六 (e)) 也 是 6 的 模 4 流 . 
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(6) 图 蝇 有 外 处 不 汶 直 的 环流 , 当 旦 权 当 已 有 处 钼 东 为 零 的 模 上 去 流 . 
10.1.3 “ 整 教 流 与 面 着 色 


设 = {VV,E) 是 一 个 平面 图 有 无 割 边 , 则 避 的 面 是 站 色 可 庚 的 , 当 匡 仅 当 6 有 
处 处 不 为 等 的 大 流 . 

假设 F(G) 为 5 的 面 之 集合 ,11.2,…, 上 1 是 上 种 颜色 集合 , 避 的 面 是 站 色 可 染 
的 ,等 价 好 说 存在 映射 CFiG) 一 11,2,… ,上 ,使 得 每 一 条 边 。 的 两 全 的 面 有 不 局 
颜色 .现在 对 每 一 条 边 。 给 一 个 定向 ,使 得 沿 着 其 定向 走 , 它 的 右 人 出面 的 色 号 小 . 定 
六 fe) =1 CCF) -CCF ) 1, 其 中 和 F. 分 别 是 沿 e 的 从 向 走时 的 左 侧面 和 


e 的 右 侧 面 .这 样 就 得 到 了 C 的 -一 个 定向 人 和 边 集 下 上 的 一 个 函数 六 不 难 证 明 (C， 


月 是 一 个 处 处 不 为 零 的 正 的 不 流 , 即 (6 ,月 是 -- 个 处 处 不 为 本 的 下流 ,并且 ALe) > 
们 对 一 要 ee 亡 下 成 并 . 


反之 , 设 (C, 月 是 @ 的 一 个 处 处 不 为 零 的 上 流 ,定义 映射 GC: FF( CG) 一 10,… ,此 一 


1 如 下 ; 任 取 避 的 一 个 面 所 EF(O) ,定义 CCm) = 90, 对 已 的 每 一 弧 e, 设 和 
上 分 别 是 e 的 左 侧面 和 右 人 出面 , 则 定义 
COF) = C(OF) + fle) (modk). 


不 难 证 明 ,这 样 定义 的 觅 射 CC 是 5 的 面 上 着 色 , 由 于 f(e) 二 小 所 以 
CAF) 天 人 (Fo 


10.2 图 履 盖 


设 G 是 一 个 图 ,是 6 的 欧 拉 子 图 的 一 个 族 .如 果 避 的 每 -条 边 盏 少 驴 于 .多 的 
一 个 成 员 , 则 称 . 罗 是 6 的 一 个 圈 覆 蔓 . 进而 ,着 图 覆盖 .中 有 上 个 欧 拉 子 图 , 则 称 , 安 
为 起 园 覆 盖 . 设 .是 G 的 赂 机 六 , 若 的 每 一 条 边 恰 好 在 .7 的 两 个 成 员 里 , 则 称 . 六 
为 里 双 材 盖 ; 进 而 图 双 槛 盖 .车 有 个 成 员 , 则 称 .2 为 大 图 双 覆 冀 . 


10.2.1 图 禾 盖 与 正教 流 的 关系 


(1) G 有 姓 处 不 为 零 的 2 流 , 当 且 仅 当 G 有 r 和 锋 属 盖 . 
(2) 车 有 2' 图 双 杂 盖 , 则 EC 有 处 处 不 为 零 的 工 流 . 
设 ,多 = 是 图 的 一 个 圈 双 覆盖 ,如果 对 年 一 | 王 1 2, rs 


存在 C; 的 一 个 定向 C, ,使 得 C 是 一 个 欧 拉 有 向 图 ,并 且 对 6 的 每 一 条 边 e,e 在 .9 的 
两 个 欧 拉 有 向 图 C, 和 Cs 中 的 定向 相反 , 则 称 多 是 可 定向 圈 双 覆盖 . 如 果 可 定向 图 
双 答 盖 .中 有 上 个 成 员 , 则 称 .2 为 可 定向 圈 双 覆盖 .考虑 问 的 下 述 性 质 之 间 关 
(Pi) 图 CGC 有 处 处 不 为 替 的 上 流 . 
{P,) 图 CG 有 可 定向 上 圈 双 覆盖 . 
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《Pi) 存在 可 定向 曲面 5,C 在 $ 上 是 面 可 将 色 的 . 

{3} 当 G6 是 无 割 边 的 图 时 , 则 有 

1) (PP) 可 推出 (Py),{ 户 ) 可 推出 (PP,). 

2) 车 如 是 平面 图 且 S 是 球 , 则 ( P;} 等 价 于 ( PP) 等 从 于 ( P1). 

3) 若 6 是 3 正则 图 , 则 ( 卢 ) 等 价 于 (P,). 

4) 当 丰 = 2,3,4 时 ,(P) 和 ( 记 ) 等 价 . 

设 .F 是 图 上 的 图 覆盖 ,如果 G6 的 每 一 条 边 最 和 多 出 现在 .2 的 两 个 成 员 里 , 则 称 . 产 
为 上 的 圈 (1,2) 覆盖 . 

(4) 于 述 结 论 等 价 : 

1) 下 有 处 处 不 为 零 的 4 流 ; 

2) 让 有 2 圈 (1,2) 覆盖 

3) 茹 有 3 圈 (1,2) 覆盖 

4) 有 3 轿 双 徐 盖 ; 

5) 有 4 圈 双 禾 盖 ， 

(5) 若 图 G 有 处 处 不 为 芍 的 4 流 , 则 到 有 图 双 覆 造 . 


10.3 ”处 处 不 为 零 的 4 流 与 3 流 


设 = (VY, 再) 是 一 个 无 割 边 的 图 ,Ce 的 一 个 子 图 所 . 若 天 满足 对 每 一 点 4 E 了 
有 del v) 尘 dut v(mod2) ,出 称 为 G 的 同 奇偶 子 图 . 

{1) 图 6 有 处 处 不 为 零 的 4 流 , 当 且 仅 当 忆 能 分 解 为 片 干 个 非 平凡 的 同 奇偶 子 
图 . 

{2) 图 6 有 处 处 不 为 零 的 4 流 , 当 且 仅 当 已 有 两 个 记 不 交 的 同 奇偶 子 图 . 

设 5 是 6 的 一 个 欧 拉 子 图 ,C 是 5 的 一 个 分 枝 , 车 局 也 含 65 的 奇 ( 偶 ) 数 个 奇 次 
点 , 则 称 © 在 & 中 是 奇 { 非 青 } 异 的 . 6 的 一 个 欧 拉 子 图 * 是 非 闸 异 的 ,机 果 它 的 每 
一 个 分 枝 都 是 非 奇 异 的 ;进而 ,车 5 是 非 奇 异 的 ,并 且 G 小 不 在 5 里 的 点 之 次 均 为 
偶数 , 则 称 $ 为 偶 支撑 圈 . 

(3) 一 个 图 6G 有 处 寻 不 为 零 的 4 流 , 当 且 充当 GG 有 个 支撑 辕 ， 

(4) 3 正则 图 是 过 3 可 着 色 的 , 当 且 仅 当 它 有 2 因子 “使 安 的 每 一 个 分 枝 是 侦 
长 度 的 圈 ， 

(5) 车 有 一 个 连通 的 侦 因 子 , 则 GG 有 处 处 不 为 零 的 4 流 .由 此 可 推出 ,若是 
哈密 顿 的 , 则 如 有 处 处 不 为 零 的 4 流 ， 

(6) 车 5 有 两 襟 边 不 交 的 支撑 树 , 则 会 有 处 处 不 为 ' 肥 的 4 流 . 

由 于 4 过 连通 图 包含 两 棵 边 不 交 的 支撑 树 , 所 以 有 有 

{7) 车 如 是 4 边 连 通 , 则 G 有 处 处 不 为 零 的 4 流 . 

关于 处 处 不 为 零 的 3 流 , 塔 特有 如 下 猜想 : 

每 一 个 4 边 连通 图 有 一 个 处 处 不 为 零 的 3 流 ， 

上 面 的 (7) 说 明 4 边 连通 图 有 处 处 不 为 零 的 4 流 , 对 平面 图 这 个 猜想 是 正确 的 : 

(8) 每 一 个 4 边 连 通 的 平面 图 有 处 处 不 为 图 的 3 流 . 
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(9) 3 正 虽 图 有 处 处 址 为 零 的 3 流 , 当 且 仅 当 它 是 二 部 岁 . 

(10) 图 6 有 处 处 不 为 零 的 3 流 , 当 且 仅 当 如 有 可 定 剖 3 俩 双 覆 盖 . 

(11) 具有 :个 奇 次 点 的 上 边 连通 图 5, 如 果 上 4logyt1. 央 GG 有 处 处 不 为 零 的 
3 流 . 


10.4 ”处 处 不 为 零 的 上 流 (Fk = 5) 


塔 特 关 于 整数 流 的 第 一 个 猜想 是 ,存在 一 个 正 整 数 上 ,他 得 每 一 个 无 割 过 的 图 
有 一 个 处 奸 不 为 零 的 上 上流 .上 佳 档 尔 (Jaeger) 等 证 明 丁 

{1) 每 一 个 无 割 边 的 图 2 ,有 一 个 处 处 不 为 零 的 8 渡 . 

赛 冒 尔 {Seymour) 进一步 证 明了 

{2) 每 一 个 无 割 边 的 图 6@,CG 有 处 处 不 为 零 的 6 流 . 

{3) 每 -一 个 无 割 边 的 平面 图 有 处 处 趟 为 零 的 5 流 . 

{4) 车 图 无 制 边 且 有 哈密 顿 链 , 则 CE 有 姓 处 不 为 零 的 5 流 . 


参考 文献 


Bondy J A, Murty U 3 R. Graph theor with applications. New York :North Holland, 1981 . 
Lowell W B, Wilson R J. Selected topics in graph theory .London: Academic press, 1978. 
Berge C. Graphs. New York: North-Holland, 1985. 

刘 振 宏 .应 用 组 合 论 . 北京 :国防 工业 出 版 社 ,1992. 


和 


拓扑 学 


编 者 张 敦 移 
审 校 者 ” 徐 森 林 


引 育 … 
析 扑 空间 


日 


"(149) 
“+ {149) 


1.1 二 扩 空间 和 过 续 遇 时 


1.2 可 数 性 和 分 离 性 … 


(149) 


1.3 连通 和 和 道路 连通 ……… 


1.4 覆盖 和 紧 性 … 


和 


同 伦 与 同调 论 …………… 
2.1 同 伦 


2.2 上 几 娄 常用 空间 


2.3 同 伦 群 … 


和 


(153) 


(155) 
(157) 
(160) 
C60) 
(162) 


… 《170) 


录 


2.4 同调 :同调 ee 
3 微分 拓扑 学 … ，。 
3.1 映射 宝 间 C 4， 站 


3.2 模 截 性 


3,3 莫 尔 期 理论 aa 


3.4 未 性 类 、 厂 文 上 网 再 


3.5 关于 人 这 形 分 类 


革 些 经 
参考 文献 …… 


和 


{173} 


(1 这) 


. (182) 
: {183) 
(186) 


* {189) 


(194) 
196} 


引 言 


拓扑 学 是 研究 (广义 的 ) 几 柯 图 形 下 其 在 拓扑 变换 下 不 变性 质 的 学 科 . 它 既 是 
现代 数学 的 基础 之 一 ,又 是 20 世纪 得 到 高 广发 展 的 现代 数学 分 支 之 一 ,著名 的 非 
尔 兹 (J.C. Fields) 奖 约 三 分 之 一 是 授予 拓扑 学 及 相关 工作 的 .拓扑 学 不 仅 在 数学 的 
其 他 分 支 中 有 重要 的 作用 ,而 且 在 物理 ,天文 ,力学 ,化 学 、 分 于 生物 学 经济 万 至 技 
术科 学 中 有 广 证 而 识 入 的 应用 , 它 在 规范 场 理 论 . 超 落 理 沦 .DNA 理论 以 及 经 济 均 
衡 理 论 中 的 应 用 就 是 几 个 罕 出 的 例子 . 

拓扑 学 按 其 研究 对 得 和 研究 方法 的 特点 又 分 成 点 集 护 扑 ( 又 称 一 般 拓 扑 ) . 代 
数 拓扑 、 微 分 拓扑 、.PL( 分 片 线性 ) 拓 扑 \ 低 维 拓 扑 、 流 形 拓扑 等 分 支 . 

欧 拉 {L. Euler) 和 黎明 {B. Riemann) 曾 对 某 些 拓扑 问题 作 过 早期 研究 .2 加 世纪 
初 , 随 着 康 托 尔 (G.Cantor) 集 合 论 的 建立 ,由 于 研究 汕 数 空间 等 的 需要 ,开始 莫 定 点 
集 拓 扑 的 基础 .从 1895 年 并 始 , 庞 加 莱 (1H.Poincare) 发 表 了 6 篇 论文 , 莫 定 了 代数 拓 
扑 ` 微 分 拓扑 .FL 括 扑 的 基础 .点 集 拓扑 \ 代 数 拓 扑 在 加 此 纪 上 半 叶 就 得 到 了 高 度 
的 发 展 ,微分 拓扑 、PL 拓扑 、 低 维 拓扑 . 流 形 拓 外 等 在 加 扯 纪 下 半 叶 也 薄 勃 地 展 
开 . 限 于 篇 帆 , 这 里 只 能 介绍 一 些 基 本 内 容 , 有 很 多 曹 要 内 容 未 涉及 ,篇 后 的 参考 文 
献 , 或 可 为 硕 望 深入 了 解 的 读者 提供 一 些 线索 。 


1 拓扑 空间 


1.1 所 站 空间 和 连续 映射 


1.1.1 拓 半 空间 的 基本 概念 


定义 1 证 了 是 一 个 集合 ,2 ({ 开 } 表 的 窒 集 合 ,. 广 己 : 交 (XX) 为 于 的 一 个 子 
集 族 , 若 它 满足 ; 

PX 和 心 属于 .多 ， 

2 多 中 任意 个 集合 的 并 集 属于 天; 

3 .多 中 有 限 个 集合 的 交集 属于 ,8 ， 
则 称 多 为 天上 的 一 个 指 扑 , 称 人 YY 多) 为 拓扑 室 和 间 , 当 . 宛 的 会 站 清楚 时 , 简 记 为 
五 ,中 的 集合 称 为 开 集 . 

例 1 没 寺 是 任意 集 台 ,中 : = ,0 , 则 (XX,. 寞 ) 基 才 扑 室 间 ,. 卉 称 为 平凡 拓 
扑 . 

例 2 设计 是 任意 集合 , 师 ;= 灾 (OD, 则 ( 工 ,. 记 5) 是 打 ! 扑 空间 ,. 称 为 痪 散 拓 
扑 . 
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例 3 设 (X,d) 为 度量 空间 (参看 “ 泛 菠 分 析 " 篇 ), 对 任意 x 毛尖 及 正 数 fr, 称 
B(xyr): = |yEXILd(x,Y) < rr 为 以 x 为 中 心 . 半 径 为 r 的 球形 邻 域 . 设 CT , 若 
对 任意 x 总 上 ,存在 +>0, 使 得 Btx,r)c 5, 则 称 上 U 为 开 集 ,所 有 这 样 的 开 集 构成 
下 的 一 个 拓扑 , 称 为 由 度量 f 决定 的 度量 拓扑 , 记 必 . 史 ， 

定 流 2 设 开 和 .党 为 五 上 的 两 个 扣 扑 ,车 . 甸 记 多, 央 称 所 扑 . 寞 比 角 粗 ( 受 比 
神 细 }), 记 为 .有 f<. 扫 用. 介 . 显然 壮 上 的 拓扑 按 关 系 < 构 成 偏 序 . 设 多 为 下 上 任 
一 拓扑 , 则 恒 有 .下 一 号 矶 . 

定妆 3 设 ( 直 ,9 ) 为 一 后 扑 室 间 , 则 有 

1 设 FCX, 若 完 \ FE , 则 称 玉 为 此 拓扑 宝 间 的 闭 集 .(*,. 信 ) 的 一 切 闭 集 
的 全 体 记 作 .六 

> 设 xEX,NC, 车 存在 UE 了 使 得 xE€ UCN, 则 称 NW 为 x 的 地 域 ,x 的 邻 
域 的 全 恒 称 为 * 的 邻 域 系 , 记 作 .f (x), 而 .f= 出 -4A(z) 称 为 下 的 邻 域 系 . 若 


已 了 , 则 称 为 x 的 开 邻 域 

了 设 4cCX, 芋 中 一 切 包 含 4 的 闭 集 的 交 称 为 4 的 闭 包 , 记 作 4 或 Q14. 

和 设 AC, 则 含 于 4 中 一 切 开 集 的 并 称 为 4 的 内 部 , 记 为 4 或 IntL4. 直 中 的 
点 称 为 4 的 内 点 ， 

杀 设 4CX, 则 集合 4 个 工 \ 4 称 为 4 的 边界 , 记 作 Bd4,Bd4 中 的 点 称 作 4 的 
边界 点 . 

丰 设 ACX,xEX, 若 对 任意 NEA (x), 有 NNNCA jx1) 兰 必 , 则 称 x 为 4A 
的 从 点 ,4 的 一 切 聚 点 的 集合 称 为 4 的 导 集 , 记 作 相 . 

7 设 .省 Cc 训 若 皇 一 UE 六 均 可 表 为 . 客 中 苦于 成 员 的 半 , 则 称 . 儿 为 拓扑 了 的 
基 . 


人 F 设 ,C.F, 基 ,居中 有 限 名 个 成 员 交 的 全 和 体 攀 成 ,的 基 , 则 称 . 祁 为 拓扑 爷 


的 亚 基 中 , 称 .F 汶 由 ,生成 的 拓扑 . 

命题 1 设 ( 革 ,克海 拓扑 空间 , 则 有 如 下 性 质 : 

be 二 的 全 往 闭 集 . 安 满 足 : 

(CG) 工 和 (属于 天 | 

(CG) 任意 多 个 闭 集 的 交 仍 为 闭 集 ; 

(G3) 有 限 多 个 闭 集 的 并 仍 为 闭 集 . 

> 任意 点 <E 的 邻 域 系 .fx 具有 性 质 : 

CN) .YI 六, 且 对 任意 NEA (x), 必 有 x 七 放 ; 

(Ns) 没入 ,EAN(z), 则 入门 人 EA Ux); 

{M3)】 设 NEA T(x},NcCU, 则 UEA (x); 

(NM) 对 任意 NEA Ia) ,存在 UE.A (L(x), 使 得 UC N, 且 对 每 一 yE 已 , 恒 
有 UE (YY). 


D 和 业 林 也 称 作 子 直 , 但 接 慨 例 , 子 空间 本 身 也 是 空间 ,于 群 相 和 叶 由 是 群 ,但 于 基本 寺 不 
一 不 是 天 ,所 以 我 们 不 用 子 菇 这 一 名 称 . 


+ 
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区 设 4CX, 则 症 为 舍 于 4 的 最 大 开 集 ,4 为 开 集 的 充 要 条 件 为 :A = 4. 
4 设 4C41, 则 4 为 包 洁 4 的 最 小 闭 售 ,4 为 闭 集 的 充 要 条 件 为 ;4 = 直 . 
?4CXY,xEA, 则 xce4 的 充 要 条 件 为 :对 任意 NE.f xs) ,有 下 站 4 天 (人 
人 名 设 4, 吾 为 二 的 尾 意 子 集 , 则 有 
(Ki) C= 0 
(Ka) AcA; 
(Ka) A4A=4; 
(Ks)} AUB=AUB. 
上 述 () ~ ( 专 ) 称 为 库 拉 托 夫 斯 基 (Kuratowski) 闭 包公 理 . 
7 设 .多 cP(XY), 则 .多 能 成 为 了 上 某 个 本 扑 的 蕉 的 充 怠 茶 任 为 
(A) X= pesB; 
(A) 对 任意 局 ,部 后. 宙 交集 Bi 门 Bi 能 表 为 . 岁 中 茶 些 成 员 的 并 . 
8? 设 .7 己 沪 (XX) ,车 满足 半 = Uscs, 则 天 上 存在 唯 : 的 拓扑 到 , 以 .多 为 亚 


定 兴 4 设 #> 是 集合 五 上 的 一 个 关系 ,满足 : 

1* 对 任意 sn 富 D, 有 oa; 

2 对 任意 a,P,7YED, 基 a>8,8z7, 则 有 a=; 

3 对 任意 a ,PE DD, 存 在 YE 了 ,使 得 yz ay 有 , 则 称 ( 了 ,> ) 是 一 个 有 向 集 ， 
兰 称 为 D 上 的 一 个 定向 . 

定 兴 5 设 也 为 一 有 向 集 , 五 为 一 集合 ,AC 革 ,映射 N: DD 一 4 称 为 4 中 的 网 ， 
对 gEN,%: = N(a), 觅 射 入 记 为 |xiaE DiI 或].|. 当 上 D=2,, 有 征 交 有 艺 为 自然 数 
的 大 小 关系 , 则 网 即 为 通常 的 序列 |x,1nE 2 ,|. 

定 久 而 设 1xleE Dt 为 拓扑 空间 大 中 的 网 ,xE€ XX. 洪 村 zx 的 竹 意 邻 域 U, 存 
在 a DD, 使 得 当 BED 且 Pa 时 ,有 xo UV, 则 称 网 ix| 收 煞 于 x, 记 作 
im 三 和 或 x 一 x. 

命题 2 设 夺 为 乓 扑 空 间 ,4CX,zEIE, 则 *E4 的 充 坚 条 件 为 :在 4 中 存在 
收敛 于 x 的 网 . 

定义 7 设 ( 邢 ,. 疗 ),(Y, 殉 ) 为 拓扑 空间 , 产 帮 = 了 为 映射 , 铬 对 任意 UE .下 ,有 
六 下 E 胸 , 则 称 上 为 连续 ， 

命题 3 设 X,Y 为 拓扑 空间 ,ff 为 从 X 到 了 的 函数 , 则 目 列 断言 等 怕 : 

le 了 为 连续 晃 射 ; 

> 了 中 每 一 个 闭 集 的 原 像 为 Xx 中 的 闭 集 ; 

节 工 的 一 个 拓扑 亚 基 的 每 一 个 成 员 的 原 像 为 二 中 的 开 焦 ; 

了 的 一 个 拓扑 基 的 每 一 个 成 员 的 原 像 为 X 中 的 开 集 : 

争 对 尾 一 x 诗 , 记 x) 的 一 个 邻 域 的 原 像 为 * 的 一 个 部 域 ; 

Gp 对 尾 一 xE ,以 及 及 x) 的 每 一 分 域 WV 有 zx 的 邻 域 ( ,使 得 扩 只 cC Vr; 

7 对 夏 中 每 一 个 收 印 于 x 所 让 的 网 N( 或 1x,1aE€ Di). 复 合 而 成 的 了 中 的 网 
产 N( 或 7x) la Di) 收 唐 于 f(x); 
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8 对 任意 ACX, 有 AY)Cf0A); 

p 对 任意 BCY, 有 1(B)CA1(B8). 

拓扑 空间 之 阅 的 连 继 映 射 常 简称 为 映射 . 

定 久 8 设计 ,了 为 拓扑 空间 ,如 果 *}) 的 任 一 邻 域 关 于 的 首 为 x 的 一 个 刍 
域 , 则 称 函数 f;: xX 一 了 在 点 xE XX 处 连续 . 

容易 验证 ; /为 连续 映射 的 充 要 条 件 为 f 在 下 的 每 -点 x 处 连续 . 

定义 9 设计, 了 为 拓扑 空间 ,f; X= 为 映射 ,车 及 广 ! 均 为 连续 , 划 称 /为 
周三 映射 ,简称 同 且 . 若 两 个 拓扑 空间 了 和 了 之 间 存 在 同上 是 映射 , 则 称 这 二 个 拓扑 
空间 是 同 肛 的 ,也 称 T 同 三 于 了 , 记 为 《ss .由 于 空间 之 间 的 同上 胚 关 系 显然 是 一 
个 等 价 关系 ,所 世 也 称 二 拓扑 等 价 于 了. 若 拓扑 空间 的 基 .- 种 性 质 , 对 于 拓扑 等 优 
的 空间 是 保持 不 变 的 , 则 此 性 质 称 为 (空间 的 ) 拓 扑 不 空 量 . 

拓扑 学 的 目标 粗略 地 说 起 来 就 是 研究 空间 的 拓扑 不 变量 并 以 之 为 据 对 空间 进 
行 同 胚 分类. 

1.1.2 拓扑 室 间 和 连续 映射 的 构造 


定 光 和 设 {X,.) 为 拓扑 空间 ;对 任意 子 集 Yc4, 令 := 1YN VIVE 
,多 | , 则 . 语 构 成 Y 上 的 拓扑 ,这 称 为 在 了 Y 上 的 子 空间 后 站 ,也 称 为 相对 拓扑,Y 
站 U 称 为 相对 开 集 .类 似 地 ,有 相对 邻 域 .相对 闭 集 、 相 对 装 包 等 等 概念 . 几 是 说 到 
必 的 子 空间 了 , 即 指 Y 有 拓扑 .六 

定 迟 11 设 上 总 , 秃 )14E4I 为 一 族 拓扑 空间 ,1[c ,和 表 集 族 | 到 1EAI 的 
笛 卡 儿 { 上 Descartesy 科 积 , 会 Pe: Ten 表 第 jy 个 射影 ,., 空 : = lpi'tth) CC 
1 玉生 有 责 ,EAI , 则 虫 ,多 所 生成 的 lc 嫩 上 的 拓扑 到 乏 为 积 折 扑 ， 
《Te at 多) 称 为 积 空间 , 简 记 为 Ts ld. 

定义 好 设 (, 史 ) 为 拓扑 空间 , ~ 为 三 开 一 个 等 价 关 系 , 夺 7 为 对 应 的 商 集 
全 ,rr:8>Y7 可 自然 射影 , 则 实 :=15C8EA xr (UE .FI 是 XA/. 上 的 一 个 拓 
扑 , 称 汶 关 于 ~ 的 商 折 扑 ,(X7. ,了 ) 称 为 商 空 间 , 簿 记 为 4.. 

命题 4 (焊接 引 理 ) 设 基 为 拓扑 空间 ,| 下 E AI 为 大 的 一 族 子 空间 , 苦 对 
在 一 )E 上 ,太后 一 为 连续 贞 射 , 理 对 和》,pEAxE 了 人 总 ,有 矶 (xy = f(x), 则 
让 = en 囊 . 定 侈 六 XY 为 :对 任意 ww 证 , 若 x 毛 训 ,网 放 x): = 户 (x). 当即 下 
二 条 件 之 一 满足 时 ,上 为 连续 映射 ; 

1 所 有 充 为 车 的 开 于 集 ; 

>? 所 有 夸 为 天 的 财 子 集 , 昌 集 族 1 无 1 满足 如 下 局 部 有 限 条 件 ; 对 尾 意 zx 和气 工 ， 
存在 邻 域 UE.A "tx) ,使 得 指标 集 4 中 仅 有 有 限 个 指标 A 使 得 UN 站 和 b 产 人 7. 

定义 如 设计 ,7 为 拓扑 空间 , 若 革 的 任意 开 集 ( 闭 侯 ?在 上 下 的 像 是 Y 中 的 开 
集 ( 闭 集 ) , 刚 称 函 雪 f: 一 了 为 开 ( 闭 ?映射 . 

定 必 型 设 芭 ,了 是 拓 提 定 间 ,f: 氏 >Y 是 连续 映射 ,入 了 将 让 同 瞬 映 成 f( 外) 
{ 扩 3 作 为 子 的 子 空间 ) , 则 称 为 央 入 , 称 可 入 人 到 了 中 . 若 等 同 天 与 所 1) ,可 
将 天 看 作 了 的 子 空间 . 
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市 是 5 设 |[e ,为 拓扑 空间 族 | 114 下 } 的 积 空间 , 则 对 每 一 gE A, 射 
影 p,: [ea 一 蕊 为 连续 开 满 射 , 且 积 拓扑 是 使 记 有 p, 连续 的 最 粗 的 拓扑 . 

俞 题 5 设 了 为 拓扑 空间 , 则 映射 /: 了 一 各 ae a 加 为 连续 的 充 著 条 件 为 :对 每 
一 产后 闪 Pu: A, 连 闭 ， 

命题 了 设 YY” 为 拓扑 空间 二 关于 等 价 关 系 - 的 商 空 间 , 则 

1 自然 射影 x:XY->X7 .为 连续 满 射 

2 商 拓 扑 了 是 使 = 为 连续 的 最 细 拓 扑 ; 

争 设 Y 为 拓扑 空间 , 则 映射 疡 革 -一 了 连续 的 充 要 条 人 f 为 : 斥 : Er 了 连续 ， 


1.2 可 数 性 和 分 离 性 


可 数 性 和 分 离 性 是 加 在 有 关 拓 扑 空间 的 开 集 的 数量 和 相对 位 置 的 二 组 会 理 ， 
在 空间 具备 了 这 类 附加 条 件 之 后 ,就 可 以 得 到 有 关 空 间 和 映射 的 更 多 性 质 ， 


1.2.1 可 数 性 


定义 15 设计 为 拓扑 空间 ,x EX,A (tx) 为 x 处 的 争 域 系 ,着 .天 (x) cc 
.Ux) ,使 得 对 任意 NE.ATx), 存 在 BE .多 (z) ,满足 BC WN, 则 称 . 券 (x) 为 x 的 局 
部 基 . 

定义 6 设 X 为 拓扑 空间 , 若 对 每 一 点 x€ X, 均 存在 x 处 的 可 数 局 部 基 , 则 
丈 《满足 第 一 可 数 性 公理 ,简称 C, 公理 ;车 对 存在 一 个 本数 基 , 则 称 X 满足 第 
二 可 数 性 公理 ,简称 C 公理 ， 

例 4 设 (X,d) 为 度量 空间 , 则 三 满足 C 公理 , 因 对 每 -点 xE ,图 (x): = 
L9 (x, 并)1nEZ,1 即 为 * 处 的 可 数 局 部 基 . 


例 5 欧 氏 空间 R" 满足 G 公理 , 因 . 名 =|. 风 (x, 二 xEQ",mEZ, 1 即 为 


R" 的 可 数 基 . 

与 可 数 性 有 关 的 还 有 如 下 概念 ， 

定义 好 设立 为 拓扑 空间 , 呈 CX, 若 五 = 互 , 则 称号 是 YX 的 稠密 子 集 , 若 空 间 
存在 可 数 稠密 子 上 集 , 则 称 空 间 芋 是 可 分 的 . 

定义 事 设计 为 拓扑 空间 ,4,B8cCX, 若 B84, 则 称 4 在 B 中 稠密 .车 A= 
4', 则 称 4 为 完全 集 . 若 mtd = 7, 则 称 4 为 无 处 稠密 集 . 中 数 包 个 无 外 稠密 集 的 
并 集 称 为 单一 纲 集 ,否则 称 为 第 二 纲 集 . 

定 兴 19 车 拓 扑 空 间 大 中 任意 可 数 康 个 称 密 开 集 的 交 仍 为 了 的 稠密 子 集 , 则 
区 称 为 贝尔 (Baire) 空 间 . 

例 5 在 数 直 线 尺 上 , 令 


40= [0,1], A, = di \ 局 


3Ek+1 3 
3 ” 3 ” 
c= 4,, 

鸟 = 习 
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称 5 为 康 托 尔 集 , 它 是 个 不 可 数 的 无 处 狗 密 的 完全 和 集 .这 是 在 非 线 性 动力 系统 
中 经 党 辜 到 的 一 个 集会. 
命题 8 设 为 满足 CC 公理 的 拓扑 空间 , 则 
PP 对 任意 xEE 半 , 存 在 x 站 的 可 数 局 部 基 | 所 | ,使 得 对 - 切 n€ 上 有 三 
PP : 
色 4CXxEX, 则 x*E4 的 充 要 条 件 为 :存在 4 中 的 序列 , 收 化 于 xi 
说 了 为 拓扑 空间 , 则 映射 户 下 >Y 在 x 处 连续 的 充 到 荣 件 为 :对 下 中 任意 收 
化 于 =* 的 序列 |x,1 ,了 中 的 序列 | 起 如 中 收 比 于 成 守 ). 
这 样 , 对 于 满足 Ci 公理 的 空间 (特别 包括 子 度量 空间 ), 关 于 极限 与 连续 性 问 
题 . 就 可 用 序列 收敛 代 赫 网 收敛 . 


1.2.2 分 离 性 


拓扑 空间 的 分 离 公 理 有 很 多 ,这 里 只 介绍 一 些 主要 的 . 

定 光 20 设 儿 为 拓扑 空间 ,下 列 公理 称 为 分 高 公 理 : 

天 公理 ”对立 中 尾 二 不 同 点 * 与 y, 存 在 三 中 开 集 上 .包含 其 中 一 点 而 不 包 
含 另 一 点 ; 

TT 公理 对 大 中 任 二 不 同 点 * 与 了 ,存在 开 集 上 8 与 VY. 使 得 xEUV,yEUHx 
尼 V, YE 下 
VV; 

正则 公理 ”对 五 中 任意 闭 集 4CC 半 ,点 xE 4, 存在 不 相交 的 开 集 5 与 VW, 醒 得 
rE UV, ACY; 

正规 公理 ”对 寺中 任 二 不 相交 的 闭 集 4 与 8, 存 在 不 相交 的 开 集 5 与 ¥, 使 得 
CU BOF; 

Ty 公理 同时 请 足 了 公理 与 正则 公理 ; 

7T, 公理 同时 满足 7 了 公理 与 正规 公理 ， 

满足 也 公理 的 空间 称 为 有 空间 (= 0,1,…,4) ,满足 证 则 公理 的 室 间 称 为 正 
则 空间 ,满足 正规 公理 的 空间 称 为 正规 空间 ,了 空间 常 称 为 训 斯 和 多 夫 (Hausdorf) 空 
间 . 

有 一 点 需要 说 明 , 关 于 正 出 空间 .正规 空间 、T; 空间 .7T; 空间 的 命名 在 拓扑 文 
献 中 并 未 完全 统一 ,有 的 文献 将 这 里 前 正则 空间 与 下 空间 的 命名 互 搞 , 将 正规 室 
闻 与 TT 空间 的 命名 互 术 ,这 里 的 命名 是 按照 凯 菜 {J.L.Reiley) 的 经 典 著 作 :一 般 拖 
扑 学 .这 样 命名 的 一 个 好 处 是 对 任意 整数 让 AI0<si<sFs5), 则 也 空间 必 为 五 室 . 
癌 ， 

命题 9 设 习 为 拓扑 空间 , 则 

1 天 为 上 空间 的 充 要 条 侍 是 无 的 任意 单 点 集 必 为 财 集 ; 

六 革 为 太空 间 的 充 要 条 件 是 对 角 线 集 

点 := I(x,x)E Xx XIxE XL 
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汶 区 x 下 中 的 闭 集 ， 

FP 万 为 正则 空间 的 充 要 条 件 是 已 过于 为 任意 开 集 .xE 了, 则 存在 开 集 ,使 得 
EV cvc vs 

和 扣 为 正规 空间 的 充 要 条 件 是 对 下 的 任意 闭 集 Ff, 天 集 55, 且 Fc 8, 则 存在 开 
集 了 ,使 得 认 CY cvcuv. 

定理 站 【马里 松 (ypercoh)y 引 理 ) ”拓扑 空间 五 为 直 规 空间 的 充 要 条 件 为 ;对 
于 的 任意 两 个 不 相 变 的 非 空 闸 子 集 4 与 B8, 存 在 连续 映射 f; xX->[a,&1, 使 得 f(A) 
= tal,AB)=161. 

定理 2 ( 梯 芯 (Tietze} 扩 张 定理 } 拓扑 空间 X 为 赴 规 空间 的 充 要 条 件 为 : 设 


A4CK 为 闭 集 ,f;4 一 [a,5]{ 或 f: 4 一 RR) 为 连续 映射 , 赠 仓 在 的 扩张 广 :XX*[ a， 


5]( 或 广 ;X 一 RR), 即 有 连续 映射 了 ,使 得 六 14 = 上 
命题 可 ”1【? TT 空 间 的 子 空间 是 空间 ,空间 的 积 空 间 是 Ty 空间 ; 
ZT 空间 的 子 空间 是 太空 间 , T; 空间 的 积 空间 是 7 室 间 ; 
玉石 空间 的 子 空间 不 一 定 是 T4 空间 ; 空间 的 积 守 间 不 一 - 定 是 7 空间 ， 
命题 1 每 一 个 度量 空间 是 7 空间 . 
伍 题 和 每 一 个 满足 G 公理 的 为 空间 是 7 空间 . 


1.3 ”连通 和 道路 连通 


1.3,1 连通 空间 和 局 部 连通 空间 


定 实 氏 设 为 拓扑 空间 , 若 不 能 表示 成 两 个 不 相交 的 非 空 开业 的 并 , 则 
无 称 为 连通 室 间 ;否则 称 为 不 连通 空间 ,此 时 , 开 = WU VY, VV 为 非 空 开 集 , 且 UU 
门 了 = 倍 , 这 样 的 一 对 开 集 .VY 称 为 五 的 一 个 分 商 . 对 广 集 4 忆 革 ,车 子 空间 44 连 
通 , 则 称 4 汐 荆 的 连通 子 集 . 

定义 站 ” 设 碟 为 拓扑 空间 ,C cC 下 为 连通 子 集 , 若 个 不 基于 的 某 连 通 子 集 的 
真子 集 , 则 称 C 是 的 一 个 连通 分 支 ， 

显然 ,连通 分 支 是 并 的 极 大 连通 子 集 ,下 的 每 一 点 全 于 于 的 一 个 唯一 的 连通 分 
支 内 , 瑟 的 每 一 个 连通 子 集 含 干 天 的 一 个 唯一 的 连通 分 支 内 ,省 的 所 有 连通 分 六 ， 
构成 革 的 -一 个 分 拆 . 

定 兴 和 站 设 下 为 拓扑 空间 ,* € 不 ,车 对 任意 上 0 E .ATx), 存 在 连通 的 YE 
A (tx), 使 得 Vc 上, 则 称 半 在 点 x 是 局 部 连通 和 的 ,着 的 每 一 点 是 局 部 连通 的 , 则 
称 空间 XX 为 局 部 连通 空间 . 

证 题 妇 ” 设 斌 为 拓扑 空间 , 划 下 列 条 件 等 价 : 

无为 连通 空间 ; 

2 态 丰 是 两 个 不 相交 的 非 空 闭 集 的 并 ; 

书信 与 天 是 天 的 公有 的 既 开 且 闭 的 集 ; 

中 不 存在 连续 满 映射 f: 基 一 fa 5, 这 里 ia, 引 是 旧 二 不 同 点 组 成 的 离散 空 
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间 . 
命题 14 设 半 为 拓扑 空间 . 
= 设 术 CX 为 连通 子 集 ,4 广 Bc 4, 则 8 是 迷 通 的 ,特别 A 是 连通 的 ; 
2 设 4 为 的 连通 子 集 ,| 未 14E 4 为 站 的 连通 子 集 族 , 苦 对 任意 1 所 A， 
有 4 站 本 和 个 则 4UCUcad) 为 天 的 连通 集 ; 
3 连通 空间 的 连续 像 是 连通 的 ,特别 连通 空间 的 商 空 间 是 连通 的 ; 
中 连通 空间 的 积 空间 是 连通 的 . 
命题 站 设 为 连通 空间 ,六 Y 一 及 是 连续 了 瑞 射 , 设 ,bE 城 Te < 5, 则 
对 任意 ec 马 (6,5) ,存在 点 x 毛 XX, 使 得 Ax) = ce. 
合 题 16 ”拓扑 空间 总 的 连通 分 支 是 闭 集 ,的 闭 子 混 的 韦 通 分 支 是 大 的 闭 集 . 
合 题 闻 ” ”拓扑 空间 XxX 是 局 部 连通 的 充 要 条 件 为 :站 的 任意 开 集 的 连通 分 支 为 
的 开 集 . 
例 7 欧 氏 空间 R* 和 单位 球 凶 上 Ra 都 是 连通 和 局 症 连 通 空间 . 
1.3.2 道路 连通 和 局 部 道路 连通 空间 
定 光 24 设计 为 拓扑 空间 ,连续 映射 911 -AT = 【0.1] CR) 称 为 大 中 连 
接点 = at0) 与 x = afl) 的 道路 ,xo.xl 分 别称 为 道路 的 起 点 与 终点 ， 
定 光 25 设 《 为 拓扑 空间 , 若 庆 的 任意 两 点 , 均 存 在 连接 这 两 点 的 道路 , 则 区 
称 为 道路 连通 空间 . 若 子 集 4 记 X, 且 子 室 间 4 是 道路 连通 的 , 则 称 4 为 工 的 道路 
连通 子 集 . 
定 尽 关 设 针 为 拓扑 空间 ,C cc 区 为 道路 连通 子 集 . 月 个 不 是 中 任何 道路 
连通 子 集 的 真子 集 , 则 C 称 为 的 道路 1 连通} 分支 . 
显然 ,道路 分 支 是 的 极 大 道路 连通 子 集 ,的 任意 道 片 连通 子 集 {特别 是 
的 任 一 个 点 } 必 属于 让 的 唯一 的 一 个 道路 分 支 .的 全 体 道 断 分 支 构 成 空间 和 的 …-- 
个 分 拆 . 
定妆 好 设 开 为 拓扑 空间 ,x 所 ,车 对 任意 WE .4 rc 存在 道路 连通 的 了 
EA Lx), 使 得 Vc 0, 则 称臣 在 点 n 是 局 部 道路 连通 的 , 苔 六 对 每 一点 是 局 部 道 
小 连通 的 , 则 xX 称 为 局 部 道路 连通 空间 . 
例题 区 1 道路 连通 空间 必 为 连通 空间 ， 
2 道路 连通 空 涪 的 连续 像 为 道路 连通 ,特别 道路 连通 空间 的 商 室 间 必 道路 连 
通 ; 
3j 道路 连通 空间 的 积 空间 为 道路 连通 . 
命题 19 拓扑 空间 工 为 局 部 道路 连通 的 充 要 条 忻 是 :4 的 任意 开 集 的 道路 分 
支 是 于 的 开 集 . 
命题 加 ”连通 且 局 部 道路 连通 的 空间 是 道路 连通 的 . 
例 8 当 且 仅 当 R"{ 或 S*) 中 的 开 集 是 道路 连通 移 时 ,人 是 连通 的 . 
例 9 他 3S: = {( ss 十 ) < RE 10 < * 去 itc 民 , 则 5cR 为 


= {(ssin lcmRio<rs<Ilu HO ERI-1<rye1, 


1 拓扑 空间 ，15S7 ， 


3 称 为 拓扑 学 家 的 正 落 曲线 (也 称 为 波兰 正 台 曲 线 或 华沙 正弦 则 线 ), 则 3 为 连通 
但 非 道 路 连通 的 . 


1.4 ”覆盖 和 紧 性 


1.4.1 蕉 盖 


定 尝 和 设 丰 为 拓扑 空间 ,用 = | G14 E4 为 二 的 子 集 族 ,4 一 工 , 若 4 
C UscaC: 则 称 交 为 4 的 一 个 槛 盖 ; 当 4 为 可 数 集 时 , 芳 称 为 可 数 覆 盖 ; 当 A 为 有 
限 集 时 , 称 窑 为 有 限 短 盖 ; 当 所 均 为 开 { 闭 ) 集 时 ,多 称 为 于 (了 团 ) 材 盖 ; 当 良 对 4 的 
点 满足 局 部 有 限 条 件 时 , 均 称 为 4 的 局 部 有 限 覆 盖 ; 设 公 " C 庶 且 多 ' 也 覆盖 4 , 则 
称 窑 ' 为 安 的 子 覆盖 . 

定 必 为 设 交 与 挛 为 天 的 两 个 覆盖 , 若 对 每 一 FE 放 , 存 在 UE 六 ,使 得 
己 也, 则 称 多 为 阁 的 加 细 , 记 为 多 < YE 

关系 < 显然 构成 Xx 上 一 切 必 盖 的 偏 序 {注意 ,对 于 仿 序 ,我 们 只 要 求 满足 一 个 
传递 关系 )， 

定 久 和 0 ”设计 为 拓扑 空间 , 划 有 

车 X 的 任意 开 覆 盖 都 有 有 限 子 履 盖 , 则 称 为 紧 空 间 ; 

> 若 X 的 任意 开 福 盖 都 有 可 数 子 轿 盖 , 则 称 怀 为 林 德 勒 夫 {Lindelif) 空间 ; 

3 藻 才 的 任意 可 数 开 构 羡 都 有 有 限 子 覆盖 , 则 称 《 为 可 数 紧 空间 ; 

下 若 xX 中 的 任意 序列 都 有 收 伍 的 子 序列 , 则 称 厂商 序列 紧 空间 ; 

PF 若 半 中 任意 无 穷 子 集 都 有 集 点 , 则 称 4 为 束 点 紧 空 间 ; 

人 若 革 中 任意 开 覆 盖 都 有 局 部 有 限 的 开 加 细 , 则 称 入 为 仿 紧 空间 名 ; 

7 设 4 CC 色 , 车 子 空间 4 是 紧 的 , 则 称 4 为 王 的 紧 子 集 , 同 样 地 ,可 以 在 支 的 了 
集 4 上 定义 上 述 关 于 紧 性 的 其 他 概念 ; 

信 设 x 七 读 , 若 存在 x 的 紧邻 域 , 则 称 在 点 x 为 局 吊 紧 ,车 不 的 每 一 点 处 均 
为 书 部 紧 , 则 称 X 为 局 部 紧 空 间 . 

定 艾 了 设 必 = iaEa4i 为 工 的 子 集 旋 , 若 0 任意 有 限 个 成 员 的 交 非 
空 , 则 称 /具有 有 限 交 性 质 . 

请 题 21 酮 扑 空间 于 为 紧 空 间 的 充 要 条 件 为 :对 的 具有 有 限 交 条 件 的 闭 集 
族 1i R14EAI, 有 Me #7. 

命题 妇 1 紧 空 间 的 闭 集 是 紧 集 ; 

TD 空间 的 紧 集 是 闭 集 ; 

3 紧 集 的 连续 像 是 紧 集 ,特别 紧 空间 的 商 空 间 是 紧 空间 ; 


关系 


亿 ”有 的 文献 记 为 灾 < 窗 ,我 们 这 里 采用 一 些 经 典 著作 的 用 法 , 例如 :5.Lefschetz， 
Aigebraic Topology P. J. Hillon and 3, Wylie, Homology Theory 
多 ”很 名 文献 还 要 求 伪 紧 空间 必 为 7 空间 或 于 则 空间 . 
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由 设 夺 是 紧 空 间 , 关 了 ~ 了 是 连续 男 孝 , 则 /有 界 , 且 在 上 取 到 最 大 值 和 最 小 


及 紧 玉 空间 是 TT 空间; 

fh 局 部 紧 空 间 的 闭 集 是 局 部 紧 的 ; 

7 紧 工 空间 的 开 子 集 是 局 部 紧 的 ; 

名 设 让 为 局 部 紧 荆 空间 , 则 对 任意 WE A(x), 存 在 紧 的 VE N(x) ,使 得 
C0: 
局 部 紧 工 空间 是 空间; 

1P 仿 紧 空间 的 闭 集 是 仿 紧 的 ; 

lb 仿 紧 天 空间 是 工 空间 ; 

1> 满足 心 公理 的 局 部 紧 致 及 空间 是 仿 紧 的 . 

傅 题 轨 ” 设 为 度量 室 间 , 则 下 列 条 件 等 价 : 

XT 肾 ; 

名 天 序列 肾 ; 

3 可 数 紧 ; 

全 藉 聚 点 紧 . 

命 利 24 【〔 勒 贝 格 (Lehesgue) 斤 六 引 理 )” 设 为 紧 度 世 裤 间 ,cP 为 的 开 禾 
盖 , 则 存在 6 > 0, 使 得 对 任意 x € 及 B(x,$), 存 在 CE 双人 司 得 B(x,6) CC 
满足 这 样 条 件 的 正 数 5 称 为 科 盖 仿 的 勒 册 格 数 . 

定义 拉 设 (天 ,4d),(Y,p) 为 度量 空间 ,f: 祝 一 了 为 映射 ,者 对 任意 > 0, 存 
在 6 > 0, 使 得 每 当 xi,xz EE 大 上 且 zi ,xx2) < 站 时 ,RARx ,Fx2)) < 6, 划 称 站 为 
一 致 连续 的 . 

个 题 瑟 ”从 紧 度 星空 间 到 度量 空间 的 连续 有 映射 必 为 -向 连续 ， 

命题 加 ”从 紧 空 间谍 到 愤 空间 了 的 连续 满 单 映 射 必 为 同 且 映 射 . 

定理 3 { 吉 涝 庄 夫 (A.Kyuxonos) 定理 ) ” 设 1 石 ,14E 241 为 一 族 所 扑 室 间 ， 
《: = 1 ic 和 取 积 拓扑 , 则 藉 为 紧 空 间 的 充 要 条 件 为 每 一 个 空间 交 拘 为 紧 空 间 . 

定义 到 设 (,d) 为 度量 空间 ， 

ls x 1 n€ NI 是 中 的 序列 ,着 对 任意 6 > 0, 存 在 NE N, 使 得 当 m,n = 
时 ,d(x sx < ; 蜀 称 | x | 为 柯 丁 {Caucby) 列 , 若 上 的 任意 柯 西 序列 都 收 襄 , 则 
称 契 六 完备 度量 守 间 ; 

2 车 对 任意 e > 0,Y 存在 由 e 球 ( 即 形 如 B(x,e) 的 集合 ) 构成 的 有 限 覆 盖 , 则 
称 为 完全 有 界 的 . 

命题 了 7 设 (X,d) 为 度 吸 空间 , 则 计 为 紧 空间 的 充 要 杀 件 为 区 是 完全 有 界 的 
完备 空间 . 

命题 郊 设 R" 为 欧 氏 空间 , 则 子 空间 了 TcC R' 为 紧 空 间 的 充 要 条 件 为 它 是 RR" 
中 的 有 界 闭 集 ， 

定理 4 (斯 通 (Stone) 定理 ) ”每 一 个 度量 空间 是 仿 紧 前 ， 

定 兴 芭 说 (7 多) 为 拓扑 空间 , 划 有 有 

1* 车 在 区 上 存在 度 右 d, 使 得 由 d# 决定 的 度量 拓扑 夯 等 于 多 , 则 称 ( 汉 , 字 ) 为 


1 拓扑 室 间 “159 ， 


可 度量 化 空间 ; 

2° 若 对 的 每 一 点 x, 都 存在 VE A(x) ,使 得 在 于 室 间 拓扑 之 下 , UW 是 可 度 
量化 的 , 刚 称 于 是 局 部 下 度量 化 的 . 

定理 5 { 乌 里 松 度 量化 定理 ) ” 设 半 是 满足 心 会 理 的 和 空间 , 则 大 是 可 度量 
化 空间 . 

定理 6 (斯 米尔 诺 夫 {IO., .Cuupnos) 度量 化 定理 )” 当 上 且 仪 当 X 是 元、 仿 紧 、 
且 可 局 部 度量 化 空间 时 ,空间 了 是 可 度量 化 的 ， 

定 兴 和 耻 ” 设 是 拓扑 空间 ,ZC 多 (1( 1, 车 罗 是 可 数 个 局 部 有 限 的 子 党 族 的 
并 , 则 称 字 为 # 局 部 有 限 的 . 

定理 ? (长 田 润 一 - 斯 米尔 诺 夫 度量 化 定理 ) ”拓扑 空间 站 为 可 度量 化 的 充 
得 条 件 为 导 是 具有 局 部 有 限 基 的 各 空间 . 

命题 加 ”车 基 是 紧 致 空间 或 是 完备 度量 空间 , 则 蕊 是 由 尔 空间 ， 

定 尺 36 ” 设 夸 为 拓扑 空间 ,了 为 累 致 二 空间 ,车 六 cc 了 , 且 久 = 了, 则 了 称 为 
万 的 紧 化 .车 存 在 同 凸 映 射 太 :二 一 五, 使 得 和 1x = i , 则 半 的 两 个 紧 化 Yi,Y 称 
为 等 价 的 . 

定 光 打 设 (XX, 了 ) 为 局 部 紧 致 空间 ,符号 w 站 一 个 不 属于 X 的 元 率 ， 
X*， = 大口 oa 上 的 拓 瓜 和 氏 "” 定 祥 为 :多 "= C1C 为 X 的 紧 
子 集 | ,空间 (到, ), 称 为 (X,) 的 单 点 紧 化 . 

命题 30 设 工 为 局 部 紧 而 非 紧 的 TT, 空间 ,X* 是 二 的 单 点 紧 化 , 则 XX” 为 紧 致 
空间 ;大 是 了 的 子 空间 ; 语 * YX 为 单 点 集 ; 且 天 = 三 

定 交 了 邓 设 工 为 集合 ,了 为 拓扑 空间 ,用 六 家 一 切 映 射 f: -> 了 的 集合 .对 点 
% 饭 下 及 开 集 Uc 了 了 令 SCx,0); = ffE ,上 且 fA3)€ VE, 列 一 切 这 样 的 集 
合 Sfxyzr) 构成 六 上 的 一 个 拓扑 亚 基 ,这 个 拓扑 称 为 央 上 的 点 访 收 钱 拓扑 { 或 点 
开拓 扑 }, 成 为 函数 空间 . 

定 习 39 设 半 ,了 都 是 拓扑 室 间 ,用 字 ( 二 ,六 表 - 一 切 连 续 上 映射: 外 一 了 的 集 
合 . 设 己 了 为 紧 子 集 ,Uc 了 为 开 子 集 , 定 交 S(C,00): = JIE 有 (有 屿 , 用 
CY 己 0 , 则 一 切 这 样 的 集合 SCC ,如 和 构成 必 (XY, 耻 的 一 个 拓扑 亚 基 ,CX ,了 
上 的 这 个 拓扑 称 为 紧 开 拓扑 , CCX, 了) 成 为 函数 空间 ， 

请 题 抽 ”在 点 开拓 扑 之 下 ,函数 序列 |i C 六 收 人 敦 于 函数 E 的 充 要 条 件 
为 :对 每 一 x EE ,Y 中 的 点 列 庆 (x) 收 侣 于 点 八 x)， 

症 题 如” 设 大 为 局 部 紧 致 TT 空间,/(X, 了 ) 具 紧 于 拓扑 , 则 由 es, 方 : = 
应 x}) 定义 的 映射 

er x RY 
是 连续 的 ,映射 e 称 为 赋值 映射 . 

合 题 对 9 设 工 为 局 部 紧 致 及 空间 , 李 (站 具有 其 开 拓扑 ,Z 为 任意 拓扑 空 

间 , 则 当 且 仅 当 话 学 映射 


FZ PX, Y) 
连续 时 ,映射 下 ;了 x Z 一 了 连续 ,其 中 斑 定 义 为 (F(z))(x); = F(x,z). 
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2 同 伦 与 同调 论 


2.1 同 伦 


定 多 证 拓扑 (空间 ) 偶 (XX,A) 是 由 丘 扑 空间 X 和子 空 间 4 C 于 组成, 若 4 = 
今 ,我们 不 区 别 空间 偶 (X,03) 与 空间 夺 , 子 个 (各 ,4 ) ctY ,是 满足 各 一 时 和 
小 志和 的 偶 . 偶 之 间 的 映射 f;: (XA) 一 {了 7,B) 是 连续 映射 f: 了 一 了 且 满 足 4) 
CB. 设 为 拓扑 空间 ,xo EE 碟 为 一 特定 点 , 则 偶 (X,xo) 称 为 带 有 基点 如 的 拓扑 
宣 间 .一切 拓扑 空间 蛋 和 它们 之 间 的 遇 射 构成 一 个 范畴 ,-- 切 带 有 基点 竟 拓 扑 空间 
和 它们 之 间 的 由 射 (注意 ,映射 将 基点 变 成 基点 ) 也 组 成 -个 范 团 . 

定 兴 2 设 (Y.4)] 为 偶 , 记 了 = [0,1], 且 令 (X,A}x i 了 =: (xiX 门 -证 部 
忆 第 , 且 映 射 记 ,六 并 二 ,4 一 (7 呈 ) 在 和 上 重合 , 邯 帮 1r = 及 和 :如果 存 在 映射 
P(A) x -= (YB8) 使 得 F(x,0) = f(x) 及 Fx,1) = 万 (xz 这 对 * 民 区 ,并 
此 FUzi = f(x) = 月 (xi 对 xE 电 和 6E 门 , 则 称 太 相对 于 和 局 伦 于 方 , 记 
为 : 态 ~/ re] 庆 ,这 样 的 下 称 为 从 记 到 所 的 相对 于 六 的 同 伦 , 记 为 F: 有 二 rel 


或 让 < r 引 区. 车 和 = 仿 , 则 上 略 去 "相对 于 I” 这 一 短语 . 

对 EE 了 由 上 (C(x): = (x,t) 定 六 训 :(X A) 一 (XA)x 车 F: 启 二 frel 和， 
则 Fho = fo Fh = fi Fh = 1 对 一 切 1 亡 门 .所 以 |! Fh ey 是 从 (XX,A4) 
到 {Y,B) 的 在 各 上 重合 的 映射 的 连续 单 参 数 族 , 它 联接 太 = 和 到 帮 = 环 

注意 ,定义 2 适用 于 空间 二 及 空间 之 间 上 映射 的 范畴 ,类 位 地 ,对 空间 密 元 组 (Y; 
4 AC 为 于 空间 ) 及 它们 之 间 的 连续 映射 ,定义 2 的 类 似 版 本 也 是 
成 立 的 . 

例 1 设立 为 任 一 拓扑 空间 ,了 Y 为 拓扑 线性 空间 (特别 是 Y = 了 ),YCcC YY 为 是 
于 集 . 设 刻 , 让 :XX 一 了 是 两 个 映射 ,它们 在 子 空间 各 志 考 上午 合 , 则 而 二 六 rele. 
因为 同 伦 P; 8 x {一 了 ,可 定义 为 

Fr: = Hx) + tx), 

FF 常 称 瘀 直线 同 伦 . 

命题 1 令 ( 仿 (XY,4;7, 占 ) 表 一 切 相 对 于 庆 ' 的 肛 射 f: CX,4) 一 (YY, 8) 的 集 
合 .对 fg 7/ 入 ,(X,A4;7Y,B), 则 相对 于 针 ' 同 伦 fg relX 是 -一 个 等 价 关 系 ,以 
BB)/ ~ 表 相 应 的 等 价 燃 的 集合 ,这 些 等 价 类 称 
为 相对 于 于 的 同 伦 业 .所属 的 同 伦 类 记 为 [ 门 . 若 二: = 售 , 则 有 关于 :的 标识 
部 分 均 略 去 . 

命题 2 则 伦 的 映射 的 复合 是 同 伦 的 , 即 著 太 二 万 :( 1) 一 (Y， 8) rel¥ ’, go 
= ET 及 ) (ZC) rly, A(X)CY ,MN gf = pf AA (LZ,C) 
rel 和 , 

由 上 述 结果 可 知 存在 偶 的 同 伦 范畴 ,其 对 象 为 拓扑 空间 偶 , 其 态 脆 射 为 由 的 觅 
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射 的 同 伦 类 (相对 于 斧 ). 此 范畴 包括 拓扑 空间 的 同 伦 范畴 和 带 基点 的 拓扑 空间 的 
同 伦 范畴 为 其 子 范畴 . 

定义 3 车 存在 映射 g:CY,B) 一 (XX,A), 司 得 gf 二 lw fg rn 
则 映射 并 ,4) 一 《了 ,8) 称 为 同 伦 等 价 . 17.4) 表 ( ,4) 上 的 恒 等 映 射 ,映射 了 称 
为 映射 了 的 同 伦 道 ,在 同 伦 范 时 中 ,[g] = [ 丹 -. 偶 (XX, 4) 与 (了 ,号 ) 之 阅 若 存在 间 
伦 等 价 , 则 称 偶 (Y ,4) 与 (Y, 8) 具有 相同 的 伦 型 , 记 为 1 ,4) 二 《了 ,8). 这 是 空间 
偶 之 间 的 一 种 等 价 基 对 ,二 ,4) 的 等 价 类 记 作 [ (XA4)1. 

定 党 4 若 恒 等 映射 11: XX 一 评 与 常 值 映射 C,: 革 之 让 和 尾 意 二 1 0, wo 万 
了 为 一 固定 点 ) 同 伦 :1x 二 Cw, 则 空间 了 称 为 可 缩 的 , 同 伦 片 称 为 开 到 点 各 的 一 个 
收编 ; 

2 为 慎 等 映射 , 若 丰 在 映射 +: -一 4, 使 得 + 1， = 14, 则 称 
r 为 X 到 4 的 一 个 保 核 收缩 ,A 称 为 于 的 一 个 收编 核 ; 

有 c 记 于 ,车 存在 映射 r: XX 一 4, 使 得 rr 1 = 1, 则 4 称 为 上 的 弱 收 缩 核 ,r 称 
为 二 到 4 的 一 个 疆 保 核 收缩 ; 


4 4 C Xi4 天 为 包含 有 映 射 , 若 存在 保 核 收缩 r:Y -> 4 ,使 得 1 i- r: 计 
一 导 , 则 4 称 为 X 的 形变 收缩 核 ,上 述 同 伦 所 称 为 形变 收缩 ; 

5 若 上 述 了 中 的 上 更 满足 上 ;ly i rrad, 贴 所 称 汶 强 形变 收缩 ,4 称 为 下 
的 强 形变 收编 核 . 

请 题 3 1 当 且 仅 当 X 与 单 点 空间 同 伦 等 价 时 ,空间 研 是 可 缩 的 ; 

交往 意 两 个 可 编 空间 有 相同 的 伦 型 , 且 可 缩 空 间 之 间 的 任意 映射 为 同 伦 等 
挤 ; 

六 任意 空间 到 可 缩 空间 的 任 二 映射 同 伦 ; 

车 XX 可 缩 , 则 对 任意 点 x 扣 苇 , 均 为 对 的 形变 收 肉 核 . 

定理 1 ( 富 克 斯 (M.Fuchs) 定理 ) ”拓扑 宝 间 六 和 1 同 伦 等 价 的 充 要 条 件 为 : 
存在 拓扑 空间 Zz, 使 得 六 和 站 分 别 间 胚 于 Z 的 两 个 强 形 空 收缩 核 . 

定 灾 5 设 了 ,了 是 两 个 拓扑 空间 ,入 己 下 ,fA 一 了 为 觅 射 ,在 拓扑 和 半 4+ 了 中 
规定 等 价 关 系 ~ ,使 得 等 价 类 为 如 下 二 种 形式 : (1) 太 4 中 单个 点 ; (2)1y) UU 
广 必 YJ( 对 任意 yY EE 门 . 称 商 空间 (XX+ 们 7/ ~ 为 由 类 定 的 贴 附 空间 , 记 为 了 YU， 
了 称 为 贴 附 映射 . 

定 党 和 设计 ,了 为 拓扑 空间 ,jf: 一 了 ,由 xextx,1) 等 辐 宇 与 Yx ,x 11i 
C x 了 1, 在 此 等 同 下 ,f 决 定 了 一 个 映射 Xx 11| 一 了 则 产 革 一 了 的 瑞 射 柱 林 定 
义 为 贴 附 空 间 了 UAXx 站 .特别 ,车 了 为 单 点 空间 p,/ 六 党 秆 映射 c: XX 一 p, 则 <c: 
X-P 的 映射 柱 称 为 空间 无 上 的 锥 , 记 作 CK， 

俩 题 4 映射 f;:XX 一 了 与 常 值 映射 和 码 伦 的 充 要 茶 件 是 映射 可 以 扩张 为 


FF :CX 了 


今后 常 称 同 伦 于 常 值 映 射 的 映射 为 零 伦 的 . 
命题 5 设 点 pu 区 下 , 产 久 一 了 , 风 以 下 各 条 是 等 价 的 : 
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1* ff 是 零 伦 的 ; 
XY 了 可 连续 地 扩张 到 Dr!， = jr 人 ce Rna+l | | 加 | 过 1 | ， 
加 是 相对 于 po 零 伦 的 ， 


2.2 几 类 常用 空间 


2.2.1 单纯 复 形 和 多 面体 


定 光 了 态 组 lao, 1，… ,epl C 及" , 知 问 攻 组 18l - ao,a2- 90,-… ,0 dol 线 
性 无 关 , 则 称 点 组 1eo ,a ,… ,mi 是 几何 无 关 的 ,或 者 称 它 处 在 一 般 位 置 . 对 此 无 关 


点 组 ,点 集 fx 写 R"|x= Daa i>0, > = = 己 R* 称 为 以 qo, ,… ,a 为 


项 点 的 p 锥 单 形 ， 记 为 La。 Hl, 0,1， 简 记 为 中 或 sz,p 称 为 单 形 = 的 维 数 , 记 为 
dim do. 设 or = [in,al; 0] 人 | | Cc {0,1,: p, , 则 点 组 au， 3 
2i | 几何 无 关 ,q 维 单 形 mm: = [为 的， 4 维 面 , 记 为 vc9 < oa?， 
当 g < p 时 ,a? 称 为 wr 的 真 面 . 

由 op 的 定义 易 知 [ go, a4,"…, 4,] 是 点 组 | ao, a ,i 的 西 包 . 

定 尽 东 设 下 为 RR" 中 单 形 的 有 限 集合 , 且 满 足 : 

ie 若 rr 所 天 和 目 ra, 则 rc 天 

2 车 go 二 天, 则 | 个 3 或 为 空 集 , 或 为 1 与 J 的 公共 面 . 
则 称 六 为 (有限) 单纯 揽 形 ,简称 四 形 . dimK; = max | dimo | 称 为 复 形 下 的 维 数 . 世 


让 ,车 上 本 身 亦 为 复 形 , 则 称 工 为 天 的 子 复 形 .集合 后: = ig EE 氏 1 贞 ma 志 ri 构成 
上 的 一 个 子 复 形 , 称 为 让 的 ; 维 ( 上 骨 } 架 ,0 维 架 局 由 下 的 所 和 0 维 单 形 组 成 ,局 的 
元 索 称 为 二 的 顶点， 

例 2 设 or 为 一 p 维 单 形 , 则 Clet: = jalo< oi 与 3drr; = jl < af, 
9 天 地 | 分 别 是 p 维 与 p - 1 维 复 形 , 称 为 or 的 闭 包 复 形 与 边缘 复 形 . 

定 兴 9 设 此 为 R" 中 的 复 形 ,集合 UecR’ 取 子 空间 拓扑 , 称 为 天 的 多 面 
体 , 记 为 1 天 1 天 称 为 1 天 1 的 (单纯 ) 剖 分 ; 

> 设 X 为 拓扑 空间 ,着 存在 复 形 外 ,以 及 同 胜 映射 p: | 天 1-* 外 , 则 称 为 可 种 
分 空间 , (天 ,2 或 下 称 为 的 一 个 前 分 , 记 为 和 = {Kp}. 

例 3 因 旦 =1B8Bqo 1 故人 ?是 可 前 分 实 间 ,Ba 是 时 的 一 个 前 分 , 同 理 
Bde**! 是 党 的 一 个 割 分 ， 

定义 如 设 m = [ao,q1,…,Gp] 是 一 个 p 维 单 形 ,p > 0,of 的 顶点 的 两 个 
排列 ,a 相关 偶数 个 对 换 , 虽 称 为 等 价 的 ,or 顶点 的 
全 体 排列 按 此 等 价 关 系 分 为 两 个 等 价 类 ， 一 个 等 价 类 称 鸭 单 展 m 的 一 个 定向 , 单 
形 和 它 的 一 个 定向 合 起 来 称 为 一 个 有 向 单 形 , 以 (qo,&l,…, a,) 表 由 顶点 排列 wo， 
2 和 所 决定 的 有 辣 单 形 .有 向 单 形 仍 记 为 ww 或 ao, 而 与 它 有 相反 定向 的 有 向 单 
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形 记 为 - 中 或 - zs. 例如 -《 ao,Gl…, 甸 ) 表 由 顶点 排列 el ,ao,… ,wt, 据 定 的 有 向 
单 形 ,对 等 维 单 形 ae, 规定 它 对 应 两 个 有 阿 单 形 a 与 - ez: 

神 天 为 单纯 复 形 ,对 天 的 每 一 个 单 形 都 指定 一 个 定向 , 称 为 给 复 形 天 以 定 
间 , 具 有 指定 定向 的 有 向 单 形 称 鸭 正 定向 单 形 . 设 上 有 a, 个 p 维 单 形 ,以 3: = |of 
11= 1,2,…',ap| 表 天 的 所 有 P 维 正定 向 单 形 , 3; 称 为 大 的 一 个 p 维基 本 组 ,以 号， 
= lt 3:1 表示 此 的 所 有 p 维 有 向 单 形 . 

定 尖 11 设 4 = tao,al,…,anl 是 非 空 有 限 集 , 闻 臣 4 的 某 些 非 空子 集 所 成 
的 族 , 并 且 满 足 : 

1 i = O01 Nol Ee. 

7 若 z,r 是 4 的 非 空子 集 ,z 后 .名 r 世 ea 则 rr 红 . 广 ， 
则 称 . 宗 为 抽象 (单纯 ) 复 形 , 4 中 的 元 素 称 为 顶点 ,oz E .这 你 为 (抽象 ) 单 形 , 当 o 中 
有 p+ 1 个 元 素 时 , 称 o 是 p 维 的 , 记 p = 出 maz,. 光 的 绯 数 dim 郊 ; = Ta 中 mc |， 


有 时 为 了 区 别 起 见 , 也 称 以 前 所 定 广 的 单纯 复 形 为 几何 单纯 复 形 ， 
设 乓 为 单纯 复 形 ,外 为 其 顶点 集 , 倒 
Hx: = ||aora ,ol CC RILaoa,.a] € KI, 

则 .这 # 是 以 号 为 项 点 集 的 抽象 复 形 . 

设 .六 为 抽 演 复 形 ,以 4 为 项 点 集 , 天 为 几何 单纯 复 形 .大 存 在 双 射 p:4 一 局 ， 
当 且 和 仅 当 [g(a0) ,pCa ,p(s)] 所 下 时 ,使 得 tao0,al,… ,pl ©. 第 , 则 称 下 为 
.党 的 几何 实现 . 

定理 2 任意 5 维 抽象 复 形 都 在 民 "*' 中 存在 它 的 几何 实现 . 


2.2,2 CW 复 形 


定义 好 ”一 个 拓扑 空间 车 同 胜 于 m 维 单位 球体 D": = [xzER ITxl 到 
1 , 则 称 为 m 维 胞 腔 .一 个 拓扑 空间 者 同 肘 于 Tnt D", 则 称 六 m 维 开 胸 腑 .上 述 两 种 
情形 m 称 为 胞 腔 ( 开 胞 腔 ) 的 维 数 . 

定义 怒 ” 设 拓扑 空间 外 其 一 族 开 胞 腑 的 无 交 并 X = |ie1e EE i, 对 每 一 上 


关 人 0 的 天 维 ( 肯 ) 架 好 定 这 为 人 六 ; = fe Eldme < 上 ,事实 上 ,各 广 记 
xX: 性 有 = Lo, 

定义 14 -个 C 克 得 形 是 一 个 有 序 三 元 组 (XX,E, 虽 ) .其 中 尾 是 一 个 下 空间 ， 
号 是 工 中 一 族 开 胸腔 ,中 = fp。 1 e EE El 是 一 族 映 射 , 满 由 条件 : 

le = | feleE EI 无 交 并 ); 


2 对 得 一 个 上 维 开 胞 腔 。 € E, 映 射 : (2, 5 一 (其 -!1 U e, 共 -0) 为 相对 


同 肚 , 即 yg, 1 nb; IntD: 一 一 we 

3 对 每 一 e E 5,e 在 了 中 的 闭 包 e 含 于 的 有 限 个 于 胞 腔 的 并 中 ; 

4 当 且 仅 当 对 每 一 e E€ EE,4 门 。 为 e 中 的 闭 集 时 ,有 由 fe 1 e EE Bl 决定 的 
弱 拓 扑 , 亦 即 子 集 4 CC 外 为 闭 集 . 

设 (了 ,三 ,种 ) 为 CW 复 形 , 了 称 为 C 开 空间 ,(E, 古 ) 称 为 天 的 CW 分 解 ,gp 全 才 
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称 为 的 特征 频 射 ,gp, | &-1 称 为 e 的 贴 附 映 射 .通常 就 用 X 表示 CWW 复 形 . 上 述 定 
多 中 的 1° 表明 玉 是 XX 的 一 个 分 拆 ; 了 > 表示 上 上 维 开 胞 腔 。 是 通过 贴 附 中 射 和 | 3- 贴 
附 到 玉 -! 上 ;从 定 交 可 以 推出 e\ e 含 于 吾 的 有 限 个 开 胞 及 之 并 内 , 且 这 些 开 胞 腔 
的 维 数 均 小 于 dime;3 称 为 团 包 有 限 条 件 ;, 中 称 鸭 弱 拓 扑 条 件 , 字 母 CW 即 俱 闭 包 
有 限 与 弦 拓 扑 而 来 ， 

定 祥 1 车 万 是 有 限 集 , 则 称 CW 复 形 ( 革 ,EE, 呈 ) 为 和 限 的 ， 

对 一 个 有 限 CW 复 形 而 言 ,CW 复 形 定义 中 的 条 件 ,下 是 自动 满足 的 ,有 限 
CW 复 形 常 称 为 有 限 胞 腔 复 形 

定 久 十 令 (X ,上 ,$B) 是 CW 复 形 , 设 记 请 令 1FI;: =UlelecE 有 
Xp EE ,车 对 尾 一 EE 有 [mg cI. 则 (1 1, ,中 ') 称 
为 CW 子 算 形 . 

在 上 述 定 交 中 , 记 计 ;= 1 天 1, 风 (CT, 疡 , 宙 ') 本 身 也 让 一 个 CW 复 形 , 且 对 -… 
切 kw OT = NN. 

俩 题 6 设 (X, 玉 , 吓 ) 为 CW 复 形 , 则 

1? 它 的 CW 子 复 形 的 任意 交 与 并 仍 为 CW 子 复 形 ; 

2 任意 eE EE,e 含 于 一 有 限 CW 子 复 形 中 ; 

六 每 一 上 维 架 六 闭 于 XX; 

不 当 且 瓜 当 XX 是 道路 连通 的 时 ,XX 是 连通 的 . 

例 4 设 S 一 Ri , 邻 疡 = 00,…,0,1) 所 8S", 定 义 轩 (于,p) 为 
xl=(2v 1 | 这 12x21 12- 11, 记 虽 = 1e,e!, 则 =eaUe. 即 可 看 
作 是 由 上 0 维 开 胞 腔 ® 与 na 维 开 胞 腔 #* 所 构成 的 有 限 胞 腔 复 形 . 

命题 了 设 (XT, 下 ) 为 CW 复 形 , 则 

1* 五 是 局 部 道路 连通 空间 ; 

也 廊 是 正 现 空间 ， 


2.2,3 ” 流 形 


流 形 是 数学 及 其 应 用 中 极为 重要 的 一 类 几何 对 象 , 它 有 很 多 类 别 , 我 们 依次 界 
定 它 . 

定义 17 设 盯 是 一 个 T 空间 ， 

1* 车 对 每 一 点 p € 时 ,存在 p 的 开 邻 域 0, 以 及 同 且 yp: Ug(0 ,p(tU)CcR" 
为 开 集 , 则 称 好 为 证 维 丘 朴 流 形 或 上 流 形 ; 

> 若 对 每 一 点 p € 帅 , 存 在 天 的 开 邻 城 忆 , 以 及 同 胚 :Upp 中 ci 
为 开 集 ,其 中 有: = xR"*|x = 0 为 半空 间 , 则 称 采 为 
m 维 拓扑 带 边 流 形 或 CC? 带 边 流 形 , MM 中 一 切 满 足 如 下 条 件 的 点 p: ptp) €€ Bdim: 
= jx 人 有 1T= zz an xm = 人 ,构成 好 的 一 个 子 集合 , 记 为 3 时 , 称 为 
时 的 边缘 . 

(yw ,UU)} 称 为 局 部 上 坐标 系 或 图 卡 ,U 称 为 局 部 坐标 邻 域 ,”% 称 为 局 部 坐标 映射 ， 
wp): =《9(Pp) 六 是 点 op) 的 工分 量 (1si 过 详 ) 为 pe 上 的 局 部 坐标 , 简 记 为 


2 同 伦 与 同调 论 ，165 : 
[x| ,有 时 它 也 称 为 局 部 坐标 系 .车 pE DD, 则 (gp, 由 称 为 p 的 局 部 坐标 系 或 p 的 车 
卡 .以 名 9 记 邮 上 一 切 可 能 的 图 卡 (q, 加) 的 集合 , 风 多 ? 称 为 立 册 . 

以 后 几 涉 及 两 个 欧 氏 空 阁 (或 半空 间 ) 的 开 集 之 间 的 映射 , 若 称 它 属 GC 类 , 则 
指 它 是 连续 映射 , 若 称 它 属 C "类 (rE N) , 则 指 它 直到 r 防 为 连续 可 投 , 若 称 它 属于 
类 , 则 指 它 是 任意 阶 连续 可 微 的 , 若 称 它 属于 和 "类 , 则 指 它 是 实 解析 的 . 

定义 娩 设 ( 果 ,95) 为 严 维 折 赴 流 形 , 旬 := 上 和 总 JeE 了 万 允 0 满足: 

1 Lecrt = M; 

2 相 容 性 : 若 ( 8) (go UE 有 NN U2, 则 par pp tN 
Upo( 导 门 必 ) 属 于 CC 类 ,rE 1,2,…,w,w| ,同样 也 要 求 pqp-! 属 于 0' 类 ， 
称 { gp, , 0) 与 (ga, Lp) 是 CC '" 相 容 的 ; 

最 大 性 ;部 关于 六 是 最 大 的 , 即 任意 (gp ,E41, 蔡 (gp, 划 与 名 的 任意 元 
Cp) 为 C0 相 容 , 则 (p, ES 匀称 为 条 上 的 C' 微 分 构造 或 C' 构 造 ,( 村 ,六 ) 
称 为 HF 上 的 CC 微分) 流 形 . 0” 流 形 也 称 为 光滑 流 形 ,“ 流 形 也 称 为 实 解 析 流 形 . 

注意 ,车 在 上 面 定义 中 将 p(t) CR" 为 开 集 , 换 成 wl 中 CCC" 为 开 集 ,而 将 相 
雁 人 性 条 件 中 gp* go -1 go gpa) 局 于 局 类 换 成 gp gp-( gp。 gp-!) 为 全 纯 上 映射 , 旭 
{ 时 ,2 ) 称 为 m 维 复 (解析 ] 流 形 . 

在 实际 构造 C' 流 形 时 ,要 找 出 村 上 满足 最 大 性 条 什 的 微分 构造 5 是 困难 的 . 
但 如 同 可 用 空间 的 邦 扑 基 来 界定 空间 的 拓 站 结 移 一 样 , 有 有 下 述 辣 果 可 用 . 

命题 8 设 保 “ci? 满 是 定义 夫 中 的 1 与 25 则 性 唯一 确定 了 - -个 征 上 的 
微分 构造 多 : = (gp, 中 EE 名 于 (gp, 了 与 党 ' 的 任 一 元 人 ' 相 容 |. 

所 雇 为 了 要 存 是 上 界定 一 个 C' 构 造 , 只 需 界 定 -个 满足 定义 地 中 条 忻 le 与 
之 的 ' 就 足够 了 . 

为 了 能 方便 地 证 明 流 形 的 一些 较 深刻 的 结果 ,很 杀 诡 献 还 要 求 满足 CGC 公 
理 , 以 后 邵 果 没有 特别 申明 ,我 们 也 假定 型 满足 这 个 拓扑 条 件 . 

以 下 党 讨论 C 类 的 对 象 rE 扣 ,1 ,oo 规定 其 大 小 顺序 为 :0< 1<2<… 
芭 有 

定 必 好 设 导 和 NW 分 别 为 m 维和 n 维 C' 流 形 ( r=0),f: 肝 一 NN 为 连续 映射 . 
PE 邮 , 分 别 取 pp 和 fp) = 9 的 图 卡 (y, 相 和 (, VW) ,不 入 设 UY) ck. 作 映 射 


广 := fp:y(U>g(WD), 广 称 为 /在 p 点 的 局 部 寄 示 .对 0s<k<r, 车 广 属 
于 C* 类 , 则 称 f/ 在 p 邻近 是 C* 类 的 (由 流 形 定义 中 的 相 容 性 条 件 推 知 ,f 存 p 邻 
近 属 于 C ”类 与 了 的 图 下 的 选择 无 关 ), 若 在昌 的 每 -点 p 的 邻近 都 属于 Cr! 类， 
则 称 了 为 C 上 里 射 (C “映射 又 称 为 光 光 映射 ,CG* 映射 六 称 实 解 析 映 射 ). 车 / 为 双 
射 , 且 了 与 广 ' 均 为 C* 映 射 , 则 f 称 为 C+ 同 凸 , 当 431 时 ,f 也 称 为 微分 同 旺 ,C0 * 
局 胚 称 为 光 请 同 胜 , C* 同 胚 称 为 实 解析 同 胜 .车 /是 从 开 集 Uc 好 到 开 集 AD 
的 C 间 豚 , 则 7 称 为 局 部 C+ 同 胚 . 


定 光 加 设 昨 和 六 分 别 为 严 维 与 维 C 流 形 (r 二 1) ,PN 一 放 为 研 肌 射 (1 
过 站 过 门 .中 生出 ,大 四 ) 王 让, 它们 的 图 卡 分 别 为 4p ,区 0 扑 , 不妨 设 fCCV 


广 : = (0) 一 (CV) 为 局 部 表示 ,定义 /在 p 点 的 秩 为 : ranky 六 = 


rank(DD 了 ) wo 注意 mokp 玫 与 它 的 局 部 表示 无 关 , 所 以 秩 是 定义 要 贴 的 ) ,显然 
rmankfaminim,n|l. 当 m= nn, 且 rankyf= mm; 则 称 j 在 p 邻近 局 部 人 e 同 耳 ,车 为 双 
射 ,县 对 任意 点 分 近 为 局 部 局 同 胚 , 则 站 为 C( 微 分 ) 同 且 ; 着 msn, 且 mamk,/= 
m , 列 称 了 在 p 点 为 淄 入 ,车 /在 上 上 处 处 为 浸入 , 则 称 了 六 淄 人 映射 , 著 f 还 是 单 
射 , 则 称 /为 单 浸 人 映射 ; 若 mn,rank, /= n, 则 称 f 在 p 点 为 淹没 ， 车 /在 村 上 
钼 姓 为 淹没 , 则 称 耻 为 淹没 映射 . 

定 久 计 设计 ,入 分 别 为 mn 六 、n 维 0' 流 形 (r 1),/: 条 一 NN 为 0 映射 , 则 

le 车 f 为 单 当 入 ,唱机 >- 一 AfLM) CN, 通过 可 以 料 好 的 拓扑 与 微分 结构 
转移 到 fCM) 上 , 则 林 与 A(M) 为 微分 同 且 {但 注意 一 般 六 WH) 的 这 一 拓扑 并 不 是 
fH) CN 的 子 空 何 招 盾 ),A(M) 称 为 下 的 温 入 子 流 形 ; 

2 车 f 为 音 淄 入, 有明 使 得 型 与 所 条) 为 同 黎 ( 这 时 (LM) 取 克 的 子 空间 拓 补 )， 
则 称 了 为 腾 入 ,NW) 称 为 w 的 嵌入 子 流 形 ; 

加 设 N 为 n 维 C0' 流 形 (7r > 1), 子 集 肛 己 用 ,车 对 每 一 点 下 和 志 上 ,存在 流 形 N 
的 图 卡 (,V), 司 得 p EV, 且 网 (并 站 入 = 站 门 1R"Y x0""}, 则 称 村 为 六 的 
m 维 {正则 ) 子 流 形 ,上 述 图 卡 (y, WV) 称 为 关于 子 流 形 时 正则 的 图 卡 . 若 令 VV: = 形 
Vv: = 1o; 则 Hg, 0) 构成 机 的 图 册 , 此 图 册 使 得 有 Ff 本 身 构 成 mm 维 C' 流 形 . 

命题 9 设 时 为 四维 C7 带 边 流 形 , 则 3 太 为 m -1 维 扎 边 忆 ' 流 形 . 

定 久 让 设 ( 时 ,的 (2 分 别 为 下 维 .= 维 C 流 形 , 其 中 细 = 1!(p， 
,名 = 村 本 ,给 村 x 所 积 扫 扑 , 且 令 hyn: = ivxy,Ux Wi(p,0) 
EGE 则 CNX N,v rn) 为 m+ n 维 C' 流 形 , 你 为 积 流 形 . 

定义 23 设 蝴 是 一 个 C 流 形 (rz0 ,名 = 上 he 是 时 的 一 个 开 覆 盖 ,一 个 
从 属于 名 的 C' 单 性 分解 是 一 族 避 映 射 和 :出 [0,1] ,i AA. 使 得 ; 

SuppA, CC EiE AD): 

2 Supphil en 是 局 部 有 限 的 ; 

3 对 任意 x 所 时 ， Zi(*) = 1. 


定理 3 设计 为 0 流 形 (+ 0， 则 对 民 的 性 一 开 和 寻访 均 有 从 篇 于 它 的 C' 单 
位 分 解 . 

定理 4 《 惠 特 尼 {Whitney} 嵌入 定理 } ”每 一 C'n 维 流 形 (r = 1) 均 C' 微分 同 
胚 于 了 "+ 中 的 一 个 财 子 流 形 ， 

2.2.4 纤维 从 ,复合 空间 


定 久 妈 ” 一 个 纤维 从 是 一 个 六 元 组 &= 15, ,x ,CG, 让, 客 |,E, 肝 和 下 为 C 
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流 形 (re>0) ,5 为 C 群 , 它 C 有 效 作 用 在 上 ,r:E- 虹 为 0 映射 , 且 满 足 局 部 
平凡 条 件 : 存 在 MY 的 开 窗 盖 : Ul ser 和 "同上 及 族 | 四 |e ,使 得 对 立 它 卫 ， 有 图 2-1 
所 示 交 挤 图 . 


Elo := 和 (7 和 x 


"~ " 


图 2- 1 
其 中 xie(P,a) = pp, 显 然 ,gop: = 由 lp = 入 le: 如 = (p)*ip|x 忆 为 C' 辐 
耳 . 若 避 门 Ugz# 信 , 则 有 CC' 同 及: 各 及 图 2-2 所 示 交 换 图 . 
(UNUNK FR NU 
"~ Am 
HN vs 
图 2-2 
记 贤 ' 交 (p89) =(p, gufp)el, 则 Bfp):P 一 为 C 同 胚 , 且 从 ( 央 ,x 
{ 和 到 (次 59)) 的 转换 映射 Bpe: 册 门 届 一 为 0 映射. 上述 ( 沁 , 下 
(0 与 (p,x (U8)) 称 为 ' 相 容 的 .这 样 的 偶 (g ,x "(U0 )) 称 为 局 部 平凡 系 ， 
出 称 为 局 部 平凡 映射 ,上 称 为 局 部 平凡 邻 域 . 一切 与 1 ,x -下 忆 ))1,erC' 相 容 
的 局 部 平 筷 系 (y, x (四)) 构 成 一 个 C' 相 容 的 最 大 局 部 平凡 系 族 , 记 作 丰 . 脓 称 为 
丰 图 和 骨 , 党 中 的 元 称 为 从 图 卡 ,E 称 为 妈 { 全 ) 空 间 , 上 称 为 底 空间 ,x 称 为 投射 ,下 
称 为 典型 纤维 , £, = x '(p) 称 为 p 上 的 纤维 , 6 称 为 构造 群 .有 了 时 也 简称 E 为 纤 
维 从 . 
车 将 上 述 定 文中 的 对 象 分 别 改 为 拓扑 空间 .拓扑 群 .连续 有 效 作 用 、 连 续 映 
射 . 同 旺 , 则 上 或 过 称 为 拓扑 纤维 只. 
例 5 设 为 C0" 纤维 从 ,者 存 在 从 图 卡 (y,)E 党 ,好 存在 二 同 且 光 ,使 得 图 
2-3 可 交换 


E= rl(M)—— Nx 下 
不 邢 1 
时 
图 2-3 


则 专 称 为 平 几 礁 . 由 此 可 知 一 般 纤维 从 可 以 认 汐 是 由 局 部 平 几 从 通过 转 措 映 射精 
合 起 来 的 ， 

定 放 区 在 定 闵 24 中 , 设 下 = Rr",G=GLin,RBR) (或 以 GLOn ,到 ) 的 6 正则 李子 
群 作 汶 6G). 且 pn UD 一 xR 为 C' 同 肚 ， 6 门 Us 一 GLtn, 民 }) 为 如" 映 


，168 ， 第 4 往 ”所 扑 学 


射 , 世 及 一!pt xR' 和 gam(p):R" 一 R" 为 线性 同 构 , 则 纤维 从 二 
= EE, 林 ,x GLEn,R),R", 兴 |! 称 为 秩 mn 的 5 实 向 量具 .类 似 地 ,可 以 定义 秩 得 
向 量 从 . 

例 6 与 例 5 类 似 , 若 对 避 ' 向量 从 = 1 用, x ,GLin,R),R", 兴 | ,存在 从 图 卡 
(EE ,全 得 :EE 一 禾 x RR' 为 C' 同 胚 ,wliopy:x "1p 一 pi x Rr" 为 线性 同 
构 , 则 称 & 海平 凡 向 量 从 . 

定 流 因 没 &= FE,x ,GF 党 | 为 一 C' 纤 维 从 (rT 二 0), 若 对 0 上 万 7; 存 
在 呈 肌 射 = 时 一 下 ,使 得 xo = idw, 则 称 o 为 8 的 -- 个 截面 ,上 一 切 昼 截面 
之 集 记 为 2) 或 卫生 下 当 研 为 向 量 基 时, 卫 忆 五) 是 一 个 (NW) 模 ,这 里 CC) 
表 计 上 一 切 0 消 数 构成 的 环 . 

定义 2 设 &= | 本 ,Tr 党 = ,内 ' | 为 有 相同 构 


造 群 CE 和 纤维 FF 的 两 个 C0' 绎 维 从 .车 有 C' 觅 射 广 :E> ,f;M 一 MM ,使 得 rr。 六 
= 广 A( 即 对 任意 pE WH, 记 p' =f(p). 则 了 将 5 映 到 E'y .上 收 六 是 保 纤维 的 ), 称 


观 射 项 盖 了 映射 ,并 划 设 (出 , 避 ) 为 p 上 的 局 部 平 几 系 .( yi, Wi ) 为 pr 上 的 
局 部 平凡 系 , 则 映射 

pe FalplxF ep, op px Fe a 
在 oe 


NF U6, p Ef :olp) 
为 "映射 , 则 称 ( ,用 :E> 名 为 C' 从 映射 . 若 还 存在 C 从 映射 (gg ,g):8 一 &, 使 
得 站 'P=ide 广 :8 = pg f= idw ,fg = idw; 卓 称 ( 广 ,让 :E> 为 C' 从 等 


价 -特别 , 若 = 证 ,f= idw; 则 从 等 价 ( 了 ,idw) :8 一 # 称 为 从 同 构 . 

定 沈 站 设 &=1E, 肝 ,x ,GG, 下 ,党 | 为 一 局 纤维 从 ,六 CC' 流 形 (7=0 时 为 拓 
扑 空间 ) ,AP: 一时 为 人 ' 野 射 . 定 关 一 个 新 纤维 从 产 二 , 称 为 了 的 诱导 从 ( 亦 称 拉 回 
全} 如 下 :EE = jpye)E 丰 xx 玉 | 六 p)=Te 让 区 下 xx 百 ,投射 于 :1" EN 为 
r "(p12) = pp 上 的 纤维 x "i(p)= |(pe)leEx fp)=1plxx-'(f(ip)) 
sx (Ap)=F, 令 Ep EE , 其 中 "1， 
(Fn E)—|p| 基站 由 到 | epy: Erpy* lf(p)! x 上 扩 确 定 ,由 于 satpla= gael fp)) 
94, 吉 ggotp)= gpc(FOP)E CG,f*ECNxE 上 的 拓扑 与 流 撒 攀 造 可 由 和 N,5 .上 的 
构造 转移 过 来 ,过 ”在 1* EF 上 唯一 决定 了 一 个 从 图 册 多", 则 f° := 1f*E,N， 
re "|, 

例 7 设 &= 1E, 财 ,x ,CC, 严 ,党 | 为 一 局 纤维 从 ,NC 为 C' 正 则 子 流 形 (r=0 
叶 为 拓扑 子 空间 ) ,六 为 包含 鼎 射 :一 于, 则 话 导 从 i*& 称 为 £ 在 NWN 上 的 限制 从 ， 
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也 记 为 或 Ely. 

定 多 9 设 PP 与 村 均 为 C7 波形 ,C7 群 6 自 由 地 右 作用 在 PF 上 , 若 p1,p2 EP、 
存在 g 所 6G, 使 得 p; = pi， , 则 记 为 p! ~ p;，~ 是 PT 的 一 个 等 和 价 关 系 , 设 时 
= PA/~ ,RP 为 p Her[p], 且 二 为 福 有 映射 , 疡 是 局 部 平凡 的 ,即时 上 有 开 蓝 
闵 { 必 er 及 C 同 肛 : 册 :7 (区 ) 一 下 xfC: 使 得 下 0p) = {rtp) 和 (PP)), 其 中 
Tp) EG, 并 满足 ;yj(p :gg) = 【frfp] ,om.(p)* 8 对 每 一 点 pp 万 
Ax) 及 任 一 gg 毛 避 成 并 .这 样 的 纤维 从 称 为 主 旭 从 .或 简称 主 从 , 记 作 严 ( 村， 
[a 

主 欠 是 规范 场 物理 的 一 个 常用 的 几何 构架 . 
定居 3 了 设 忆 是 道路 连通 空间 ,中 是 连通 是 局 部 道路 连通 空间 ,p: 上 四 一 号 是 
连续 上 映 射 ,车 对 任意 占 和 8, 存 在 开 邻 域 ,使 得 p-'( 0) 是 皇 的 两 两 不 相交 的 开 集 
11 的 并 ,并 且 p41v :Vs 一 如 为 同 且 , 则 称 p: 志 一 B 为 复 秋 映射 ,EE,p) 称 为 8 的 
复生 空间 ,8 称 为 底 空间 ,5 称 为 的 基本 邻 域 ,p15) 稳 :为 上 的 纤维 ,可 以 证 明 
p-'(6) 与 6 的 选择 无 关 , 它 称 为 复 香 空间 的 叶 数 ， 
事实 上 , 复 得 空间 是 一 个 有 离散 纤维 的 纤维 丛 . 


2.2,5 五 空间 与 上 是 空间 


一 个 带 有 基点 的 空间 也 称 为 点 标 空间 . 

定 兴 3 一 个 点 标 空 间 (X,xo) 称 为 下 空间 , 若 疗 在 点 标 上 映射 mm: ( 半 x 于 
Cxor x0)) 一 下, x0) 司 得 映射 mt xo;》 和 mm( ,xo0) 在 (, x) 上 是 rall xo! 同 伦 于 11， 
称 xo 为 同 伦 单位 . 

设 ( 于 ,xo) ,CY, yo) 为 点 标 空间 , 子 空间 六 x [yof LU sol x YcXXxY 称 为 X 
和 了 的 攀 和 , 记 作 习 V 7 了 ,用 * 表 基 点 (xo,Y0) EE 于 V 辣 . 而 ( 丰 ,xo) 与 (了 ,yo 的 缩 
积 基 AT: = x YAXY 了 记 p: 玉 XY 了 一 庆 信 了 为 自然 抽身 ,有 目 庆 AY 的 基点 
# 定义 海 pCXY 了 .XY YY 与 XA 了 均 为 简化 记号 , 精 础 地 应 记 成 (CX, xo) V (Y， 
Yo) 和 CX, xo) A CF, yo). 

设 CX,xo) 为 点 标 空间 ,定义 多 的 绩 垂 ( SY, x ) 为 Xx 'j 1 维 球 S! 的 缩 积 (5S' A 
X,*). 

对 点 标 空 间 ( 了 ,yo) ,定义 了 的 闭路 空间 (0Y,wo) 为 函数 空间 7:，， = 《TY， 
yo) (3.P0) ,并 以 常 值 闲 路 wal 即 对 一 煞 s 所 $51 有 wolts) = x6) 作为 基点 . 

事实 上 上 述 5 与 8 可 以 扩张 为 从 点 标 空间 及 悍 持 基点 的 连续 映射 的 范畴 ;x 六 
到 的 耳 子 . 纬 重 函 子 5 将 空间 (让,xo0) 对 应 到 (SX ,*), 将 上 映射 /: (,x0) 一 
(x'0) 对 应 为 村: = 15 AS Ar 一 《51 A YY *). 而 闭路 酒 子 介 将 
空间 {Y, yo) 对 应 到 (DY,wo) ,将 有 频 射 gCF,y0) 一 (7 ' v0) 对 应 为 Ng: (DY, wo) 
— {OF’,w'0) 其 中 Dolo) (as): = gr wls),s EE Sl. 


定 炎 所 ”车 复合 点 标 上 映射 XX 了 >X VY 久 忆 Xx 六 是 (相对 ) 同 伦 于 对 角 映 射 ， 
wo 是 同 伦 单位 , 则 一 个 点 标 空 间 (X, xo) 连同 一 个 点 标 映 时 mC 站 ,x0} 一 (YX， 
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* ] 称 汶 一 -个 上 末 空间 ， 

设 (时 ,x0) YYyo 为 点 标 空间 ,以 后 将 从 (Ti 到 (7.m) 的 保持 基点 映射 的 
同 伦 类 简 记 为 [X, 了 ]o, 基 点 就 不 特别 指明 了 ， 


命题 10 当 为 胞 空间 时 ,存在 自然 等 价 4:[ SX,Yj。 三 [X,OY]o, 因 此 3 
与 妈 是 一 对 伴随 孙子 ， 

定义 3 设 (,x0) 是 一 个 带 有 莱 法 m 的 上 开 空 间 , 车 它 洲 足 me (mx lr)=m* 
(rx 到 ), 则 称 m 是 同 伦 结合 的 ,车 它 满足 mv ;17) 二 6 二 mlx;1), 则 映射 v: 
{30 一 ( 尘 ,xn) 称 为 同 伦 道 .一 个 下 群 是 一 个 太空 间 (X, x0) 带 有 同 伦 结合 的 乘 
法 m 和 同 伦 道 全 了 :xx XX 一 了 x 阁 为 换 和 位 肌 射 TEx, x) = (x2,x1) .车 满足 mm 
T= mm , 则 称 乘 法 m 为 同 伦 交 换 的 .注音 ,上 述 所 有 映射 与 同 伦 痢 是 相对 于 基点 的 . 

定 光 3 设 (T,xo) 是 一 个 奋 有 上 乘法 m' 下 同 伦 单位 ay 的 上 用 空间 .车 (fx 
Vm CrVm)m, 则 称 m 为 同 伦 结合 的 . 同 伦 道 是 也 射 p(X,x0) 一 (XX， 
x0) 满 是 C1) em axo=flrsr)vm 的 .一 个 带 有 同 伦 结 定 的 上 先 法 mm 和 同 伦 
道 y 的 上 硬 空间 (x0) 称 为 上 五 群 . 若 到 还 满足 Tsm' -mm . 则 于 称 为 同 伦 变 摘 
的 , 上述 映射 与 同 伦 也 都 是 相对 于 基点 的 . 

例 8 拓扑 群 4C,e) 带 有 乘法 mm:Cx GC,m(gi,) = gig2; 民 逆 y: G0， 
v(tg) =g-! 是 一 个 二 群 ,e 基 司 的 单位 元 也 表 常 值 映 射 . 

例 9 对 任意 点 标 空间 (了 , yo) ,闭路 空间 {07,co) 是 玉 振 . 

例 10 对 任意 点 标 空间 (六 ,xo), 纬 重 (SX, * ) 是 上 旺 翼 . 

命题 11 设 (Y,y0),(X x0) 为 点 标 空间 .车 令 0 了 : = YY = 在 ( 人 -17). 
nn 则 当 二 2 时 , 0) 是 同 伦 变 换 的 下 群 ; 
SX 是 同 伦 交 换 的 上 互 群 . 

命题 12 对 一切 ns0,51A Se 六 + 

例题 3 对 一 切 ns0, 加 三 二 部 站 大 


2.3 同 伦 群 


命题 1 

]* 设 ( 半 ,x0) 为 点 标 空间 ,(Y,y0) 海上 圳 群 , 则 [XY]o 是 :个 群 ; 

2 设 ( ,x0) 为 上 寺 群 (了 ,0) 为 点 标 空间 , 则 [X,Y 了 ly 是 一 个 群 ; 

3 设 (Tzo) 是 上 旧 群 ,(Y,yo) 是 吴 群 , 则 在 [X,Yjo 1 ,两 种 群 的 结构 重合 ， 
计生 群 [ 多, Fjo 是 阿 由 尔 群 . 

定义 允 设 (X,x0),(51, po)(pi = 《1,0) E€ 人) 为 点 标 空 间 , 定 实 {Y,z) 的 1 
维 同 伦 群 ztE,xoy: = [3 ,Yo. 通 过 映射 1 一 $1,t Fr es 用 参数 8O<s ts1) 
将 单位 圆 $' 上 的 点 参数 化 ,用 Mapo(l 3 1 宸 一切 连续 映射 (51, po) 一 《YX ,zxo) 所 
构成 的 空间 ,所 以 Mapo(S ,8Y) = 0 , 它 的 元 素 即 以 mm 为 基点 的 闭 道 , 设 ,PE 
DX 为 闭 道 ,定义 a 与 有 的 乘积 为 闭 道 y; 
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al21), Usi< 本; 
(0) = | ” 
有 [24 - , 1 


则 YY € 12X. 用 [al,[8],[yY] 分 别 表 a,B,Y 在 [S',Xjs 中 的 同 伦 类 ,并 定义 [aj]， 
[8j]; = [Yj, 由 xo 展 表 的 常 值 映射 的 同 伦 类 ,[ xo] 是 同 伦 单位 ,而 由 yy; 0X 一 0X， 
a 瞩 al 其 中 a(f): = atl -日 ) 定 六 的 "为 同 伦 道 , 这 就 让 接 证 明了 rifx,mm) = 
[S' ,Xl 为- 一群: 这 也 可 由 [51 ,0 = [3 .Yo = [3 及 以 前 结果 看 出 ). 
维 同 伦 群 又 称 为 的 基本 群 . 

以 下 在 讨论 同 伦 群 时 , 恒 设 空间 为 道路 连通 空间 . 

定 儿 36 设 (二 ,区 为 点 标 室 间 ,({ 孚 ,mp) 的 基点 pn = (0 下 人 0 宁 . 十 义 

ral xo); = [条 :大 ja 

当 半 并 时 ,rr (fxo) 称 为 站 锥 同 伦 群 . 

命题 15 

te rofX so) 为 点 标 集合 ; 

包 半 加 时 ,fs0) 是 群 ; 

Pn 32 时 ,rm) 是 阿 贝 尔 群 . 

十 题 6 。” 设 空间 (X,xp) 与 (Y, yo) 有 相同 的 伦 型 , 则 rw{ 工 , wo) = ra(Y yp)， 
[ 节 总， 

命题 地” 说 (下 ,oh 与 CY Yo0) 为 点 标 空间 , 则 x (x 了 (so 加] 一 me 二， 
xo) PD Ant YF, Yo) 

命题 堆 ” 设 久 为 可 缩 空间 ,xo 后 苹 , 则 x,(X,xo) 平凡 ( 即 促 售 一 个 元 素 ) ,对 
一 切 n 0. 特 别 x(R",*) =0. 

定 光 了 设 (X,xo) 为 点 标 空间 ,一 个 点 标 侦 是 -一 个 有 序 旭 (XA)( 常 记 为 
C0)) ,满足 二 A 入 x0. 

定妆 了 8 设 (X,A,xo) 和 (LY, 8B8,yo0) 是 点 标 偶 ,一 个 点 标 倡 映射 f/f: (XX, 4) 一 
(Y¥, 8B8) 是 一 个 点 标 映射 f(xo) 一 CY,Y0) 且 4) CB. 者 J ,g:(X,A)—=(Y,B) 
是 两 个 点 标 偶 驶 射 , 则 点 标 侦 同 伦 5:f = g 是 连续 有 映射 上: 荆 x 了 一 了, 满足; 

FIxzI0 = M7), Fr,1) = g(x) 对 一 切 x EE 下 

F(xro:t) = yo0; 对 一 切 1:ET; 

FilAxi)cB. 

设 (4 ,xpo) 和 (了 , 旦 ,yo) 均 为 点 标 偶 , 则 一 切 点 标 全 映射 fCX ,4, x0) 一 (Y. 
瑟 , 知 ) 的 点 标 偶 同 伦 类 的 集合 记 成 [{( ,4 (7 号 )j. 

定 久 39 令 p = (10 的 各 训 表 和 产生 的 公共 基点 .对 严 关 二 点 标 
侦 (f ,4,xo) 的 相对 同 伦 群 定 广 为 zx, CX ,A,x0): = [C0 .5°1) ,CX,A)]o. 

命题 的 x( 了 ,4,x0) 当 nn 训 2 时 是 群 , 当 n> 3 时 是 阿 贝 尔 群 . 

在 基点 理解 后 , 常 将 zx, (XX, xo) ,maf 瑟 , 4 ,xo) 分 别 简 记 为 zt 和) mn 4) 

设 f (A,x0) 一 《了 ,8B,y0) 点 标 偶 映 射 , 则 可 诱导 觅 射 AP ;x,( 革 ,4) 一 
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xa(Y 了 ,日 ) 为 :着 [a] E mr (X,A),a:( DS pi 1) > A, x0) ; 则 令 (Tal); 
= [六 a]E x(Y,B8).f, 为 群 同 态 .还 可 定义 边缘 同 态 0: (XA) 一 xe.1(4) 为 ; 
dal): = [al FI]€E rlA). 对 ,x0) 一 (XX,49) 可 请 导 i x4A) 一 
Ta 让 .由 于 (Xx0) ,#0) = Aa( 夺 ,x0), 均 j :xo() 一 xr,(X,A4) 可 看 作 是 由 包 
富 映 射 jCX, | zol ,x0) 所 一 (有 ,有 ,x0) 所 诱导 的 . 

命题 加 0 对 点 标 侦 {XX, 4 ,xo), 有 如 下 的 正 合 序列 ; 


Tr nA) 一 Tasrtt -全 TI》 
地 i 
一 一 1 (4)》 -一 x (I) 一 一 一 fd) 
上 fs 过 Tu 
一 人 rm rt ,A ro Ad) 一 xo( ). 


命题 21 设 & = |E, 册 ,x,0, 下 ,党 | 为 一 纤维 从 , 令 >E 一 一 有 4, 则 有 如 下 
纤维 同 伦 正 合 序 列 ; 


‘(FF) (EFE)— >a) 


ro Fr (RE) 
no FF) ro EE) rot HH) — 0. 
定理 5 (怀特 黑 德 (J .H.C. Whitehead) 定理 ) 设 三 利 Y 为 连通 Cg 复 形 ,入 
一 了 为 连续 映射 ,使 得 F :r( 王 加) 一 (YY, f(x0)) 对 -一 切 为 同 构 , 则 f 为 同 伦 
等 价 (从 而 庆 和 Y 有 相同 的 伦 型 ). 
命题 22。 一 个 CWF 复 形 为 可 缩 的 充 要 条 件 为 对 一 切 ,x,(X) = 0. 


命题 33 设 瑟 二 中 为 一 复 得 空间 , 则 
painntE} a mB), nn 宇 之， 
并 有 目 当 5 = 1 时 ,p， 为 单 同 态 . 
定义 币 ” 设 臣 为 拓扑 空间 , 若 xo{ XX) = 0, 则 称 X 连 遂 的 ;车 x,(X) = 0, 则 称 
不 单 连通 的 ;车 (于) = MO 二 < mn), 则 称 克 为 二 连通 的 . 
以 下 讨论 有 关 球 面 同 伦 群 的 若干 结果 ， 
命题 到 xf3) = ZimrnfSb = O(m > 1). 
命题 区 对 m,n l,m(S) =- Za) = Om < nm)， 
命题 斯 对 n 二 m+2 有 
Warat TO) = Nara) = := Ta 
定理 6 【 塞 尔 (由 .Sere) 定理 ) 
一 有 限 群 。 m > rn 且 n 为 奇数 ; 
ma) = | 一群 和 > 月 且 为 偶数 ,但 站 过 2m- 1; 
xF, m > nn 且 n 为 偶数 ,及 mm = 2n -1， 
其 中 为 某 有 限 群 . 
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2.4 ”同调 与 上 同调 


2.4.1 链 复 形 


-以 吕 表 一 个 具有 单位 元 的 变换 环 . 当 趟 会 混 清 时 , 玉 检 及 忆 模 同 态 简称 为 模 及 
模 同 态 . 
定 兴 4 链 复 形 <- = Ec,3| 是 模 及 模 同 态 序列 
a 9 9 


4 Ce La cn— 


Cr” 
满足 条 件 3 .3 = 0.-- 个 上 链 复 形 ce* = jo,5| 是 模 及 梳 辣 态 序 列 


, 6 .8 6, 
ee 


满足 条 件 58:8 = 0. 一 个 增 广 链 揽 形 (ce . ,s) 是 一 个 链 复 虹 =、 并 附加 一 个 模 同 态 
eco 一 肛 , 满 足 e*3 = 0, 其 中 肯 为 一 R 模 .一 个 增 广 上 链 复 形 (e* ,s) 是 一 个 上 链 
复 形 附加 一 个 模 现 态 e: 林 一 ,满足 5。6 = 人 0. 6 中 的 起 类 称 为 n 维 链 , ww" 中 的 元 
率 称 为 n 维 上 链 . 若 ce,(e') 都 是 自由 模 ,人 则 cte*) 称 为 自 出 链 ( 上 链 ) 复 形 .3 称 为 
边 纺 算 子 ,8 称 为 上 边缘 算 守 . 

定妆 和 业 链 复 形 -, 的 第 nr 阶 ( 或 第 5 维 ) 同调 解 定 闪 为 商 模 及 Te ): = 
Ze Be ) 其 中 Ze = Keriase 一 o 1, 称 为 二 闭 链 群 , 它 的 元 素 称 
为 关闭 链 ,Bce = joscsl 一 co 称 为 m 边缘 链 和 群 , 它 的 元 束 称 为 m 边缘 . 
同调 群 FC。 ) 的 元 素 称 为 m 同调 类 ,z 丘 了 0c 所 对 应 的 同调 类 记 为 131 . 类似 


地 ,第 = 阶 上 问 调 群 定义 为 本 (cx ): = rte* /P(e*) = er 一 c | 并 有 


史 | 全 :ep 一 中 | 
相对 应 的 名 称 ( 对 应 地 加 词 头 上"). 
定义 总 两 个 链 复 形 ec, ,ec, 之 问 的 条 由 射 = 1 ! 丰 -- 族 模 辣 术 f; 一 0'， 
使 得 9 = 让 _ 1965. 类 杞 可 以 定义 增 广 链 复 形 之 间 的 链 映 射 .除了 模 同 态 序列 


上 :0 一 ca' 外 ,还 有 模 同 态 广 :有 一 由 满足 e: 记 = 广 必 . 设 f,g:cs 一 ec,' 为 二 个 链 
映射 , 则 FSi eg 之 间 的 链 伦 移 D:c, 一 c,' 是 一 列 模 同 态 几 :e 一 el 满足 六 
+ 及 .oa= 扩 -有 (对 任意 由 记 为 Fe. 若 存 在 链 肪 射 9: ce. 一 ce, ,使 得 grF= 
证 ,rg = 这 . 则 链 映射 产 c .一 < 称 为 链 同 伦 等 价 ,gs 称 为 的 链 同 伦 逆 .这 一 切 可 
以 类 极地 推广 到 上 链 复 形 情 形 . 

个 题 27 设 产 ec。 一 <。 为 链 映射 , 则 如 于 诱导 同 训 群 之 间 的 局 态 所 (PP = 
一 = ze 具有 性 质 ， 

1 设 链 上 映射 :cy 王 ce 则 二 让 = C2 于 :于 (ec) 一 
H{e, ); 

> 设 链 股 射 id: cc 一 cs 则 天 (id) = id; Hi(e,)— 有 (ec,); 

六 设 链 上 映射 7,g: 0c 一 ce，' 为 链 同 伦 . 则 二 CD = (gj):(ces)— H(tc,). 
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关于 上 链 复 形 , 上 链 映 射 及 上 和 链 同 伦 也 有 类 似 结论 . 
命题 好” 链 复 形 的 得 正 合 序列 
三 


乒 
DO— ce, ee re 0 


诱导 出 网 凋 群 的 长 正 合 序列 
了 甘 EE 
He Re) SH er) ZH ee) >. 
2.4.2 几 类 同调 群 上 同调 群 的 构造 


以 下 分 别 介绍 几 类 常用 的 同调 群 及 上 同调 群 的 构造 方法 . 

设 玉 为 有 限 单纯 复 形 ,G 为 一 阿 贝 尔 群 , 设 jimK = m, 并 将 的 单 形 定向 ,使 
KK 成 为 定向 复 形 ,S, 表 下 的 一 切 p 维 定向 单 形 的 集合 . 

定义 4 和 9。 形 为 2g 嘱 ,g EC,ofE 5 的 (有限) 形成 线 性 组 合 的 群 关于 形 


为 ,z .on + g.(- 中) 的 元 察 (及 其 线性 组 合 ) 的 子 群 所 构成 的 商 群 , 称 为 复 形 开 的 ， 
以 阿 贝尔 群 C 为 系数 的 维 链 群 。 ( K; 6). 即 在 由 定向 单 形 的 形式 线性 组 合 的 群 
里 ,我 们 将 g(- oof) 与- g* (of) 等同 起 来 .对 任 一 定向 单 形 号 5, 设 o = 《oo0， 


ai Gp); 则 令 (如 ” Cags Hl Go) ): = >- D'g " {a0 ,Ge , op) (a0 


0 表示 去 掉 顶 点 a 所 得 的 p - 1 维 定向 单 形 《a6,… 二- 本 二) 
再 用 加 法 将 上 式 扩充 到 形式 线性 组 合 28;of 上 , 即 得 9,:c,(K; G6) -> cpa( 丰 ,6). 


并 令 2:eof KiC) 一 0. 容易 验证 3,.13, = 0(p 1);, 从 而 cc (K;0): = | co 天 0)， 
引 为 链 复 形 ,c,( 上 K; 避 ) 中 的 元 率 称 为 p- 维 单纯 链 . 

定义 生 上 链 复 形 c,( 久 ;0C) 所 对 应 的 同调 群 , 称 为 单纯 复 形 怀 的 ,以 阿 风 尔 
群 & 作 系数 群 的 同调 群 , 记 为 所 (KiC),pE Zi 

> 设 大 为 可 放 分 空间 ,( 乓 ,9P) 为 其 一 个 前 分 , 定 尽 用 (DC = 天 (KGB)，p 
E Z, 称 为 空间 下 的 ,以 阿 贝尔 群 6 为 系数 的 同调 群 ， 

命题 加 设 dmK = mm, 居 c.( 六 ;GG) 为 

0— 0 Ki CG) on (KiC) ool K;C) 0, 

放 当 p > m 或 p < 0 时 ,HH(K;6) = 0. 

命题 加 设 工 汶 可 前 分 空间 ,( 玉 ,9),( 上 , 消 ) 为 它 的 两 个 前 分 , 则 二 (KK; 6) = 
H(iG) ,对 一 切 p 所 Z. 帮 定义 牺 之 也 中 定义 的 空间 的 同调 群 上 太 (X;G) 是 无 
歧义 地 定 闵 了 的 . 

定义 起 ” 设 厌 是 单纯 复 形 ,cc 大 为 子 复 形 , 则 cf1730) 是 链 复 形 6 (KK; 吉 ) 
的 一 个 子 链 复 形 ， 定 尽 商 复 形 eCK,LO): = ce.(KiC)Aen(L;C) 为 
c (ELIC): = cot KC)/elL;C).3 为 由 3 诱导 的 商 辣 坊 , 则 ee,(K,L;G) = 
i col,L; 避 ) ,31 ,由 链 复 形 c . (KK, 上 ;6G) 确定 的 同调 群 称 为 复 形 个 (天 ,上 ) 的 相对 
同调 群 , 记 为 尼 ( 关 ,ErC),p ED. 
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命题 31 设 天 为 单纯 复 形 , 石 ,已 C 天 为 子 复 形 ,六 门 严 和 石 册 二 也 是 天 
的 子 复 形 , 则 有 如 下 的 迈 吾 一 菲 托 里 斯 (MayerVietoris) 正 侣 序列 

HU ON DO (OBE 6) HL 
U Bio AN ;6) > 

设 关 为 单纯 复 形 , 取 整数 加 群 也 作 为 系数 群 和, 则 合 凋 群 ,CKK,ZD) 简 记 为 
呈 ( 式 .由 于 品 () 为 有 限 生 成 阿 贝 尔 群 , 故 由 这 种 群 的 结构 定理 ,有 

定理 7 了 设 下 为 单纯 复 形 , 风 HCK} 有 如 下 唯一 的 标准 分 解 式 : 

WR) TD DIDIn DD 
房 全 | 
其 中 户 = 0 称 为 尺 的 p 维 贝 蒂 {Betti) 数 ; 当 > 0 时 ,65 > 1, 且 整除 由 |， 
197 1 = 1,… ,rl 称 为 p 维 找 系数 ,是 群 瑟 (KK) 的 秩 . 与 18P 1 = 1 
构成 群 #H,( 玉 ) 的 不 变量 完全 组 ， 

现在 来 构造 奇异 同调 , 设 夸 为 任意 拓扑 空间 , 员 为 带 单 位 元 的 交换 环 ,我 们 先 
定义 奇异 链 ,再 派生 出 奇异 同调 . 先 作 一 些 准 备 . 

可 以 认为 Rc 瑟 王 民 一 …CR” ,前 面 的 空间 媒人 到 后 面 ,只 须 看 作 将 后 面 
添上 一 些 全 为 霍 的 坐标 分 量 . 记 i: = 【00 0) = 【1.0，…:0) ,到 = 
(0,1,0,… ,0 等 等 .任意 有 限 多 个 点 玉 可 以 看 作 属 于 是 一 个 并 " ,并 且 是 几何 无 
关 的 .4,: = [ Eo, EE,} 称 为 标准 (几何) oq- 单 形 , 设 no Bi Pg 为 某 欧 代 空 
间 中 的 点 , 则 令 后 | PA0 二 4) 并 作 仿 射 扩张 ,所 得 的 仿 射 映射 记 为 (po, pi， 
所 以 (2 有 和 , 品 ) 即 A, 上 的 恒 等 冉 页, 记 为 3 

拓扑 空间 区 中 的 奇异 和 4 单 形 e 是 一 个 连续 喘 射 a: 4 一 瑟 , 《的 育 异 4 维 链 
S (8 只 ) 是 王 的 所 有 奇异 9 单 形 生 成 的 自由 六 模 , 即 S (3;R) 的 元 是 形式 线性 组 


合 


> ur 《每 一 和 中 仅 有 有 限 个 vx 0)， 
o 遍 取 奇异 4 单 形 ,w ER. 它 称 为 奇异 9 链 . 


对 9 > 0,0 < < 4, 定 义 FA-1 一 4 为 仿 射 映射 ( 包 …， 忆 )，…, 5) .对 空 
间 X 的 任 一 奇异 4 单 形 ,atD: = go， Fi! 称 为 o 的 i 面 , 它 是 奇异 (4g - 1)- 单 形 . 


现在 定义 奇异 9 单 形 o 的 边缘 ac 为 奇异 (9 - 1)- 链 :36; = 2 (- Di ,并 且 对 


i 

任意 奇异 q- 链 vg ,定义 9( 守 ,a): = 外 99, 容易 验证 020-2=0, 从 而 有 

定 久 条 5S.(X;R): = 【S.CX; 上 R),3| 称 为 《的 奇异 链 复 形 . 它 对 应 的 同调 群 
称 为 元 的 条 数 在 只 中 的 奇异 同调 群 ( 实 为 同调 模 , 同 调情 为 习惯 用 语 ),4 及 奇异 
疝 调 群 记 为 名 (; 员 ) 

命题 3 设 | 到 | 为 工 的 道路 连通 分 支 的 族 , 则 已 0X3R) = 国 F 册 (从 ;县 ) 
(gD). 

X 的 堆 维 奇异 单 形 > 就 是 上 映射 5: 4 下,E 上 re 所) = x 毛 瑟 , 故 不 妨 用 *%* 表 
4:0 维 链 形 如 工 wx, 定 六 一 个 边缘 算 子 3 :50 上 ) 一 中 为 有 【23 = 2 上 出 
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有 da" =0. 定 六 厅 of;R): = Ker9” yz al, 称 为 约 化 0- 防 同 调 群 
命题 33 而 (及 )= Fol X; RDR. 


而 对 9 >0, 定 义 约 化 #4 阶 同 调 群 (XX3R): = 于 (X; RR). 

设 广 XT 一 让 连续 ,soE SCX;R), 则 foo So( 庆 ,中 ) ,从 而 导出 S50): 5S,(X; 
R)>S( XR SA Dv): = (Po 

命题 4 设 fx 一 计 ', 则 

全 SCid) 三 ids 0 

P(g = Bg) SD: 

P95 = -1 有 9, 即 $0) 为 链 映 射 ， 

命题 妈 设 fiX 一 让, 车 zz 万 2 (XR) 为 了 闭 链 , 邻 HN zs1): = 
1 35 用 则 天 (六 :下 (ER 有) 一 大 (如 ;8) 且 有 性 质 : 

Pe H(idy) = idu txsn): 

PH(tg* f= H(tg)* H(A .由 是 奇异 同调 群 H{ :RR) 是 拓扑 不 变量 . 

设 A4C, 则 SCA4;R) 己 StX; 呈 ), 如同 单纯 复 形 情形 , 令 SCX,A;R): = 
SX RAS (A;R) , 则 得 侦 (X,4) 的 奇异 链 复 形 S. (XX, A: R) = |S,(X,A; RR) ,3| 
及 偶 的 奇异 同调 群 凡 (E,4; 员 ), 它 是 偶 的 拓扑 不 变量 . 

定义 和 8 设 3.(1) 为 拓扑 空间 荆 的 奇异 链 复 形 , 定 尽 三 上 的 了 维 育 异 上 链 
S(T;R): = Hom( SR, 则 个 维 奇异 上 链 ce 和 CX; 月 ) 为 RR 同 态 e: 5S,(X) 一 
只 ,以 [zce] 表 z< 和 S(Y) 在 = 作用 下 的 值 , 易 知 [ .] 为 - - 双 线 性 配对 .上 边缘 运算 
SR ST;R), 由 下 式 定 义 : [zc]: = [3:,c] ,ec EE (CX;R),r EE 
Sort 计 ), 由 了 ?359 = 0 人 可知 5:8 =0, 从 而 5" (CX;R})， = ) (下 ; 必 ) ,81 构成 上 链 
复 形 .并 定义 于 的 思维 奇异 上 同调 群 所 (CX; R):; = Kerf5: (FR) 一 (三 
RYNAB {6: SI (YX: (人 有) 

设 产 于 一 了 , 则 定义 模 同 态 CO: SC 一 SI(X; 太 为 :对 zE S(T),cE 
SY;R), 

[z, Se] = [S00 z,e], 

容易 验证 60 = Sm 6, 即 多 (六 为 上 链 映 射 ,i4 渡 到 商 从 而 导出 同 态 
mR; RR) RC; R). 

命题 36 小满 足 : 

lj Fd) = idirer, ny, 

?= Dg) .好 本 成 为 反 变 明子. 

与 同调 情形 类 似 , 也 可 定义 偶 (X,A4) 的 相对 上 同调 群 In, 4; RR). 

于 面 构造 如 一 种 很 重要 的 上 同调 , 德 拉 姆 (de Rham) |- 问 调 . 设 4 为 光滑 流 
形 , 25 时) 表 上 半 上 的 上 次 微分 形式 , 它 是 一 个 C*(N) 模 , 对 a E€ 人 (NM) ,有 p E 
下 (5 和) 则 形式 6& 与 8 的 外 积 a A BE 主机 ) .乘法 运算 A 是 双 线 性 并 且 是 结合 
的 .用 0tM) 表 全 人 () 的 直 和 , 则 有 (和 ) 是 一 个 代数 , 称 为 由 上 的 外 微分 形式 的 代 
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数 .外 微分 运算 #7 和 一人) 满足 中 = 和 vd = ,构成 上 链 复 形 : 


OOM) SM) OPM) > … 

记 为 tN},d) .由 此 有 

定义 和 多 由 德 拉 姆 上 链 复 形 14X(NW) ,dl 诱导 的 上 同调 群 称 为 流 形 虹 的 德 拉 
姆 上 同调 群 , 记 为 FpCN): = WhCM)/ BR(M), BnCM) ZW CC CD)， 
Bi): = 9,(d) 的 元 素 称 为 下 阶 恰当 微分 形式 ,8ik(M): = kert dd) 的 元 素 称 为 
上 阶 闭 微分 形式 ， ~ 

设 :上 肝 -> 为 流 形 间 的 光滑 映射 .对 E22( 和 .用 FPF" w E02( MM) 表 形式 
a 由 FF 所作 的 拉 回 , 则 有 -+ 

命题 7 设 让 计 一 和 6: 一平 为 流 形 间 的 光 济 映射 ,4 为 外 微分 , 则 

PF NN) > ON): 

PIG* fF) = Foe} 

3 加 id 时 一 开 , 则 idy” = idoke wy ; 

条 若 六 为 微分 同 胚 , 则 ”为 向 其 从 同 构 , 有 (7 = (7 *; 

对 EE MNPE ON), 有 Ftah B= FAA F(a)Hahp 
= -1Aa; 

FF" od= dr; 

PdahF= dAPp+t(i-1)m A Ba 是 形式 ， 

由 上 面 的 下 可 知 ,车 a EE 2 村 BE 2 则 = A BE ZE 车 团 形 
式 w 的 同调 类 用 [w |] 表 之 , 则 可 定义 德 拉 姆 上 同调 的 乘法 ， 

HM x HOMY—= HN), (Ta), LB) Fla ft B]l. 

用 Hn( 册 ) 表 Eh( 册 Ck = 0,1,…) 的 直 和 , 则 在 上 述 乘 法 之 下 , Hija( 机) 成 为 RR 上 
的 分 次 代数 . 

定理 8${ 德 拉 姆 定理 设 上 族 为 光滑 紧 流 形 , 则 并 的 被 拉 姆 上 同调 后 pt 和 H》 隔 
构 于 实 奇 异 上 同调 尼 { MM;R). 

设 6 是 一 个 群 ,n 3 【是 一 整数 ,K(G,n) 是 一 道路 连通 室 间 ,满足 

mKCC,n) ~ {0 村 中， 

K(G,n) 称 为 型 (G,n) 的 艾 伦 伯 格 - 滨 克 莱恩 {Eilenberg-Mac Lane) 空间 .例如 5 
就 是 天 (了 Z,1 .对 KGn), 当 nz2 时 ,要 求 恕 为 阿 贝尔 群 . 田 于 roC 人 KEG, 5) ,wo) 
= Ti Nn) x0) ;所 以 "KCG,R + mtm = 1,2,…) 也 是 天 (Ga) ,特别 
KK(G,n) 是 环 空间 .类 似 同 伦 群 的 定义 ,对 空间 及 群 G, 有 

定 突 串 令 严 (0), =- [XKCG,n}jjo, 由 于 KC,n} 基 不 空间 ,LX,K(G， 
n)jo 有 群 结构 , 称 为 空间 站 的 , 群 6 为 系数 的 5 阶 上 同调 检 . 

上 述 定义 的 合理 性 是 由 于 有 如 下 命题. 


症 题 36 ”对 CW 上 复 形 半 ,上述 环 { 针 ,C) 同 构 于 的 化 地 外 上 同调 群 六 "XX, G0). 
最 后 来 界定 切 赫 {Cech) 上 同调 . 设 半 为 拓扑 空间 ,3 十 下 的 两 个 籽 廊 , 若 .3 


。， 4178 ， 第 4 篇 拓扑 学 


是 . 改 的 机 细 , 则 记 为 .名 < . 兽 对 于 的 任何 两 个 覆盖 . 避 8 , 令 名 -14 门 814 
亡 , 避 ,二 亡 . 例 , 则 束 是 外 的 狗 议 , 且 . 甩 < 信和 若 < 萝 故 二 的 - 切 夫 盖 ,在 俩 序 英 
系 < 之 下 构成 一 个 正 问 集 . 设 . 避 < 央 定 久 A:. 呆 二 . 避 为 村 BE. 名 A(B) 5 B(A 
的 选择 有 一定 程度 的 任意 性 ,但 这 并 不 影响 后 租 的 结论 ). 对 的 每 一 歼 盖 , 必 , 构 
造 一 个 抽象 复 形 NC 全; N( 的 顶点 是 . 避 的 元 素 , NL 加 的 顶点 1 4 4 
构成 Mt. 二 的 单 形 的 充 要 条 件 是 二 人 门 4; 人 门 … 门 4 zz 人 壕 . 这 些 硕 点 枸 成 的 六 (从 
的 单 形 记 成 [4 ,44,], 和 容易 验证 N{. 胎 是 一 个 抽 稍 妃 形 (这 里 暗含 将 以 前 抽 
和 银 复 形 的 有 限 性 条 件 去 掉 , 而 扩充 到 任意 的 情形 ,对 于 单纯 复 形 也 作 类 似 的 扩充 )， 
设 和 为 一 群 , 刀 同 单纯 链 复 形 的 办 法 ,可 构造 六 (多 的 链 复 形 CtN( 寺 ;GY = 
CT 询 i ,91 及 对 应 的 上 链 复 形 C* (NG 二 ;6) = | CAWY( 全 5 ,31, 由 此 
作出 对 应 的 上 同调 群 厌 {w(.- 的 56). 设 荆 的 材 羡 .如 < . 袍 设 4 为 前 面 定义 的 映射 
4:. 和 名 >. 必 . 作 所 象 复 形 NC 和 D0 和 NC 共 . 由 [ Bo, 8 …,B,] 忆 和 荔 , 据 4 的 构造 有 
ACBo) ACB 站 站 4B 关 人 O ,从 而 当 4(B0) ,A(B1) A(t BB,) 互 不 相同 时 
有 [aA{ Bo) ,ABR E NC. 才 ), 作 线性 扩张 ,可 得 出 射 4A: CLMN( 物 ;) 
-= OUNCE), RB AT OONCA: EO) = CONCDI ONY ACBO) ACB ) ,i, 
A{B,) 有 相同 点 时 , 将 [a(B0),4A(81),…,A{ 忆 )] 看 作 退 化 单 形 , 令 其 在 链 
CLAN ;如 ) 中 消失 ) ,容易 验证 入-50= 344 及 A 了 = BoA*, 所 以 Aa* 为 
上 链 且 射 , 从 而 诱导 同 态 4" :天 (FRIC) 一 天 (CNW 向 ;0) .为 表明 1 "(以 及 41， 
At 等 ) 是 由 加 组 .好 < ., 攻 产 生 的 ,今后 记 和 4 = x a: 逢 RA = 于 (NA); 
CG) HONSDB)SG ),(k €E 2). 

定义 红 ” 设 用 / 表 空 间 正 的 一 切 开 覆盖 所 组 成 的 正和 癌 集 , J 的 正 向 是 由 .如 < 
.用 来 规定 的 ,如 上 定 交 zg 于 (NC;G) 一 (NC 芭 ;0), 则 | 于 (NN(@ ;00)， 
x 入 4 1.8 马 有 构成 一 个 正 向 系 .空间 励 的 系数 在 6 中 的 上 阶 奶 赫 上 同调 群 总 民工 ; 
Ce) 定义 为 姐 下 的 正 向 极限 

P(XI6): = lim HF(N(A); O), 
| 
类 似 地 可 以 用 约 化 群 的 正 向 极限 定义 约 化 切 丹 上 间 调 群 六 (1Y; 6). 

关于 切 赫 上 同 油 与 其 他 上 同调 的 关系 有 

命题 的 设 天 为 单纯 复 形 , 则 六 (1 后 1;6)] = 县 (K:C) ,对 约 化 上 同调 也 同 
样 正确 . 

例 王 将 括 扑 学 家 的 正 莹 曲线 的 点 人 9, - 1) 与 (4sin1) 用 型 中 与 3 无 其 他 
公共 点 的 简单 折线 连接 起 来 ,所 得 空间 称 为 闭 的 拓扑 学 家 正弦 曲线 , 记 为 也 己 RR. 
取 子 室 提 拓扑, 虽 有 

路 (X)=0 (奇异 上 同调 ); 
闭 (z) = 人 《( 切 赫 上 同调 ). 
2.4.3 同调 论 公理 ,同调 与 上 同调 的 性 质 


前 面 介绍 了 同调 、 上 同调 的 构成 方法 ,它们 有 很 多 性 质 龙 类 伏 的 , 苹 伦 伯 格 -斯 
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廷 罗 德 (Steenmod) 分 析 ,总结 了 这 些 特点 ,提出 了 同调 论 的 公理 系统 . 

一 个 同调 论 由 乒 和 3 组 成 如 下 . 

一 个 从 拓扑 空间 偶 及 偶 的 映射 的 范畴 到 分 次 阿 由 尔 烙 和 辐 态 的 范畴 的 0 级 共 
蛮 函 子 H( 即 HCX,A)= | HC(X,A)1); 

一 个 从 CX,4) 上 的 钞 子 开 到 (4 ,OO)((A4,12) 等 同 于 4) 上 的 消 子 HH 上 的 -1 
级 自然 变 挽 3C 即 3CX ,A4) = 1 AD:H UT,A}—= HtA)i), 

它们 满足 如 下 公理 : 

人)( 同 伦 公理 ) 设 二 人 :AY 一 (YB8), 则 HOM) = HOAD): HX,A}— 
HCY 8); 


{2){ 正 合 公 理 ) ”对 任意 偶 (X, #4) 及 包 合 映射 i: 4 二 和 让 记 (X,4), 有 
00(， Ht 是， 
正 侣 库 列表 HCA) HC) HX A (A) 


A 


(3) (切除 公理 ) “对 和 任意 个 {4,4), 及 三 的 开 子 集 忆 , 目 满 足 习 过 4d, 则 切除 
映射 jCX 4 UA UD) CcC (XX,4) 诱导 同 构 
HOODEHCXN UA UY) = H(T,A); 
(4)( 维 数 公 理 )” 设 PP 为 单 点 空间 , 则 
0,， 立交 0: 
HP) = 二 a =0. 
对 任意 同调 论 均 可 定义 约 化 同调 群 如 下 . 设 为 非 宝 空 间 ,P 为 单 点 空间 ， 


c: 交 一 PP 为 唯一 映射 . 诱导 同 态 Hc): HCX) 一 HCLDP), 约 化 群 上 (和 0; = 


Ker H(c), 因 < 有 右 逆 , 所 以 (ec) 也 有 让 逆 , 从 而 HX) = 站 (各 外 H(P). 

对 上 同调 理论 也 有 对 应 的 公理 ,只 是 所 改 为 反 变 男 子 , 上 边缘 人 变 为 1 级 自然 
变换 ， 

在 同调 论 中 系数 群 8 取 为 Z 极 为 重要 ,有 了 系数 Z 的 周 调 ,其 他 系数 6 的 同调 
可 以 代数 地 确定 .以 下 是 关于 奇异 同调 的 万 有 系数 定理 . 

定理 9 对 拓扑 空间 大, 阿 贝 尔 群 6 及 整数 g > 0, 有 

HX:G) = HAN) CD TA Ht 3), 6). 
对 应 地 奇异 上 同调 的 万 有 系 孝 定理 为 
定理 0 ”对 拓扑 空间 并 , 阿 贝尔 群 6 以 及 整数 9 = 路 有 
mCOXSC) = Hom HRT), ON) 四 Ex HN), ©). 

积 空间 的 同 伦 群 与 因子 空间 的 同 伦 故 之 间 有 简明 的 关系 ,对 同调 群 ,这 一 关系 
较 复 杂 . 

定理 11 ( 届 内 特 (Kinneth) 公式 ) ”对 拓扑 空间 4 和 了 ,以 及 整数 g > 0, 有 

H(XxY) ~ PS @ 大 站 四 2 TorCH OX), HCOY)). 


irj= oy-! 
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2.4.4 几 个 常用 定理 


先 讨 论 球面 映射 的 四 射 度 . 对 任意 连续 映射 产品 一品 . 因 在 ( 笠 ) = 2, 所 以 
让 ) 作为 ZZ 到 世 的 同 态 , 它 的 作用 就 是 乘 -个 整数 m, 记 严 = 
deg( 门 , 称 为 觅 射 六 的 映射 麻 , 才 对 任意 1z| € 所 (器 ), 则 六 (zh = deg 让- 
(iz!). 

命题 和 设 1g:9 一 时 为 连续 且 射 , 则 

Ll dept pf = degt 8) * depg(), 

2 deg( Hn) = 1; 

3 车 f 为 零 伦 , 则 deg( 让 = 0; 

人 车 站 为 同 伦 等 价 , 则 degl 六 = + 1; 

PA NN 三 Crs Nar 一 和 为 关于 第 i 个 坐标 面 

名 若 fx) = 一 + 为 对 经 映射 , 则 deg(P = {- 1 

定理 役 { 稚 痊 夫 (HopD) 定理 ) 册 射 f,g: 宁 -> 人 Y 为 同 伦 的 充 要 条 件 为 degt 让 
= degt &). 

定理 地 [ 布 劳 威 尔 (Brouwer) 不 动 点 定理 ] 设 ff: 一 /7 连续 , 则 必定 存在 不 
动 鼎 x*EE, 

定 导 52 球面 名 这 R"r'' 的 连续 切 向 量 场 v 是 一 个 连 线 映射 :了 一 R"*!, 使 
得 对 每 -Ye 和 多 ,内 积 (x,vtx)) = 0. 满 足 u(fx) = 人 0 的 点 x 亡 包 , 称 为 向 量 声 ws 的 

定理 14 !{ 布 劳 威 尔 - 上 旗 加 药 定 理 ) 部 工 存在 无 奇 点 的 连 鳃 场 向 草场 的 充 要 
条 件 汐 rn 是 奇数 . 

设立 与 了 是 殉 氏 空间 的 子 集 , 日 对 任意 ET 有 -Ye 下, 设 ff: 半 一 了 为 达 
线 上 映射 ,车 对 任意 x 全 五 ,有 站 - x) = 一 x), 则 称 了 为 保 经 映射 ， 

定理 15 ( 博 尔 苏 克 (Borsuk) 定理 ) 设 fF 一 * 为 保 经 上 映射 , 则 deg( 让 为 奇 
数 . 

定理 16 ( 博 尔 苏 克 - 乌 兰 fUlam) 定理 ) 设 疡 呵 一 了 "为 连续 映射 , 则 存在 * 
E€ 党 ,使 得 f(x) = f(- x)， 

设 X 为 有 限 胞 腔 复 形 ,ay 表 X 的 q- 维 胸腔 数 , 则 有 

定义 蝶 x( 和 0)， = 这 (- TD 称 为 天 的 欧 控 示 性 数 . 

定理 17 ( 欧 拉 - 庞 加 莱 公 式 ) ” 设 六 为 有 限 胸腔 复 形 ,8, 表 X 的 gq- 维 贝蒂 数 ， 
则 

XE) = 2 DR. 

设 玉 为 单纯 复 形 ,f; | 玉 1 一 | 下 1 为 连续 映射 , 划 所 (下 ;Q) 为 昌 上 的 有 腿 维 
线性 空间 ,而 诱导 同 态 /.,: HCK;Q) 一 包 (KK;Q) 为 线性 变换 ,用 tr 表 /. ,的 
迹 . 
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定 光 烈 设 f 1 玉 1- 一 1 民 | 为 连续 了 映 射 ,整数 


dimk 
L(A: = 2- 1)str f,, 
称 为 了 的 莱 夫 谢世 (Lefschetz} 数 . 
定理 18 ( 莱 夫 谢 英 不 动 点 定理 ) ” 设 连 续 映 射 f; 1 天 1 一 | 下 1 的 芋 夫 谢 获 数 
0, 则 了 站 必 存在 不 动 点 . 
关于 辐 伦 群 与 整 系数 同调 群 的 关系 ,有 
定理 9 ( 赫 烈 维 兹 (Hurewicz) 定理 ) ”设计 为 a- 和 这 通 空 间 tn 2 2), 则 


B(x) = N09 n),H a, (NT, xo) := i nl 
2.4.5 流 形 、 对 个 定 理 
对 拓扑 流 形 均 可 讨论 流 形 的 定向 问题 ,为 简单 起 见 , 这 里 只 介绍 微分 流 形 的 定 


癌 ， 

设 UC R" 为 开 集 ,FE CCU,R")(r 3 1), 若 对 任意 xE UU, 有 det( D(x)) > 
0, 则 称 为 保持 定向 的 cf 映射， 

定 久 二 设计 是 一 个 c 流 形 (r > 再, 分 = 1p ,WW)er 是 它 必 结构 的 一 
个 图 册 . 关 对 纪 ' 的 任何 两 个 图 卡 (gp, ,00) ,psy 9), 每 i 站 Us zz 信 时 ,好 有 了 映 
射 Fs" op U, 门 Up) 人 Pet 站 Ue) C R" 是 保 反 定向 的 e 映射 .网 名 "是 
好 的 定向 "图 册 , 在 型 的 微分 结构 多 内 ,在 保持 定向 的 前 提 下 对 多 ' 作 极 大 扩张 得 
图 册 种 , 满 足 饭 ' C 呈 CC 区 -出 区 是 ( 玫 , 多 ) 的 一 个 定 柯 .存在 这 样 图 册 多 | 的 流 
形 , 称 为 可 定向 c" 流 形 ,否则 称 流 形 时 是 不 了 牙 定 向 的 . 设 细 , 饭 为 (机 ,多 )》 上 的 两 
个 定向 , 阁 对 任意 图 卡 ({g,, 0) E 一 ,( 山 , 的 ) © 贸 , 每 车门 Vy 念 , 则 det 
{0 对 一 切 x EE (如 门 WW) 成 立 , 则 称 霹 , 久 ?为 (时, 名) 上 相反 
的 定向 . 

请 题 得” 设 ( 李 , 纺 ) 为 m 维 连通 clr 3 1) 可 定向 流 形 , 则 它 恰 有 两 个 定向 . 

设 并 是 一 个 rn 维 拓扑 流 形 , 令 . 逢 ; = IK1 玉 CC 型 紫 |, 即 .第 是 的 紧 致 子 集 
族 , 对 天 ,太后 第 著 天 CC 晤 则 定义 天 < 天 , 则 < 使 得 .六 变 成 正 向 集 . 对 天 己 配 
记忆 ;由 包含 映射 ixx: CX 入} 亡 《站 , 氏 ) 诱导 辣 态 让 ge 人 KG) 
(CG 为 阿 由 尔 群 ) , 刚 和 (CX， 于 和 开 ; 帮 1,ik | 下 所 .各 ! 构成 正 向 


系 ， 
定义 中 令 丽 (X;O): = lim 5 KiC), 称 为 具有 晤 支 的 奇异 上 同 
[有 
调 . 
车 下 紧 , 则 有 (CX;6) = 所 (XO). 
定理 加 《 庞 加 茉 对 偶 定 理 ) ”车 半 是 定向 n- 维 流 形 .C 是 任意 阿 贝 尔 群 , 则 对 
-- 招 全 


HEB) = Hl XiG) 
定理 21 (亚历山大 (Alexande 人 对偶 定 理 ) 设 X 六 蛇 到 .连通 .定向 n- 维 流 
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形 ,4 是 一 个 整数 ,使 得 世 CX; 6) = 生 (XG) = 人 0, 则 对 任意 亲子 集 4 c 区 ,有 
Bel ASE) = HX A;G). 
定理 各 ( 莱 夫 谢 蒋 对 侦 定 理 ) ”设计 为 紧 致 ,定向 、n- 维 带 边 流 形 ,边缘 为 
347 , 则 
ONORIG) = HNO ROXIG) = HA NIX;G). 
合 题 杞 ” 设 为 爱 通 .定向 nm 维 流 形 , 则 天 (1 = 2Z. 
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3.1 。 缺 射 空间 C (M,N) 


3.1.1 EC (村 ,W) 上 的 朋 扰 扑 与 强 丘 四 

设 且 .N 为 0' 流 形 (r EB: = 10,1 中 ,CCMAN): = 1fM 一 入 为 
映射 }. 

定义 1 设 FE (时 ,站 )， 令 (pw VY) 分别 是 和 N 上 的 图 卡 ; 令 庆 己 
UU 为 紧 集 且 满 足 ACK) cc FF; 令 0 < e < ,定义 /的 弱 亚 基 镶 域 .IY hy (ff;(p, 吕 )， 
(gp; 让, 以,e) 为 一 切 C' 妥 射 g; 有 一 入 之 集 ,g 满 足 条 人 忻 ;gtk) CY 且 对 所 有 x EE 
of 天) UOs Eer 有 | Dg pr) Dye gp (rx) < .由 /的 
这 样 的 弱 亚 基 邻 域 的 有 限 交 生成 的 弱 基 分 城 系 ,出 这 样 的 局 部 邻 域 系 决定 的 
CH,N) 的 拓扑 , 称 为 54,A) 上 的 弱 C" 拓扑 或 紧 - 开 C 拓扑 ,8 ,N) 带 
有 此 拓扑 记 为 CR 时, 六) 

当 朵 不 是 紧 室 间 时 , 弱 拓 扑 不 能 很 好 地 控制 遇 射 在 紧 能 之 外 的 性 态 ,为 此 引 
进 强 《拓扑 . 

定 多 2 设 fE CM,N), 令 于 = (gp; 如 ) ia 4| 为 肝 的 一 个 局 部 有 限 
的 图 天 ,于 = (gp Wo)} 18E BB) 为 NN 的 一 个 图 期 ,第 = } 开 |1 二 CC 上 可 紧 ,a EE A 
满足 兵 亡 素 f(eE 4) 对 每 一 ae 4, 存 在 Bla) EE 了 ,使 得 产后 ) Ce = 1s 
1 eu。 为 正 实数 ,a 41 ,对 上 述 方向, 环 , 加 ee 定 尽 的 强 基 贫 城 .光世 本 ,更 , 逢 ,e) 
为 一 切 C' 映射 g; 肝 一 入 之 集 ,g 满足 条 件 :8( 乓 )C Va (x 扎 4) 且 对 所 有 x EE 
gO EE er 有] gao f° pa) (lx) Digpeoy "8° pa (rx) < 6. 
一 切 这 样 的 .4 (ff; 名 , 玫 , 芝 5) 构成 1 的 基 邻 域 系 , 它 所 确 鸯 的 CH 和) 的 拓扑 
称 为 强 记 “ 抒 扑 , 或 精细 C0 ' 拓扑 ,或 惠 特 尼 {WhitneyJC 拓扑, 记 为 CCM,N). 

没 芋 是 一 个 集 和 台 ,{CT, 肌 ) 14E 4 是 一 族 据 扑 空间 ,后 : -> CE 下 ) ,以 
p= EAE 4 为 亚 基 生成 的 垃 上 的 拓扑 称 为 于 上 关于 拓扑 族 


¥ 
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1 务 本 en 和 映射 族 | 天 ej 的 初始 拓扑 , 它 是 苇 上 使 得 -一品 请 均 连续 的 最 粗 拓扑 . 

定 兴 3 对 C*(N,N), 令 包 :C” (有 ,NN) 一 Ch 时, 表 包含 映射 (rE 2,)， 
则 C™(M,N) 上 由 拓扑 空间 族 1 Co( F,A)1 .ez 和 映射 族 ;i,ez 生成 的 初始 拓扑 
称 为 弱 C” 拓扑 , 记 作 C2 (M,N). 

定义 4 对 C”( 科 ,NN), 令 户 ;:C*( 币 ,和 一 CAM,N) 为 包含 映射 (r E 世 ,), 则 
C™( 册 ,NWN) 上 由 拓扑 空间 族 1 CK 邮 ,N)i ez 和 映射 族 :六 ez 生成 的 初始 拓扑 称 
为 强 EC” 拓扑 ,或 称 惠 特 尼 C0” 拓扑 , 记 为 C*{ ,NN)， 

3.1.2 映射 的 逼近 


命题 1 C' 浊 人 的 集合 Imm 和, 上) 居 CCN) 中 的 开 集 ,r 关上 

命题 2 5' 淹没 的 集合 Subm"( 邮 ,NN) 是 CM,N) 中 的 开 集 ,r = 1. 

命题 3 村 在 和 中 C0 族人 入 的 集合 Emb"(W,N) 是 CACWY,N) 中 的 开 集 ,r= 1. 

设 X,Y 为 拓 扣 空间 ,f: 和 XX 一 了 ,车 对 任意 紧 集 下 ccY 有 六 (KY CC 为 紧 集 ， 
划 称 站 为 正常 映射 . 

命题 4 正常 C 映射 一 和 NW 之 集 P (村 ,NN) 是 CMH, NN) 中 的 开 集 ,r = 0. 

证 题 5 设 虹 和 六 是 上 无边 流 形 {(1 过 r 过 + 名 ), 则 从 WW 到 NN 上 的 C' 微分 
间 贬 之 集 Dif "(WH NN) 是 CC, 让) 中 的 开 集 . 


3.2 横 截 性 


3.2.1 正则 值 与 莫 尔 斯 - 萨 惩 定理 


没 烤 .N 分 别 为 m 维 和 六 维 0" 流 形 (7 1 ,ff; NW 一雄 为 人 映射 (1 过 二 运 六)， 

定 兴 5 若 pE€ 届 , 且 ranky < 5, 则 p 称 为 1 的 临界 点 ,以 Cr 己 帅 记 /的 临界 
点 集 ; 若 rankwy = 丘 , 则 称 p 为 六 的 正则 点 ,时 和 Cy 为 了 的 目 则 点 集 ; 对 了 E NW, 车 
广 (9 门 妇 关 党 , 则 3? 称 为 了 的 虱 界 值 ,六 中 非 临 界 值 的 点 称 为 了 的 正则 值 , 厌 妃 ) 
二 坟 为 六 的 临界 值 集 ,Nf( Or 为 了 的 正则 值 集 . 

对 于 流 形 ,通过 局 部 举 标 ,及 欧 氏 空间 的 寺 贝 格 测度 , 汀 以 对 流 形 的 于 集 引 人 人 
专 测 集 的 概念 , 它 不 依赖 于 流 形 上 图 卡 的 选择 ， 

定理 1 ( 黄 尔 斯 - 萨 德 {Maorse-Sard) 定理 ) 设 上 村 光 0 流 形 (r 宇 1} ,dim 材 
= im 于 ( 营 a0,m -ni. 册 在 
中 mesA G7) = 0,f 的 正则 值 集 为 剩余 集 , 从 而 在 NW 中 是 向 密 的 . 

定理 2 (正则 值 愿 像 定理 ) 设 上 时 .NW 是 C' 流 形 (r33 1,f;: Mz>N 为 C' 有 映射 ,4 
E 站 邮 ) 是 了 的 正则 值 , 则 $; = 广 !(9g) 是 时 的 C 正则 子 席 形 . 且 dim5 = dim4i - 
mn 

这 一 定理 是 构造 正则 子 流 形 的 重要 工具 . 
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3.2.2 横 截 性 定理 


设 肝 , NN 为 微分 流 形 , 户 时 一 友 为 可 微 轴 射 ,对 任意 PE 亲 , 则 有 Tf: To 一 
7 到 ,此 处 TM、 Tp 分别 表 流 形 由 WN 在 ptp) 点 处 的 切 空间 ,TY 表 /在 p 点 


处 的 切 映射 (车 在 p 和 /ip) 处 引信 局 部 坐标 系 ,加 TY 即 为 f= yf" 在 plp) 


处 的 微分 (D 六 ) ww , 它 是 切 室 间 之 间 的 线性 映射 ). 

定义 6 设 时 ,六 为 C 流 形 ( 人 人 日 ,六 帅 一 让 为 从 上 师 射 (1 二 过 rr ,4C 站 为 

正则 子 该 形 ,大志 时 为 子 集 , 若 对 pE KN 六 "(A) 有 

TAOTAM)+ Ti = Trp Ny, 
则 称 了 在 p 点 模 截 于 4, 记 为 Ff 而 ,4, 若 对 KK 人 门 六 (4) 的 入 一 点 均 模 截 , 则 称 了 在 
天 上 横 截 于 4 , 记 为 了 亚 .4. 若 上 秋 ,4 , 称 为 了 与 4 横 截 , 简 记 为 了 丽 4. 注 意 , 若 天 站 
广 (4) = ( 辐 , 则 认为 上 述 横 截 性 条 件 自动 成 立 .也 认为 了 王 , 4 成 立 . 定 六 本 时， 
NiA): = {FE CECMMN) | FFM! RM (N,N; A): = tht NH, Ns A). 

定理 3 ( 横 截 原 像 定理 ) ” 设 时 .NN 是 C" 流 形 (r >> 1).4 CN 为 0" 正则 于 流 
形 ,f:NH 一 为 C' 肤 射 , 若 1 志 4 且 六 C4) 六 , 则 产 i 人 (4) 为 开 章 正则 子 流 形 , 且 
Codim 庆 (4) = Codimd ,这 里 Codim 表 子 流 形 的 余 维 数 , 即 Dodim 六 !(4》= 下 mW - 
直 im 广 ( 4 CodimA = dimy — dimA. 

定理 4 ( 托 姆 (Thom) 惯 截 性 定理 )” 设 币 .N 为 C" 流 形 (7 二 1),A CC A 为 闭 
正则 于 流 形 ,K c 时 为 团子 集 ,f; 村 一 计 为 0 上 里 射 ,有 是/ 款 ,4. 则 存在 C' 映射 g， 
村 一 认 , 使 得 

Pg 是 的 强 0 -A (fi 于 ,加 ,第 ,se) 通 近 : 

gthi; 

PElx = 三公， 

定理 二 设 时 为 如 流 形 (r 关 D, 友 为 垃 带 边 注 形 ,4 七 点 为 写 正则 子 流 形 , 则 

而 (HN;4) 在 CCM,N) 与 Cy( 计 ,NN) 中 都 是 剩余 的 ,从 而 也 是 稠密 的 ; 

2 若 4 CN 还 是 闭 的 , 玉 己 星 为 闭 集 (或 紧 致 集 ), 则 本 (时 ,Ni4) 在 Ci(M， 
和 (或 Cp( 肝 ,和 N)) 中 是 稠密 开 子 集 . 

定 兴 7 证 时 性 帮 为 居 正则 子 流 形 , 则 和 旧 关于 (CN, MM) 的 一 个 C' 管状 令 域 是 
个 俑 (14 6) ,其 中 名 = (Mx,R"") 为 --' 同 量 从 (n= dimN,m = dimM) ,A; 
忆 一 为 一 局 和 - 女人, 使 得 

PA 1w = 记 w; 其 中 上 5 的 零 截 面 等 同 于 MM,A(05) = p = idu(p)i 

ACE) 是 时 在 入 中 的 一 个 开 邻 域 . 

定理 和 (管状 邻 域 定 理 ) 没 调 NN 为 C" 流 形 ( 人 ra 1 时 一 上 为 C 艇 人 , 则 
存在 放 秆 ) 在 入 中 的 一 个 C 管状 邻 域 . 
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命题 {唱片 引 理 ) 设 时 站 为 妇 流 形 {r 日 ,时 是 紧 致 的 ,由 mW = dm 和 
下 壬 一 认为 Ci 映射 ,车 gq 忆 习 为 的 正则 值 且 产 gy) zz 售 , 则 

1 为 有 限 点 此 ; 

ZZ 存在 gq 证 NW 中 的 开 邹 域 VW 使 得 六 = 咒 4 本 ,其 中 ,机 ， 
,机 蚌 两 两 不 相交 的 开 集 ,p; ED 有 FIO:U 一 六 为 0 同时 (1] 过 上 之) 


3.2.3 ”映射 度 


以 前 名 讨论 映射 f: 5 一 Fr 的 映射 度 ,现在 讨论 同 维 流 形 间 上 映射 的 映射 座 , 这 
是 拓扑 学 中 重要 的 工具 ,有 很 儿 用 途 ， 

设 四 为 紧 致 定向 流 形 , 作 久 为 村 的 一 个 正定 向 微分 结构 ,NN 为 连通 定向 流 形 ， 
分 为 坟 的 一 个 正定 向 微分 辣 构 .它们 都 是 0 流 形 (r 过 1), 且 dim = dim 上 .对 
7E O(N,AND), 设 9g 认为 1 的 正则 值 ,p € 广 《 人 关 信 .加 Tf: TM 一 TrepN 为 
线性 同 移 , 设 (p,D) 后 0, 门 关 加 分别 为 pg 的 图 卡 ,不 妨 设 A) 之子， 
着 detD(y sp gp)(gp(p)) > 0, 则 称 TY 为 保 向 的 , 荐 detDig :fo gp(p)) < 
0, 则 称 Pr 为 反 向 的 ,由 定 癌 微分 结构 的 定义 知 开 为 保 司 或 皮 回 是 无 赎 义 的 确定 
的 ,并 不 依赖 于 2 与 线 中 国 卡 (8 ,1) 与 (yy, 的 特殊 选择 , 当 环保 向 时 , 记 
degy = 1; 当 8 反 庙 时 , 记 degw = - 1,degor 称 为 /在 处 的 讼 . 

定 交 是 ”甘于 和 用 , 计 ,f 的 很 设 同 上 ,着 4 EN 为 的 目 则 慎 , 当 让 (9) sz 他 时 

deg(f,q9): = > degwF， 
pErlig) 

当 广 fg) = 他 时 ,定义 deg(f,9): = 0,deg(f,9) 称 为 广 关于 正则 什 ¢ 的 布 劳 威 尔 
度 . 显然 , 反 转 让 或 之 一 的 定向 , 则 deg(f,9) 改变 符号 . 

由 唱片 引 理 知 degtf,4) 是 六 PC 上 的 局 部 常 值 遇 数 ,从 而 也 是 NA G7) 
的 道路 连通 分 去 上 的 常 值 函数 . 

命题 了 7 设 上 村 .WN 为 同 维 紧 致 .定向 C0! 流 形 ,N 是 达 通 交 ,f; 村 一 入 为 C' 映射， 
则 deg( 了 ,9) 不 依赖 于 了 的 正则 秆 y 的 选取 ， 

定 六 3 命题 7 中 与 9 无关 的 整数 degf f, 9) , 记 为 degj 称 为 了 的 布 劳 三 尔 度 . 

命题 8 设 盯 ,NN 为 同 维 、 定 向 C' 流 形 , 半 紧 致 , 放 连 通 ., 若 殷 睦 射 廊 g: 遇 一 
上 为 吕 同 伦 , 则 degf = degg. 

命题 9 设计 ,为 C' 流 形 (r ss 1),f:M 一 VN 为 连 统 映射 , 赠 让 可 由 同 伦 于 
的 CI 映射 g: 凡 一 NWN 来 遂 近 . 

定义 如 设 上 村 为 0C' 紧 致 定向 流 形 ,N 为 C! 连 遂 定 和 启 流 形 ,dimMf = dm 之 1， 
让 几 一 入 为 外 映射 , 设 gE [月 门 CM,AD),[ 让 表 f 的 同 伦 类 , 则 定 久 的 布 劳 
威 尔 麻 为 degf: = degg&. 由 上 述 命 题 7,.8 和 9 知 degf 是 无 此 义 地 定义 了 的 ， 

定理 了 7{ 堆 普 夫 定理 ) 设 贞 为 m 维 紧 致 ,连通 .定向 .天边 C! 流 形 {m = 中， 
ffg: 放 一 9 为 连续 上 映射, 则 六 = g 的 充 要 条 件 为 degf = derg; 对 任意 n€ 世 , 存 在 
连续 映射 f; 一 如, 使 得 degf = mn， 

定理 8 设 时 为 紧 玛 .定岗 光 清 流 形 ,mw 为 连通 .定向 光滑 蔬 形 ,dim 蜡 = dimhy 


，186 ， 第 4 篇 拓扑 学 
= nf 一 VN 为 光滑 上 映射 ,ww 0) ,由 Suppw c 让 为 紧 集 , 产 虽 三 全 (时 ) 为 
ww 的 酉 拖 形式 , 则 


| re = des | 0 


3.2.4 向 量 场 与 永 加 菜 - 霍 普 夫 定理 


设 UC R" 为 开 集 ,wz: UU 一 R" 为 一 光 谓 向 量 场 ,以 = 了 为 三 立 冤 点 ( 亦 称 为 

向 量 场 的 奇 点 }, 定 义 映射 
Ux): 三 vtxye ux) | , 

则 & 将 以 2 为 中 心 的 小 球 映 到 单位 球 中 {这 两 球 均 由 R" 的 标准 定向 诱导 定向 ), 定 
义 向 量 场 u 在 零点 z 处 的 指数 Indp: = degv. 

设 好 ,wm 为 同 维 光 滑 流 形 , 产 虹 -> N 为 光滑 同 胚 ,rw: = TT7M ,MM,r ,GL m， 
R) ,Re=| 为 虹 的 切 从 ,4 上 的 向 量 场 在 就 是 切 从 的 一 个 裁 击 .由 上 诱导 To: TN 一 
Tr 上 (对 任意 x E 好 ), 对 任意 y E NN, 令 Vy);: = Ts OF E TAN 
则 定义 了 NY 上 的 -一 个 光滑 向 量 场 ¥. 

设 有 为 一 m 维 光 滑 定向 流 形 ,XX 为 导 上 的 光滑 癌 量 场 ,p 为 五 的 孤立 零点 , 今 
(9 ,UU) 为 包含 p 的 上 村 的 于 定向 图 卡 , 且 汶 在 5 中 羽 有 零点 p ,不 妨 设 pp{p) = 0E 
R", 则 vp; UU 一 pg( UD CCR" 为 光滑 同 胚 .通过 将 UU 上 的 向 是 场 庆 5 对 应 为 pp(U) 
下 的 向 其 场 Y,0 是 Rm 中 开 集 gtU) 上 的 光滑 向 量 场 VY 的 所 立 零 点 ;因而 mdy 有 有 
定 迪 .不 难 验 证 ,整数 tnduy 与 p 处 正定 向 图 卡 Cgp, 4) 的 选举 无 关 , 因 此 

定义 11 光 清 定 向 流 形 最上 光 渍 向量 场 4 在 避 立 鹤 避 关外 的 局 部 指数 indx 
定义 为 nd, 

定理 9 (上 斋 加 莱 - 电 普 夫 指 数 定理 ) ”设计 为 一 光滑 紧 致 定向 流 形 ,xX 为 HN 上 
仪 上 其 牟 立 零点 的 光 潮 向 量 场 (从 而 六 的 零点 个 数 有 限 ), 则 


>，Ind = x(M), 
如 Ph) = 看 
其 中 YC 为 流 形 虹 的 欧 拉 示 手数 . 


3.3 ” 莫 尔 斯 理论 


莫 尔 斯 埋 论 研 究 光 滑 流 形 上 光滑 实 冰 数 的 临界 点 与 流 蝶 拓扑 的 关系 ,是 微分 
拓扑 的 重要 分 支 ， 
定 祥 12 设 时 为 n 维 光滑 流 形 ,F: 遇 一 及 为 忆 映 射 . 帮 下 户 条 本 TrpRR 为 
零 虎 射 (以 后 了 7 简 记 为 六 或 f.), 则 点 pp E 时 称 为 了 的 属 界 点 . 即 对 请 处 的 图 让 
4 - 1 2 2f af of 
(8.0) 及 局 部 坐标 系 | 和 和 el 有 (PD) = = (= 


i 
0 (站 (p) 实 为 局 全 (glp)) 的 简写 ) ,fp) 是 /了 的 临界 值 . 当 第 了 


[二 和 是 非 异 时 , 称 临界 点 是非 退化 的 (临界 点 和 它 的 非 退 化 性 虽 是 用 局 
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部 坐标 系 定 尽 的 ,实际 上 它们 与 图 卡 (p, 0) 的 选择 无 关 ) ,否则 临界 点 称 为 退化 
的 .此 矩阵 称 为 函数 1 的 黑 塞 (Hesse) 矩阵 . 若 F 的 所 有 临界 点 都 是 非 退 化 的 , 称 /为 
莫 尔 斯 函数 . 

用 4 记 f 的 黑 塞 短 阵 , 对 x 蕊 R", 则 (Axr,x) 是 一 个 二 次 型 , 称 为 f 在 p 点 处 的 
黑 塞 二 次 型 ,由 于 4 是 对 称 和 矩阵 , 故 可 通过 非 异 线性 变换 ,选取 适当 坐标 y1 ,7 产 ,…， 
YY; 特 CAx ,x) 化 为 标准 型 ; 

(A) 

4 称 为 /在 点 p 的 指数 ,n - hh 称 为 在 点 p 的 零 化 数 . 这 -个 数 都 不 依赖 于 p 点 处 
图 卡 (p, U1) 的 选择 , 当 p 为 非 退 化 临界 点 时 , 则 上 = x. 

定理 0 ( 黄 尔 斯 引 理 )” 设 p 是 f;W 一 RR 的 一 个 非 进 化 临 界 点 , 则 存在 图 卡 
(8,) 及 相应 的 局 部 坐标 系 1y!, 六,…,y*| ,使 得 对 一 切 i 有 y(p) = 0, 并 且 在 整 
个 邻 域 1 中 有 恒等式 

fg) = py -Cg 
其 中 Egtg) = CY) YC ,Yr(q9)) ,2 为 并 处 的 指数 ,由 此 知 p 为 
了 的 孤立 临界 点 .从 而 紧 致 流 形 上 的 莫 尔 斯 函数 公有 有 限 个 临界 点 . 

甘于 莫 尔 斯 函数 的 存在 性 问题 ,有 如 下 定理 

定理 11 设 遇 为 光滑 流 形 , 则 莫 尔 斯 函数 构成 Co{ MM.R){r = 2) 中 的 稠密 开 
子 集 . 

定理 12 设 衣 为 带 紧 致 边界 3 村 的 光滑 流 形 ,并 且 2M = 内 吕 所, 其 中 风 ， 
WW 是 紧 致 的 并 且 没 有 公共 点 . 则 存在 莫 尔 斯 函数 jf; 一 = [0,1], 满 足 

* 在 3 村 的 某 邻 域内 f 没有 虱 界 点 ; 

PI = WD) = 1; 

也 了 在 不 同 的 临界 点 上 , 它 的 函数 值 是 各 不 相同 的 . 

证 fH 一 民 令 ;= jp 时 1 Rp) 二 ai = 广 r{- ww,a]. 利 用 英 尔 斯 畏 数 
了 在 临界 点 的 指数 的 信息 可 以 确定 光滑 流 形 彤 的 同 伦 型 .下 述 三 个 定理 说 明 这 : . 

定理 13 没 站 是 流 形 村 上 的 光滑 实 值 函数 ,nw < 反 , 全 集合 广 :[a] = 和 和 
和 TaeaAp) 和 上 | 为 紧 致 集 , 且 不 含 Ff 的 任何 临界 点 , 则 WW" 微分 同 胚 于 邮 , 此 外 ， 
MF 是 邮 的 形 挛 收缩 核 ,所 以 包 人 省 映射 县 一早 是 一 个 呵 伦 等 价 . 

定理 到 设 ff 村 一 RR 为 一 光滑 卫 数 ,p 是 一 个 非 退 化 临界 点 ,其 指数 为 4， 
上 ap) = c. 假 设 : 对 某 个 。 > 0, 集 人 台 广 lc-ee+e] 是 紧 致 的 ,并 且 凡 点 户外 不 再 
含有 了 的 其 他 临界 点 ,于 是 , 当 & 充分 小 时 ,三 烙 上 一 个 i 维 胞 腔 局 后 所 得 贴 附 
空间 时 于 电 为 用 拓 的 形变 收缩 核 ,从 而 ,时 = 由 -i 人. 

定理 5 设 f 是 流 形 上 的 光滑 冰 数 ,没有 退 伦 临界 改 ,并 且 每 个 及 :都 是 紧 
致 集 , 则 具有 CW 复 形 的 同 伦 型 :对 于 指数 为 4 的 每 个 麻 兴 点 ,这 个 CW 复 形 有 … 
个 4 维 胞 腔 与 之 对 应 ， 

设 下 是 紧 致 光滑 流 形 ,f: 1 -~ 及 是 偶尔 斯 函数 , C 表 / 的 临界 点 集 ,对 pe Cr 
4 为 它 的 指数 ,f 的 莫 尔 斯 级 数 定 义 为 
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HD: = ZF = Dm, 
p Cr [3 
没 下 是 -- 个 域 , 则 的 庞 加 莱 级 数 定义 为 
pM): = dimlf (M; 三) 三 人 


由 于 上 村 是 紧 流 形 ， 这 两 个 级 数 都 是 有 穷 级 数 . 偶尔 斯 理论 断言 有 
定理 6 ” 莫 尔 斯 级 数 jy,(7) 和 庞 加 莱 级 数 P.M) 满足 
pA PN) = (+ O00t), 
0{1) = 这 ,as* 是 一 个 具有 非 负 系数 a; 的 多 项 式 . 
特别 ,定理 16 蕴含 了 
定理 17 ( 莫 尔 斯 不 等 式 ) 设 击 nf = #, 则 
br 一 不 1+ 一 土 如 | m+ 圭 六 站 {点 = 0,1,. nm) 
定理 17 蕴含 了 
定理 48 ( 买 性 莫 尔 斯 不 等 式 ) 加 ,ms 满足 
be ms k= 0,1, 


> 1) tb = ¥(M) = 3 1) tm 
莫 尔 斯 理论 在 数学 及 现代 物理 中 有 广 泛 的 应 用 ， 博 特 (Bow) 关于 典型 李 群 的 
同 伦 的 周期 性 定理 是 突出 的 成 果 , 西 群 Um) , 正 交 群 O(m) , 辛 群 5,(m) 分 别 有 
标准 说 入 ; Um) cc Um+t),00m) com+trb),S{m)c Smt+ ,从 而 构成 
群 的 正 向 系 10(m) ,100m)? ,15,(m)1) ,它们 的 正 向 极限 是 : 
Um): = lim Um)， 无 限 丁 群 :; 


mm 


ow): = lim Otm)， 无 限 正 艾 寿 ; 


me 


Soe): = im 5,(m)， 无 限 痊 群 . 


天 于 这 些 群 的 同 伦 群 有 如 下 结果 , 称 为 博 特 周期 性 定理 . 
定理 1 区 go) 的 同 伦 群 有 周期 2, 即 
mt Um a rn Um, nn 0. 
事实 上 , 群 
rof Om)) AT) 二“… 是 堆 群 ,而 群 
TU ) 是 无 限 伯 环 群 . 
定理 芭 0(%w),5,{wm) 的 同 伦 群 有 周期 38, 即 对 0 有 
Tt OC)) Se Ka OF wm )), 
ma Sm)) a Aral Spt wm )), 
芽 且 有 
ra)) = rat OF Ww)), 
x Ow)) ~ rnal S,( wm)). 
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这 些 同 伦 群 实际 上 有 如 表 3-1 所 市 锁 果 ， 
圾 3-1 


3.4 “未 性 类 . 广 光 上 同调 


3.4.1 万 有 从 和 分 类 空间 


设 上 = EE, 时 ,x ,CG, 下 , 岂 | 为 一 CC" 纤维 从 . 则 对 了 :六 一 条 ,可 以 构造 诱导 从 
A 注意, 拉 回 有 助 于 “简化 ”- 个 从 , 因 & 的 转换 映射 
gm 与 六 上 的 转换 有 映射 za 有 如 下 关系 :sa 人 p) = ga “ftP). 轩 此 ,车 映射 很 得 单 , 例 
如 了 是 常 值 映射 , 虽 不 论 ga 如 何 复杂 ,gs 总 是 常 全 映射 , 故 拉 加 与 从 的 构造 群 忆 
的 化 约 有 关 , 即 从 f"& 实际 上 可 能 具 使 用 到 G6 的 一 个 子 群 上 H 作 为 构造 群 . 反 过 来 问 
是 否 存 在 一 个 足够 复杂 的 主 上 从 Pr = | E66,ito, G41, 全 得 对 任意 主 5 从 & = 
1 志 , 身 ,x ,G1 ,存在 映射 ;一 BG, 使 得 & = f° Pi 或 & = Pc. 从 Pe 称 为 万 有 G 
具 , 底 空间 BG 被 称 为 6 的 分 类 空间 . 上述 拉 回 的 存在 性 也 算 价 于 存在 从 映射 f; 5 
一 8 覆盖 了 /下 面 我 们 来 讨论 万 有 从 的 存在 问题 . 设 二 是 拓扑 空间 , 若 rtty = 
0 对 一 切 & 成 立 , 则 称 夺 是 同 纶 平凡 的 ， 

请 题 如 设 记 一 电 为 一 主 从 ,而 其 全 空间 直 是 问 伦 平 几 的 , 划 对 在 单纯 复 
形 { 或 CW 复 形 }5 上 的 任 一 主 好 从 Xr: Ei 一 Bi 均 有 从 映 财 ;一世 

这 样 , 全 室 间 已 同 伦 平凡 的 主人 季 上 下 一 吾 是 万 有 的 ,下 少 对 于 单纯 复 形 上 的 
锥 是 如 此 ,由 于 微分 流 形 均 可 单纯 前 分 ,所 以 这 一 结果 适 几 所 有 徽 分 流 形 上 的 主 
个 点. 若 呈 但 是 连通 的 (对 某 个 有 限 的 me , 则 它 对 于 由 m 吕 过半 + 1 的 单纯 复 形 
五; 上 的 主 人 其 如 一 已 也 是 万 有 的 . 设 0O08): = OCE,R) 表 实 正 交 卡 阶 方 阵 群 ， 
用 Gtm,R) 表 R" 中 通过 原点 的 上 维 平 面 之 集 . 它 是 一 个 ktm -上 ) 维 C0" 流 形 ， 
Gm R= OATDE x Olm 上)), 称 为 格拉 斯 蝇 fiirassmann] 流 形 . 特别， 
ifm,R) 即 RP mm-1 维 实 射影 空间 ,类 似 地 可 以 定 交 (mC), Gm.H}, 它 
们 满 是 :GCm,C) = UCmAUCED x Um - RD Gm H) = Sm)/(S( hk) x 
Sptm 一 不)),R" 中 正 交 归 一 此 (< n) 标 架 的 集合 和 Cm,R) 称 为 斯 蒂 弗 尔 LStiefel) 
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流 形 , 它 有 Wtm,R) = 0(m)AOC0m -~ 8) 注意 ,Re 中 每 -个 正 交 归 一 上 标 架 属于 
-个 鸣 一 的 直 准 我 性 子 空间 , 故 有 自然 投射 :WCm,R) 一 GCm,R). Cm;R} 上 是 
Gtm,R) 上 的 从 ,其 纤维 和 构造 群 都 是 00k). tm,R) 是 m -上 -1 连通 流 形 .由 
旺 范 嵌入 :RI CRCRC-IGE RC G+tLR) Cc (42,R) cc... 
VAKR) C+) 二 玉 (E+ 2.R) Cc …, 取 正 向 极限 ,得 RRR”: = lim R‘; 


下 二 本 
和 = im mR 则 无 限 格拉 斯 最 流 形 


Gm ,RR) 是 R* 中 所 有 上 维 线 性 于 空间 之 集 ;无 限 斯 带 纤 尔 流 形 (w,R) 是 RR” 
中 所 有 正 交 归 一 -大 标 哥 之 集 . 由 (oo ,及 ) 一 GG( mw ,RBR) 是 以 00) 为 群 的 主 从 ,这 时 
一 个 万 有 OD{E)- 从 . 

设 玉 一 B 是 一 个 万 有 个 内, 下 是 同 伦 平 凡 的 , 玫 字 5 为 于 群 , 则 有 主 上 于 从 EE 
-下 /所 , 它 是 一 个 万 有 主 丘 从 .由 李 群 论 中 的 彼得 - 外 包 tPeter-Weyl) 定理 知 , 任 
意 紧 致 李 群 均 可 知人 到 某 个 正 交 群 0(E) 中 ,所 世上 述 闵 果 对 紧 致 李 群 0 解决 了 
万 有 从 的 存在 性 问题 . 

设 上 站 = 1P, 计 ,x ,Gi 为 一 主 存 从 ,下 为 一 让 在 空间 , 作 积 Px 下 并 定义 如 在 
其 上 的 右 作 用 为 :(pP: 月 .gg: = {pg gpNEPrFg€Ee 令 Pr: = (PP 


x 所 /GC, 且 投射 xe: Py 一 村 定义 为 复合 Px 让 PP- 村 ,显然 有 xp((p, 有 0) 
= z(tp). 这 定义 了 纤维 从 2[ := | Pr 型 ,zpCF ,用 空 间 仍 为 于 ,6G 为 构造 
群 ,8 为 纤维 ,纤维 E[ FF] 称 为 主 从 & 以 为 纤维 的 伴 从 . 

令 P29{B,C) 表 空 间 8 上 所 有 主 G 从 同 构 类 之 集 ,. (C8,(5,P)) 胡 8B 上 以 G 
为 构造 群 , 忆 为 纤维 所 有 纤维 从 的 同 构 类 之 集 ， 

命题 证 .PB, GF)) = CB, 0). 

定理 2 设 虹 为 微分 流 形 ,6 为 李 群 ,&( 6) = {BG,xe, G1 为 万 有 主公 
雁 , 层 BG 为 分 类 空间 , 则 :2 (有 ,CG) 一 [561 而 [601 表 一 切 映 射 户 村 一 BC 
的 同 伦 类 的 集合 . 


3.4.2 大- 理论 


护理 论 可 以 看 必 是 向 量 欠 的 上 同调 理论 , 它 是 最 重要 的 广 党 上 同调 理论 之 
一 ,这 里 广义 的 一 词 意 指 所 理论 并 不 满足 芯 伦 伯 格 - 斯 迁 曙 德 上 局 调 公 理 的 全 部 ， 

设 是 为 n 维 微分 流 形 , 考 虑 睹 上 上 的 实 或 复 向 量 从 , 令 表示 我 为 ) 的 平凡 向 车 
从 , 即 让 志和 x 民 或 站 村 x 忆 ! 瑟 理论 考察 肝 上 的 所 有 向 量 从 ,并 将 它们 分 成 
一 种 等 价 类 . 先 考 虑 第 一 种 等 价 关 系 , 设 号 , 严 列 为 好 上 的 向 量具 , 若 存 在 平凡 从 是 
与 此 ,使 得 有 从 园 构 : 


已 由 天 = 不 四 产 ， 
则 称 向 喇 欠 EE 和 下 是 稳定 等 价 的 , 记 之 为 E ~ 下， 


命题 这 设 ,F 和 GCG 都 是 村上 的 向 量 从 ,车 EC FC, 则 EE ~F. 
注意 ,由 上 中 6G = 四 并 不 能 推出 E = 下, 若 上 用 veot( 和) 表 上 条 上 向 站 从 的 
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全 体 , 则 直 和 运算 @ 提供 了 Veet( W) 一 个 加 法 运算 , 但 没 能 定义 减法 , 从 而 
(Yect( 村 ) , 中 构成 一 个 阿 贝 尔 半 群 .然而 ,代数 中 有 系统 方法 由 阿 贝尔 半 群 选 出 
一 个 阿 贝 尔 群 .简介 如 下 , 设 (S, + ) 是 一 个 加 法 半 群 , 作 各 3Sx 83, 并 在 它 上 面 定义 
等 价 关 系 ~ 为 : 当 且 仅 当 存在 u € 3 使 得 s + 丰 +E= :++ 了 村 ,(s ,1) ~ 
(52; 术 .定义 CG{S); = 5 x 5S/ ~ ,CG(5) 是 一 个 如 法 群 ,并 由 偶 (s,) 将 看 作 形 式 差 
s -+ 现在 令 (5, +) 是 (Yect( 笛 ), 外), 商 G0(57): = (Yect( 上 ) x Yect(M))A ~ , 单 
个 向 量 从 EE 对 应 的 等 价 类 记 为 [££], 而 G0S) 的 一 般 元 素 是 [E1-[F1, 它 对 应 于 形 
起 差 -FF. 

定义 13 在 时 上 襄 量 共 Yect( 册 ) 的 形式 差 的 等 价 类 的 群 K( 暑 ) 定 义 为 

K(CM)Y: = {Vect( M) x Vect{ M))/ ~ . 
定 兴 到 在 大 向 量具 Yectl 册 ) 的 一 切 稳定 等 价 业 的 集合 构成 材 的 约 化 捅 理 


论 , 记 作 几 CNM). 

命题 13 烙 KOM) 二 KCNM)Z. 

设 育 ,上 币 是 二 个 流 形 ,a: NN> 订 为 连续 映 市 , 则 ag 透 人 上 同调 环 的 同意 "; 
HN; 类似 地 , 设 正 为 本 上 的 从 , 则 严 . =a" 殖 为 由 上 的 拉 回 
各, 从 而 诱导 出 同 态 { 仍 记 汶 Ja” :KCM) 一 KK(MND), 


KCM) 和 和 钱财) 都 是 加 法 群 ,在 它们 上 面 还 羡 利 用 向 让 从 的 张 量 积 EF 下放 
导 乘 法 运算 ,这 一 乘法 运算 关于 加 法 是 分 配 的 ,从 而 它们 部 太 环 结构 . 

合 题 到 4 设 Veettf 李 ) 表 于 上 所 有 物 为 上 的 实 向 量具 , 则 Vecty CMD) = [村 ,0 
fo , 良 )]] 二 [1 ,800 .这 里 BO( 如 是 D08) 的 分 类 空间 

对 于 旭 上 惫 大 的 实 . 复 、 四 元 向 量 从 的 集合 分 别 记 为 Vecty( 是,R), Vects (条, 
五 ) wectt 时 ,了 ,对 群 OC ,Uk) ,Sk}) 的 分 类 字 间 分 出 汶 : HOLE = Gm ,RR}; 


BU(CE) = Gi ,CC): B25,(k) = Gr( wm ,HH), 对 应 的 尺 记 为 KOCGM), KU(M),K 5, 
( M4). 
定理 各” 设 并 为 实 维 数 为 m 的 微分 流 形 , 则 


le 当天 > 上 时 ,天 OCHY = [NH, BOCKE)] ~ Vectyt H.R); 
2 当 开 > 时 ,RE UCNY = [MN, BUCE)] = Vecty( 时 .Ci 


3 当 站 > 时 ,RR SM) = [NM, BS,(k)] = Vectit ,HD. 


3.4.3 示 性 类 


先 介绍 一 般 想 法 , 设 BG 是 群 6 的 分 类 空间 ,是 对 凡 芍 万 有 从 , 设 衣 是 ~~- 个 
有 单位 元 的 交换 环 , 则 H* (BC;R) 表 BG 系数 在 RR 中 的 上 上 问 调 环 ,生成 元 页 瓜 
H* (BC; RR) 称 为 万 有 示 性 类 , 设 映射 产 时 一 2, 则 对 万 有 具 杯 ,五 : = Ec 是 f 
在 上 上 的 诱导 从 ,由 于 了" ;H* {BGR} H*(WNiRY,G1: GEH'(N; 
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民 ) 称 为 属于 上 只 EE 的 示 性 类 . 

对 于 如 为 Otn) 及 U(r) 情形 , 设 半分 别 为 实 微分 流 形 或 复 流 形 , 它 们 的 实 成 
复 维 数 为 mn, 取 员 = 2 为 整数 环 , 则 由 "(BO(n);ZD) 或 了 H* (BU(R);ZD) 分 别 诱导 
的 示 性 类 f* CE H*{ 肌 ;Z) 分 别称 为 赈 特 里 亚 金 (Pontryagin) 类 与 陈 [省 身 ] 类 ;对 
实 的 情形 , 取 6 = O(n),R = 五 ,由 壬 "(B00(0); 囊 ) 的 持 成 元 拉 回 到 #" (NW; 二) 
所 得 的 示 履 类 称 为 斯 蒂 弗 尔 - 惠 特 尼 类 ; 当 群 6 由 O(n) 约 化 为 50tn)( 考 虚 定 问 
流 形 }, 及 rn 为 偶数 则 导致 欧 拉 类 ， 

先 信 陈 类 开始 .设计 是 -一 个 拓扑 空间 ,Yect( EC) 表 和 上 一 切 复 向 量 从 之 集 ， 
BE 是 (EK)- 从 的 分 类 室 间 ,Foe 是 BEE 上 的 万 有 从 ,映射 户 革 一 GCT 人， 
从 五 := 产 呈 rsy 因 天 * {BUCE);Z) 有情 维 生成 区 COED EE 天 并 到 证 本) 全 
人 区) 

定 流 5 CE) 称 为 三 的 陈 [省 身 ] 类 ,并 定义 全 陈 类 CCE): = 1+ CI 可 十 
CB) 二 

俞 题 15 设 呈 PEYVYectXC) ,出 ,FF 的 惠 特 尼 和 5 甲 下 的 陈 类 满足 C(E 
BF) = CEIC(F). 

设 吕 是 一 秩 为 上 大 的 向 量 上 吕 ,局 ,… ,五 为 线 从 , 且 EE= BB" 时. 
因 上 是 线 从 ， 所 以 Oh) = + Oh) ,从 而 CCEY = CEF 和 到 遇 和 下 下 = 


[Lec = Jia + zx) ,其 中 = CE). 由 此 得 
”命题 16 "三 的 陈 类 C(E) 可 用 诸 %(1 < i < 和 表示 如 下 ; 
CCE) = 之 mi CE) = 三 Zp 
CAE) = 六. a ,CE) 二 夺 | 莹 2 


由 上 看 出 CCE) 是 诸 ER 全 对 称 了 数 
定 必 析 设 玉 EE Veol( 开 ,C0C) 为 秩 上 同 量 具 , 右 的 陈 特征 eh( 乒 ) 定 立 为 


ch(E): = De % = CI 

陈 特 征 ch{ 5) 的 表达 式 是 一 类 母 函 数 ,事实 上 ,由 此 知 ch(E) 是 % 带 有 系数 
1 站 的 有 理 线 件 组 合 .所 以 ch( 5) EE HH* (xX; 和 2). 

命题 417 陈 特 征 满足 如 下 关系 ; 

P ch(B) = k+ CUE)+ BT(CHE) -2C2(B)) +… 

PehlE@BF) = eh E) +eh 

ehig ww FF) = ch( Echt Fy. 

定 灾 17 令 KE) 表 复 丰 理 论 ,定义 映射 ;ch; KCX) 一 H" (XiQ),[E] - 
[F] lch( EE) - chf 5). 由 于 陈 类 c:(E) 全 是 偶数 维 的 ,所 以 事实 上 有 有 :ch: K(X) 
一 (X;Q). 

定义 也 设 玉 所 Veectd 开 CC) 为 秩 卡 的 复 癌 量 莱 ,三 = 太 四 正四 和 瑞 下 , 雹 


3 ”微分 拓扑 学 * 193 : 


为 线 从 , 则 EE 的 托 德 {Todd) 类 td(E) 是 和 为 
1d{ EF): -II (hy). 
命题 18 ” 托 德 类 满足 td(5 g F) = td(B) 和 wf}, 并且 WE) = 
CE) + GCE) + Ca EE) + BOE) CE) + 


设 六 所 Weet 小, 恨 ) 是 一 秩 直 的 实 向 量 从 , 令 Voc: = 下 @nC 表 示 下 的 复 化 从 ， 
定 祥 9 ” 实 向 量 从 的 第 i 个 斋 特 里 亚 金 类 p (1); = (iG.( Vc) EE 
Hi(X; 荆 ) . 全 谋 特 里 亚 金 类 p( 和 四;: = + ptt pea(V) EH (XD), 
[#21 表示 £2 的 整数 部 分 ， 
合 题 多 设 下 机 区 Yect{ 夺 ,RBR), 则 
ptiFB Tm) = pp modH" (ZT) 二 二 阶 元 窗 ， 

设 玉 志 Vect(T,C) ,其 秩 为 上 , 瑟 的 底 实 欠 五 的 实 铁 力 交 , 则 下 的 全 庞 特 里 亚 
金 类 定 交 为 上 LE) = pt 可 ) ,应 用 实 从 巨 上 p, 的 定义 {以 下 巨 表 EE 的 复 共 罗 从 ) 有 
PlE) ss pAE) = (- DC BrC) = (~ LC E BE), 

由 CCE BE = CCE): CE) = (1 + OfB) Ft CLE C(IE) + :+ 
{- 1D*C.C5)) 得 

命题 20 

1* 秩 & 的 复 向 明 从 EE 的 斋 特 里 亚 侈 类 与 陈 类 有 如 下 关系 ; 

plE) = CHE) 20 EY) ,pol E) = CE) - 2C (FIO EY) 4 2CA( EY), 


pi(E} = Se DG(E) CA E); 


zz 若 - 让 四 开征 人 鱼 如 ;上 为 线 从 , 则 
ptE} = i, pa E) = 之 ‘PAE) = dxdt x = CL). 


设 V 是 -… 个 在 定向 流 形 六 上 的 秩 为 上 的 实 向 氢 从 ,出 于 可 定向 ,FF 的 物 造 焙 
由 OfR) 约 化 为 SOCR), 即 & = 和 YY SO(E),R*| ,将 等 则 于 金 空间 V 的 零 截 
面 , 令 Vo: = 了 ,对 任意 zxE XY,& 表 x 上 的 纤维 , 设 & = R 为 保持 定 同 的 同 肚 ， 
则 诱导 同和 攀 ; 

mE EY 0 ;2) = CORE, RY 10) ;2Z) ~ ZT. 

取 所 {RR+ 和 10};Z) 的 -一个 生成 元 4, 由 上 之 闻 构 唯一 决定 了 于 (101 ;ZZ) 
的 一 个 生成 元 上 , 称 为 纤维 & 的 定向 类 . 

定理 3 ( 托 姆 (Thom) 同 构 定 理 ) 识 & = FV,X,x, SN ,Rt 为 上 的 定向 
癌 盘 从 . 则 存在 唯 … 的 上 问 调 类 UC(E) € HM(F, Fo;Z), 合 得 

1? UE) 在 每 一 纤维 所 .上 的 限制 栓 为 站; 

> 映射 一 oD) < 和) 是 一 个 同 梅 . 

上 同调 类 5 = 5t&) 称 为 的 托 姆 类 ， 

定 沁 加 省 二 = | 证, SR 为 一 定向 向 撒 从 ,ao; 计 -> 为 零 截面 映 
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射 , 称 
elt): = ao (Ue EE FOX:T) 
为 的 欧 拉 类 ,el&£) 亦 记 为 el 让). 
命题 21 
* 若 定向 向 晤 从 FF 的 秩 上 为 偶数 , 则 (CF = ppl 外): 
> 设 VWW 为 上 两 个 实 的 定 四 向 量 从 , 则 et YB 和) = et Vyet TP), 
定 兴 2 证 号 后 Veet( EC) 的 秩 为 上 ,已 表 羽 的 底 实 向 量 有 只 , 则 定义 瓦 的 欧 
拉 类 为 
et E): = etE.) 
命题 2 设 玉 Vect( 计 ,OC) 禾 汶 庆 , 则 
etE) = OC(E). 


3.5 ”关于 低 维 流 形 分 类 的 茶 些 结果 


3,5,1 一 维和 二 维 流 形 的 分 类 

关于 一 维 光 清流 形 有 

定理 24 任 一 光滑 连通 的 一 维 流 形 或 者 微分 同 胚 于 图 周 $1, 或 者 微分 同 胚 十 
Ri 的 某 一 区 间 ， 

定 流 各 设 夏 和 为 两 个 & 维 流 形 , 设 (yp .(, 让 分 别 为 下, 所 上 的 两 


个 图 卡 ,p: 0 一 > pCU) C Rp:V 一 > JAV) CR",y(0U) ,AY) 均 为 R" 中 的 开 
集 ,不 妨 设 g(t) 3 Dy 让 沪 DD 其 中 DD;: = {xER"I|xi =< 1|, 邻 帮 ; = 
pMD CUD: = gDCVaD = 59 = 8,Se Ta 8 ,人 邻 aq:F 
一 5 为 一 同 凸 映射 , 则 下 与 所 的 连通 和 下 # WP 定义 为 巾 附 空间 {WYint( D)) 
UW int( D')). 

定义 23 而 : = 孚 为 球面 , 有: = 3 x 5S! 称 为 环 面 ,了 ,1/: = T,# ,了 称 为 
呈 格 为 p 的 可 定向 曲面 tp 0). 设 于 表 扶 比 马 斯 {Mibius) 必 , 它 的 边界 3 村 同 胚 于 
$1,D 表 2 维 圆 盘 , 它 的 边界 32D 也 同 胚 于 中, 作 3 开 与 93D 之 间 的 一 个 同 肚 ,得 贴 附 
空间 DU 虎 , 此 宝 间 同 肚 于 实 射 影 平 面 RP , 记 为 ;归纳 泪 关 0: = 世间 下 
上 称 为 亏 格 为 4 的 不 可 定向 曲面 (9 > 1). 

用 莫 尔 斯 理论 证 明了 

定理 生 ” 任 一 连通 . 紧 致 ,无边 二 维 流 形 或 同 肪 于 T(p = 0) ,或 同 且 于 Ug 
= 1). 
请 题 23 与 的 欧 拉 示 性 数 为 

X(T = 2-2p; XI =2-9. 


3 ”微分 拓扑 学 195 ， 
3.5.2 3 维 流 形 的 英 尔 斯 函数 与 幸 蕊 (Heega:trd) 分 裂 


设 和 8 是 一 个 定向 .连通 . 闭 ( 即 肾 致 旦 无 边 ).3- 维 活 府 访 形 ,六 本 一 民 是 一 个 
莫 东 斯 尊 数 ,满足 如 下 条 件 : 怡 有 一 个 概 小 点 p 和 一 个 概 大 点 p' .其 他 临界 点 的 指 
数 为 ! 或 2, 并 且 临 界 值 随 车 临界 点 指数 的 增加 而 增加 (这 样 的 函数 称 为 斯 梅 尔 
{Smale) 通 数 , 它 的 存在 性 是 已 经 证 明了 的 ) ,万 实 上 ,可 以 设 了 满足 AW) = [0.1]， 


FLp) = 0,P) = 1 所 有 指数 为 1 的 临界 点 都 在 水 平面 / = 于 上 ,所 有 指数 为 2 
的 临界 点 都 在 水 平面 / = 立 上 .由 庞 如 莱 对 偶 定理 可 以 推 知 流 形 M? 的 贝蒂 数 记 
= 应 ,并且 蓝 尔 斯 函数 /的 指数 为 上 的 临界 点 数 mi 等 十 指数 为 2 的 临界 点 数 m2， 
记 9 = mi = ma. 考 察 水 平面 lx E AP 1Ax) = 六 | ,因为 在 此 曲面 上 不 存在 临界 
点 ,人 是 的 正则 值 , 所 以 NM:: 二 jr Mi IAx) = pu 全 Mi 是 一 个 2 维 . 闭 ,区 
滑 子 流 形 ,并 且 是 连通 的 (由 于 仅 有 一 个 极 小 点 和 一 个 极 大 点 ) ,可 定向 的 ( 它 是 
可 定向 带 边 流 形 1xz E M10 < f(x) < 方 1 的 边界 ). 故 根据 闭 2- 维 流 形 的 分 类 定 


理 , 只 同 胚 于 也 ,将 李 记 成 要 , 它 是 亏 格 为 r, 即 有 个 相 的 定向 闭 曲面 , 好: 是 两 
个 3- 维 带 边 流 形 


:= rE MIOS/) gl, := ir€é el 


的 公共 边 界 .由 用 莫 尔 斯 函数 的 临界 点 的 指数 刻 划 波形 的 装 伦 型 的 定理 知 
Hi SIV SV VY Sl; Hm SY SV Ya 


a 个 + 个 

因此 ,和 上 都 是 有 了 中 闭 区 域 的 同 伦 异 , 区 域 的 边界 想 亏 烙 4 = r 的 定 问 闭 曲 
面 (这 样 和 的 带 边 流 形 辣 胚 于 有 r 个 柄 的 实心 柄 体 ) ,这 两 个 边界 曲面 粘 侣 起 来 就 得 
到 中, 

定 兴 划一 个 3 维 流 形 由 分 解 为 两 个 亏 格 为 r+ 的 钙 体 , 沿 著 它 们 的 边界 通过 
-个 微分 同 胚 a; 左 一 屿 粘 合 起 来 . 这样 一 种 分 解 称 为 4 的 ( 亏 格 为 的 ) 赫 必 
分 裂 , 全 = I UD. 

显然 ,微分 司 胚 * 起 了 关键 的 作用 ,这 流 形 用 四 fa) 光 之 .显然 ,者 ai,aa 在 微 
分 局 胚 本 一 有 的 类 中 同 伦 , 则 入 (Ce) 微分 间 胚 于 内 (oz). 

定理 匠 ” ”每 一 个 可 定向 .连通 . 闭 的 3- 维 光 滑 流 形 贡 ' 均 有 赫 总 分 列表 示 ( 不 
唯一 ) ,Hafa) = 卫 UD. 

定理 条 ”一 个 可 定向 . 闭 .光滑 3- 维 流 形 若 容许 一 个 邯 格 为 1 的 赫 和 名 他 有 裂 , 则 
它 同 肽 于 {从 而 也 微分 同 胚 于 ) 如 下 流 形 之 一 : 

ie 3- 维 球 号 ， 

PS! x Ss 

3 透镜 空间 六 (1,#), 其 中 人 m,ky = 1. 
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上 述 定理 中 的 透镜 空间 态 ,(1,8) 定 祥 为 也 ,在 3 = jz,w) EC 人 1 zz+ 
| w 1* = 1 上 作用 的 国道 空间 /Zi ,其 中 Z 的 生成 元 1 按 如 下 公式 作用 在 3 
F(z, ww) I Cem, em ), 

对 于 具有 亏 档 r > i 的 赫 蕊 分 裂 有 (a) 的 3- 维 流 形 , 六 不 知道 上 述 那 样 的 分 
类 定理 . 


3.5.3 关于 4- 维 流 形 分 类 的 几 个 定理 


设 M 是 -- 个 单 连 道 拓扑 4- 维 流 形 , 可 定向 的 并 且 已 经 指定 了 一 个 定向 .这 相 
当 于 在 必 的 最 高 维 同调 群 三 {并 ;Z) 指定 了 一 个 称 为 基本 类 的 生成 元 [好 ],. 在 上 时 的 
上 同调 环 上 可 以 构造 一 个 称 为 粗 奖 形式 的 对 称 双 线性 形式 w 如 下 ,车 ,BE 
RH , 则 上 积 一 ;于 (CM;Z) x 于 (机 ;2 一 (CM; , 定 网 

wlap); = (a — BMIELT. 

所 以 oo 天 (ZE x (NM; 这 ) 一 全 为 对 称 双 线 性 形 . 并且 杞 据 论 加 莱 对 偶 定 理 , 形 
式 em 基 么 模 的 ( 即 % 的 任何 矩阵 表示 的 行列 式 等 于 + 上 1). 若 的 对 角 元 都 是 个 数 
(这 等 价 于 ,对 所 有 e 后 严 (H5ZE) afaa) E 2Z) ,形式 w 床 为 偶 型 的 , 杏 则 , 称 为 
奇 型 的 . 

定理 从 ( 弗 里 乱 曼 (Freedman) 定理 ) ”给 定 一 个 么 模 偶 形式 , 则 恰恰 存在 一 个 
单 连 通病. 拓扑 4- 维 流 形 , 它 的 相交 形式 w 用 此 给 定形 式 表 示 ; 给 定 一 个 么 模 奇 
形式 , 则 恰恰 存在 两 个 单 连 通 、 闭 .拓扑 4- 维 流 形 ,它们 的 相交 形 式 w 莉 由 此 商定 
形式 表示 ， 

这 是 -- 个 非常 有 旋 的 结果 ,说明 相交 形式 w 几乎 完全 确定 了 闭 的 单 连通 4- 维 
拓扑 流 形 的 同 胚 类 ， 

而 关于 单 连通 、 闭 .4- 维 光滑 流 形 的 情形 与 帮 扑 情形 大 不 相同 .对 于 4- 维 流 形 
导 的 相交 形式 w 若 为 定 号 的 , 绚 适 当选 到 好 的 定向 , 即 适 当选 取 后 ( 肯 ;2) 的 生成 
元 [好 ] ,就 可 使 w 为 正定 的 . 

定理 和 9 { 唐 纳 森 (Donaldson) 定理 ) ”一 个 单 连通 .于 . 光 潮 4 维 流 形 , 若 它 的 
相交 形式 w 是 正定 的 , 则 在 整数 环卫 上 ,w 等 价 于 对 角形 式 diag(1,1,…,1). 

由 此 定理 可 知 侍 何 非 零 偶 型 正定 形式 都 不 是 一 个 单 连通 、 闭 、 光 滑 4.- 维 流 形 
的 相交 形式 .结合 前 述 弗 里 德 轴 定理 即 知 存在 很 多 单 连通 、 闭 .拓扑 4- 维 流 形 , 在 
它 上 面 不 存在 微分 结构 .但 这 是 指 紧 致 流 形 , 对 非 紧 流 形 有 

定理 如 ( 牵 因 (Quinn) 定 理 ) 任意 非 紧 4 维 流 形 均 可 党 滑 化 . 

定理 拓 在 RR 上 存在 怪 的 光 消 结构 , 即 有 4- 维 光滑 流 形 , 它 同 胀 于 标准 的 
R: ,但 不 微分 同 胚 于 标准 的 了 开 

注意 ,这 是 4- 维 特有 的 情况 ,人 们 早 就 知道 对 任意 RR"Cn 半 4), 则 Rs 土 具有 一 
种 微分 结构 , 即 标准 的 微分 结构 . 

定理 32 (内 普 夫 (Gompf) 定 理 ) 在 Rs 上 存在 连续 那 翌 多 种 互 不 微分 同 肚 的 
怪 微 分 结构 ， 

凡 此 种 种 说 明 4- 维 流 形 有 很 要 特异 之 多 . 


21 


BB SRB BB 


[| 
“ 


莽 考 文献 。 197 ， 


参考 文献 


能 金 句 编 . 点 集 拓扑 讲 记 .北京 :人 民 教 育 出 版 社 ,1982 . 
了 .[. 央 莱 著 . 一 般 拓扑 学 . 吴 从 时, 吴 让 泉 译 .北京 :科学 出 版 社 ,1982， 

蒲 保 明 , 将 继 光 , 胡 淑 礼 编 ,拓扑 学 .北京 ;高 等 教育 出 版 社 ,1985. 
J.R. 曼 克 勒 斯 著 . 拓 扑 学 基本 教程 . 轴 尚 龄 , 许 合群, 徐 定 有 等 译 . 北 京 :科学 出 
版 社 ,1987. 
沙 爱 福 , 施 雷 发 著 . 折 扑 学 . 江 洋酒 译 . 上 海 ;商务 印 书 馆 ,1949、 
江 泽 遂 .拓扑 学 结论 .上 海 : 上 海 科 学 技术 出 版 社 ,1979 . 
A. 棱 拉 曼 著 . 曲 面 芹 扑 学 . 业 粒 成 谋 . 北 京 : 科 学 出 版 宦 ,1981 

Armstrong M A 著 .基础 拓扑 学 . 孙 以 丰 译 .北京 ;北京 大 学 出 版 社 ,1983. 
1.M. 辛 格 ,J.A. 索 普 著 .拓扑 与 几何 学 基础 讲义 . 干 坏 削 泽 .上 海 :上 海 科 学 技术 
出 版 社 , 1985. 

李 元 赢 , 张 国 梁 编 .拓扑 学 ,上 海 ;上海 科 学 技术 出 版 入 ,1986. 

陈 吉 但 编 .代数 拓扑 基础 讲义 .北京 :高 等 教育 出 版 补 :, 1987. 

C.T.C. Wal 著 . 季 文 铎 , 张 增 育 译 . 拓 扑 学 的 几何 导 引 .北京 :高 等 教育 出 版 
社 ,1988. 

何 伯 条 , 摩 公 去 .基础 拓扑 学 ,北京 :高 等 教育 出 版 社 .1991 , 

JO.T. 统 里 索 维 奇 ,H.M. 勃 利益 尼 亚 科 夫 , 兄 .A. 贡 训 拉 依 列 维 奇 等 .拓扑 学 导 
论 . 盛 立 人 ,金成 标 , 吴 利生 等 译 .北京 :高 等 教育 出 版 社 ,1952. 

尤 承 业 编著 .基础 祈 扑 学 讲义 .北京 :北京 大 学 出 版 社 .1997. 

P.J .希尔顿 著 . 同 伦 论 . 刘 华 译 .北京 :科学 出 版 社 , 1960， 

刁 文 俊 . 可 判 形 在 欧 氏 空间 中 的 实现 同 题 .北京 :科学 出 版 社 ,1978 

本 .米尔 诺 著 . 莫 尔 斯 理论 . 江 嘉禾 译 - 北 京 : 科 学 出 版 社 ,1988 . 

徐 桥 林 , 茶 春 华 . 流 形 .北京 ;高 等 教育 出 版 社 ,199]. 

张 筑 生 编 善 . 徽 分 拓扑 讲 六 .北京 :北京 大 学 出 版 社 , 1996. 

徐 和 森林 .微分 拓扑 .天 津 :天 津 教育 出 版 社 ,1997. 

Dugundji J]. Topology. Boston: Allyn and Bacon,1966 . 

Engelking R. General topolopgy. Warszawa: PWN, I977. 

Hocking J CG, Young G S$. Topology . Reoding, Maas: Addisnn_ Wealey Publishing Compa- 
my Inc. 1961. 

Fulton W. Algebraic topology, A Firat Course. New York: Sprmnger- Yerliag, 1905. 
Alexandroff P, Hopf H. Topolowme. Berlin: Springer- Yerlag, [935. 

Lefschetz 5S. Algebraic topology. American Mathematical Society Colloquium Series. Yol. 
27. New York, 1942. 

Eilenberg S$, E. Steenrod N. Foundationre of algebraic topology. Pnnceton:; Prineeton 
University Press, 1952. 

Rotman 了 本 .An introduction to algebraic topdopgy. New Yok:Spnnger Verlag, 1988. 


，198 ， 第 4 篇 拓扑 学 


加 
31 
了 之 


33 
3 


35 
把 


Munkres J R. Elements of algebraie topology . Reading, Mass : Addigon- Weslhey , 1984. 
Maunder C R EF. Alpgebraic topologe. Cambridpge: Cambndge Universtty Press, 1980., 
Adams J 下. Algebraic topology: a atudent’s guide Cambruilge: Cambridge University 
Press, 1972. 

Hilton PJ, Wylie S. Homology theory; an introduction to algelmaic topology . Cambridpe: 
Cambaidge University Press, 1960. 

Dold A. Lectures on algebraic topology . Berlin; Springer- Verlis, 1980. 

Hu ST. Homatopy theory. New York: Academic Press, Ine, 1959. 

Whitehead .EC W. Elements of homotopy theory. New York: Springer- Verlas, 1978. 


党 形 上 的 微 积 分 


编 者 徐 森 林 
审 校 者 ” 陆 柱 家 


日 


微分 流 形 01) 
1.1 微分 流 形 (201) 


风 太 定理 11) 
向 量具 和 切 从 013 
2.] 村 群 ppp {213) 
2.2 向 量 从 et: (222) 
2.3 切 夸 《225) 
2.4 C 切 向 量 场 和 积分 曲线 

a (229) 
2.5 李 导 数 [,]、 李 代数 … (231) 


录 


3 外 微分 形式 和 斯 托 克 斯 定理 


站 


3.1 张 量 以 和 C” 张 量 志 
3.2 四 分 形式 和 外 机 分 


3.3 C- 流 形 的 定向 和 
斯 托 克 斯 定理 和 
4 效 曼 流 形 … 
4.1 案 昌 度 导 和 多 要 流 形 


4.2 第 一 型 积分 
秦 考 式 献 pe 


5 引 宫 

在 研究 欧 几 里 德 {(Euelid) 空间 中 大 量 的 光 请 曲线 . 光 清 草 面 的 茜 础 上 .人 人 们 引 
进 了 局 部 堂 标 和 6 微分 流 形 的 概念 . 局 部 坐标 的 引 和 人 ,使 得 可 用 微分 学 的 知识 , 介 
绍 微分 流 形 之 间 映 射 的 可 微 性 和 音信. 姐 入 .微分 间 肛 这 重要 概念 ,进而 在 nn 维 
4 前 局 微分 流 形 上 可 证 上 明 忆 单位 分 解 的 存在 性 定理 ,应 由 此 定理 立 得 惠 特 尼 {H. 
hitney) 肉 信 定理 {一 -个 n 维 宙 的 微分 流 形 可 以 CC 该 人 到 RR**! 中 作为 它 的 闭 
正则 子 流 形 )， 

为 建立 C” 肌 射 户 几 一 且 在 产 点 处 的 微分 或 雅 可 比 (C.G. 本 Jacobi) 蚂 射 六 ， 
= 由 1 必须 在 -一 点 处 线性 化 , 即 引 进 切 向 量 和 切 室 间 也 的 概念 . 特 时 上 的 切 空 
间 族 按 一 定 方 式 使 其 成 为 切 从 TW. 切 从 上 的 导 截 面 就 是 针 上 的 售 切 向 量 场 .研究 
PP” 切 向 基 场 与 祝 分 曲线 之 间 的 关系 是 很 重 襄 的， 

切 具 将 使 事 密 的 代数 构造 洋人 流 形 ,从 而 使 流 形 许 .和 步 代 六 化 .可 葡 上 ”外 微 
分 形式 m( 反 称 协 恋 张 量 场 ) 经 6* 单位 分 解 在 n 维 C0” 定 癌 流 形 村 上 定 关 外 微分 


形式 的 积分 (第 二 戏曲 线 .曲面 积分 的 推广 )】 w. 再 引进 外 微分 运算 d 和 边界 流 形 


3 杂 的 诱导 定向 流 形 3M, 对 n -1 次 Ce 外 微分 形式 有 极其 重要 的 斯 托 克 斯 
(Stokes) 定理 | dw = | .应 用 单位 分 解 或 惠 特 尼 组 入 宝 理 还 可 证 明 n 维 4 的 


C 微分 流 形 并 上 存在 C 获 曼 {Riemann) 度量 g, 使 得 ( 几 . x) 成 为 C 区 总 流 形 .了 
是 ,长 度 . 面 各 .体积 .第 一 型 积分 以 及 敬 凡 里 德 空 间 R" 中 的 许多 微 积分 内 容 都 可 
自然 地 报到 流 形 上 . 


1 微分 流 形 


1.1 微分 流 形 


1.1.1 拓扑 空间 


设 由 为 非 空 集 浴 , 姑 果 它 的 子 集 族 满足 : 

[PME 

PEE TE rr; 

节 若 让 蕊 fa 万 (指标 集 )， WU 忆 ,中 称 r 为 昌 上 上 的-- 个 拓扑 ,而 (好 ， 
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fr》 为 和 了 的 一 个 拓扑 空 向 . = 中 的 元 素 也 称 为 (好 ,zy 的 于 集 , 开 集 了 的 余 ( 补 ) 集 
0" = 有 一 下 称 为 (时 ,5) 的 闭 集 . 
设 4 记 季 ,x 所 月 , 如 果 对 x 的 任何 开 令 域 ( 含 x 的 开 抹 )U, 必 有 aE 4 (Ui 
一 x) , 则 称 %* 为 4 的 聚 点 (或 极限 点 ). 记 4' 为 4 的 聚 点 的 全 栖 , 称 为 A 竟 导 集 .A 
- 4 中 的 点 称 为 4 的 孤立 点 . 称 且 = 4U 册 为 4 的 闭 也 . 昂 知 
4 为 闭 亿 。 人 机 全 PN = 玫 ， 


1.1.2 7 党 斯 多 夫 ) 空间 和 4s( 有 具有 第 二 可 北 性 公理 ) 空间 


设 5 届 ,rz) 为 拓扑 空间 ,如 果 对 和 枉 何 x,y EE 币 ,x 7. 必 人 存在 x 的 开 刍 域 U 和 y 
的 开 邻 域 了 ,使 得 也 站 下 = 3, 则 称 CH ,为 Th( 这 斯 少 大 ) 空间 . 

设 r 为 虹 的 一 个 子 集 族 ,如 果 它 满足 : 

re UU- 

了 若 凡 VE rx EVN VY, 则 存在 外 Ev 使 得 x Wc wNv 
则 称 r 为 型 的 一 个 拓扑 基 . 如 果 拓 扑 r = 115 为 r' 的 疗 干 成 员 的 并 集 | , 则 称 
拓扑 r 是 由 描 扑 基 m 所 诱导 的 拓扑 ;而 5' 也 称 为 拓扑 空间 [于 ,+) 的 一 个 拓扑 基 ， 

录 果 拓扑 空间 (时 ,rr 具有 可 数 拓扑 基 = [iace 站 ,其 中 矿 为 有 限 集 或 
可 列 集 (与 自然 数 集 对 一-- 对 应 的 集合 ), 删 称 CM, TT) 为 4> 治疗 

例 1 设 ( 时 ,op) 为 度量 空间 ,po: 遇 x 条 一 Ri 实数 集 ) 为 距离 项 数 , 即 满足 : 

lossy) 0 且 p(x,y) = 0 = yY( 正 定性 ); 

pr) = PY, 对称 性 ); 

Polr 2) pz) + pCx, xz)( 三 骨 形 不 等 式 ). 
易 证 #W 的 于 集 族 

m= 1UlYxE UU, 存在 6 > 人 ,使 得 开 球 B(x,6) = [yly€ Mp(r,y) < 
1 万 | 
为 蛙 上 的 -- 个 拓扑 ,ff 最,r) 为 由 p 诱导 的 拓扑 空间 .显然 ,J 球体 B(x,8) 为 (村 ， 
5 ) 的 开 集 . BCx,6) 1 XE 新 ,了 EE 及 ,SG > 人 0 为 (时 ,ro) 的 个 拓 盾 基 . 

例 2 设 ( 用 ,rr) 为 拓扑 空间 ,4 C 上 好 . 易 证 

a= A VIVErl 

为 4 上 的 一 个 拓扑 ,4 ,za) 称 为 (时 ,zy 的 于 扫 扑 空间 . 

例 了 设 R" = xi, = 1.2,…,n| 为 n 维 菊 几 里 德 空间 ， 
定义 距离 月 数 为 


olry) = [Dx yp], 
其 中 
并， 
根据 例 3,(R*.p) 自然 诱导 出 R" 上 通常 的 拓扑 空间 (R?* ,ro). 
因为 对 任何 x ,y 七 RR" ,x 二 ,有 xX 的 开 邹 域 BCx,pltx,y}/2) 各 了 的 开 邻 不 
Bty, p(X,y)/2) ,使 得 
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Bx pty NN Bay ptr, FA) = 1 
所 以 ,(R", 5) 为 五 空间 . 
此 外 , 易 园 下 = 1 Bx) EX = (rE (有 理 数 集 ) ,5 > 
0| 为 (R" ,ro) 的 可 数 拓扑 基 , 从 而 {R",rt,) 为 4 空间 . 
例 4 说 (型 ,p) 为 度量 空间 , 它 诱导 的 拓扑 空间 为 (1 ,ro ,而 Ac 时 .不 肉 脸 
证 (zn = rr :应 注意 的 是 4 中 开 球 B(x,6) = 1yE.Ipx yl< 人 = 明 门 
h(x,d), 


1.1.3 连续 映射 和 同 肛 映 射 


设 (4W ri) 和 ( 李 ro) 为 拓扑 空间 ,. 疡 Wi 一 及 为 上 映射 ,moE Mi, yo0 = A(xo) EE 
村: 如 果 对 yo = fx0) 的 任何 开 邻 域 V, 必 有 如 的 开 部 域 ,使 得 U0) = {ffx)1 
xz ET 一 PP 则 称 关 在 点 如 连续 .如 果 /在 时 | 的 每 一 点 部 连续 , 则 称 /为 连续 映射 . 
从 连续 的 定 久 和 拓扑 的 性 质 立 即 有 

了 连续 所 对 (好 ,rz) 的 任何 开 集 了, 必 有 广 !(( 门 = xeE 和 1Ax) 忆 于 为 
{ 村 ,ri) 的 开 集 所 对 (4 ,rr) 的 任何 闭 集 下 , 必 有 CF = EE MAX)ErFI 
为 (时 1, Tr) 的 闭 集 ， 

如 果 f; 于 ;一 时 :为 一 一 映射 , 且 了 条 广 :者 为 连续 映射 , 则 称 了 为 同 胚 { 或 拓扑 ) 
映射 . 

1.1.4 拓扑 流 形 


设 肛 为 写 送 斯 害 夫 空间 .如 果 对 任何 p 所 再 ,都 在 和 社 p 在 村 中 前 开 邻 域 UU 和 
同 且 :Ug{ ,其 中 pt) cc 下 "为 开 集 (局 部 欧 ). 则 称 好 为 = 维 拓扑 流 形 或 
0 流 形 。 

《gp) 称 为 局 部 坐标 花 ! 坐 标 卡 ,图 片 ), 1 称 为 局 部 举 标 邻 域 ,p 称 为 局 部 坐 
标 蛇 射 ,x(p) = 【pfpi1 这 近 严 为 记 志 也 的 局 部 学 竹 , 简 记 为 二 ] ,有 时 也 称 
它 为 局 部 坐标 系 , 拓 扑 流 形 就 是 由 局 部 坐标 系 的 全 佳 2" 中 的 图 片 粘 成 的 图 册 . 如 
单产 扯 全 , 则 称 ( 忆 ,2) 为 p 的 局 部 坐标 系 . 


1.1.5 微分 流 形 
设 (M, 人 2) 为 n 维 拓扑 流 形 , 本 为 指标 集 , 如 果 多 :plaeETlc 
满足 ; 
P Ut,= M; 
相 容 性 :如 果 ( 避 go) (Us, po) ES 站 2 人 @O 则 pp pi :站 
D9 一 gal Us 站 Up) 是 C" 类 的 , 即 
站 = (gy* PE {x , xs, x 


二 (gp* PE (Xr) 
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是 C 类 的 ,rE ,2 ,wi(l1 e+ < wm,0' 表示 (各 。970; 有 直至 r 阶 连续 偏 导 
数 ;C” 表示 (qa* qi1); 有 各 阶 连续 的 偏 导 数 ;C 表示 ( po， 的 中 ;在 每 一 点 可 展开 
成 收敛 的 军 级 数 ); 

了 最 大 性 :多 关于 2? 是 晤 大 
的 ,也 就 是 说 ,如 果 (z,Pp) E 甸 1， 
且 它 与 任何 ( 世 ,gE 名 是 0 相 
穿 的 , 则 (局 ,p) E 锣 

称 锡 为 MH 上 的 C'( 微 分 ) 构 


外 {i 
~/ NY 造 .(M, 多 ) 为 术 上 的 C 人 (微分 ) 流 
“" 形 . 当 r = 中 时, 称 (4, 灸 ) 为 实 解 


"< pr pe po -| tr} 析 流 形 { 图 1-1). 
ep 类 似 拓 扑 闹 形 ,C 微分 流 形 就 
gt lcCR esf Csi Re 是 由 侈 中 图 片 光滑 (C',r = 中 精 
图 1-1] 成 的 图 冉 . 
容易 看 出 ,2 中 相应 的 雅 可 比 行 列 式 
志 | 2 ，,。 
QC xl ly a) 7 0 


为 得 到 微分 构造 ,有 

定理 1 设 务 'C Sm 满足 1 嗣 25 则 它 唯 一 确定 了 -一 个 局 微分 构造 (ras1) 多 = 
1H) 与 名 ' 帮 相 窜 | . 星 然 , 久 'C 狐 ( 称 各 ' 济 萝 的 一 个 基 ) 

进而 ,说 名 地 ' 己 扣 满 星 1 2 中 被 此 的 元 素 CC" 相 容 , 则 它们 所 确定 和 的 
微分 构造 是 相 周 的 , 即 入) = 饼 

例 5 讶 上 训 为 R" 中 的 开 集 , 久 ' = 于 时 ,Id | 1dy: -> ,ytp) = 5 ,出 
由 著 ' 叭 一 桶 定 了 一 个 他 流 形 ( 由 定理 1, 它 也 唯一 确定 了 ~ 个 启 流 形 ,r 亡 10,1， 
2,-…,o| ,但 当 + 增 大 时 ,坐标 卡 严 格 减 少 ). 

例 6 设 (N,32%) 为 n 维 C' 流 形 ,UC 季 为 开 集 ,多 = [Up) la€ [rf}， 
邻 

gr= UN pIUN DTUN A 0, EI}, 

易 证 (UV, 倪 ,) 也 是 一 个 sn 维 C' 流 形 , 称 为 {WF 多 y) 的 0" 并 十 流 形 . 

例 7 n 维 球面 5 = [sse 人 Rerll Sy = 下 为 a 维 C” 流 
开 . 


对 任何 上 = 1,2,…:,n + 1, 倒 
人 “ref 


Ur = wa 
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人 > (2) < ll, 
pF xls 
称 和 x 为 UV 中 的 局 部 上 坐标 (表示 删 去 x . 易 网 缉 ' = 1U#， 
人 人 E= 1 RR+ 1 为 售 微 分 构造 的 -一个 基 , 它 唯 - :确定 了 一 个 全 微分 构造 
= Up U, 与 避 ' 中 元 素 信和 相 容 1 ,因而 (5 ,A) 成 为 一 个 nn 维 C7 流 形 . 
讽 # 5 维 实 射影 空间 P"OR) 为 nn 维 C* 流 撒 . 
谤 六 一 (xl rs 二 {yy I) EE RR"*! iD] . ~ = Ay, 
六 后 改天 DER -ti 的 等 价 类 [xz] = 17E& Re -IT ~ x| ,等 价 类 
的 全 体 为 
PR) = (RT 0 -= xl lxeE R10ot|. 
投影 :RR 01 一 户 (BRD) ,rtx) = [xl .证 Re 10, 的 拓扑 为 r, 易 证 = 
1 5rixri0mD Er 为 疡 (R) 上 的 一 个 招 扑 ,于 是 ,( 产 CR) rm) 为 (R" - 0} 的 
商 拓扑 空间 , 称 为 s 维 实 射影 空间 .下面 证 明 P"(R) 为 1 维 6” 流 形 .对 任何 [x]， 
[yy] EE PR),[x] zz [y], 则 存在 会 x"i([x]) 的 以 原点 为 中 心 的 去 心 开 锥 体 WW 和 
合 x ts 的 以 原点 为 心 的 去 心 开 锥 体 凡人 车 得 所 站 = 地 ;因而 x( 和 ) 和 
开 ( 及 ) 分 别 是 含 [ *] 和 [y] 的 不 相交 的 开 集 , 故 (P"(R),7') 为 六 空间 . 令 
= x] EE Po 有 | YX = Cx,w sa) ,a ¥ Ot, 
x! 一 | +| +| 
PD) = (二 上 
二 (要 
称 1s1, za 为 [x] 的 齐 次 学 标 ,， | 居民 ……, 拓 为 [x] 关于 起 
的 非 齐 次 坐标 . 
显然 , UU = P"(R), 有 当 UN xk 时， 
pr Ph pt OD) go 0), 
pr" pi (时 - ol [x]) 


= 


其 中 
中 
A hk 
1 


为 有 理 晤 熬 ,因而 它 是 ”函数 ,由 定理 1 知 , 荔 ”= jt 届 ,p) k= 1,2,.…,n+ 1 
确定 了 PCR) 上 的 一 个 如 微分 构造 名 使 (P(R), 台 ) 成 为 个 流 形 . 
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例 9 设 (NM, 统 ) 为 n 维 C 流 形 , 令 = 1 go) 1 aE 了 = 1,2,.,k. 

分 
ND x x Up ) [Us pe) € Mi = 1,2,..,k|, 

其 中 以，x … x 刀 为 拓扑 积 ,而 

poate Xx pp xx) CR x x R= 
Rae 

Fora Pls P21 PR) = (po (PI) Fo, (PK)) 

为 同 胚 映射 .显然 狗 ' 满足 微分 构造 的 条 件 1* 和 2° ,因此 它 叭 .确定 了 棉 扑 积 Mi x 
x 村 :上 的 0 构造 癌 我 们 称 坟 + 十 … + mm 玲 让 流 形 ( 计 , xx ,名 ) 为 
0 流 形 { 几 ,和 如) ,i = 1,2,…, 庆 的 C 积 流 形 . 

如 有 n 维 环 面 7” = Slx*…x， 为 a 个 个 S51 的 4 维 积 流 形 .R'm = RY x Re 为 

i 

Rw 和 RS 的 n+ 维 店 积 流 形 . 


1.1.6 nn 维 复 解 析 流 形 


如 果 在 1.1.5 中 ,用 C* = 1z = (a 如 四) 1z C(t 复数 域 }| 代替 Ro" , 复 
解析 {函数 在 每 一 点 的 一 个 开 邻 域 中 可 以 展开 成 复 的 收 化 究 级 数 ) 代替 实 解析 , 则 
称 ( ,I) 为 & 维 复 解析 流 形 ， 

设 ( ,1z| 和 和 (Us, qe) ,| wt 为 局 部 举 标 系 , 站 0O ,gulp) = (2z1， 

”= EC", patp) = Ci = 
1 其 中 f =- 1. 于 是 
Ltiy = w= pa Pals) = fplx,y) + ign ry), 
利用 实 和 复 帘 级 数 的 柯 西 收 伊 原理 以 及 maxil ell, 1 二 (2+ 天) =|a + 
ih | T(r, bE Ru = At 中 ， v= gat x y) 为 实 解 析 的 遇 射 如 果 将 1 和 x'，, x?*， 
和 章 视 析 Wh 


na 
则 ( 4, 多 ) 自然 可 视 作 2n 维 实 解析 流 形 .此 外 ,由 宰 西 - 歼 汪 条 件 :5 中 - 入 ， 下 
古 
= - 站, 得 到 稚 可 比 行列 式 为 
du du Ou di 
人 oy dx dy x dr 
at rt, x", yl, ,7 ) 一 + 2 三 虽 | 
Dx dy dx |v 
du dy dy ,ou 3 ,98 6 
| dx Ox dr tax J dx Tiax 
= (ct Du ar = Ue au gi 2p 
dr Dx Ok Dx lx 
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du dy du Ay dw | 
= dell 了 + i190) de SE + 152) = | ln) > 0, 
其 中 
du gul 
| ax! xr" 
du | ，; ， 
Dx 
a ,9 
1 0 
例 16 2 (Cd) dC 一 "dr(z) = = 唯一 确定 了 Co 上 的 -- 
个 复 解 析 流 形 (C" ,5 ). 


例 11 aa 维 复 射 影 空 间 PIC 为 n 维 复 解析 流 形 . 

设 z= w= EC -07 Weor = Aw, 
AEC-I0.[lz]= ieEdCc olw ~ zt p(t0) = cs- iD ~ = Hz] 
1zE CI io, 类似 于 实 射影 空间 可 以 证 明 严 fC) 为” 维 复 解析 流 形 , 并 称 它 
为 上 维 复 射影 空间 ， 


1.1.7 流 形 的 连通 性 和 道路 连通 性 


设 {大 ,5) 为 拓扑 室 间 ,如 果 币 = UU VNVY=CO VErUAOVz 
CO( 即 有 5 为 ( 帮 ,z) 的 两 个 不 相交 的 非 空 开 集 忌 和 VY 的 并 ) , 则 称 ( 开 ,r) 为 非 连通 的 
拓扑 空间 ;和 否则 称 为 连通 的 后 扑 空间 

如 果 对 任何 *,yE 和 时, 都 有 一 条 连结 x 与 7 的 道路 i 即 p:[0,1] 一 时 为 连续 
上 映射 , 目 pt0) = x ,p01) = y), 则 称 ( 好 ,r) 为 道路 连通 的 拓扑 空间 ;否则 称 为 非 道 
路 连通 的 拓扑 空间 . 

应 用 反 证 法 立 知 ,道路 连通 必 连 通 ， 

例 12 连通 的 拓扑 空间 不 必 是 道路 连通 的 , 设 


A= {#7) 1y= sn ,0 < 站 cc 


4 ra 


B= 10,ry1l-1<+rslfcR. 
应 用 数学 分 析 知 识 可 证 4 {8 连通 但 非 道 足 连 通 的 . 
定理 2 设 ( 民 ,2} 为 拓扑 流 形 , 则 媒 连 通 人 好 道内 连通 . 


1.2 CC 上 映 射 


1.2.1 映射 

没 (W ,20) 为 5 维 C' 流 形 ,= 1,2;&,r 10,1,2,.…, 扣 ,ww ;上 志 T. 如 果 快 
射 新 一 好 ,对 任意 pE 和 和 9 = ftp) 的 任意 局 部 侍 标 系 CF, 四 ), 必 有 的 局 
部 持 标 系 (U,wp) ,使 fi cK( 等 价 于 /是 连续 的 ) ,月 "fo 人) 


:208 ， 第 5 篇 流 形 上 的 微 积分 


是 C0 类 的 , 即 

条 之 ‘ 了。 区 

y"? 一 ‘yy -ff 名 
是 C* 类 的 , 则 称 了 为 从 Wi 到 二 的 C* 映射 , 记 全 映射 的 全 体 为 CE 时 2) ,而 
C 映射 EE (村 ,和 )( 图 1-2)， 


mt 下 fC 玩 - 


图 1-2 


定理 3 设 ( 村 ,人 ) 为 m 维 0 波形 ,多 ' 为 纹 的 基 ,i = 1,2. 如 果 有 映射 f; 
一 村 关于 多 和 多 满足 映射 的 条 件 , 则 /是 类 的 . 
1.2.2 人 映射 (上 寺 1) 的 秩 


设 fE CM M2) ,CU,p) 和 (p10 为 上 & 的 局 部 坐标 系 , CV, 和 (全 ,页 ) 
为 ftp) 的 局 部 学 标 系 .与 (5,gp) 和 (VY,) 相应 铃 局 部 坐标 分 别 为 1x1 和 1y1 ,而 


Dy fo -Do = (>) 为 Ct(k > 1) 且 射 在 户 点 关于 fx 和 |y| 的 牙 


Pup) 
可 比 矩 阵 , 易 证 
ronkD(p eo fo gp ppy = ronkDE py ° f° pr 19 


称 rankD(y "fg 1 pin( 与 局 部 坐标 系 选取 无 关 ) 为 C*( 上 3 1) 跨 射 了 在 点 严 的 
秩 , 记 作 
Crank PD, = rankD(ly -f° 9) gp. 


1.2.3 Cf 漫 入 、C! 虑 入 、C* 微分 同 胚 
设 ( 林 ,名 ) 为 nm 维 C' 流 形 ,i = 1,2. 如 果 人 (过 不 过 让 肌 射 户 时 | 一 时 对 


任何 p€ 于 ;, 有 (ramk 门 。 = mi 因而 mm 二 m2), 则 称 f 为 - -个 局 温 人 . 

如 果 为 信 漫 入 , 且 /MM 一 了 AML CC 几 为 同 眶 映射 , 则 称 / 为 一 个 必 柚 人 . 

如 果 沟 民 漫 入 ,上 且 f; 和 | 一 有 ;为 同 且 有 映射 , 则 称 f 为 -- 个 尼 微 分 同上 胜 . 有数 
学 分 析 知 识 不 难 证 明 m = 司 : 再 由 反 地 数 定理 , 广 也 为 一 个 * 微分 间 凸 . 

例 13 设 户 Ro 一 jx = (vw) | (<1), 

xi>y = Fx) = x + | x" 
刚 
x = Fy) = yA Ny N21?, 

显然 了 为 如 同 及 . 

例 14 设 户 RI 一 本 ,所 站 = (tsintr) ,EH rank(24 .neostn) = LL 和 RY = (1, 
0) = 大- 1) 可 知 了 为 漫 大 但 非 单 射 . 


1.2.4 CC 子 流 形 和 人 "正则 子 流 形 


设 ( 时 ,全 ) 为 ni 维 C'{r 学 1) 流 形 ,i = 1,2, MC My MM 的 拓扑 不 必 为 F) 的 
诱导 拓扑 , 称 为 机 | 的 内 部 拓扑 }. 如 果 包 含 映射 对 -~ 4 人 p) = p 为 C 温和 人 ， 
则 称 ( 相 ,名 0) 为 (和 ,名 的 C 子 波形 (简称 村 | 为 本 的 于 流 形 ); 如 果 包 会 肌 
射 了 为 C 嵌 人 , 则 称 (CN 他 为 (M6, 名) 的 C 正则 子 流 形 .此 夺 , 4; 新 一 Ci 
为 局 胚 映射 , 邑 Ml 的 内 部 拓扑 和 诱导 拓扑 是 相同 的 ， 

定理 4 设 ( 计 , 冲 ) 为 名 维 C'(r 1) 流 形 ,i = 1,2. 


如 果 f: 前 | 一 里 为 C' 单 淄 人 ( 单 射 且 为 省 人 人 ), 则 ! 下 灶 ), 久 1) 为 (机,3) 


的 己 子 流 形 ,其 中 多 1 = 六 DU gE 站 (MD 一 Mi 为 1 的 
逆 峡 射 . 

2 如 果 疡 时 一 由 为 刀 钳 人 , 则 (CPUWD 多) 为 ( 则 , 仅 ) 的 和 正则 子 流 形 . 

定理 弛 ! 正 财 子 流 形 的 充 要 条 件 ) 设 入 为 sn 维 C Cr 3 0 流 形 , 则 上 时 为 和 的 
m 维 C 正则 于 流 形 二 时 一 为 子 拓扑 空间 , 且 对 任意 p 时 ,存在 出 的 售 训 的 局 
部 坐标 系 fx',x?,… ,x"! 及 其 局 部 坐标 邻 域 4 ,使 得 (图 1-3) 

MNU= [gE UL WI) = 0m+lis/enl. 

定理 设 且 为 n 维 Ctr > 1) 流 形 ,i = 1.2. 六 0 一 腊 : 为 如 觅 射 , 则 对 

性 意 #g 忆 及 , 逆 像 
Fa = ipE MIApPp)= 0 

为 空 集 或 者 当 疗 '(g) z 他 且 对 广 '(9) 关于 好 的 某 地 部 域 中 的 任意 pp, 有 
Crank 让 sp 三 必定 什 ) 时 , 广 (9) 为 和 的 am- 上 维 C 不 则 子 流 形 . 

例 15 设 f:5! x 3 一下， 
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和 
Pl P) 
图 1-3 
flew ,ew ) = {(h + acosu!)eoan’:, (b + Geosulyaina2 .asinu ) ,0 < 4 < b, 


易 证 /为 0” 诺 人 . 
例 16 设 几 :RI -本 ， 
2 
AD = D0 = (=)， 
皇 然 , 它 的 像 /1(R') 基 双 纽 线 (x 车 六 = x 一 六 ,容易 验 让 /为 单 浸入 ,但 不 是 
说 入. 由 定理 41°,/(R') 为 民 的 1 维 C* 子 流 形 ,而 作为 子 拓 站 室 间 不 是 流 形 , 胡 不 
是 C 正则 子 流 形 (图 1-4). 


ff EL 


2 (1 

类 似 地 ,RR 一 本,PO = (xy 狼人) = 全 1 i 2) 也 是 
《7” 音 肖 人 和 而 不 是 肛 人 .由 定理 4 的 ,CRD) 为 民 的 | 维 C" 于 流 形 而 不 是 C* 下 
则 子 统 形 (到 1-5). 


图 1-5 


1 微分 流 形 :2411 。 


例 1 设 全 = SUxS -= Hemiieme 间 li 起 E 有 为 2 维 环 面 , 它 可 以 由 
边 长 为 1 的 正方 形 又 合 对 边 而 得 到 .也 可 将 平面 到 上 的 点 划分 等 价 类 ,使 得 (al， 
0 人). 

考虑 C* 上 映射 FRI 一 5S! x 37,f(1) = (er ,ei)., 当 4。 为 正 有 理 数 时 ,不 难看 
出 帮 R1) 为 S1 x 5! 虐 的 -- 条 封闭 曲线 , 它 作 为 51 x 5! 的 条 折 扑 空 邮局 胚 于 5'. 并 
且 . AR ) 为 5S' x 5' 的 紧 致 的 1 维 正 则 子 流 形 ( 注 意 j 非 单身 7; 当 & 为 正 无 理 数 时 ， 
可 以 证 明 /为 单 漫 人 ,县 六 民 ) 在 5S' x 3 中 是 秽 密 的 .进而 知道 KR') 不 是 ] 维 下 
则 于 流 形 以 及 不 是 诺 太 (图 上 的 . 


Fu 


7 |。 
i 一 | 13 
We 让 

pr 


例 18 没 f:R""'- Oi 一 Ri,f(r) = Sy ,寺中 = 


d=l 
frank 请， = rankf2x1 .2342 = [I(x ER 0 ), 
因此 


图 1-6 


-reRerlxy es AS Sy - := Fl1) 
为 RR" 一]0| 从 测 记 为 R** 的 pn 维 C0* 下岗 信访 形 . 


1.3 单位 分 解 和 惠 特 足 腾 入 泪 育 


1.3.1 单位 分 解 


流 开 上 积分 的 定 六 斯 托 克 斯 定理 和 问 景 处 上 上 黎 晶 度 贞 的 存在 忻 定 理 的 证 明言 
都 需要 用 至 单位 分 解 存 在 性 定理 .因此 , 它 是 近代 数学 中 4 -个 重要 工具 ， 

设 |lg eeEl 为 n 维 CT Gr 有 区) 流 形 (上 的 一 族 CC 十 数 (人 为 
指标 集 ,不必 是 可 数 集 ). 如 果 它 满足 : 

io w 的 支 集 suppg = JE 虹 180r)y 和 人 是 紧 狼 的 ( 即 它 的 竹 何 开 畴 该 必 
有 有 有限 的 了 于 敌 盖 ); 

2 isupp 有 TaE Pi 是 局 部 有 限 的 ( 即 对 任何 疡 后 下, 必 有 严 的 开 部 城 友 ,使 

i 只 与 有 限 个 supp & 相交 ); 


了 之 x = 18Tt) ,xr Ma € I, 


- 212 。 第 3 篇 流 形 上 的 微 积 分 
则 称 |gs 1aE 了 为 (时 , 盈 )》 的 一 个 C" 单位 (1 的 ) 分 解 . 

设 i laETi 为 n 维 Cer 志 %m) 流 形 (M,) 上 的 一 个 局 部 有 限 的 开 
纠 盖 ,lg 1 a 万 本 | 为 (有, 入 ) 的 一 个 单位 分 解 .如果 supp gs 和 上 a 蕊 证 , 昌 称 
jg la 捷 古 | 为 从 属于 1 1a € DR 的 一 个 单位 分 解 . 

应 用 归 钠 法 和 洛 比 达 (L'Hospital) 法 则 可 知 

1 
pft) = 0 oo 
为 C* 函数 .而 用 反 证 法 立 知 yg 在: = 0 处 不 能 展开 成 收敛 的 矫 级 数 , 因 此 gt({1) 不 
是 实 解析 函数 .由 此 函数 ,我 们 有 

引 理 1 设 Cr = 人 所 了 1 这 < ri = 12 | , 则 存在 C” 羡 数 六 

R" 一 及 ,使 得 
foe)y=10<f | on lf | Re = 0. 

引 理 2 设 忆 为 n 锥 C0" 流 形 (时 ,多 ) 的 开 子 集 (1 专 7 志 wm) ,44 为 村 的 紧 致 子 
集 , 且 4C 5. 则 存在 C 函数 5: 计 一 民 , 使 得 $4yw 二 0,511 > 0 有 日 在 含 村 -上 的 
某 个 开 集 内 为 0. 

定理 7 5 维 力 的 CH? 和 < %m) 流 形 CM ,名 ) 上 行 在 一 个 0" 的 单位 分 解 
lali= ] 2. 

定理 8 (单位 分 解 存在 性 定理 ) 设 | 忆 1aE PP 为 上 维 由 的 GEr 雪 的 ) 
流 形 (时 ,多 ) 的 -个 局 部 有 限 的 开 禾 盖 , 且 也 是 紧 致 的 , 则 存在 一 个 从 属 了 11a 
二 fi 的 C 单位 分 解 1g, ac 了 

定理 4 (广义 单位 分 解 存 在 性 定理 ) 设 i 1azEf 站 | 为 4 维 4, 的 Clr 
过 多 } 流 形 (H, 滨 ) 的 一 个 开 医 六 , 则 存在 -一 个 从 属 干 它 的 /六 忆 单位 分 解 fg, 1 oe 
EE Tl:g EE CM R) ,spp eC ,Hsupp 11a ETI 是 局部 有 限 的 ,g(x) 0， 
ga ) = xcE HiaET 注 意 :以 和 supp 以 未必 紧 致 ). 
作为 (广义 ) 单位 分 解 存在 性 定理 的 应 用 有 如下 定理 

定理 10 设 ( 用 ,人 0) 为 n 维 4 的 CUT 声 各 ) 完 形 ,4A CH 时 ,4 为 团 
集 ,U 为 开 集 . 

[存在 上 函 元 pp: 村 一 及 ,使 得 满足 ;fa 和 二 Pi 二 [EN 人 bofxz) = 1， 
x EE Ac)supp PU. 

2 如 果 F;H 一 RR" 为 C' 映射, 则 存在 C' 映射 6: 肝 -= R", 桂 得 614 = 三 14. 

定理 11 设 吉 和 四 为 n 维 力 的 C(IEr 有 mm) 流 虞 ( 订 , 多 ) 的 不 相交 的 
闭 集 , 则 在 在 一 个 0 销 数 p; HH-* 民 , 司 得 

Opal,pla = 人 和 14 =1. 


2 向 量具 和 切 欠 ，243 ， 


一 


1.3.2 惠 特 尾 证 入 定理 


R* 中 大 莉 的 光滑 曲线 ,nm 维 光滑 曲面 是 微分 流 形 的 实例 ,它们 是 R* 中 的 正则 
子 流 形 . 自 然 要 问 ; 一 个 n 维 Crs 1 流 形 ( 时 , 弛 ) 在 什么 条 件 下 能 嵌入 到 R"? 即 
存在 一 个 忆 嵌 入 :条 一 RR*Y, 此 时 下 :条 一 F(M 放 ) 为 同 肚 ,作为 R* 的 子 拓扑 空间 ， 
(用 因 而 MD) 为 4 空间 .此 外 ,当然 希望 (使 流 形 时 实现 的 欧 几 里 德 空 间 ) 及 ” 的 
维 数 NW 越 小 趟 好, 囊 特 尼 成 功 地 证 明了 

定理 和 2 ( 惠 特 中 由 入 定理 ) 设 ( 和 ,多 ) 为 吕 维 屿 的 三 芒 形 人 二 Fr 雪 拓 ), 则 
存在 和 艇 人 了 :4 一 了 ,使 得 FLM) 为 R 中 的 闭 子 集 . 

惠 特 尼 指 出 定理 12 能 够 改进 . 当 n > 0 时 ,好 可 上 肛 人 到 有 ”中 .此 外 ,当天 > 
1 时 , 虹 可 嫌 漫 放 齐 本" 中， 


2 向量 从 和 切 共 


2.1 李 群 


2.1.1 拓扑 群 和 李 和 群 

设 集合 人 满足 ;1 6 为 拓扑 空间 ;2 C 为 群 ;3 群 运算 二 人类 的 , 即 乘 法 “…:C 
x 人 一 个 (zy65) -ao 和 道 元 运算 JE 一 Cell 一 ae 尺 人 类 的 , 则 称 它 为 
拓扑 群 . 

如 里 集合 5 满足 : 

lp 为 m 维 和 流 形 ,r 10.1 入 ,wl|; 

局 为 群 ; 

3 群 冯 算 是 C" 类 的 ( 群 与 流 形 C' 相 容 ) 
则 称 5 为 +t 维 C' 群 . 当 r3 1 时 , 称 避 为 n 维 CC "来 群 ; 当 + =-w 时 , 称 56 为 n 维 0” 
李 群 或 实 解 析 李 群 .类 似 可 定义 x 维 复 解 析 李 群 . 

显 热 ,C' 群 上 6 为 拓扑 群 . 

例 1 拓扑 群 可 以 不 是 _ 群 . 

例如 ,有 理 数 加 群 Q@ 是 拓扑 群 ,但 它 不 是 流 形 , 从 而 不 是 C" 群 . 

和 例 2 以 群 但 非 Cfr = 1 李 群 . 

设 R' 为 1 维 欧 几 里 德 空间 的 通常 C" 流 形 Cr 1) ,rt.y 世 RR', 定 多 * 与 7 的 加 
法 四 为 >=x 斩 Y= Vt 六 ;显然 Ri 在 此 可 法 下 汶 和: 群 .因为 z = Va 3 
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的 一 阶 人 往 导数 在 10.0) 不 连续 , 故 它 不 为 Ctr m1 李 群 
讽 3 RR" 为 C0” 流 形 , 群 运算 取 作 加 法 . 即 对 x = 【xy 
RR 人 元} 为 0 = 0， 
从 ， -0), x 的 道 元 罕 ( 即 x 的 负 元 素 }) 汶 一 丰 三 ( -- 人 一 和 一 刀 县 然 , 格 这 
算是 个 类 的 .于 是 ,Rn 就 成 次 0” 李 群 , 称 为 m 维 向 基 群 . 
| 了 "= Sx x = | (ei, eo) | 出 所 RR, 一 1,2,.… ,nl 为 C* 流 
只 十 
形 . 群 的 乘 让 返 算 为 


t mm 1 ， 人 
(et fe i) , (em i er ) 


一 (eu + oi EY 
.。 . 1 ， 9. a yp m . 
首位 记 率 为 (er, ,0 ,eu i Et i) 的 道 抑 素 为 (fa Hai em 显然 ， 
样 运算 是 CY 类 的 .二 是 ,下 就 成 为 0Y 李 群 , 称 为 n 维 圆 环 样 .特别 地 ,下 = 3 为 1 
维 骆 李 群 . 
例 5 号 3 = lixivrar tr Xa | rE Ri = | A + ~ tl 
三 Fx 十 x + + x [ 本 cE R,! 三 1,2， 5 
x j= = 
站 ,一 
为 CG" 流 形 . 群 的 乘法 运算 为 四 元 数 广 域 钢 乘法 . 设 斌 = xl wi AT 3 二, 和 = 
y+ 证 
To EF Vo X33 XA) + (XID + Ray 十 4 a) + 
(RLF3 十 EFL 十 NAY2 一 Ra 
xy = x -yl. 


x-! 二 Ee 一 xaf 一 EE 一 4 丰 )， 证 关 心 ， 


由 此 可 向 ,如 果 ¥,yE S535, 网 xyE 条 和 机 用 = 
/验证 S f 群 运算 的 名 性 , 不 和 失 一 般 性 可 设 x > 0 < D0, 则 x = 
wl- 一 x 一 4 本 = -vv 1- 一 HR-R- . 是 , (x) 为 ,3 yi 2， 
4 的 0C” 明 数 ,(x-) 为 x .x2 x 的 C” 消 数 , 因 而 群 运算 是 0 的 .这 就 说 明了 8 
为 3 维 C0" 李 样 . 

例 6 设 GLI,R) = 1414 为 mxm 实 年 阵 ,det 4 关 0l ,如 果 4 = (0;) 视 
全 Re 中 的 点 Cag; an aaa dt 为 站 榨 
射 , 故 GLOnR) = decrIR 400) 为 了 中 的 0” 开 于 流 凡 ,根据 短 阵 的 苇 法 ， 
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GL(n,R) 构成 一 个 群 .显然 ,单位 元 素 是 单位 箱 阵 五 = (3), 引 = [0'; 4 的 


道 元 素 为 4 的 逆 矩 阵 4-!. 易 证 群 运算 是 C” 类 的 .事实 上 , 设 4 = (9s),B = (4b) 
E GLn,R), 令 4 B= (ec 4- = (出). 则 由 cy = 过 ea 的 , 故 它 为 mm 和 的 的 


多 项 式 前 数 , 从 而 乘法 运算 (和 起 ,B) I 一 4 8B 为 个 映 射 .因为 机 = 辐 /det 4 为 aw 
的 有 理 函 数 (4 为 my 的 代数 余子 式 ), 所 以 道 元 运算 4 1 一 4- 也 为 名 映射 .由 此 
可 知 ,GL rm,R) 成 为 一 个 es 维 的 巴 李 群 , 称 它 为 次 实 -- 般 线性 群 . 

类 似 可 证 GLCGn ,C) = 1414 为 上 xm 复 算 阵 ,det 4 = 0 为 台 维 复 C0" 李 群 ， 
称 它 为 4 次 复 一 般 线 性 群 . 

例 7 设 在 为 C' 群 ,rE 10,1,2,… wl, = 12 4. 一 方面 把 Bi x 人 x 
‘x 全 作为 积 流 形 .男方 而, 把 6 x x 一 x 如 作为 倍 的 直 积 ,这 时 (gg, gp， 


,Bh ha) = Cg * 上) - 容易 验证 Ci x 你 … :x G&G, 也 为 
0 群 , 称 为 避 群 GLx x*…x 6. 的 让 各 如 4 维 圆 环 群 1" = 3 xxX x Slt 汶 n 个 1 
人 
维 如 李 群 引 的 直 箭 . 
2.1.2 C0" 李子 群 


设 为 Cr 1) 李 群 避 的 于 群 , 冶 旧 一 个 C' 流 形 的 构造 ,关于 这 个 C0" 构造 ， 
如 果 二 为 和 流 形 C 的 C 子 流 形 , 并 且 它 本 身 也 是 一 个 C 群 时 , 则 称 本 为 的 CC 
李子 群 . 

定理 1 设 开 为 Cr 1) 李 群 心 的 C' 正则 子 流 形 , 出 且 作 为 抽象 群 是 的 
子 群 , 则 上 为 6 的 0C' 李 子 群 . 

例 8 从 1.2.4 例 17, 当 a 为 正 无 理 数 时 , 设 所 = |e em) 1 可 | , 易 证 
互 = Tz 日, 故 昌 为 7T? 的 非 闭 C" 李子 群 和 非 正 则 子 流 形 . 它 是 定理 1 的 逆 不 成 
立 的 反例 . 

2.1.3 它 左 方 C 作用 于 条 

设 9 为 6" 群 , 晤 为 妨 流 形 ,rE 和 间 ,1,…, 加 ,ww| ,如 果 人 映射 Ff: Gx 本 一 册 ， 
(gp) I F(g,p) = 部 满足 条 件 : 

Feap = pp te 肝 ,e 为 的 单位 元 素 ，; 

Paap) = {a EppPE Mg EG 
则 称 6 左 方 C" 作用 于 型 

园 定 gE 6G, 令 PP:Mr Mpl> F(tp) = gp: 则 (所 ) = 所 且 太 为 C 同 
有 是, 称 为 从 对 到 上 采 的 C' 变 挤 . 因 此 ,6G 左 方 C' 作 用 于 时 . 称 & 为 村 的 左 方 C" 变 
撞 群 .类 似 可 定义 右 方 C "变换 群 . 
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如 果 对 任何 p EMH,PFCSe,p) = gp = p 必 有 gg = e, 则 称 C' 群 6 在 C' 流 形 呈 
上 的 作用 是 有 效 的 ， 
例 9 设 FF:GL(n,R}) xR 一 有 ,yy = 天 4,Y) = Ar, 即 


9 


显然 , C" 李 群 GL (n,R) 左 方 C" 有 效 必 用 于 C” 流 形 R" 二 .GL(n,R) 就 是 Rr" 的 线 
性 变换 群 . 

例 10 设 6G 为 C' 群 ,村 = 6,F:Gx 6G 0,F(g,p) = g* pl: 表示 群 的 莱 
法 ). 显 然 ,C 群 © 正方 C 有 效 帮 用 于 C' 流 形 & 上 . 


2.1.4 固定 群 


设 C0" 群 6 左 方 C" 作用 于 C 流 形 并 ,对 于 固定 的 p€ 村 ,显然 GG = lgE€E6 
1 部 = P| 为 的 闭 集 , 且 为 的 子 群 , 称 它 为 记 群 6 在 点 p 的 固定 群 或 均等 群 或 
迷 向 子 群 . 

定理 2 设 C' 李 群 6C 作用 于 CC' 流 形 订 上 {rr 关中, 则 点 pp E 村 的 固定 群 
G 为 6 的 和 正则 子 流 形 , 并 县 它 是 6G 的 闭 C 李子 群 . 

此 定理 使 我 们 可 以 得 到 很 儿 地 群 的 典型 例子 ， 

例 11 FGL(n,R)xR—R 

CA,x) =) = (det A): x 
固定 群 
CUOn,R) = {AE CLnRY I detA = dotA:l= FA = 1| = SL(On,R) 

称 为 上 阶 实 特殊 线性 群 , 它 是 实 C“ 李 和 群 ， 

类 似 可 证 n 阶 复 特 原 线 性 群 GLCRn,C) = SLCn,C) 为 复 C* 李 群 .由 


Zan = = det 4 = det(o) = 1 
知 , 必 有 下, 使 i 关 澡 ， 于 是 ak = 《1 ~ 之 ard12)74is ;其 中 轴 ; 为 a1; 的 代数 余子 


上 


式 .由 此 , 立 知 SL(n,;R) 和 SL(n,C) 分 别 为 实 和 复 的 n: - | 维 个 李 群 . 
当 m=1 时 ,STR = 11|] 为 紧 致 集 ; 当 n 六 2 时 ,由 
lm 


I 
知 SLCa , 殉 ) 泡 界 ,从 而 是 非 紧 致 集 . 
对 任何 各 E SLCn,R) CCLT (Cn: 怕 ) ,由 GL' (5,R) 道路 连通 (网 下 面 例 14) ,在 
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在 gp:[0,1] 一 GL! Cn,R), 它 为 GL' (n,R) 中 连接 gq(0) = (单位 和 矩阵) 和 pt(1) 
= 4 的 一 条 道路 .于 是 节 :[0,1] 一 SL{n,R)， 


1 
det $ (£) 
$F {1) = 1 pu) 


1 


为 SL(n,; 民 R) 中 连接 新 (0) = 起 和 定 (1) = 各 的 一 条 道路 ,从 而 SLI naR) 是 道路 连 
通 的 ， 
类 航 可 证 ,SLCn,C) 当 m = 1 了 时 紧 致 ; 当 n 2 时 非 紧 致 , 且 是 道路 连通 的 . 
例 12 设 gin,R) = | 天 1 天 为 和 xmn 实 所 和 阵 |. 令 
下 :GEL AR, 限 ) x glln,R) — glin,R), 
(P, RD) > FOP, RK) = PRP. 
由 2.5.5 定理 18, 固 定 群 
CLIIn ,了 Jr = IPECLNAR) I PREP = FP.K) = K| 
的 李 代数 为 
站 
且 CLCa ,Re 年 (n,RR)x 有 相同 的 维 数 ， 
类 极地 ,gillin,C) = | 1 王 为 mxm 槛 矩阵 | ,武昌 InC), 则 GLn:C)r 与 
glin,C)KR 有 相同 的 复 维 数 ， 
例 雪 nm 这 ( 实 ) 正 交 群 
Oln} = On,R} = | ECLIn,RI TIPP = PP =1| = GLAn, BR), . 
n 阶 特殊 正 交 群 为 
人 Ya) = SR RE Sn,B NM 站 Oin) 
IPE CLNAR I PP = 了 ,detP= 1). 


而 
人 (ny = IPEGLnAR) I PP = ,detP =- 1. 
因 PP = 放 , 故 Dp = n, 从 而 O(n) C R* 为 有 算 集 . 此 外 , 如果 P(in) € 
irj= 


On), lim plm) = P,MN PP = lim (pim)pP im) = lm = h,PE 


O(n) ,从 而 O(n) C Re 为 闭 集 .这 就 说 明了 O(n) 为 紧 致 集 . 
O(n) 的 李 代 数 为 
和 (mi = gn,BRm = [XE gn,R)y| E+ Xx" = 0). 


由 EA 了 得 到 GCLn , 及) 


= O(n) 为 了 = 二 维 C 李 群 .如 果 记 PE O(n) 为 P= (ee 
e) , 则 | e162,… ,enl 为 和" 的 规范 正 交 基 , | e | = 1, 它 有 = - 【个 自由 度 ,6 
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在 垂直 于 e 的 子 空间 中 有 ma - 2 个 自由 麻 ,… ,ez 有 一 个 日 由 麻 . 当 e, ,6,_1,… ,#2 

取 定 时 ,由 det{ el ,ez，……en) 三 1 知 迷 1 完全 确定 ,从 而 三 (P,P ,… ,PP ) 恰 有 (n 

-fl+fn-2++l=dtana-tln 个 自由 度 , 即 如 fr 的 维 教 为 fn -1}n2. 
对 任何 PP 志 QO* (Cn 由 线性 代数 知识 ,存在 全 拓 Oin), 使 得 


p= gr-， diog( 1… 1 [ — A ，， Cosih 一 “| ) 


Sih | Cos | sin coad, 
令 gp:[0,1] 一 中 (Cn), 
_ DC08 肯 | 一 ain 好 | [2 一 sintd, 

P= Le sint@| woe | …， 中 “a )e 
为 0+ {nn) 中 连接 qt0) = 和 qt1) = P 的 道路 .从 而 0+ (n) 是 道路 连通 的 ， 

娄 似 地 ,CO fa) 也是 道路 连通 的 . 根据 友 证 法 和 连 绪 函数 的 零 值 定理 可 知 
O(n) 不 是 道路 连通 的 ,从 而 O(n) 怡 有 疯 个 道路 连通 分 立 . 

例 14 ”一般 线性 群 CL(n,R) CR" 无界, 放 非 紧 致 

对 任何 4 和 CLOa,R), 设 4= (4 则 4 为 天 的 一 
个 基 , 由 格拉 姆 - 施 窗 特 (Gram-Schmidt) 正 交 化 过 程 得 到 

B) 三 马 ] ， 

号: = AyAl + 4, 


加, 一 AN 是] 二 


为 个 正 交 辐 量 . 令 
号 (iD = i 
i ra A A A 
MBO) = {BO0), BatO0) 下 (DO = CA A ) = ,BB(1) = (BH (Li), 


吾 | 
BO) BaD) = (TE TT 0 


设 GL* Ta ,及 和 GCL- {n,R) 分 别 表 示 GCL,R) 中 行列 式 大 于 0 和 小 于 0 的 元 
素 组 成 的 子 群 .如 果 4E GL (n,R) ,根据 连续 畏 数 的 零 值 定理, B(1) E OQ* (rn). 
出 重 13,0+ {nn) 道路 连通 , 故 GL (n,R) 道路 连通 , 同 理 ,GL (nm 及) 也 道路 连通 ， 
再 一 次 应 用 连续 函数 的 零 值 定 理 知 ,GLCa ,了 R) 恰 有 两 个 道 阁 连通 分 支 ， 


复 一 般 线 性 群 GLCn,C) c Cn 无 界 , 故 非 紧 致 . 
对 任何 4 EGGLanC ,由 线性 代数 知识 ,存在 呈 忌 Glin,O) 使 得 


el 0 
4 = PP-! 天 EC， 


3 in 


则 9:[0,1] -= CLOn, C), 


i 0 
P(t) = P-! …. P 
上 共 em 
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为 GLCnC) 中 连接 gg10) = 工 和 (1 = 4 的 一 条 道路 ,因此 ,GL n,C) 是 道路 连 
通 的 ， 
例 15 nn 阶 复 正 交 群 
O(n,C) = {PE GHARO IPP = | = GLUn,O)r 


汶 复 (5 一 1)n 这 维 C 李 群 (类 似 如 (Co 证 明 )., 当 n= 1 时 ,O01,C)》 = tl,- 蛋 是 
紧 致 的 ; 当 n 二 2 时 ,由 


a 2 
P(n) = ad | \+n | ,1 js O(n,C) 
-nt 十 瑟 


知 On,C) 无 界 ,从 而 非 紧 致 . 
根据 线性 代数 知识 ,对 任何 PE Otn,C) ,存在 O14,0;E O(n,R) 使 
Se 让 习 ] itedl | . | ET HE "ent] jo 
ts 


"= Ou dise( 1 -itgO! secGil’ -ig. sect, 


O00 了 了 二 


因为 (det P)? = det (PPT) = det = 1, 故 det P=t1. 如 果 det P= 1, 则 det ai 
= det 他; ,不 入 设 det O( = det 0, = 1, 于 是 ,存在 gy:[0,1] 一 O+ (nn), 使 (0) = 
Lp{l) = Oi = 1,2. 令 gg:[0,1] 一 O(n,C), 有 
p01) = p(t) disg( 1 | od op ws |) P92 站 ， 
则 (0) = ,p01 = P,det p(t) = 1 这 就 证 明了 O* (5,C) = 1PE DO(n,C)1 
det P = 1| 是 道路 连通 的 .类似 例 13,D- 《ayC) 也 是 道路 连通 的 ,而 Oney 怡 有 
两 个 道路 连通 分 支 ， 
例 16 rn 阶 西 群 
Un) = IPEGCGL nA,CO I PP T= PHP = 了 工 | 
是 紧 致 的 (类 似 00n) 紧 致 的 证 明 ). 由 线性 代数 知识 ,对 在 何 PE En 存在 合生 
Un}), 司 
P= 0 dag (et,,et)d", 
其 中 e,j = 1,2,… ,5 为 P 的 特征 值 , 令 
P:[0,1] — Un), 
p(t) = 0 diag (el, el)", 
它 为 UL) 中 连接 9(0) = 环 和 (1) = 产 的 道路 .因此 ,En) 是 道路 连通 的 . 
为 证 明 BCn) 为 n: 维 实 C0” 李 群 ,定义 
FICECnC) x pn,C) Mn, CO) (MR 作 谱 和 解析 的 )， 
(P,K) |-> F(P,K) = PK PP" 左旋 实 C" 作 用). 
易 见 ,GL(n,CJx = 上 PE GLGn,C)1 PKP' = 天 | 为 固定 群 , 它 是 实 0C” 李 群 . 它 的 
李 代 数 为 niC)r = 1XE gn,C) 1 XK + KXI = 人 0 .于 是 ,n 有 阶 西 群 U(n) = 
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GL(n,C) 为 实 C” 李 客 , 它 的 李 代数 为 ( 融 2.5.4 定 理 18(3)) 
efny= {XE gn + = 0). 
令 = 点 | + i 计 | ,过 所 和 tn,R}, 则 
《于 十 ET + {2 ~ Xz, ) 三 0 
{2 + XX" = 人 0 -人 0 = Dis 人 = — x)), 
1 -XIT -= 二 x = x ,jt 
因此 ,Un) 为 闻 (n 一 Dn+ 方 n(n+1) = 到 维 实 C" 李 群 (注意 , 它 不 必 是 复 C* 
李 群 .例如 , 当 nm 为 奇数 时 , 它 就 不 是 复 解析 李 群 )， 
例 17 当下 = [“， 局] 记 作 7 时 ,相应 的 因 定 群 
Spfn,C = CGL2nC) = {PE GL2n,C) 1 PIPT = J 
称 为 上 阶 复 射 交 ( 辛 ) 群 . 显 热 
i 
Ptn)=[{ 的 7]e se(wo)， 


且 ‖ Pan)y1 > nm, 故 Spfn,) 无 界 ,从 而 它 是 非 紧 的 ， 


仿 


x 
x=|[y ! x )€ Heze,0),, 
则 区 + "= 0, 即 


[zz 人 


意 下 XE = 下 2; 
一 上 2 十 计 2 是 | 十 三 4 从 从 下 
XX Xx st 0 | 
3 XT = KX. 
中 独立 元 素 共 有 2: 二 + 二 2+ 个 ,因此 Sptin, 口 ) 为 复 2n +n 维 * 
李 群 . 


应 用 线性 代数 中 分 块 矩 阵 和 * 打 洞 ”的 办 法 证 以 证 明 :4 E Sp(n,C)e 和 4 可 表 
不 为 以 下 硬 种 站 阵 的 有 限 末 积 : 


r [# ,其 PP Ee Gln,O); 


z [© 7] 和 [> 1] ,其中 ST = sr7- 


因此 ,要 证 SpCn,C) 道路 连通 ,只 须 证 1 和 2 类 型 的 矩阵 与 五 。 在 Sp(n,C) 中 道路 
相连 .事实 上 , 令 
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qi:[0,1] — Sp(n,C)}, i = 1,2,3， 


PI(t} = [7 ar ‘P10) = a, Pl1) = | .na 
po-[ Tp) d= [0 7 
Patt) = [ )]， P30) = Tn, Patl) = [> 中 
立即 得 到 所 要 求 的 结论 . 


类 伺 地 ,nn 阶 实 笠 交 ( 辛 ) 群 Sp(n,R) 为 实 2rn: + nn 维 ("* 李 群 , 非 紧 致 旦 是 道路 
连通 的 ， 
例 娩 设 天 = [ 7] = Lr + s = ms > 上 固定 群 
GL Ry, = IPEGCGLNARI PLP -了 | 


称 为 (r,s) 型 洛 伦 艾 (H.A Lorentz) 群 ， 
容易 验证 


p(n) = 9 |€ GECn,R)L 


见 vl+n 


0 
且 Pin) > m, 帮 GL(n,R) i 无界 ,从 而 非 紧 埃 ， 


因为 
下 x 二 一 天， 
胜 三 (x YE On RcsAL + LXT = 0 cs NT = Ky, 
XT = 
故 中 独立 元 察 共有 
2 2 2 2 
t+: Fs = rts) -tr+s) 2 了 2( 个 )， 
因此 ,GLCn,R)， 为 实时 2 岂 维 C* 李 群 
根据 线性 代数 知识 ,不 难 证 明 


Pp 后 GL(n, R) rc 
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VI | yg 


的 i (人 
0 0 1 EE 0 0 
相 V1+ 访 


其 中 ,0 万 Or), 0,, 0, 在 O33) ,AI > .由 此 利 Or}, Ot:) 都 恰 
有 两 个 道路 连通 分 支 ,所 以 GL(n,R) 恰 有 4 个 遵 路 连通 分 交 . 
在 相对 论 中 出 现 的 洛 伦 芯 群 是 = 4,r = 1. 


2.2 问 量 从 


2.2.1 纤维 从 


设 E 101 oo 天 ,用 和 天 为 性 流 形 ,G 为 C" 群 , 它 有 效 作用 在 上， 
xt: 志 一 肝 为 0 满 映射 , 量 是 局 部 平凡 的, 志 就 是 存在 屠 的 天 覆盖 (1aE€ 了 | 和 
相应 的 忆 同 胚 族 1& Je Ee 天 ,使 得 对 每 个 w 们 也 ,图 2-1 


是 可 区 换 的 , 即 开 三 区 la | 出, 其 中 nia(x a) 三 ,性 热 , 二 出 1 :| 才 | ) 一 
Fei x 天 为 C 癌 有 蚜 .如 果 太 站 天 天 同 , 则 加 和 宙 诱 导出 C 问 肥 师 。 wz', 和 且 图 2-2 
pp 


CU Up) x FF UN Ux 
Hla hp 

Ni 

图 2-2 
是 可 变换 的 ， 即 Ty 二 ANI" ps 9 $2!. 令 je p(x, da) = {x, gm (x) qa), 这 里 
gm (xX): 下 为 0" 同 胚 和 从 (x 各) 到 (x-'(09), yp) 的 转换 鼎 射 go :到 
门 避 一 为 C' 映 , 如 果 刀 门 p= 二 或 届 站 人 @, 而 吉 。 i! 和 加 -ya 
为 C 映射 , 则 称 tx 了 0) ) 与 (x1(5p) ,yp) 是 0 相 容 的 . 此 时 , 令 党 和 = 
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jx ED) 册 1eE PP 类似 有 流 形 的 定义 . 它 唯 一 确定 了 一 个 忆 的 最 大 局 部 平 
凡 岂 系 族 = x 下 ,| Cr) 0 与 和 苑 "C 相 容 1 .而 党 ' 称 为 生成 多 的 一 
个 基 . 显然 ,如 果品 '| 和 谊 都 是 基 , 则 所 = 名 人 有 2 和 和 池 ' 是 C0 相 容 的 .我 们 称 
六 元 组 = 1E, 时 ,x , 如 ,下 , 襄 | 为 C 纤维 从 ,EE 为 只 (全 ) 空间 , 撒 为 底 空间 ,r 为 
从 五 到 在 土 的 授 影 , 为 构造 群 (或 结构 群 }, FF 为 纤维 ,= x (ix1) 为 x 上 的 几 
维 .党 中 的 元 素 (x-( 旭 ,内 ) 称 为 局 部 平凡 化 系 ( 或 从 图 卡 , 或 从 图 片 ). x "1( 0 称 为 
局 部 平凡 北 邻 域 ,点 称 为 局 部 平凡 化 映射 .有 时 也 称 党 为 从 图 册 , 称 EE 为 纤维 从 ， 

如 果 时, 下 分 别 为 n 和 襄 维 0" 流 形 , 则 上 为 i+ m 维 C' 流 形 . 

如 时 将 0 流 形 、C' 群 .C 有 效 作 用 、C' 满 映射 Ch 了 肝 、C" 映射 分 别 改 为 拓扑 
空间 .拓扑 群 . 连 续 有 效 作 用 、 连 续 满 映射 . 同 肛 、 连 续 映 射 . 则 称 上 或 三 为 拓扑 纤维 
从 . 


2.2.2 向 量 从 

如 果 纤 维 从 中 ,纤维 下 = Rn ,构造 群 CE = GELIOm ,及 )5 或 GLIm ,Ri 的 正 列 《 李 
子 群 .根据 2.1.3 例 9,GLm,R) 左 方 如 (或 HC ) 有 效 作 用 在 R" 上 .如 果 网: 
开 (及 一 中 xxR 为 C 同 旺 ,8 了 门下 一 GLm,R)( 或 呈 为 妈 映射 ,而 网 
:CIzhy 一 zxR 和 人 (xz): Rn 一 及" 都 为 线性 同 构 , 称 C 纤维 闪 5 = 
HE 时 ,x ,CL(m,R),R", 洛 | 为 秩 mw 的 CC( 实 ) 间 量 从 . 它 是 沿 时 的 中 维 向 景 空间 


族 ,局 部 可 视 作 平 几 积 ,它们 是 通过 构造 群 GL m,R){ 或 CL(m,R) 的 正则 局 李子 
群 ) 粘 起 来 的 (图 2-3). 


| Tn Iti bxR” 
| 
、 人 和 


”” 芝 ye ma UxR" 


网 
大 计 机 “! Tis 
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和 酌 19 访 2 = |], 出 ,x 全, 下, 熙 | 为 C' 纤维 从 ,如 果 存 症 从 图 卡 (E,) 万 洛 
由 称 £ 为 平 几 从 .此 时 ,站 := x-1(N} 一 时 x 下 为 C 同 肝 ,b 1 = (| x!)》 


一 xi x 下 也 为 C 同 且 . 


设 二 = 1, 时 ,x ,GLim,R),R", 玉 | 为 各 量 从 ,如 果 存 在 从 图 卡 (E, yj} 所 
汉 ， 使 内 区 = x 一 x RR" 为 0 同 且 ,VE = fc) 一 zx 及 ”为 


线性 同 构 , 则 称 为 平凡 向 量 愉 . 
2.2.3 人 以 截 面 


设 &= | 于 re:P 过 为 C 【或 拓扑 ) 纤 维 处 .如果 对 0s< sr 存在 


0 蕉 面 的 像 
具有 两 个 站 点 
的 蕉 面 的 你 
of)” 
一 ”人 
图 2-4 


对 任何 5,7 EE C8) = CE),A 
外 导 , 定 六 加 法 和 数 乘 如 下 ， 

to + 有 fx》 = otx) + Ws), 

(CAT)Cx) = A oir},x EH, 
容易 验证 ,Ct(&)】= CCE) 在 上 述 加 法 
和 和 数 笑 下 形成 一 个 R 上 的 向 量 空 间 . 如 
辕 六 有 是 它 是 无 限 维 的 . 除 上 上 述 加 法 
外 ,对 A EE CR)c 7E CCE), 定 
(AGUxr) = Ax) of x j,i EE YH, 于 
是 ,CC(&) 就 成 为 及 值 函 数 的 代数 上 的 
一 个 模 ( 图 2-5). 


C0*( 或 连续 ) 映射 :NN 一 上 ,使 g(x) 
EE Hx = Hw, 则 称 o 为 
E[ 或 玉 ) 的 一 个 尾 ( 或 连续 ) 截面 . 记 性 
截面 的 全 体 为 Ct{ 人 或 CCE). 

容易 证 明 gi MW 一 aq( 开 ) 为 下 周 肚 
{或 司 肚 ). 

如 果 二 = EN ,x ,GL(Om,R),R", 
多 | 为 秩 m 的 器 量 从 , 则 它 有 一 个 特 
殊 的 0 截面 z0: 一 ,go(x) = 四 所 
EE,, 于 是 ,go: MM oo M) = I0,. 1 > 二 
时 ,. 汶 到 中 的 零 向 量 } 为 0" 同 胚 .由 
此 我 们 可 将 时 和 0 截面 的 像 视 作 相 同 
(图 2-4). 


ortt+ yi! 
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2.3 切 从 


2.3.1 切 向 量 和 切 窜 间 


为 便于 将 庆 中 切 向 量 推广 到 5” 流 形 上 ,下面 研 究 方 向 导数 的 人 性质 ,并 用 "* 映 
射 " 或“ 算 子 ” 的 观点 (近代 数学 观点 或 不 变 观 点 ) 定义 切 向 量 . 

设 (时 ,多 ) 为 m 维 CC 演 形 ,CDpJ1A PE UC 册 , 术 为 HH 的 开 集 ,ff: Ur 
一 四 为 C0” 函数 ] .如果 映射 四 :02fp) 一 Rf, 对 任意 (ff ,Un),(g,U) 
C”(p) ,A 全 民 满 足 ; 

人 若 {/， Ur) 一 (4g, U4) , 即 存在 开 集 如 人 uN 中 ,使 六 lv 于 者 iu; 则 

Er = Hg: 
2 线性 性 , 即 
tft a) = Kft hg, Uae= UN Us, 
EL) = AX, Uy = Uy, 
了 导 性 , 即 
Ie) = gp + DIE = tN 

则 丈 天 为 p 点 处 的 一 个 切 向 量 . 

设 TM = | 和 1 和 为 5 点 处 的 切 问 量 | .大 果 下 ,N ,EE 了 人 所 民 , 定 
六 

加 法 学 人 十 Ko)f = Tt kf 

数 葬 CAX)F = Ak. 
易 见 天 + ys, AK, EE TM , 且 TM 关 
于 上 述 加 法 和 数 习 满 足 向 青空 间 的 各 
个 条 件 , 使 下 并 成 为 -个 向量 空间 , 称 
它 为 p 版 处 的 切 空 间 . 

定理 3 TM 为 n 维 向 量 空 间 ( 图 
2-0)., 

设 ( U0, po x} 和 , pp) I 
为 p 点 的 凑 个 局 部 坐标 系 , 由 

1 EL gp)). 


定义 了 p 点 处 的 一 个 坐标 基 切 向 量 
忆 | E Thhf. 册 此, 易 得 坐标 其 变 换 
中 


Ix I 


公式 ; 


| 上 


也 | Sg) 
97 1, = dy Pap 5 


| 
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即 
9] [aa az] Ta 
dy! ayl yl axrl 
3| lan . 地 9 
oY p dy 3 pp Aw" p 
以 及 切 向 量 
A = > EN DL 
的 坐标 变换 公式 : 
5 = 2 (pp 
即 
由 ar ,ay al 
ax! dr 
br dx! EE pp) a 


其 中 la 和 六] 分 别称 为 切 向 量 关于 局 部 坐标 系 jx'| 和 |y| 的 分 量 . 

由 此 ,可 用 “坐标 ”观点 或 古典 观点 来 定义 切 向 量 . 设 1 为 p 点 的 局 部 坐标 系 
的 全 体 , 如 果 映 射 无 : 工 , 一 R" 使 得 对 任何 |x1, |y} EE 二 有 Cx)) = Ie}, 
如 人 Co) = 二 且 满 是 上 述 坐 标 变 换 公 式 , 则 称 和 为 p 点 的 一 个 切 向 量 .这 定义 
的 优点 在 于 只 要 求 昌 为 Cr 了 全 流 形 . 

2.3.2 切 头 


设 ( 采 ,多 ) 为 n 维 6” 流 形 , 定 交 时 的 切 丛 = | TM ,Nx GLn 及 ), 叹 " ,这 | 
如 下 : 
7M = Thf， 
TIM Mr(TM) = [1p, 即 元 了 ) = p,X, EE TAM.x (pl) = TM 为 p 点 
处 的 纤维 .对 任何 (CU,gp), |x| EE 名 定 六 局 部 平凡 化 为 g: (0) = YIM Uv 


x R', wp(X,) = 多 a 六 |) = (psal ol, men) 而 出 | rp = TM 


1p| x R* 为 同 构 . 由 让 为 一 一 映射 , 故 从 Ux R" 的 拓扑 自然 学 出 x 下"( 0 的 拓扑 ， 
使 yw 为 同 肛 . 显然 z” = 1x) 中 的 开 集 1 (U0, gg) E 甸 | 为 TM 的 拓扑 基 , 它 唯 
一 确定 了 TM 上 的 一 个 拓扑 +. 明显 地 , TW 为 T 空间 ,x- tt 0) 为 其 开 于 集 . 且 (vy， 
dm} eo pir CU p(t) x Rp, )° POE) = (plp)sm ,or) = (x 


2 向量 从 和 切 从 。 227 ， 


xd4 为 同 构 , 而 TH 为 2n 维 拓扑 流 形 . 

全 区 =r Dp) EE BL 0 果 ( 0 ,gp ). |x| ED Us, pe) ,| Yl! 
EF 则 当 p€ 上 门 Us 时 ,有 

(psbls bls, Hr) = (pgp{ pa) = ga Hillpsa!l,a’,, a") 


Sa 
= (pi 2 poe, 2 Fae) 


其 中 
az: 27 
ax! 可 如 
gpg{p}= | : : EE GL{n,R). 
27 .9 
EE Ox -pp) 


显 热 , gg: 机 人 门 Up 一 GLin,R) 为 C” 映射 .又 因 

Cy Bb ,br) 

= (和 ? da) oe CCgpos Td )? go) Cr ss ,oe) 

= (ge” pi (xe); 2 gi, 之 io), 
简 记 为 (yi68) = (gg 。 pix)Bm(p)q). 故 TM 为 2n 维 C” 流 形 ,而 1x 下 '( 0)， 
{pIdp" 区) | (Up) EE 多 | 为 其 微分 构造 的 基 , 由 (x ,… x) = pp*r。((y， 
lm) B(x ra, a ) 和 ( ,Td ) eo pe pI) BY = dpcn rm oT 
知 ,x 秋分 别 为 C” 映射 和 C” 辣 胚 .于 是 ,由 多: 唯 -- 确 定 了 TM 的 一 个 从 图 册 
学, 使 8 或 TM 成 为 上 上 的 一 个 秩 n 的 C” 向 量 从 , 称 它 为 切 从 . 


2,3.3 人 其 向 章 场 


设 { 机 , 留 ) 为 n 维 C” 流 形 , TM 为 其 Cr 切 从 ,UC 于 , 则 称 UW 上 的 截面 XX: 
一 fr lyg = dy: D+ UU 或 对 任何 p 所 上 ,在 映射 下 对 应 于 互 所 TJM) 为 
UU 上 的 切 向 量 场 . 如果 为 避 ( 即 连续 ) 截 面 , 则 称 它 为 Co 即 连 续 ) 急 向 量 场 ;如 果 
UC 时 为 开业, 则 称 CC 二 上 二 冲 ) 截面 五 为 CC 切 向 季 场 . 记 上 的 他 切 向 量 
场 全 体 为 CTO) 或 G(TM 10). 

定理 4 设 (M, 多 ) 为 nn 维 C” 流 形 , 则 

1* 六 为 于 上 的 0(0 过关 过 oo) 切 向 量 场 全 对 任何 (了 ,ps E 锣 , 和 = 


六 wm) 入 | ,pe VA 有 seE COUR); 

22 区 为 上 的 C0” 切 向 量 场 全 对 任何 FE C*{WH,R), 有 入 EC*(M,R). 
2.3.4 f/f 在 p 点 处 的 微分 或 瓦 可 比 映 身 
设 (M, 撤 ) 为 rn. 维 C* 流 形 ,i = 1,2.f: 册 (一 村 ;为 C” 映 射 ,p EE Mi,f(p) 
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4 . 令 映 射 

sp TM Trpy Mi, 
使 对 任何 Ch,0) EE CCAp)), 有 ph = 革 (h 有 ,各所 THM. 易 见 1 (于,) 
€ Try, 且 /为 线性 映射 , 称 f,, 为 /在 p 点 处 的 微分 或 瓦 可 比 肌 射 (也 记 作 
(df),). 

特别 地 ,在 p 的 局 部 坐标 系 CU, gpg) ,| x 入 p) 的 局 部 坐标 系 (P, 划 ) 六 | 里 

有 

y= "f° p(x), 


六 [也 | Shay| 了 

PLOY p ox pipyoY np 

2 a 22 2 
fs px! ax! dr! dy! 
PE ay a 
Pornp dw Qt pg) OY Ap) 


称 ( 2 】 为 /. 关于 局 部 坐标 系 1zj ,Ey1 的 雅 可 比 矩 隆 ， 
设 yip) 


" 3 | ， 
是 = |， 站) 二 > 


蜀 | 
ya 
GE Tip) 
期 
£1 at a 2. al 
orl! 可 wm 
bu x! Da pep) 1 


定理 5 设 上 及,N, 上 分 别 为 m,n,! 维 0” 流 形 , 则 
P (Id = Hdr Ms; 
车 f;:M 一 N 和 g:N 一 上 为 C” 陕 射 , 则 
(g° fp = Bapp frp 
PF 为 CF 淄 入 书记 订 一 为 CC” 映射 , 且 对 任 全 万 Mf TM Tap N 
为 单 同 态 , 国 而 Fo TM 一 ACT) CC TnxpN 为 同 构 ; 
于 若 了 为 C” 同 肛 , 则 As TM 一 TrpyN 为 同 构 ， 
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2.4 C0C” 切 向 量 场 和 积分 曲线 


2.4.1 C(tr 之 1) 易 线 的 甚 向 量 场 

设 (WF, 留 ) 为 n 维 CC” 流 形 , 开 己 BR! 为 开 集 , 则 称 C' 映射 (不 是 映射 的 像 集 )o: 
多 一 秆 为 形 中 的 -- 条 疙 曲线 .如 果 a:[a5] 一 和 可 延 攻 到 含 La.8] 的 开 集 下 上 
使 得 守 ; 开 一 前 为 C 曲线 , 且 了 1。 = co, 则 也 称 = 为 0 曲线 ,有 时 仍 记 闻 为 


二. 


设 g:(a,5) 一 上 是 为 C* 曲线 ,Cgp),|x ,| 为 写 lot 中 1 1E (tg, 的 
局 部 坐标 系 (1 称 为 曲线 z 的 参数 }). 对 每 个 1 EE ta,5), 碑 定 了 一 个 党 a 的 切 回 莽 
(图 2-7)， 


J 
= 
[: 上 dd 1 ti 站 


图 2-7 
fy 也 ) = dg) 
“(= kr 名 dt Ox en) 


特别 ,对 举 标 曲线 a, 即 wp。*eifz) = {基数 ， 
则 说 = 的 切 商量 场 应 是 ;2 | ，, 它 是 第 i 个 坐标 切 向 明 场 限制 在 ce 的 做 集 上 的 值 


{图 2-8) . 
x ttt 
[ea . 
0 1 1 
Nh 


图 2-8 
现在 给 出 C* 映射 FM 一 时; 的 微分 f, 的 几何 直观 . 设 o 为 上 的 一 条 C* 
曲线 , 则 六 go 为 村 上 的 一 条 C” 曲 线 , 且 


下 
LA 


230 ， 第 5 篇 流 形 上 的 微 积分 


ADEE AL 
例 20 设 /Re 一 及 为 C” 函数 ,rank[ 3 了, 人 = 1 则 A 


"dx" 

") = 0 确定 了 村 = 广 (0) 或 为 入 或 为 Re 中 的 -1 维 "正则 于 流 形 ， 
如 果 找 = 广 !(0) 非 空 . 设 o 为 MH 上 的 C* 曲线 ,1 村 R" 为 包含 肌 射 ,党 上。 

5 的 切 向 量 场 为 (1 + o)(1) -= a 这 | 。 .将 关 于 上 的 恒等式 


wa sD) “ ,xtra (D0 
的 两 边 对 + 求 导 得 到 


3 


即 好 = 广 '(0) 上 的 切 向 量 与 法 向 量 >) 2 


Ee EF fatry 


2.4.2 CC” 积分 曲线 


设 (4 ,名 ) 为 n 维 C” 流 形 ,W Cc 科 为 开 集 ,证 为 上 的 C” 殷 向 量 场 ,a:(a， 
:时 为 2” 曲线 ,offab))C 玫 ,有 (= wrt (a;8), 则 称 a 为 的 
积分 曲线 或 流 线 . 

定理 6 (积分 曲线 的 局 部 存在 性 定理 )” 设 半 为 n 维 C” 流 形 {时 ,名 ) 的 某 开 集 
下 的 0” 切 向 量 场 ,P 为 * 的 定义 域 中 的 一 点 , 则 对 任何 bE€ R, 存 在 6 > 0 和 唯一 
的 C* 曲线 ag;(b- ,+E)-* 采 ,使 得 st8) = p 和 和 a 为 的 0” 积分 曲线 (图 2-9). 

此 外 ,az Cs” 依赖 于 初始 值 上 和 点 5p. 


beb rbite 


p= rt bh) 


图 2-9 
2.4.3 1 参数 群 和 局 部 1 参数 群 


如 果 C* 有 频 射 上;R' x 时 一 是 ,ED) = 如 (pp) 满足 
?人 R'; 
2° fo 一 [dgw， 

刚 有 


2 向 量 从 和 切 从 + 231 * 
hes hs= hn = to = Hy, 
同 理 和, = Jdg; 邦 Ri' = R_,; 于 是 上 :时 一 时 为 0C” 同时 或 C” 变换 . 刚 
称 记 :村 一 和 肝 为 上 浅 上 的 C” 变 换 的 { 回 体 )1 参数 群 . 
显然 ,R' 作为 (关于 如 法 的 }C” 李 群 左 方 C0” 作用 在 好 上. 
固定 p 所 夺 , 则 4 h(tp) 为 一 条 通过 p 的 C0” 曲线, 称 为 p 的 轨道 .定妆 
adr'Chtp)) a 
4 = > dt " sox | 
( 它 与 p 的 局 部 坐标 系 的 选取 无 闫 ). 因 为 Hh 是 0” 映射 , 邦 快 射 p 一 若 定 义 了 放 上 
的 一 个 【2” 切 向 量 场 , 称 为 1 参数 群 负 的 无 穷 小 变换 ， 


例 21 林 = (0,1),X = 六, 则 过 x 的 积分 类 线 为 h(x) = t+ x,x € (0,1)， 


:+x 《0,1). 于 是 C” 切 向 量 场 闻 不 产生 (0,1) 上 的 C* 变换 的 整体 ! 参数 群 


例 21 指 出 ,MH 上 的 C” 切 向 量 场 不 一 定 产 生 再 上 的 06” 变 搞 的 整体 | 参数 群 ， 
但 局 部 地 有 

定理 7 {局 部 1 参数 群 的 存在 性 ) 设 了 为 x 维 C” 流 形 ( 盯 , 命 ) 的 0C* 切 向 
其 场 , po 和 上 再, 则 存在 po 的 一 个 开 叙 域 V 和 es > 0, 使 得 对 任何 上 CE- mo) 有 --- 
个 C” 局 部 变换 所: 一 好, 且 成 为 局 部 1 参数 群 , 即 存在 C” 上 映射:(-e,e)xY 
一 时 pl) = 训 (p) 满足 ; 

> 为 0” 同 且 ,tf- wm,m); 


2 ho = lIdy; 
Pst +sE (ee php) ET 后 pp) = hp). 
该 有 诱 导出 已 给 的 切 向 量 篇 邢 ， 


如 果 训 为 (~- es) x 了 上 诱导 出 二 的 另 一 个 C= 局 部 变换 的 1 参数 群 , 则 六 = 
《唯一 性 )， 
2.4.4 完备 的 C” 基 向 年 场 


设 半 为 4 维 C” 流 形 ( 有 H, 信 ) 上 的 C” 切 向 量 场 .如 此 存在 HH 上 的 0” 变换 的 
整体 1 参数 群 六 , 它 诱导 出 , 则 称 天 为 完备 的 C0* 切 向 批 声 . 

定理 8 设 玉 为 n 维 0C” 流 形 ( 时 ,多 ) 的 紧 致 子 集 ,xX 为 时 上 的 C” 切 向 量 声 ， 
且 YTiw-x = 0, 则 革 是 完备 的 . 

特别 地 , 紧 致 C” 流 形 CM, 银 ) 上 的 8” 切 向 量 场 六 是 完备 的 . 


2.5 李 导 数 |, ] . 李 代 数 


2.5.1 李 群 上 的 不 变 向 量 场 
设 侣 为 rn 维 0”* 李 群 ,a EE .分 别称 下 :全 一 站 人 = = 并 和 和 天: 
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为 人 的 左 称 和 布 黎 ， 

设 夺 为 4s 维 C* 李 群 6 上 的 切 向 量 场 ,如 果 对 任何 a,b EE 有 (Per az 
高 ; 则 称 为 左 不 变 向 量 场 . 类 朴 可 定义 有 不 变 向 量 场 . 

定理 9 对 为 n 维 C” 李 群 6 上 的 左 不 变 问 量 场 二 对 任何 a EC 加 
(),X.;, 好 廊 由 计 完全 确定 所 对 任何 后 CX = (0 王 . 

此 外 ,左下 变 向 草场 工 为 0” 切 向 量 场 . 

定理 10 设 避 为 上 维 C” 李 群 , 180) | = 1.2 人 为 了 6 的 -个 基 ， 
为 上 的 整体 0” 基 向 量 场 . 


2.5.2 可 平行 的 C” 流 形 


如 果 rn 维 C” 流 形 { 材 ,名 ) 上 具有 整体 的 C” 基 向 基 场 1 | 站 = 1,2,… ,nl， 
则 称 { 亲 ,人 7) 是 可 平行 的 . 

定理 11 设 CM, 依 ) 为 n 维 C” 流 形 , 则 (上 ,人 多) 可 半 行 oy TM 是 平凡 同音 
从 ， 

> 0” 李 群 6 是 可 平行 的 , 即 TG 是 平凡 向量 从， 

例 六 ”由 代数 拓扑 或 微分 拓扑 知识 , Sx:” 上 无 处 处 非 0 的 连续 切 向 量 场 , T5:" 
不 是 C” 平凡 向 量 从 ,当然 "也 不 是 C” 李 群 ， 

在 Sm "| 上 有 处 处 非 如 的 C” 切 向 量 场 用 1, = | xz ， 一 过 [下 4 一 
xm EE 9m1, 自然 要 闻 Sm-1 是 否 可 平行 ? 它 是 否 成 为 一 个 李 群 ?证 当 斯 (本 
F. Adams) 在 1960 年 证 明了 : TS 为 平凡 向 量 从 和 an = 1,3,7. 而 由 2.1.1 例 4 和 和 例 5 
知 引 ,9 为 8，” 李 群 , 当 然 751,73 为 平凡 向 量 从 . 

现在 来 具体 构造 51,5 和 人 上 的 左 不 变 C” 基 向 量 场 . 


务 和 1, = 《- 必 ,x!) 为 5' 上 的 整体 C” 基 向 量 场 . 设 


SI {x= r+rix ECCI + (tx) = 1|, 
二 三 o' {0) 三 二 


Xl = Ch = (Ch) (0) 
_ do(t)) _ dr att)) 
dt [| ds 1 = 心 
= WO0) = n=- +!， 
故 区 为 上 的 左 不 变 向 基 场 . 
设 曲 = r= 四 元 数 广 域 )》 | (zx)? 2 二 C2 
+ 《X42 = 1 类 要 于 51,zi, 夫 ,二 为 时 上 的 左 不 变 2” 基 切 向 量 场 . 
对 于 9 ,应 用 八 元 数 乘 法 (注意 , 它 趟 可 交换 .也 不 可 结合 ,所 以 不 能 由 此 乘法 
来 说 明 3 为 李 群 1) 可 以 得 到 
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友 x! x x Ee x x x’ x 0 
ax! 

ea 一 x x!l 一 2 x x x 中 
dx 

€3 一 x x x x x a 2 
Ox 

4 3 和 ] 8 T 6 5 

| 一 区 一 六 车 其 一 荐 区 一 xX 区 | 
x 

| 6 了 | 1 2 3 二 之 

和 一 这 各 x 9 x x D5 
.了 

es _ x x x 区 x! | 
站 

7 —x x x x x 一 旭 x! x || ox’ 
d 

a 

eg _ xt x a x x xldiox 


A R 的 C” 规范 下 交 基 向 量 场 , 基 中 让 为 3 上 的 C” 单位 法 向 量 场 ， 而 le; 1 i = 
.81 为 S$ 上 的 0” 规范 正 交 的 整体 基 切 向 量 场 , 故 $’ 是 可 平行 的 ,从 而 TS? 
为 内 是 从. 得 可 证 3 不 是 李 群 .因此 , 为 忆 李 群 cn = 0,1,3， 


2.5.3 李 导 数 [,] 


设 下 和 为 上 维 6C” 流 形 ( 时 ,多 ) 的 开 集 VW 上 的 0” 切 向 肯 场 ,定义 ixY = [三 ， 

了] 如下: 
[X,Y = EC FMP ETL, 

为 VY 上 的 C” 隙 数 .由 下 面 的 引 理 1,[ 针 ,了 ] 为 了 上 的 CE” 切 向 二 场 , 称 为 天 和 
的 交换 子 积 或 方 插 号 积 或 了 关于 的 率 导 数 . 

引 理 1 [X,Y 为 VY 上 的 C0” 杞 向 量 场 . 

定理 到 设 久 ,了 ,2Z 为 n 维 C0” 流 形 ( 上 5, 名) 的 开 集 Y 上 的 C* 切 向 量 场 ,/ 
a RR 为 局 部 坐标 系 . 出 f+, :] 有 了 以 下 性 质 : 

1 于,Y] = - [Y,XX], 反 称 性 ， 

[ 蕴 , 著 ] = 0, 每 零 律 ; 
加 [AK+ ppY,2] = A[X,Z] + AL7,Z] 
[XRAY + p21] = AR,Y] + plX, Z]] 双 线性 ; 
Ey | = /Xe}Y - (YONX + jel X,Y]; 
* [xl Y,Z1] + [YIZ,Y]]+ [2Z,[X,F]] = 0. 玖 可比 悍 等 式 ; 


7 153 


6 如 果 X = >)ai 这 = 了 2 则 有 
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二 
利用 定理 记 之 外， 在 局 部 旦 标示 CU iwt 中 定义 fTX,Y] = 
>)( (3 - 69) ) 记 ,可 验证 上 式 丰 边 与 局 部 坐标 系 的 选取 无 关 , 因而 


1i=1 +*=L Ox 


可 定 习 整体 的 6” 切 向 量 场 [下 2. 用 上 述 定义 (坐标 观点 或 古典 观点 ) ,对 尾 何 
C” 区 数 有 [ 旦 ,了 fF = XX( YA) -YC(WA ,并 还 可 证 明定 理 12 中 的 和 ~ 这. 
定理 13 设 (4 ,化 ) 为 n 维 0C” 流 形 ,i = 1,2,f: 于 -= 时 为 C0” 微分 同上 胚 ， 
各 ,为 町 上 的 0C* 切 向 量 场 , 则 
LA 
定理 14 设 (M, 食 ) 为 n 维 0” 流 形 ,XX,YE C*(TWD), 语 为 Y 了 的 0C” 局 部 1 
参数 群 , 则 


[ 天， 7] = (Ah), Xx| 


定理 15 设 村 为 n 维 C0” 流 形 ， Uc 好 为 开 集 ， XC (LTD) ,使 
得 | L(x),…, 及 (xX)| 对 所 有 的 x 是 线性 无 关 的 . 则 
在 UE,[K,Y] =0laicjs ko 


对 任何 p EU, 存在 p 的 局 部 坐标 系 (Uo,w), {xt 使 得 Uo Cc UU 且 计 = pr < 


过 上 在 . 

定理 垢 设 上 村 为 n 维 5” 流 形 . 包 为 上 秩 上 的 C” 分布 { 即 EE 为 TW 的 秩 上 上 
的 子 锥 ), 则 

?EF 对 [ ,|] 是 封闭 的 ( 即 对 任何 互 ,FE C*(E) 有 [X,Y]E C*(E)。 

2 对 任何 PE 好, 存在 p 的 开 邻 域 志 中 的 大 个 局 部 C” 切 向 量 场 ,和 ,下 
使 得 x € 上 U 的 纤维 EE 是 由 XCx) ,所 (5 张 成 的 ,县 在 UU 上, |X (x》,… 


Mtr) 对 | , ] 是 封闭 的 ( 即 [和 , 关 ] 二 并 和 人 


3 对 任何 p 所 用 ,存在 p 的 局 部 坐标 系 (0, wp),1x1 使 得 
N= 1gE 了 1 2 = ch) = er 
为 E 的 积分 子 流 形 ( 即 TN = E) 或 1 了 1 ，… 了 1 张 成 及) 
(1 二 了 或 辽 二 了 称 为 绅 罗 内 组 斯 (F.G.,Frobenius) 定理 ) 
2.5.4 李 代 数 
设 玉 为 域 上 的 准 向 量 空间 ,如果 在 六 中 定义 的 " 乘 尖 ”运算 
[Vx VV VR,Y) I [X,¥] 
满足 、 
[AT + AP,Z] = A[ 革 ,ZZ] + gLY,Z], 左 分 配 律 ; 
王 [天 ,=- [YY 天], 反 称 性 ; 
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[区 , [YZ]] + [ET,[Z,X]]+[Z,[ 于 ,了 1] = 0, 雅 可 比 恒 等 式 ,这 里 A,y EE 
fF, ,Z EY, 则 称 (Y,[,]) 或 FF 为 域 记 上 的 李 代 数 或 李 环 . 

从 和 了 F 立 妈 可 推出 [ZAK+ Pr] = A[Z, 素 ] + 2Z, 了 ] 右 分 配 律 .此 外 ,如 
果 域 FF 不 是 特征 2 的 , 则 由 必得 到 [ 尖 , 革 ] = - [发 , 天] ,2[ 天 ,下 ] = 0,[ 王 ,三 ] = 0， 
得 零 律 . 

例 23 设 gn,R) = 4 =(o)14 为 上 阶 实 方 阵 | , 它 是 实数 域 R 上 的 忆 维 
实 向 量 空 间 , 令 

[A,B] = 4 - BA, 
容易 验证 (gl(n,R),[,]) 或 gin,R) 为 实数 域 R 上 的 李 代 数 , 称 为 全 线性 代数 ， 
定理 好 设 LCG) 为 C" 李 群 6 上 左 不 变 向 景 场 的 全 体 , 则 L(G) 为 实数 城 RR 
上 的 n(n = dim G) 维 向 量 空间 ,并 且 关 于 李 导 数 运算 [:,:],L(GC),[:,:] 或 
L(G) 为 实数 域 有 RR 上 的 n 维 李 代数 ( 称 为 C* 李 群 & 的 李 代 数 ). 
mi 一 般 线 性 群 GL(n, 录 ) 的 李 民 数 (H(Cn,R),[: ,1 与 全 线性 代数 是 同 


2.5.5 固定 群 GL(n,R)x 的 李 代 数 gl(n,R)k 
谋 才 海 n 阶 算 方 阵 , 定 区 5 阶 复方 阵 


ep=expAaA= 世 + "和 


上 式 右边 方 阵 级 数 当 4 在 R" 中 的 有 界 集中 变化 时 , 它 是 . - 致 收敛 的 , 容易 看 出 ， 
指数 映射 4 1-> e* = expd 为 解析 映射 . 设 


_ 坊 _ _ ed ai, Wi 
Xl) = 8 = xph = + ml 


则 


至 (D4 《或 4x(D)， 


x(0) = 五 ， 坚 (0) = x(0)4 = 4 


因此 ,x(#) 为 过 单位 元 素 且 切 于 由 A 快 定 的 左 不 变 向 量 场 X{A = ,8EGLn， 
R)) 的 积分 曲线 { 流 线 )， 

如 果 吾 CCGLCm,R) 为 C” 李 子 群 . 4 为 玫 在 单位 元 索 扩 的 切 向 量 .由 2.4.2 定 
理 6 的 唯一 性 知 ,exp 二 为 GLCn ,了 R) 中 由 思 决 定 的 左 不 变 问 量 场 和 污 = gh 的 积分 
曲线 ,也 是 厅 中 由 4 决定 的 左 不 变 向 量 场 了 = g4{g EE 五) 的 积分 曲线 , 故 exp 雪 
所 于 .于 是 ,有 

定理 18 1 设 KE gln,C), 则 

GLin, Cpr 二 IiPE GL{in,C) | PRKP = KK| 
的 李 代 数 汶 
glin,Cr = |XE Rn,C TT AE + RY = 0. 
区 设 玉 志 gin,R), 则 
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GELn,R)x = IPE GLn,R) | PRP = Kl} 


的 李 代 数 为 
plin,R)i = XE glnsR) TL XK + KX = Ot. 


?了 设 天 志 GLIn Cl , 则 壬 定 群 
IPECLn CH PRP = K]| 


的 李 代 数 为 
{XE Rn XKE+ KY =0. 


3 “外 微分 形式 和 斯 托 克 斯 定理 


3.1 张 量 从 和 C” 张 量 场 


3.1.1 协 变 ( 余 ) 向 量 、 北 变 向 醒 和 对 司空 间 
设 F 为 n 维 实 向 量 空间 , 令 VV = |||198: VY 一 Ri 为 线性 函数 .如 果 站 ,本 EE WV?， 
入 ER, 定 义 
(8 + (YE) = 中居) + HME), 
(DONE) = A HR), KEY. 
显然 ,94+ 和 ;8 后 , 易 证 [VV" ,+, 数 习 | 为 R 上 的 向 量 空间 , 称 光 YY 的 对 偶 空 间 ， 
称 8 扎 V” 为 协 变 (或 余 ) 向 量 , 称 所 下 为 逆 变 向 量 ， 
设 fe 1 = 1,2,… ,nl 为 YF 的 -个 菇 ,eV 一 Reet 下, 且 ee) = 全 = 


{0 , 则 容易 验证 1e 1 = 1,2,…, nl 为 "的 一 个 基 , 称 为 Ler 16 = 1,2,…， 
zj 的 一 个 对 偶 基 . 如果 11i = 1,2,…,n| 为 V 的 男 一 打 , 它 的 对 侦 基 为 | 1 i = 
1,2,… , 基 变 换 公式 为 面 = 户 joigj ,ei = 这 由 而 , 妈 


| : _ 四 目 | | | | 
€ cl 沁 制 cn 各 en + dn 如 


设 XE Sag-X-Soe, 则 
1 Ei 


2 = Dd 


| [: _ 避 因 
i 上 
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对 偶 基 变 换 公式 应 为 = die, 芭 
jal 


四 _ 站 叶 
er ed 的 
8 


= Dg eNO = 0(e).0, = 0(5), 


本 


站 三 6 + 


四 |: _ :| 
已 tc 


而 1 人 | 和 名 | 分 别 为 协 变 向 量 8 关于 基 | esi ,| eii 和 ie ,ie 的 分 生 . 由 此 仿 
照 古典 切 向 量 的 定义 可 给 出 协 变 向 量 的 定义 . 


3.1.2 (r,s) 型 张 量 和 张 量 宅 间 


设 映 射 
O:V” x x Vx Vxxk 


是 含 线性 的 , 即 对 任何 丙 , DEE V" ,六 世 WV,A,pyEER 有 
fe Wi Wi AW, 十 7 本 WR) 
= ji |, LL 保全 十 
和 
ae Wi + VY, KK,) 
= (全 | …， WW 机 
OCW Ws ks Es TE), 
则 称 间 为 VY 上 的 (r,s) 型 张 量 , 7 为 其 逆 变 阶 数 ,s 为 其 协 变 阶 数 .(r,0) 型 张 量 称 为 
r 阶 逆 变 张 量 ,(1,0) 型 张 量 就 是 逆 变 向 量 ;(0,s) 型 张 量 称 为 * 阶 协 变 张 量 , (0,1) 
型 张 量 就 是 协 变 身 量 ; 为 方 醒 和 统一 ,规定 实数 为 (0,0) 型 张 量 . 
设 jer 11 = 1,2,…,#| 为 PF 的 基 , fe 1 = 1,2,…,n; 为 VY*” 的 基 , 且 为 |e,! 
i = 1,2,…,n| 的 对 侦 基 . 令 
过 
称 亚 ” 个 数 ( 的 六 为 录 关 于 基 |e 1 = 1,2,… ,nl 的 分 电 . 
如 果 t ei 1 = 1,2,…, nl} 为 了 的 另 一 基 , ee 1i = 1,2,…,n| 为 |e;1i = 1,2， 
…,n| 的 对 侦 基 . 令 


一 8 


， 238 :* 第 5 篇 ” 流 形 上 的 微 积分 


则 分 量变 换 公式 为 
本 


道 变 向 量 和 和 协 变 向 量 的 分 量变 换 公式 恰 是 这 公式 的 两 个 特 例 . 男 一 特例 是 
例 1 双 ( 偏 } 线性 函 孝 8:Vx FR. 设 lali= 1.…,n| 和 iE&1i= 1,2， 
,8 为 站 的 两 个 基 ， 
a 三 dt e;, 0;), J 二 人 区 ,局 )， 


对 任何 外 = >)ae, 了 -= >)b, 有 


dn Os 
(YT, YY) 三 人 : : : » 
占 rE Lr b™ 


nl 
6 = dg (B87) = C(O C, 


即 算 阵 (6 )》 与 (8; ) 是 相合 的 ， 

由 张 全 的 分 量变 换 公式 和 切 向 量 的 古典 定义 方法 立 邮 可 给 出 古典 张 量 的 定 
艾 ， 

设 因 "再 为 所 有 (rs) 型 张 量 的 全 体 , 而 = VV= VV = 
R. 对 于 8,4 "VA EE 及 ,定义 

(04+ WOW, WR KR = CW, WK + 

TT 
(和 由 本 

其 中 WEF ,大 六 显然 ,9 + ,A460 四 则 | 人 +, 数 秉 | 形成 一 个 向 
量 空间 , 称 为 关于 的 (r,s) 型 张 量 空间 . 

易 见 ,和 + 三 和 好 关于 基 {1ea 15 = 1,…,n| 的 分 量 为 


i 全 


(的 和 Ci。 
3.1.3” 张 量 积 和 张 量 代 数 


设 6 EQ@"1V, 和 EW, 定义 张 量 积 
后: 的 区 x 1 ¥, 
(6,H) [> #0 二 ， 
(0 nt WI ps Ws Ys 宇 8 Wi .. 和 


We Wi 1 ri 
其 中 机 Ey, 大 扎 8. 星 热 ， 9 8 1 EQ "a 且 8 % 的 分 量 为 


(0@ M0 


月 仿 1 于 让 rl 


tt 
ri Tt 
。 


"2 
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容易 看 到 
(Bl +) 内奸 = 0 多 有 + 入 国人 ， 
mtn) = + 
(A8)} B= 0m) = A ,AER, 
(= 所 作 98% 由 
l,i = 上， 
但 是 ,和 人 站 = 和 的 和 不 一 定 成 立 . 例 短 : 令 (8) = 1,9(e,) = [> = 2, 则 {8 6% 
0,1 = 3, 


(ee) = 21= (x te, 从 而 站 同时 8. 
设 园 ， -= 向,@rY = 和" 1，E @"'V, 且 除外 限 个 各 “外 全 为 0|， 
它 为 "V(r,s 之 0) 的 弱 直 和 ,于 是 , 易 见 
Il@r = ,OY, +, 数 乘 ，@| 
关于 加 法 和 数 乘 形成 一 个 向 量 空间 ,关于 加 法 和 6% 形成 一 个 环 (@@ 不 可 交换 ), 则 
它 为 实数 域 R 上 的 一 个 代数 , 称 为 关于 了 的 张 量 代数 .而 | 由 @0 V+, 数 生 , @| 


形成 此 张 量 代数 的 一 个 子 代数 ， 

定理 1 设 |e Hi= 1,2,…,n| 为 n 维 向 量 空间 F 的 一 个 基 ;|eili= 1,2,*…， 
nl 为 V* 的 一 个 基 , 且 为 te | i = 1,2,…,n| 的 对 个 基 ,]|e' "1i= 1,2,…,n| 为 
VC 的 一 个 基 , 它 是 |e 1 = 1,2,…,#| 的 对 偶 基 .出 

je 的 全 2 人 i111 Hs 妆 n| 
为 "于 的 一 个 菇 , 因 市 Gy" TF 为 w': 维 向 量 空 间 . 此 外 ,8 EG" 玉 可 表示 为 
站 = 之 国信 6 Oe “® A … 园 纪 ， 

其 中 A 

3.1.4 (r,s) 型 (* 张 重 从 

设 上 = 1], 村 ,Tr ,CL(n,R),R", 各 } 为 避 向 量 从 ,县 关 和 于 邮 的 两 个 局 部 坐标 系 
(也 po 和 ( Us, ga),1xY| 有 

(ya8) = (ga* pi (K), ga pa) rT = pp),y = patp). 


dl :+ dl cl 
mn -| : | [ eatfp)] =|: : |， 
二 四 二 cl 加 en 


= O(n iy) 


令 


n 


则 根据 
(p60) = (pe* pa (x), eh (pO), 


* 240 ， 第 5 篇 流 形 上 的 微 积分 


中 
| _ ， 有 1 
pl > eel r 
j= 人 
人 er i! i 
ER 


"EE = 册 "FE, 
本 以 定 文 的 (rs) 型 的 0G 张 量 从 : 
(的 ”全 一 I "EM, ri, CL a R),R" ,|. 
3.1.5 (r,s) 型 张 量 场 


设 四 “全 为 与 习 向 量 从 # 相 联系 的 (r,s3) 型 GG 张 攻 从 ,UC 有 H. 称 截面 
间 : U6 "’E = Ep | 一 人 
为 UU 上 的 (r,s) 型 张 量 场 ,5 称 为 它 的 定义 域 . 如果 8 为 以 (连续 ) 截面 , 则 称 它 为 
U 上 的 (r,s) 型 如 (连续 ) 张 量 场 ;如 果 UC 盯 为 开 集 , 称 11 上 的 (1 < 上 < 疏 截 
而 和 将 U 土 的 (r,s) 型 人 张 量 场 ,其 全 体 记 为 人 (的 ”和 lu}. 


3.1.6 切 从 的 (r,s) 型 张 量 处 和 张 量 场 

当 #4 维 0”* 流 形 ( 导 ,把 的 切 从 才 = [TC RR" ,这 | 相 联 系 的 fr， 
s) 型 CY” 张 量 从 Go" 翁 = ly "TH = HW,®™ TDM, M, ,GL( nr) RR 大 4 
时 ,关于 局 部 坐标 系 (以 ,和 ) ,alE 久 ( Up, gp) ,71E 多 有 由 le = 起 | ， 


pa 1 pt ei) 二 声 | 4 而 
的 THN = 1018 为 p 点 的 切 空间 TM 上 的 (r,s) 型 张 量 上， 
投影 开 ] 了 (的 ”7 一 好 ,使 得 xt| lo "rm = pp 万 条 .由 


El ax az] [2 
ay! p BY， yi dr! | 
dy | dy oy etp) 9x 1 
和 oz3 | = X= > | 得 到 5 = > ) 22o ,= 1.2，vn， 
j=l dy |, i 区 | pr 
Ax! a 
gm (Pp) = : 


dxl da pp) 
归 
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记 TM 的 对 偶 定 间 为 了 * 订 , 称 为 余 切 室 间 , 它 的 元 来 称 为 余 切 向 基 , 7 航 
= UTrM 称 为 余 切 从 . 


设 1 55 | = PP2… 村 的 对 自 划 为 les lz1i = 1.2,… nl 37] 
1 9| 的 对 侦 基 为 | dy 11= 1,2,… ,Ri}. 于 是 , 开 寻 上 的 (r,s) 型 张 基 自 关 于 
基 | | i 1 的 分 量 (b 7) 和 关于 基 地:| i = 1,2,…,n| 的 分 基 
(G7) 之 间 的 变换 公式 为 


i 2 a dy drt xb 
各 ， 二 > pyr 网 2 Fe .i , 
Fal 1 P dx dy 1 = 


其 中 2 和 分 别 为 p(s 门 8) 和 gg( 如 们 Up) 上 的 0* 函数 . 
在 局 部 坐标 系 ( 避 ,go) ,| xi| 中 ,8 EO"'TM 可 表示 为 


yg 2 "* 

0 i 之 0 了 人 OI 的 dl 的 … 的 dm- 
1 ”rr 
1 


定理 2 设 ( 村 ,名 为 n 维 C0” 流 形 , 则 

8 为 于 上 的 (rs) 型 000 声卡 碾 史 ) 张 量 场 二 对 任何 (Up),|x| EE 邮 ， 

% = 之 ， Op) 5 @…@ 卫 多 di 的 dw,p EU, 有 
i 出 


I= 


对 二 


A € CU,R). 
PE 为 时 上 的 (r,s) 型 C” 张 重 场 
性 对 盯 上 的 任何 6” 神 变 切 向 量 场 印 ,, 环 ;,…, WW 和 C” 道 变 切 向 量 场 天 | ,大 2 ，， 
,Ot Wl, WK 为 针 上 和 的” 晒 数 . 
定理 3 设 (村 ,对 ) 为 下 维 C” 流 形 ,Fi 一 用 为 ”映射 ,Fi 一 
Txpy MM 为 上 的 微分 或 雅 可 比 映 射 . 和 为 各 上 的 (0,*) 型 张 直 ,由 
OE Ras KR) = Of pl fs ph ,fr ph) 
0 Em Tp Mi, KE TM 
定义 的 映射 疡 : G8 Trp 和 一 0 M9 > 户 9 为 线性 映射 且 
PD) = pO OR, 0 ER Tp MM, 0 € "Trpy HM,. 
此 外 ,如果 [ 己 ,os 和 (CV, 加) ,iy 分别 为 p 点 和 (pp) 点 的 局 部 坐标 系 , 则 
Bly = 了 全 人 人 | a 


pip 


了 = 1,2,. ,nr, 


， 242 ， 第 5 简 流 形 上 的 向 积分 


本 sh 2 a ff) a °* 

A - (> ax Ftp) 9s pte 
更 进一步 ,如 果 8 为 导 , 上 的 s 阶 C” 协 变 张 量 场 , 则 * 8 为 W 上 的 s 阶 C” 协 变 
举 量 场 ,其 中 ( 广 全) 二 fr Orcpy- 


3.2 ”外 微分 形式 和 外 微分 


BO "fp)) dx 内 … 0 dx 


3.2.1 s 阶 外 形式 


设 Y 为 p 维 向 量 空 间 ,@ 所 全" 下, 如果 对 任何 下 EL = 125) 及 人 12， 
…,$) 的 任何 置换 x 满足 : 
人 三 (~ 1) "ep( KE, YR,), 
其 中 
( Dr = 性 5 为 偶 置 换 ， 
一 1 ， 开 为 奇 置换 ， 
则 称 m 为 * 阶 反 称 协 变 张 量 或 * 阶 外 形式 . 设 * 阶 外 形式 的 全 体 为 人 A 平 ” ,显然 它 是 
Copy 的 一 个 子 向 量 空间 . 
定理 4 o 是 反 称 的 属 对 (1,2,…,s) 的 任 一 午 换 wo ， = 
《一 Dro ,其 中 Oi 一 we ye 1 = 1,2,.… | 为 7 的 一 个 
基 . 
注意 ,0 阶 和 1 内 协 变 张 最 都 视 作 是 反 称 的 .如 果 虱 全 AV* ,县 ,车 革 
中 有 两 个 相等 ,出 | 砚 ( 天 于 一 人 0, 由 此 ,还 可 看 出 昌 如 果 il 由 ba 中 有 两 
个 相等 , 则 w= 0 
如 时 * nt+l,w 人 et A , 则 三 中 至 少 有 两 个 相同 , 施 各 一 0, 从 
而 @ = 0. 于 是 ,AV = {01. 
3.2.2 协 变 张 量 的 有 反 称 化 


没 9 Cy, 觅 射 ( 协 变 张 量 的 反 称 化 ) 
A: OV AV ,0 |» 4A(0), 
定义 为 
CAO} EL ) 三 2 DCE a, Rec) )s 


其 中 求 和 取 遍 所 有 (1,2,…, s) 的 置换 x. 容易 验证 , A(8) A". 
定理 5 【A 为 线性 映射 ; 
PTOEAT oA(0) = 60; 
车 8 ET, 则 ACAC8)) = A(0). 
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3.2.3 外 积 


设 me E A'V* ,Bp E AV" ,定义 外 积 [( 或 反 称 积 或 格拉 斯 玛 (Crassmann) 积 或 
槐 积 ) 
A: AT xAY 一 Ac ， 
(oP) Ta A p= tA pb), 
即 


《并 六 BD) ) 兰 rp 1) "oC Ey Ry) 


" BUR 1 


当 r=s=1 时 ， 
(a A CR, Ka) = 三 ( 是 让 夺 下?) — ot KE) RC ED). 

定理 6 YahtpB+rB)=uAB+ouh, 

《e+ 站) p= enhfra rp, Dt 

B= Cr B= A 人 ,AE RR 

PeoAp= -AgoEAT BEAT , 反 交 换 性 . 当 r= = 1 村， 
有 AF=-pAhaooane = 人 0: 

PaABPArT=oaNBAT) = Ht Aa PY), 
EATV ,BEA ,YE ATY' ,结合 律 . 

由 此 ,a A pp AY 与 作 四 积 的 次 序 无 关 , 更 一 般 地 ,ar 六 … 入 ww 与 外 积 的 次 
序 无 关 , 且 


a | 
gl A" Ag, -= tt Ala A Aa,). 


定理 7 了 设 V 为 n 维 向 量 空间 ,+ | % 二 1 ,之 为 FF 的 一 个 基 ,| er | i = 
1,2, 呈 ,nn| 为 它 的 对 偶 基 , 则 fa 和 入 Tl 为 A 洲 *” 的 
一 个 基 ,因而 和:V* 为 0 维 向 量 空间 . 

3.2.4 格拉 斯 瑰 代 数 或 外 代数 

设 AT =ASV" BA @ AT" ,其 中 国 表 不 直 和 ,显然 1 = 
2 形成 了 大 下 "的 一 个 基 ， 
An 和 ”是 由 1 和 ALGF”= Y” 生成 的 如 t+ = 人 + 1)" := 2 维 的 向 
量 空间 .这 里 乘法 A 可 线性 开拓 到 A Y"” 上 , 即 要 求 由 关 填 向量 加 法 基 分 配 的 .这 
乘法 也 是 绪 合 的 ,并 关于 加 法 和 乘法 A 形成 一 环 , 从 而 A _ 广 是 一 个 具有 单位 元 1 


的 代数 , 称 为 格拉 斯 玛 代 数 或 外 代数 . 
由 张 基 的 分 量变 搞 公 式 和 中 的 反 称 性 得 到 
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| | 
中 ,和 人 Wj 
中 中 吧 隔 人 他 
w= 和 
1 手 是 1 中 内 < 立 看 下 
其 中 t= cle 
j=1 
3.2.5 外 形式 从 和 外 微分 形式 w 
类 似 于 张 量 从 的 论述 ,由 公式 
A 
和 ,| oo 


lai a ., 人 
可 年 义 与 C' 问 量 其 上 = [ErGLCnR),R", 光 | 相 联系 的 : 阶 0" 外 形式 从 
”= IAE' = WA‘E ,Mx CL Ch, R), Re, Z|, 
蕊 是 与 # 的 相 联系 的 (0,s) 型 0" 张 量 从 的 子 向 量 从 ， 


设 UC 好 , 称 截 面 
w=AE" = by 成 加 :Pp | 一 Op 


为 世上 的 = 阶 外 形式 , 立 称 为 这 外 形式 的 定 习 城 , 如 果 己 为 1 连续 ) 截面 , 则 称 它 
为 已 上 的 * 阶 人 (连续 ) 外 形式 ;如 果 忌 CC 和 为 开 集 , 称 CI 全 过门 截 面色 为 
1 上 的 s 阶 全 外 给 分 形式 ,其 全 位 记 为 GCA 二 * 1 
当 s = 人 0 时 ,ww 为 刀 土 的 信函 数 : 当 = 1 时 ,ww 也 称 为 UU 上 的 C' 普法 夫人 {. 
F. Plaff) 形式 ; 当 s > 总 时 ,由 = 0 
考虑 与 fm 维 C” 流 形 (村 ,名 的 切 从 二 三 | TH = UTM M, x, GL(n, R),R", 
学 | 相 联 系 的 于 防 《” 外 形式 从 
AS = TAN = 几 AITINM, Nx CL CS, R),RG, P|, 
它 是 与 上 相 联系 的 40,s) 型 C”* 张 量 从 的 于 向 量 从 ,其 中 入 洒 ;时 为 p 点 处 关于 殷 空 
间 TW 的: 阶 外 形式 的 全 体 . 
设 (gp) | EE (Ug fiE 和 名 避 门 46 zz 信 . 因 为 
2 go ay 
ay = oy ox dy = 2 wa 


dh AAd= > Eo dd， 
特别 当 。 = n 时 ,有 | 
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3 
! dy = FT jd! A A dx 
此 外 ,还 有 


w= > i dx A A des 
le 


= > > jdy A A doy, 
1 ” 
一 SS 
和 1 之 ， 天 出 A 1, py 
记 UV 上 的 ; 阶 C” 外 微分 形式 的 全 体 为 C”"(A:T" 站 .其 直 和 为 C*(AT*U) 
= C (AT OD BEAT DBDBE CAT HM 困 w E C* CAT DO， 
则 在 局 部 坐标 系 ( ,gps) ,1x'1 中 ， 


二。 ， 一 电 
= wo Dwidr + > | wi dx dx 二 "+ 十 
£=1 ies 人 
| ， 
i A A drs + "+ 
lf < 枉 焉 


wndx! 六 dan， 
其 中 CD i i | 三 C1 UBR). 


3.2.6 外 微分 运算 4 


设 ({ 肯 ,名 为 rn 维 C0” 流 形 ,定义 外 微分 运算 . 
des AT Mr CA TY Mw |™ dyw, 
简 记 为 du. 
如 果 了 = 0,FE CC*(AST* MN) = COC”*COM,R),XE Cd = 了 ;如 
果 s l,m EC CAT HE CTHM),i = 1,2,..… .s+ 14, 令 


2+.l 
dep( 到 | 1) 二 之 (~ 上 全 + 


> {~ 1) mt [ 和， 天] ,天 天， 十 
I 二 1+l 
irl 及 SS 瑟 ， 和 机 pp 
显然 ,上 述 定义 的 4 可 用 自然 方法 缓 性 扩张 到 C (AT 1) 一 CA 了 村 ). 不 难 
证 明 , 定 义 的 df 和 CY*CAT* do EC (AT MM). 
定理 3 设 /FE CA Ti) 可 后 (CAT' 及 ),s 安 1, 在 局 部 坐标 系 (UU， 
wp), |x| 中 ， 


w= 之 dr A A dw, 
则 
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dm = 之 du A dx A A de 


-a Li f° 9 _ _ _ 
= -5 dr 站 dr 下 
各 


定理 9 外 微分 运算 d4 具 有 以 下 性质; 
?dw + 3) = dw + dy, 
Am) = Adw OE CAT HAER: 
PUoAN= do AnN+tt- Do AdHoE cc AT ME CAT* M), 
反 导 性 : 
Pw = do) = 0 和 后 CA 
中 如 果 四 po 为 C” 莹 法 夫 形 式 , 则 


点 
dw A A wm) = > -Dio A Ado A A om, 
i=L 
特别 地 ,dd A 机) = 0. 
定理 如 设 ( 几 ,人 名) 为 nn 维 0C* 流 形 ,i = 1,2,f: i 一定 为 0” 觅 射 , ,01， 
WE CRT MI NE CT OMT MA E COAIT M2) = C* (HM,,R),N 
POE CC AT Ms 
fmt 2) = 1 + Wai 
PFA) = {A}; 
mAnN)= oA n; 
PF DA dy Ad 


1 


= eh 
一 2 ”及 ax i ee dx’ 由， . Ad 
1 
特别 地 ， 
| , 
fF" (dy) = Dhar; 
当 m = m= RR 时 ， 


Te 

9 df*w) = /* (dw), 即 d 与 /* 可 交换 . 

应 用 定理 8 的 结论 可 作为 外 微分 定义 的 出 发 点 ,然后 验证 它 与 局 部 坐标 系 的 
选取 无 关 ,这 是 用 坐标 观点 ( 即 古 典 观 点 ) 定义 d. 再 可 椎 出 相应 的 定理 9 和 10. 
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3.3 C0” 流 形 的 定向 和 斯 托 克 斯 定理 


3.3.T1 CC” 流 形 的 定向 
设 (M ,名 为 4+ 维 C0” 流 形 ,如 果 存 在 多 C 名 满足: 
?UU g) GE 名 ' 1! 覆盖 村; 
2 设 (相约 ) x EE Bi Ug, po) ,ty1 EE 多 'l, 有 
A wl 0 
区 Fp tN Uo) > ， 
则 称 ( 盯 ,人 9 是 可 定向 的 .如 果 { 对, 胸 不 是 可 定向 的 , 则 称 它 是 不 可 定向 的 . 
条 件 2, 即 | 1 = 1 ,2 和 | 1 = 1,2,…,n| 为 切 空间 的 同 向 基 { 记 


| 3 0 2 
作 [ 引 1，… ,3 三 [3 ,3 式 ] ) ,其 中 
93] rar . 3s 2 
ayl 了 4 ayl dr! 
9 az ,dx || 2 
3y" 2 dy x" 


如 果 名 己 多 满足 1%,2° 最 大 性 , 即 如 果 ( Ug) E 名 1 任何 (本 ,9s) E 多 | 满 
是 也, 则 (Ugp) EE 人 全, 称 最为 (机 ,多 ) 的 一 个 定向 . 

一 个 定向 流 形 指 的 是 三 序 组 (机 ,名 贸 ) ,其 中 名 为 (时, 多) 的 一 个 定向 . 显 
热 ,如果 多 满足 1%25 则 

= U1 (Ug) 七 况且 与 池 和 中 的 元 素 满 足 芝 | 
六 (于 , 留 的 一 个 定向 .此 外 ,如 果 多 | 为 ( 彤 ,多 ) 的 一 个 定向 ,出 
B11= Una PU PE | 

为 ( 盯 , 免 ) 的 务 一 个 定向 ,其 中 pg :R" rR",pR(x ly) x， 
一 好 ) 

定理 1 设 ( 对 , 荔 为 n 维 连通 的 C” 可 定向 流 形 , 则 它 恰 有 两 个 定 同 ， 

定理 卫 设 ( 林 ,全 为 n 维 C” 流 形 . 

il" 如 果 存 在 六 土 的 一 个 钼 处 非 0 的 m 吹 Ce 微分 形式 和 w, 则 时 是 可 定向 的 . 

2 如 果 ( 肝 ,名 是 可 定向 的 4 流 形 , 则 存在 对 上 的 处 处 非 0 的 rn 次 C”* 微分 形 
式 加 . 
定理 1 设 (时 , 助 为 有 "+ 中 的 上 维 C” 正 列子 流 形 ( 超 有 曲面 ) , 则 
{ 币 , 倪 可 定向 属 对 上 存在 处 处 非 0 的 连续 法 向 量 场 , 即 存在 连续 映射 

点 :最 一 TR'"*!, 
x NX) (TM Nix) 0, 
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其 中 天时 一 及 为 包含 映射 ， 

应 用 可 定向 的 定 久 .定理 12 .定理 13 可 知 ,R" 中 的 于 于 流 束 ,C0C” 可 平行 的 流 
形 (特别 是 具有 整体 坐标 的 流 形 , 李 群 ), 凶 ,an 维 复 解析 流 形 视 作 2m 维 实 解析 流 形 
是 可 定向 的 ,m 维 实 射影 空间 卢 (R) , 当 环 为 奇数 时 是 可 定 何 的 ; 当 = 为 偶数 时 是 不 
可 定向 的 . Mibius 带 是 不 可 定向 的 . 

定理 14 设 ( 扩 ;名 ) 为 n 维 0C” 可 定向 流 形 ,定向 为 放 /,( 于 ,名 ) 为 { 克 , 鄙 的 
开 子 流 形 . 则 

{村 ,wy) 是 可 定向 的 ; 

Pw 如 打上 在 下 中 的 边界 点 (可 果 对 pp € 及 的 任何 开 刍 域 它 必 含 时 中 的 点 ,也 
必 合 轩 - 亨 中 的 点 , 则 称 p 汐 村 在 更 中 的 边界 点 ) 和 集 59 林 为 再 的 ns-10” 正 则 子 
流 形 , 则 3 上 开 也 是 可 定 间 的， 


3.3.2 边界 流 形 93 时 的 诱导 定向 


如 果 3 开 为 多 的 aa- 工 维 5” 正则 子 流 形 , 由 1,2.4 定 理 5, 对 任何 p € 9 村 ,在 
在 p 的 局 部 坐标 系 (CW, wp), 1x1 使 得 
PMN UY = vi MN lxEe Rx » Ot, (x) 
poMN DD = oN NIxER Ix = 0. 
设 鲍 为 定理 14 中 的 定向 ,名 = (Up),jx| 1(V,w) 蕊 全 且 满足 (x )t. 如 
果 { Ug ,|x 二 访 ,Us gp) 171 E 况 , 则 在 上 门 Us 人 信 中 , 必 有 
Dr -1 
D(x Nr!) 0 > 0. 
于 是 ,3 人们 Up lwno) 1 (5,p) 所 最 | 确定 了 3 村上 的 一 个 定向 ,因而 2 时 是 
可 定向 的 ， 


由 于 -0D"1 生 了 IC.PD ,iele 乓 | 所 确定 的 9 的 定向 称 为 由 
的 定向 4 所 确定 的 3 时 的 诱导 定向 . 
3.3.3 定向 流 形 朋 上 的 微分 形式 ww 的 积分 


定向 流 形 好 上 的 微分 形式 的 积分 是 数学 分 析 中 第 二 屿 曲线 .曲面 积分 的 推 
广 . 而 这 种 积分 的 定义 还 必须 庶 用 近代 数学 中 极其 重要 的 单位 分 解 的 存在 性 . 

设 ( 开 ,5 杀 ) 为 na 维 C” 可 定向 流 形 , 萝 为 其 定向 , 记 此 定向 流 形 为 大 , 乌 为 村 上 
的 次 C* 外 微分 形式 ,auppm = jpE 邮 | mtp) zz 01 为 紧 至 集 .10 的) 本 
IieEgic 艺 , 且 It To € pl 为 贞 的 局 部 有 限 的 开本 六 ,ij& 1 a EE | 为 从 属 
于 1 Ea 所 pi 的 广 妆 单 位 分 解 .在 (4 ,gq,) 过 | 中 ， 

Baw = ga adxoe A A dss. 

证 然 ,sauppgom C supp@ 为 紧 致 集 , 故 


cnn ap 
fa 站 
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= | ,ee = py 


= * 号 -1 L 证 1 ，， 
> nete a ) Pa Cx 和 Pe 
2 (Be * Pa) 《2 ) ”四 


Er Te MA) 
为 久 在 古 上 的 积分 ,其 中 (pi "tw 为 pot Uo) 上 的 次 CC” 外 微分 形式 (pa ) "ew 
= a dd 抽 去 外 积 号 六 .因为 suppew 紧 致 和 |g, 1a EE 
产 | 关于 广 六 单位 分 解 的 定 关 中 的 条 件 宛 ,suppew 只 与 有 限 个 suppg 相交 .所 以 上 述 
和 中 实际 上 只 有 有 限 项 可 能 不 为 和 应 用 区 曼 积 分 中 的 变 赴 代 换 公式 ,容易 证 明 积 


分 | @ 的 定义 与 1{ ,gw) ,gs 1 a E ui 的 选取 无 关 , 即 积分 的 定义 是 合理 的 ， 
由 上 述 和 黎 曼 积分 的 性 质 立 即 有 
定理 15 “ 设 ( 财 ,区 ) 为 a 维 C” 流 形 ,多 为 其 定向 . 导 为 相应 于 钞 的 定向 流 


形 , 多 ,W100 为 时 上 的 a 次 C” 外 微分 形式 ,suppa ,suppmi ,supp 为 紧 致 集 ,4 ,1 
RR. 


P| w=-|w, -县 为 与 慑 定向 相反 的 定向 流 形 : 


pa | oo + Lon97 ) 一 wm 十 p| oz: 


3 如 果 遇 ,14; 为 上 的 不 相交 的 开 集 ,前 = 本 蝇 旺 . 且 , 且 与 提 的 定 同一 


致 , 则 
[To 


3.3.4 斯 托 充 斯 定理 


在 引进 流 形 时 的 定向 ,边界 流 形 3F 的 诱导 定向 以 及 定向 流 形 上 微分 形式 的 
积分 后 ,就 能 建立 极其 重要 的 斯 托 克 斯 定理 . 

定理 匠 设 ( 下 ,多 ) 为 m 维 CC” 可 定向 流 形 , 欠 | 为 其 定向 ,里 记 不 为 开 子 流 
形 ,3 旧 为 肝 的 边界 ,或 者 为 空 售 或 者 为 n -1 维 C6” 正则 子 流 形 . 相 应 于 六 的 定向 
流 形 条 确定 了 时 和 (时 的 诱导 定向 确定 的 )3 财 .所 为 下 上 的 1 次 上 ”微分 形 
式 ,Suppe 是 紧 致 的 .19 村 一 并 为 包 合 映射 . 则 


) am = Lr o( 或 | wm Law). 


在 不 致 混 汪 的 情形 下 ,将 斯 托 克 斯 定理 记 作 | dw = | o- 


2 村 
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3.3.5 R" 中 斯 托 克 斯 定理 的 几 个 特例 

例 2 牛顿 - 莱 布 尼 兹 公式 (图 3-1). 

村 己 R* 为 1 维 C” 正则 于 流 形 ,3M = 1a, 61, 县 为 1 维 C" 定向 流 形 ,|:1 ww 
Et+teto 和 ete > 人 为 洁 M 的 定向 局 部 坐标 系 .3 六 = }_ ga, + 上 | 为 
庄 导 定向 所 确定 的 流 形 .@ = f,dw = df, 则 

Ly = hh a A | - 


和 侧 3 格林 (G.Green) 公式 
下 = 于, 材 为 民 中 的 有 界 区 域 ,3 必 为 C” 封 半山 线 , 昌 为 1 维 正 则 子 流 形 . 定 


向 流 形 玉 确定 了 并 种 诱导 定向 确定 了 流 形 和 .ww = pdx + ddr,d0 = 
(将 - 2) ds A dy, 则 
| (至 - 32) dx Ady = | ,pdr + gy 


例 4 斯 托 克 斯 公式 (图 3-1). 
多 为 了 中 2 维 C” 正 则 子 流 形 ( 超 曲面 ) , 虹 为 下 的 开 子 流 形 ,3 和 为 1 维 C” 


正则 子 流 形 , 且 为 C” 封闭 曲线 .定向 流 形 僻 确 定 了 态 和 诱导 定向 确定 了 5M.@ 
= pdx + gdy + rdz, 


a 


dy Adz dz 六 dr dx 六 二 
3. 3 Ea 
do = | 3 3y 9 
p 如 r 
则 
dy Adz dcAd dr Ady 
可 可 人 9 
[| Bx 37 EP = [2 + gdy + rdz. 
Pr r 
抽 5 高 斯 公式 (图 3-1). 
多 = RB, 村 为 本 中 的 有 界 开 集 ,3 村 为 2 维 C” 正则 子 流 形 , 且 为 闭 超 曲面 . 定 
疝 流 形 斑 确 定 了 孚 各 诱导 定向 确定 了 5 六 .ww = pdy A dz + qdz A dx + rdr A dy, 
de = (32 + $9 + St) dx A dy 上 Ad, 则 


| (P+ jdtzAdyAdzz= | pay A dz ed A dx + rdx A dy. 


4 荣 曼 流 形 。251 。 


xz 


4 黎 受 流 形 


4.1 歼 曼 度量 和 效 曼 流 形 


4.1.1 向 是 从 上 的 束 器 度量 


设 上 = TE, 直 ,x ,CLOm,R),R", 洛 | 为 CrE 10,1,.…,%m|) 向 量 从 , 睹 为 nn 
维 C 流 形 . @"2& = jy 于, ,GL(m?,R),R" ,多 97| 为 8 的 (0,2) 型 0 张 量 
从 .所 谓 C 向量 从 & 上 的 一 个 己 繁 曼 度 量 或 内 积 就 是 在 冬 个 绎 维 上 正定 和 对 称 的 
0 截面 g = 《,): M9" E., 妈 对 任何 p € MM,(0,2) 型 张 量 ( 双 线 性 函数 )8。 = 
Cp Ex ER = 了) 满足 : 

Lg 0 8) = 0, 正定 性 ; 

2 go) = gp(Y,X) ,对称 性 ; 

7 为 C" 张 量 场 (C" 性 )， 
其 中 天 ,YE€ 五 . 

设 (zr 下 本) 网) E 党 为 的 局 部 平凡 化 , 守 Cx) = 有 人 本 人 = 1,2,…,m 
为 x (pp) 的 基 , 多 = 条 看 (P) 下 (Pp 让 为 中 关于 (rr 5) ,网 ) 的 分 量 .由 定义 , 显 


然 {&y) 和 它 的 北 矩 阵 都 是 正定 年 阵 .如 果 瑟 = > ak ,y - Mw%, 则 
i=1 j=l 


(在 ， F) 三 Daitig;. 
jl 
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如 果 ( 严 1》 郑 ) 扎营 为 的 另 一 局 部 平 几 化 ,X = pa tp et = 1,2,*° 
m 为 x-'(p) 的 男 一 基 . gy = g( 训 (p) ,各 (p)) 为 8 关于 (x-'( 9), Wp) 的 分 量 , 则 


= > didigy ， 


上 


By 
四 六 "| | 人 站 人 站 … 
gn va 和 dl dg pnw 和 
其 中 P= (d= CC = goplp). 

0" 同 量 从 tt 上 给 定 一 个 罕 黑 度量 sg =“,) ,直观 上 就 是 将 每 一 点 的 纤维 赋 以 内 
积 而 欧 几 里 德 化 ,同时 要 求 从 一 点 到 另 一 点 变化 时 保持 C 性 .因此 , 它 就 是 欧 几 里 
德 空间 的 推广 . 

定理 1 { 歼 曼 度 世 的 存在 性 ) 设 ( 形 , 锣 ) 为 m 维 CrsT 的 4 流 形 , 则 如 
向量 从 二 = j 吕 , 机 ,rrCGLCm, 腿 ),R ,多 | 上 存在 区 加 度量 ， 


4.1.2 切 从 上 的 区 强度 是 
当 & 海 np 维 C* 度 形 上 材 的 切 从 时 ,五 = 一 ,Y= 


m= n= (ce) = 


3 
ga(p) = (2) ,p= (0 = c-- pp) - 二 各) .此 时 , 称 (MM,8) = (MM， 
(,)) 为 n 维 C” 柳 易 流 形 . 

设 (.,9s), 1x 为 PE 好 的 局 部 坐标 系 ,6y = g( >,;) 为 8 关于 Ex! 的 分 


量 .由 定义 ,显然 (6) 以 及 它 的 逆 撼 阵 ( #5) 都 为 正定 矩阵 . 如 果 X= >“ 冯 学 ,了 
= 22 方 ， 则 


g(X,Y) = ey. 


如 果 ( 0p,8p) ,17Y1 为 € 李 的 另 一 局 部 坐标 系 ,& = 引 37.37); 则 
一 dnt | 
出 上 ,= ay Oy 
- _ 9z 90 2。 9 
四 *" | 9y! oy 国 人 站 dy dn 
Ent 机 dx! a Oar gnl 园 抽 Sm ar 加 9 
a ”ar 2p ”ay 


由 此 可 给 出 Cr = 1) 黎 操 流 形 的 坐标 观点 (古典 观点 ) 的 定义 . 


4 歼 蜡 流 形 + 253 ， 
设 蚌 ,了 了 籽 , 称 于 长 | =《 玫 ,天 为 天 的 模 . 如 肾 于 关 0 了 天 和, 根据 施 
下 将 (长 . 旦 .由 .Sehwarzy 不等式 1 天, 了 1 过 下 天 直子 可 民 定 关 下 和 之 商 的 来 
角 60 二 有 sm 为 


cos6 = rl 
”省 下 上 


没 c:[a, 拉 一 好 为 C" 曲线 ,oi(1) = cf 起 ) 为 治 s 的 切 向 量 场 ,定义 从 a 到 
b 的 a 的 长 为 
中 中 
{els= | 00, = | et lad. 


一 般 地 ,--- 条 分 段 Cr” 曲线 ov{ 即 zif ae， 4] i 时 连续 ， Hz 在 [i&,t,1] 二 党 人 
曲线 .5 = 1,2,…, 大 一 1), 其 中 心 = f= 6 的 长 定义 为 
Il = Dilo tn, 
通过 简单 计算 知 , 1 a1， 不依 束 于 o([a,5]) 的 参数 的 选中 . 
定理 2 设 (M,#) 为 nn 维 连 通 C” 获 晕 流 形 , 对 任 人 和 p,g 所 出, 今 
plp.9) = infllg 1 | og 为 连接 p 和 9 的 分 段 C” 曲线 | ， 
则 
ptp,9) = infllc1la 为 连接 p 和 4 的 分 段 0C” 曲线 ,日 在 各 段 上 处 外 x 0|. 
进一步 , {时 ,po) 为 度量 空间 ,并 且 由 p 所 诱导 的 拓扑 和 流 形 民 上 的 拓扑 --- 致 . 
定理 3 设 ( 于 ,名 为 连通 的 rn 维 0” 流 形 , 则 以 下 条 忻 是 互相 等 价 的 ; 
lp 时 为 4 空间 ! 
之 和 于 上 存在 获 曼 度量 ; 
加 时 为 度量 空间 . 
定理 4 C” 的 4, 流 形 ( 宁 ,从 上 切 从 上 = | TN, MGLP 及),R ,村 的 构 
造 群 总 可 葡 化 为 O(n); 它 可 简化 为 S0(n) oo 流 形 (有 H,2 是 可 定向 的 . 


4.2 ”第 一 型 积分 


4,2,1 CC” 规范 正 交 基 


由 格拉 姆 - 施 密 特 (J.P.Gram-E.Schmidt) 正 交 化 过 各 ,有 

定理 5 设 (MM,g) = 《上 机,《,)) 为 4 维 C” 笋 归 流 形 , 则 在 任何 局 部 举 标 系 t 二 
9p) ,xi| 中 , 必 存 在 C0” 的 规范 正 交 基 向 量 场 . 

定理 6 设 (W,g) = {村 ,(,)) 为 n 维 C” 节 曼 流 形 .|e1i = 1,2,…,nl 和 
je 1 i = 1,2,… ,ni 为 TM 的 规范 正 交 基 , 而 | ei 1 i = 1,2,…,ni 和 |ei1i=1,2，, 
… ,ni 分别 为 它们 的 对 公 基 .如 果 [e,,…,es] = [el,…,e,1{ 定 向 相同 , 即 这 两 组 
基 向 其 的 变换 矩阵 的 行列 式 天 于 0), 则 
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eA 
此 外 ,p 的 局 部 坐标 系 (U,g)，|x| 与 [eB] 一 笋 , 即 [ey,…,en] = 


[3 
el A A er = vdetlgy) dr A A dw, 
其 中 gy = 《25> 
4.2.2 ”体积 元 


设 ( 遇 ,8 为 n 维 C0” 可 定向 的 获 虹 流 形 ,由 定理 5 和 和 6, 在 上 上 确定 了 一 个 处 
处 非 0 的 C*n 形式, 它 在 每 个 与 时 的 定向 0 = 10, 15 E Wi 一 至 的 局 部 坐标 系 


(os 中 ( 即 | 二 ,了 =- 0,) 可 表示 为 


ehhe= det( gy) dx! A ph dx , 
称 它 为 HM 上 的 由 定向 0 = 10, 1p € 时 | 确定 的 体积 元 , 记 作 dV. 当 m= 1 时 , 称 
为 驮 长 元 , 记 作 ds; 当 = = 2 时 , 称 为 面积 元 , 记 作 d4. 
值得 注意 的 是 dy 是 好 上 处 处 非 妨 的 ”次 微分 形式 .根据 3.3.1 定理 12 T 知 
dV 正 表 明了 上 季 的 可 定向 性 . 


4.2.3 ”绝对 体积 元 和 第 一 型 积分 


设 (M,g) 为 上 维 C” 黎 曼 流 形 (型 不 必 是 可 定 同 的 ) ,定义 绝对 体积 元 为 
1 dV l= v det(gy) dx de 
(在 局 部 坐标 系 1x'| 中 的 表示 ). 
设 f 为 MH 上 具有 紧 支 集 Suppf = |p € 入 1 放 p) zz 0i 的 连续 函数 . 理 进 一 步 可 
以 定义 第 一 型 积分 


| 了 19FT= 2), md po) (pa P21) v det( gy) dxl dx 


容易 验证 , 它 与 好 上 的 局 部 有 限 的 局 部 坐标 系 |( 下 ,ml leEe pt 的 开 和 覆盖 
以 及 从 属于 它 的 和” 广义 单位 分 解 和 p | a 所 | 的 选取 无 关 ， 
对 于 坚 上 的 任意 连续 因数 六 仿 
Ap, fp) = 0, 0， fx) > 0, 
F (p) = {4 Ap) < 0， 广 站 =1 Rp), fp) a 0. 
如 果 ( 肝 ,g) 为 n 维 C” 连通 整 曼 流 形 ,根据 定理 3,. 虹 为 4: 5 间 , 因 此 存在 时 中 的 


开 集 及 ,使 得 有 紧 致 , 尘 三 凯 坏 , 且 遇 ) CM Lo NH» CC 人 全 … . 当 
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| dV | 和 lm], fay 


中 至 少 有 一 个 有 限时 ,定义 
| ar 加 | Pdri- 各 rar 
为 了 在 如上 的 广义 第 一 型 积分 .明显 地 它 是 第 一 型 积分 的 推广 .值得 注意 的 是 这 
定义 与 1M 1 = 1,2,…| 的 选取 无 关 ， 各 全 人 + om 或 -om. 
当 上 = 1 时 , 称 | 1dy1= 2 nV do…d 为 W 的 
虱 积 , 它 也 可 为 + om ,1 维和 2 维 情形 ， ‘体积 ” 通常 分 别称 为 "长 度 ” 和 “面积 ”. 


特别 当 机 为 4 维 C~ 紧 致 连通 黎 间 流 形 时 , 上 述 的 lim | "1 dy 1 
lim| 广 | dy dV | 都 方 有 限 值 .还 可 选取 向 = 和 天 = 1,2,*… 


如 果 村 为 定向 流 形 ,dV = el A … A er 为 体积 元 (其 中 tei 1 i= 1,2,…,n} 为 
与 定向 一 致 的 规范 正 交 基 ) , 则 
[rari=], ferA he 


为 区 别 起 见 , 称 定向 流 形 寿 上 的 外 微分 形式 的 积分 | ， w 为 第 二 型 积分 . 


4.2.4 CC” 浸入 子 流 形 的 柳村 度量 
定理 7 设 ( 册 , 贸 ) 为 nn 维 C” 流 形 ,( 有 ,8g) 为 n; 堆 C” 黎 晤 流 形 ,f: 时 | 一 
为 CF” 淄 人 , 刚 "gg 为 (采信 ) 上 的 C0” 柳 曙 度量 ,使 ( ,8) 成 为 CC” 黎 曼 


流 形 . 
例 1 设 (8g) = (村 ,《,)) 为 n 维 0C” 笋 曼 流 形 .so:fa,5] 一 贞 为 0” 有 曲线 ， 


则 在 上 于 的 局 部 举 标 系 1x| 中 ,曲线 弧 长 为 
= [tae Oe 


: "dx! 9 dx 9 .12 
一 {#2 dt dx *s >) dt 


-外 [es 党 ey} 
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在 微分 几何 里 ,有 时 记 作 
- Dar dx . 


责 . - 般 地 ,如 巢 为 时 的 上 维 Ce 正 由 子 流 形 ， I 
用 于 的 局 部 坐标 系 . 则 天 上 的 下 维 体积 元 为 


dV = [lelaa)} ee A A de 


:= 1,2,.."",k| 为 定向 请 


加 和 Dx 2 1 过 
= {sal s( > 9 jm > 32))] de A Ade 
1 Le 
- ae > ia SS) du A A du 
ja! gx ax 3x 1 
du Dig ga a 
=- 1del : : : : : : x 
az， 9x ig 7 gm or dw 
a dm. anu! pp 
du!l A A dit. 
例 2 设 1xi) 为 R" 的 通常 的 整体 坐标 系 .定义 RR* 上 的 0C” 黎 时 度量 为 
9 了 ， 
(i = 新， 


{XT = < pr 2 > Pay. 
显然 ,| 了 ;| 为 整体 的 规范 正 交 的 C” 坐标 基 向 量 场 ,而 1dxi| 为 其 对 个 基 ,dV = dx 
A … A du 为 体积 元 ， 
设 开 为 R" 中 -1 维 C” 定向 正则 子 流 形 ,加 上 的 局 部 坐标 系 Hu'，…， wr- 


与 月 一 致 ,由 R* 的 上 述 获 加 度 量 诱导 出 上 上 的 一 个 莹 曼 度 居 ， 设 ># 训 为 M 上 
的 与 于 相 - 一 致 的 C” 单位 法 向 量 场 . 则 


xl xn TT ox! axl 1 
J 4 Fl 5 。。 Jeni 
dr = 41detl  : : : : det A A da"! 
bE 网 Dr dm 
ut! gu-! 站 吓人 A 一 上 


= DTMidrl AAA de 


例 3 设 到 的 通常 的 整体 坐标 系 为 rz,y,zj, 玉 为 Rs 中 的 2 维 Ce” 定向 正则 
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子 流 形 , M 上 的 局 部 坐标 系 [u,o 与 六 一 致 .由 了 的 通常 的 黎 受 度量 诱导 出 W 上 
的 一 个 第 曼 度 贡 , 则 在 此 局 部 坐标 系 中 ,与 上 # 一致 的 C” 单 位 法 向 量 场 为 
| 如 
du * oe 
1 站 x 训 | 
于 是 ,身上 的 面积 元 为 
dd = Ady A dz — Ridx A dz + Rrdx A dr 
= (de Ad 
h! hr kh: 


| | | 
_ | 主人 4 二 
三 3-+h ay + 可 z 


= deda du Hr ldu A dr 


dA de 


: 器 3 dd 中 妙 
如 果 记 a 三 grr 三 (gr ge): FE 三 《2 :71: 则 


2 | 1 
沪 x 子 | = (8c - ， 
dA = (EG Fo)l2du A dr. 
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5 引 言 


李 群 是 挪威 数学 家 和 全 (Marivs Sophus Lie, 1842 一 1899} 创 建 的 一 类 群 .他 在 研究 
微分 方程 解 的 分 类 时 , 虽 入 了 连续 变换 群 及 其 在 单位 元 附近 的 导数 所 构成 的 无 穷 
小 集 换 的 集合 ,并 赋 究 了 它们 之 间 的 关系 ,这 就 是 今天 所 谢 的 (局 部 ) 李 变换 群 及 上 比 
硅 代 数 . 

全 的 工作 在 最 堵 镑 区 -个 时 期 内 与 数 党 的 其 他 分 六 关系 不 大 ,但 是 , 自 1920 
年 以 来 由 于 基 混 {Killing) , 嘉 当 (E,Cartan),H、 外 外 (WeyD) 守 的 工作 有 了 迅速 发 展 ， 
李 代 数 息 包含 模 李 代数 .Kac-Moody 代数 等 已 独 忆 于 李 样 ,党 有 代数 群 、 世 于 群 等 
等 .无 论 从 诬 度 ,还 是 从 广度 来 说 ,“ 李 群 理论 " 书 不 能 表 水 寺内 容 . 因 而 ,许多 学 者 
人 条 其 为 "水 理论 "(Lie Theomy) , 它 已 成 为 数学 的 个 重要 分 反 . 这 个 理论 不 仅 与 数学 
电 的 各 个 分 支 有 密切 关系 ,而 且 与 物理 学 .化 学 等 均 有 本 挨 的 联系 , 

出 于 篇 幅 所 限 ,我 们 只 能 介绍 最 基本 的 概念 与 知识 .过 电 的 介绍 分 为 四 部 分 : 
全 代数 , 李 群 , 紧 李 群 的 结构 和 紧 李 群 的 表示 . 


1 李 代 数 


1.1 李 代 数 的 定 头 


定 兴 1 车 域 下 上 线性 空间 有 .二 元 运算 (*,?)} 一 [rzr.y?j( 通 常 称 为 换 位 运算 
战 括 积 }, 是 满足 : 

1 此 二 元 运算 是 双 线 性 的 ; 

[x,x] = 0,YxEqi 

了 雅 可 比 (Jacobi) 恒等式 成 立 , 即 

[x,[y,z|] + [¥,Lz,x)] + [zs,Lx,y|] = 0, be 所 归 ， 

则 称 s 为 三 上 的 李 代 数 . 

出 了 ,之 得 出 

Ex =- Lyx] 人 YE 
定 兴 2 设 宙 是 域 玉 上 李 伐 数 9 的 一 组 基 , 则 有 
[xi 区] 三 了 > Ci,. 


称 数 组 | 04,1 < iij 上 声 ni 为 gq 对 于 莽 ,x ,…' ,x 的 结构 常数 ， 
定理 1 当 且 似 当 下 列 条 件 成 立时 , 域 FF 中 数组 六 ,| < 后 六 二 过 nl 能 成 为 
上 nr 维 李 代数 的 结构 常数 . 
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?et =0le ke 4, 
2 人 = 一 1 en 


FP CHCRE 4 ChCF 4 GCP) = Ol a bi hmen. 


设 m,(i = 1,2) 为 李 代数 的 非 空子 集 ,分 别 以 mi + m2,[ mi; mz] 表示 由 | m 
+ mlm 人 Emil,lm, ml me nm 生成 的 子 空间 . 
定义 3 ”车 李 代数 g 的 子 空间 于 满足 


[日 ] 筷 日 ， 
则 称 为 9 的 于 代数 ; 若 满 足 
[a,b6] cb, 


则 称 为 的 理想 . 
Ca = lzEglxy]= DYryrcE gl 
是 8 的 理想 , 称 为 g 的 中 心 ， 
定理 2 设 9 是 李 代 救 和 的 理想 .在 商 空间 
人 和 = r=*+lxtEd 
中 定义 括 积 为 
[x,¥] = [x,y], YXxyEg, 
则 9x6 也 是 李 代 数 , 称 为 & 对 日 的 商人 代数. 
定义 4 了 上 李 代 数 由 到 呈 上 李 代 数 系 的 线性 映射 (线性 局 构 )9 车 请 足 
他 人 [9]) = [gtx), pp) Yr EE 名 
则 称 9? 是 本 到 名 的 向 态 { 同 构 ). 
久 与 华 同 构 , 记 为 负 兰 所. 
设 乡 是 李 代 数 g 的 理想 .6 到 8 的 自然 映射 = 也 是 李 代 数 的 同 态 . 
定理 3 设 yp 是 李 代 数 到 李 代 数 吧 上 的 同 态 , 则 ”的 核 ker 是 g 的 理想 ， 
有 okerp a tr. 


1.2 线性 李 代 数 与 表示 


定理 4 设 ? 是 域 F 上 的 线性 空间 ,gl(Y) 是 的 所 有 线性 变换 构成 的 结合 民 
数 , 在 有 CF) 中 定义 插 积 如 下 
[A,B] = AB - BA, YA,BE a(W, 
则 由 入 是 李 民 数 , 称 为 一 般 线 性 李 代 数 . 
域 上 所 有 踢 方 阵 gCn, Ff) 构成 一 个 结合 代数 ,在 其 中 定义 括 积 : 
[A,B] = AB- BA,YA,BE gn,F), 
则 构成 一 个 李 代 数 ,dimy = nin 时 ,gl(n, 让) 与 (VY) 同 构 , 也 称 为 一 般 线 性 李 代 数 . 
定 兴 5 Cn, FCgl( 让 ) 及 其 子 代数 均 称 为 线性 李 代 数 . 
除 昌 (ar) 外 ,重要 的 线性 李 民 数 丰 
tf 特殊 线性 李 代 数 
sin,F) = {FE gn,F)luk = 10 


1 地 代数 ， 263 ， 


* 正 交 李 代 数 
Son FF) = {XEgR,F) | N+E= 人 0. 
了 辛 李 代数 
sptn, ph = [YE plfn, FF) | XTUJ+ AX = 0, 
其 中 
0 所 
/= [ o| 
所 是 rn 阶 单位 方 阵 . 


中 洛 伦 莎 [Lorentz) 李 代 数 
设 p,q 为 非 供 整数 ,1 = diag(- 上 上 ,1)， 
olp,q9,F) = {XE gp+t a Fl XG+ ha = 0 

P=0g= rn 及 p = n,9 = 人 0 为 正 交 李 代 数 . 

?9 西 李 代数 

afny = [RE pn CE XT+ X= 0. 

是 rn 维 实 李 代数 . 

你 特殊 本 李 代 数 

suf nr) = win) 人 slin, 0). 
7 [p19) 型 西 李 代数 
utps9) = {XE NRC HIRT th X= 人 0. 
8 特殊 (p,q) 型 丁 李 代数 
su p,q9) = utp,9) NM sltp + 9.0), 
9 {p,q) 型 辛 李 代数 
sptp;9) = {XE gll2(p+ CTX + IE =0, 
XE + RX = 0, 
其 中 
,sy = diagt .0 , ,49). 
当 p = 0,g = #4 或 p = mg = 0 有 时 ,有 
sptn) = sptn, OC) NN wl2n), 
tf 特殊 正 交 星 李 代数 
s0" (2n) = XE pll2n, OC) | REIT = 0,XT+X= 0 

是 2 - n 维 实 李 代 数 ， 

tt 夯 星 李 代 数 

a (2n) = {XE GL2n,C) | ETT = JK}. 
I> 特殊 正 交 星 李 代数 
su” {2n) = nu* C2#) | sii2n, OC), 

定义 6 设 4,Y 分 别 是 域 [ 上 的 李 民 数 和 线性 空间 .车 jp 是 9 到 gt VW 中 的 一 
个 同 态 , 则 称 o( 或 (4p, 态 ) 是 9 的 一 个 以 了 为 表示 空间 的 线性 表示 , 简称 表示 ， 
dim Y 称 为 表示 的 维 笋 ,ker p 称 为 表示 的 核 . 
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定理 5 设 f 是 忆 域 上 的 李 代 数 , 则 对 任 一 9 可 以 定义 gt(g) 中 的 -一 个 元 
过 adx 为 


adx{y) = [Xp],YyEN. 
W(tad,q) 是 8 的 -个 表示 , 称 为 g 的 伴随 表示 . 
区 ,村 于 芋 扯 站 
Blix,y) = tr(adxyady) 
是 9 上 对 称 双 线 性 耳 数 , 称 为 g 的 基 灵 (Kiling) 型 ,满足 
Bi[x.pl,2) + By x,z)) = O00, YX,y,.TEN. 
l]? slf(a ,ee) 的 基 冰 型 是 BLE,Y) = 2ntrf KY). 
2 soflpnae) 的 基 疯 型 是 BUE,YF) = {nn -2)U0( XY), 
spt ny 如) 的 基 汉 型 是 BOE,YD) = 207 4 rt KY). 


1,3 ”可 解 李 代 数 与 妖 零 李 代 数 


定理 6 设 g 是 域 上 的 李 代 数 ,定义 
Pd = qo 一 i 
= = Lj 

别 它 们 都 是 9 的 理想 ,分 别称 为 和 的 导 代 数 序列 与 降 中 心 序列 . 

定 灾 了 设 # 是 域 请 上 的 李 伐 数 . 基 有 上 天 使 得 和 = 0. 则 称 和 为 笑 零 李 人 代数; 车 
有 下 使 得 = 0, 则 称 为 可 解 李 代数 . 

显 热 ,交换 李 代 数 是 等 零 李 代数 , 需 零 李 代数 是 可 解 李 代 数 . 

域 忆 上 所 有 皮 阶 上 三 角 方 阵 集 葡 请, 六) 构成 可 解 李 代数 ， 

域 严 上 上 所 有 点 阶 对 角 元 素 相等 的 上 三 角 方 阵 集 ak, 产 ) 构成 等 堆 李 代数 . 

定理 7( 恩 格 尔 (Engel) 定理 ) ” 设 F 是 复数 域 C 上 的 线性 空间 , 立 是 (让 的 子 
代数 ,其 中 任何 元 素 均 是 上 的 等 零 线性 变换 , 则 0 是 吾 零 本 代数 

定理 钠 李 定理 ) 设 (p,W) 是 复数 域 C 上 有 限 维 可 和 解 李 代数 g 竟 有 限 维 表示 . 
则 在 了 中 有 基 , 使 得 任何 * E g,elx) 在 此 基 下 的 矩阵 为 上 : 角 算 阵 . 

定 久 4 当 且 充当 x € 0 时 ,车 李 代 数 g 的 蜂 零 子 代数 日 满 足 [x ,0 了] c bb, 则 称 
和 为 g 的 嘉 当 子 代数 . 

定理 9 设 六 是 复 李 代数 的 嘉 当 子 代 数 , 则 有 子 空间 的 直接 和 分 解 : 


8 = b+ qs 


| 
其 中 4 是 上 的 非 零 线性 函数 的 集合 , 称 为 根系 ,其 元 素 a 称 为 根 ， 
Go = IxE ql{adh— octh)id) ry = 0,k€ 0 
称 为 属于 ea 的 根子 空间 , 工 述 分 解 称 为 g 对 站 的 根子 空间 分 解 ， 


1.4 半 单 李 代 数 
定 光 3 如 果 李 代数 g 中 不 舍 非 平凡 的 交换 理想 , 则 称 为 半 单 李 代 数 ; 若 还 趟 


1 李 人 代数 ，265 ， 


含 非 平 凡 理 想 , 称 为 单 李 代数 ， 

定理 垢 ” 李 代 数 g 关 于 下 列 条 件 等 和 价 : 

ls 是 半 单 的 ; 

2 不 售 非 平凡 的 等 零 理 想 ; 

3 不 含 非 平凡 的 可 解 理想 ; 

站 基 域 特征 为 零 时 , 基 灵 型 非 退 化、 

定理 l 基 帝 弄 非 退化 的 半 单 率 代数 可 分 解 为 单 理想 的 直接 和 , 除 这 些 单 理 
想 的 次 序 外 ,这 种 分 解 是 唯一 的 ， 

特别 ,从 此 定理 知 复 半 单 李 代 数 的 研究 归 铺 汶 复 单 扯 代数 的 研究 . 

定理 12 设 是 复 半 单 李 代 教 的 亮 当 子 代数 ,4 的 根子 空间 分 解 为 


g = 日 + 2 


其 中 A 是 根系 .出 有 以 下 结论 ; 
1? 0 的 基 灵 型 B(x,y) 在 6 上 的 限制 (x,y}) 是 非 退 化 的 ,于 是 ,可 和 将 5 与 其 对 个 
空间 ”等 则 , 即 有 
ath) = {ash), 9 直径 站 = 日: 
ZZ 车 a © 轨 , 风 当 且 促 当 上 =+1 时 ,i EE 24; 
条 上 线性 生成 站 
站 omg = 1， 
= {x Enl[Rk,x)] = Ca,h}r.h EE Os 
香 设 as. 有 8E 生 , 则 
ferps 若 a+ 间 二 人 1， 
-| 车 a+8=0, 
(0)， 其 他 . 
外 设 岂 是 4 生成 的 实 线性 空间 , 则 dimba = dimb, 且 基 灵 型 在 如 上 的 限制 4z， 
y】 是 正定 对 称 双 线 性 的 ,因此 bs 成 为 欧 几 里 德 空 间 ; 
天 设 a.P€© 态 , 则 , 
a r . 
本 从 = 了 r= ,1,2,3. 
定 人 六 10 设 V 是 rn 维 实 线 性 空间 ,yj ,v,,… ,Ys 是 一 组 菇 ,在 WW 中 车 有 卡 使 得 
Yi = 间 ,1 二 -1 > 提 定 广 订 为 


Pe > Pp, 


这 种 序 称 为 字典 序 . 若 ，> 0(v < 0) , 则 称 s 为 正 { 负 ) 向 量 . 

定 光 二 ” 设 晶 是 复 单 李 代 数 & 的 嘉 当 于 代数 ,4 是 8 对 日 的 根系 .在 br 中 给 
定 字 典 序 ,4 中 正 ({ 负 ) 向 村 分 别称 为 正 { 负 } 根 .所 有 正 ( 负 ) 要 的 集合 A,(5A_) 称 
为 正 { 负 ) 根系 .车 a € 4, 具 不 能 写成 两 个 正 根 之 和 , 则 你 为 寄 根 ,所 有 罕 根 的 集 
全 开 称 为 案 根系 . 

定理 13 设 8 是 偶 半 单 李 代 数 f 的 嘉 当 于 代数 .4,4.,4_, 芋 分 别 为 日 对 目的 
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A= A A,A=- 
2 设 末 = | 0 1, 荐 民 伺 4，, 则 有 程 上 1 ， 疝 演 ，”” ， 改 法 本 坪 使 得 
站 二 0 顾 态 ，; 
了 3 开 是 6 与 ba 的 基 , 且 若 a € 4,, 则 
妖 三 Oka, ki 非 负 整 效 ; 
Eml 
品 设 wi 区 EH,t 拓 j; 则 
2(0,, 0) 0, _ 1, 2 或 _ 3， 


(oa 
矩阵 
2000) .| 2lg1, 6,) 
{or ,1) 《en ,Hn ) 
O08) Hn) 
{gl 1) ,汪汪 二， 
称 为 g 的 嘉 当 乱 阵 . 


定 党 12 设立 三 |! 竹 1 ;站 7， | 是 9 的 束 根 系 . 以 nt 个 点 分 刘表 示 &， "和 

on ;将 第 i 点 与 第 j 点 用 
4 tr) 
(C0, (G0) 

条 线段 连接 起 来 , 若 (w&; ;ay) <《 色 上) 则 画 一 个 从 第 j 点 到 第 i 点 的 箭头 ,如 此 得 
到 的 图 形 称 为 二 或 g 的 邓肯 (Dynkin) 图 . 

定理 材 1° 当 且 羽 当 它们 的 邓肯 图 相同 时 ,二 复 半 单 李 代 数 同 构 . 

2 当 且 仅 当 其 根系 不 能 分 解 为 两 个 正 交 子 集 之 和 ; 当 且 仅 当 其 正 根 系 不 能 分 
解 为 两 个 正 交 子 集 之 和 ; 当 且 仅 当 其 素 根 系 不 能 分 解 为 两 个 正 交 子 集 之 和 ; 当 且 人 奴 
当 其 邓肯 图 是 连通 的 时 ,一 个 复 半 单 李 代 孝 是 单 的 . 

定理 地 复 单 李 代数 的 邓肯 图 有 而 且 只 能 有 以 下 情形 : 


个 向 
| 各: 2 n-l nn 
加 瑟 : 
1 2 着 一 下 
0 OD 
Fo, 


1 李 代 数 ，267 ， 


丘 一 上 
PD,: ”> 2 | 
nn 


3 Ee: 1 2 3 4 5 
| 

Ey: 1 2 3 4 5 6 
,; 

PE,: 1 2 3 和 4 5 6 7 
|, 

: 1 2 3 4 

Fo nit 


及 ,CD 分 别 是 sl(n + 1C) ,so(2n + 1,C),sptn, 人 CD) ,so(2n, 人 C) 的 图 ， 
这 些 单 李 代数 称 为 典型 单 李 代数 . 

Re Ey Br, ,GG 所 对 应 的 李 代 数 称 为 例外 单 李 代数 . 
单 李 代 数 的 嘉 当 矩 阵 如 下 . 
A : 

2 一 ] 0 

-1 2 一 
0 一 2 -1 如 
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Ci: 
2 -|] 
-1 
-1 2 -i 
一 了 2 
D,: 
2 -1 0 0 
| 2 -1 0 
2 -1 -1 
-1 2 0 
一 人 2 
G2: 
| 2 -3 
一 2 
Fi,: 
+ 一 0 0 
区 之 -2 | 
0 -1 2 -~ 
0 0 一 上 2 
Er: 
2 0 -1 
J pe 0 -1 
一 D 2 -1 
0 -1 -i 2 -1 
| 
-1 2 
FE:, 下 7 分 别 从 E, 的 嘉 当 策 阵 去 掉 后 两 行 两 列 , -- 行 一 列 . 
2 李 群 


2.1 可 群 与 局 部 李 群 


定义 1 李 群 旺 具 有 有 下列 性 质 的 集合 局 
PG 是 一 个 群 ; 


2 李 群 : 269 ， 


ZC 是 -一 个 解析 流 撒 ， 
3 乘积 流 形 Cx 6 到 56 中 映射 (x,y) 一 x 解析. 
注 ;3 中 条 件 也 可 改 为 (x,y)} 一 xy 解析 . 
申 定 尽 立即 可 知 YE EC,: 左 平移 1 与 厂 平 移居 均 足 解析 同 胚 映 射 .因而 过 
群 6 在 各 点 维 数 相 问 ,这 个 维 数 就 叫 6 的 锥 数 , 记 为 jim 
入 写 六 中 ,此 硬是 实 解 析 流 形 , 则 称 6 为 实 李 群 ,体坛 是 复 解 析 流 彤 , 则 称 
为 复 李 群 . 
任 - m 维 的 复 解析 流 形 , 有 自然 方式 看 成 2m 维 的 立 和 解析 流 形 . 央 南 复 李 群 
0, 也 是 2dim 6 维 的 实 解 析 流 形 .(x,y) 一 x9 是 复 解 析 流 丧 6x 5 到 6 上 .前 解析 映 
射 ,自然 也 是 实 解析 让 形 6G x 6 到 上 的 解 折 映射. 胡 此 时 妇 也 是 2dim 如 维 的 实 
例 1 R"( 或 C") 对 于 加 法 运算 就 是 维 实 {或 复 ) 党 样 ， 
例 2 Gn,R) 为 所 有 台阶 可 道 方 阵 的 集合 ,对 算 隆 漆 法 GLCn,R) 是 二 维 实 
同样 所 有 n 阶 复 可 赣 方 阵 的 集合 GLCn,C) 是 天 维 的 复 李 群 ,因而 也 是 2 维 
的 实 圭 群 . 
设 e 是 李 群 人 的 单位 孝康, 上 LU 是 e 的 -个 坐标 邻 域 .i gp) 是 标 梨 ,有 e 的 邻 域 
多 ,使 得 WW CU. 国 此 YWx,y EE ,有 地 © UU, p(xy) 量 p(x) 与 p(y) 的 解析 
Px = Crir Yar Es) = 
PP) = (Fr far J) = 
p(xy) 三 (A fa = Ax,y), 


则 有 
fF A Xo 2 in (2-1) 
汶 pW x 上 的 x i 与 ,7 的 解析 隙 数 ， 


x,y) = Ce ls, 四 hry)) 
称 为 乘法 函数 ,由 其 偷 导数 定 久 的 解析 函数 


x) = 3x 2 | lye 
EE 


称 为 辅助 范 数 . 

定安 2 设 孔 为 局 部 群 , 而 且 忌 在 p 下 同 且 于 欧 几 中 德 空间 中 的 -- 个 连通 开 
集 .车 a,5E€ Ta5-E 71, 则 9 本 -是 oa) ,951) 的 解析 钵 数 , 称 5 为 局 部 李 
糙 ， 

以 后 经 常 昨 a 表 沁 pt&), 因 而 上 述 条 件 可 改 为 (a ,58) 一 9” 是 解析 映射 . 

任何 李 群 6 的 单位 坐标 邻 域 显然 构成 局 部 李 群 . 

在 局 部 李 群 的 定义 中 ,可 把 Ca,8) 一 加- 解析 , 换 成 4a ,8) 一 地 解析 

定理 1 设 6 是 连通 拓扑 群 ,e 的 -个 开 邻 域 凡 关于 有 的 乘法 为 局 部 李 群 , 则 
在 蕊 中 可 引进 唯 的 解析 结构 使 6 成 为 李 群 ,其 诱导 折 站 与 原来 的 拓扑 一 致 . 
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定理 2 设 & 是 一 个 群 ,6 中 一 个 包含 e 的 子 集 Y, 又 是 6 的 生成 组 ,又 是 局 部 
李 群 . 则 有 唯一 的 方式 将 如 定 只 成 李 群 , 旦 在 的 某 个 单位 开 邻 域 上 解析 结构 是 -- 
致 的 , 且 6 连通 . 

定理 3 连通 李 群 6 的 拓扑 适合 第 二 可 数 公理 , 即 在 如 中 有 可 数 基 . 当 且 仅 当 
C 的 连通 分 支 至 儿 西 数 个 时 , 李 群 E 有 可 数 基 . 


2.2 李 群 的 几何 性 质 


设 6 为 李 群 ,( 吕 ,p) 是 单位 。 处 的 一 个 标 架 , 仍 以 x 表示 p(x). F(x,y) 是 和 

法 应 数 ,4(x) 是 辅助 函数 . 令 
Lx) = (Hr) Lx) = (Tx)). 

以 D'( 0) 表示 解析 向 量 场 集合 ,D,( 6) 表示 解析 一 次 微分 形式 集合 

定义 3 G 是 李 群 ,向 量 场 XE (6) 称 为 左 不 变 向 量 场 ,如 果 Yg E G 有 

dis(X) = X. (2-2) 
没 ,了 E D'(G) 都 是 左 不 变 向 量 场 .定义 换 位 运算 
[XY = KY XY 

则 [X,Y] 也 是 左 不 变 的 (。 表示 映射 的 合成). 

定理 4 李 烙 GC 的 所 有 左 不 变 向 量 场 的 集合 LieG 对 十 所 定义 的 换 位 运算 来 
说 构成 李 代数 , 称 为 李 群 C 的 李 代数 . 

2 李 群 6 的 李 代数 9 与 6 在 e 处 的 切 空间 T.(C) 在 映射 


一 = 是, 三 导 {2-3) 
下 是 同 攀 竟 线性 空间 .因而 og = dim 6. 由 此 可 在 TZ.CC) 由 定义 换 位 运算 为 
[RE] = [XT] VE, ECG) {2-4) 


(其 中 X,Y 是 左 不 变 向 量 场 ,在 。 处 的 值 分 别 为 乱 , 了) ,Tl 6) 为 与 g 同 构 的 李 代 
数 ， 

LieG 可 理解 为 左 不 变 向 量 声 构成 的 李 代 数 ,也 可 理解 为 单位 元 素 e 的 切 空间 
TC) 构成 的 李 代 数 . 

引 理 1 设 (5,wp) 是 李 群 6 的 一 个 第 位 标 柴 ,天 二) 分 别 为 溢 法 函数 


及 辅助 画 数 .对 应 于 了 (6G) 的 基 亏 下 的 左 不 变 向 最 场 X ,和 ,到 ,在 
(U,g) 中 的 坐标 为 


EE .了 


(Rs -0 lasien. 
例 3 R” 对 向 量 加 法 x = Cx, Xora = 


= 十 证 N2 二 多 2 
枸 成 李 群 , 习 法 函数 为 
(区 四 一 和 二 放下 过 了 过 并 
辅助 郴 数 为 


2 李 群 + 271 ， 


识 ) = lei,ije nn. 

To(R*) 中 基 疗 - 3 对 应 的 左 不 变 向 量 场 为 ( 读 )， = 过 .于 是 [大 , 计 ] = 
0, 即 李 RR" 是 维 交换 李 代数 

由 此 也 可 以 知道 ,可 将 李 下" 与 R" 等 同 起 来 ， 

全 4 GLin,R) 的 弱 法 吗 数 为 

lx,y) 一 rays 
辅助 函数 为 
B(x) = | ye = sd. 

因而 对 应 于 Ti {GLCn， RR)) 中 切 向 量 3 的 左 不 变 回 量 场 为 


a 
他 = 5 2 


{ Ky, Nu] = SpXu ~ SXs. 
困 而 > eg 有 一 (ay) 是 李 GL(n,R) 到 gl(n,R) 的 同 构 映射 .可 记 李 GL(n,R) = 
四 (nm ,了 及) 
定理 $ 设 6 为 李 群 ,(U,q) 为 单位 外 的 标 架 ,f(x,y) ,iiz) 分 别 为 蒋 法 函 
数 、 辅 助 本 数 . 令 
Lx} = HE)), EY = (2 2). 


dy 


因而 有 


则 有 
r Fd = wy)L(Y) YX,7E TC UT 是 e 的 邹 域 ; 


» 5 ,( Hs ) 29) 2 _ (a ) 0) - cz 
?在 上 起 中 改 < jf 太志 nn 是 常数 ,日 满足 
C+ C= 0, 
DCC + CCE + CC = 0. 

以 上 结果 分 别称 为 李 的 第 一 ,第 二 ,第 三 基本 定理 . 

定义 4 设 G 是 李 群 .如 果 LLw = ww,Yg EG, 则 w€ D1(G) 称 为 左 不 变 的 
( 亦 名 莫 直 尔 - 嘉 当 )( 形 式 ) 

由 于 d5 将 到 (0G) 颈 到 T(C) ,因而 忆 特 Th(G) 映 到 T: (6)., 因 此 知 ,是 
英和 雷 尔 - 嘉 当 形式 , 邑 

Le os = ek YFE 0. 
引 理 2 当 且 仅 当 WE 9,《,w) 是 常数 时 ,w EE 让 (GE) 是 黄 雷 尔 - 嘉 当 形 
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起 . 
定理 和 李 群 6 上 所 有 莫 雷 尔 - 喜 当 形式 构成 的 线性 空间 是 6 的 李 代 数 g 的 
对 偶 空 间 . 
蔷 若 or hy 是 9 的 基 用 1 征 2 的 对 全 基 , 且 
[ Xi, Ni] 二 人 CU 
则 
dos) = - EP Aw = 2 Ch A ws 


其 中 d 是 外 微分 算 子 ， 
定义 5 如 果 VgE 6.F 都 是 6 的 仿 射 变 杭 , 即 
wx(7) = dy (Va ol dlsr)), 下 大 DG), 


则 李 群 CE 上 的 仿 射 联络 写 叫做 左 不 变 的 . 

定理 7 设 nw,VY 是 李 群 e 的 李 代 数 与 仿 射 联络 , 则 广 昨 左 不 变 的 充分 必要 条 
件 是 ,对 任何 ,FE 9 有 Wx 了 En 

设 史 基 6 的 左 不 变 联 群 ,XX , 庆 ,…, 训 是 4 的 一 组 基 , 由 于 本 xwt 厦 ) 所 9; 鼓 


有 常数 Ti 使 得 
Vo) = A 
特别 ,车站 = 这 ja,Y = SBN E gq, 则 有 
Vx(Y) = A 


如 果 [ ,入 ] = 2 0 的 到 值 如 下 
(CD 民 = 0, 称 为 (- ) 联络 ,此 时 有 
vr = 0,Y A,YE og: 
(2)7$ = 去 人, 称 为 (0) 联络 ,此 时 有 
Vx(P) = 二 [下 由 ,YX7E Ni 


(3)15 = 信 , 称 为 (+) 联络 ,此 时 有 
vx) = [人 和 子 E 9 
在 (-),(0),(+) 联络 下 均 有 
Vx(X) = 0,¥ XENQ. 


2.3 单 参 数 子 群 与 指数 喘 揣 


定义 6 若 映 射 9:R 一 6 解析 ,而 且 是 实数 加 法 群 R 到 李 群 如 的 群 同 访 映 射 
‘人 简称 解析 同 态 ), 则 称 8 5) 是 6 的 一 个 单 参 数 闻 群 . 
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定理 8 设 9 是 李 群 6 的 李 代 数 , 则 8 与 6 的 单 参数 焉 群 之 间 有 一 一 对 应 关 
系 ; 计 一 9(4) ,使 得 
O07) = eB = oe). 
推论 1 设 多 是 李 群 6 的 左 不 变 联 络 ,大 所 T.(0), 则 当 且 仅 当 对 应 于 不 .的 
左 不 变 问 量 场 满足 Vx X) = 0 时 , 测 地 线 yr (4) 是 G6 的 单 参数 子 群 . 
定义 7 了 设 六 是 李 群 6 的 李 代 教 9 中 任 一 元 素 ,9(1) 十 对 应 的 单 参数 子 群 . 映 
射 exp: 让 一 8{1) 称 为 指数 映 射 . . 
定理 9 设 XE q,8(1) 为 对 应 的 单 参数 子 群 , 则 有 
Bf = exptt, YiER,. 
因而 有 
explt + s)¥ = expiNexpsi, Yi,s ER. 
例 5 在 例 2 中 知道 gn, 怕 R) 与 GL(n,R) 的 李 代 数 同 构 .X = (es) E gl(n,R) 


对 应 于 7,(GL( nR)) 中 切 向 量 jry 3 所 对 应 的 左 不 变 向 量 场 仍 以 X 表示 . 则 
y 


定理 了 0 设 g 是 李 群 6E 的 李 代 数 ,exrp 是 9 到 已 的 指数 映 射 , 则 ex 解析 ,而且 
在 5 的 原点 附近 exp 是 解析 同 肛 . 

叉车 连通 , 则 expr = fexpX| 革 亿 9 生成 5， 

定义 名 Ro, 如上, 划 对 8g 的 一 组 基 [X| 有 

N. = fexp > xi 于 | > xl EE Nol. 
于 是 
exp > jx; — 【区 

是 N, 上 的 可 容许 坐标 系 , 称 为 第 一 类 标准 坐标 系 . 

引 理 3 设 6 是 李 群 , 它 的 李 代数 6 有 空间 直 和 分 解 

站 三 于 开 ， 
则 存在 0 在 m 与 a 中 的 有 界 连 通 开 邻 域 U, 与 上 ,使 得 岗 射 
D(A BY— expAexpB,AE BE WU,, 

是 1 x 5 到 e 在 中 某 个 开 邻 域 上 的 解析 同 及 ， 

显然 , 引 理 对 g 的 任意 直 和 和 分解 

人 = m+ m+ + Ms, 

了 世 是 成 立 的 ,由 此 引 理 立即 可 以 得 到 下 面 定 多 

定义 9 设 站, 页, 区 是 李 群 鼠 的 李 代 数 和 的 一 组 基 , 则 存在 的 邻 域 入 ,， 
使 得 Ye E 名 ,有 (xi) 满 足 

8 = eXpX1 玫 LeXpX2 直 2 exXPxn 才 n ， 

而 且 gg 一 Cx ;X24) 是 二 ,上 的 一 个 坐标 系 .此 上 坐标 系 称 为 第 二 类 标准 坐标 系 ， 

定义 如 设 忒 ,如 ,是 李 群 6 的 李 代 数 g 的 一 组 基 , 则 存在 e 的 邻 域 We， 
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使 得 Ys = 上 ,有 (fxi， 二 满嘴 


8 三 erp > nkiewp > Ri 
而 且 gg 一 (x1,x2,… x) 是 谎 , 上 的 二 个 兴 标 系 。 此 再 标 系 称 为 第 三 类 标准 坐标 系 ， 
引 理 4 设 4 是 本 各 © 的 李 代 数 , 则 存在 和 的 原点 邻 域 加 ,满足 : 苦 攻 反 各 ， 
则 对 0 二 上 sl 好过 名 ,并 且 对 于 e 上 解析 画 数 关 有 
f(gexpX) = 2 (XD g) = elg), XE No. 
这 个 公式 昌 懂 泰勒 公式 ， 一 般 ， EE dq,t 充分 小 后 £1 和 Mo. 因而 有 


fgexptX) = > SPD 8) = erf(g). 
定理 11 设 9 是 李 群 6 的 李 代 数 ,g 作为 欧 几 里 德 空间 ,对 如 法 是 李 群 ,其 李 
代数 可 与 4 本 身 等 同 , 即 地 = g.exp 是 8 到 Ce 的 指教 映射 , 则 有 
mk 
expX = (Lpx)e de "rye dq; 
其 中 adX 定 文 为 :adX(Y) = [X,Y],Y res a. 
定理 二 若 s: 1 一 ol1) 是 RR 到 李 群 6 的 连续 同 态 , 则 oii) 是 车 的 单 套数 


于 群 . 
定理 13 ” 设 5 是 李 群 6 的 李 代 数 ,erp 是 4 到 G6 的 指数 觅 射 , 则 有 


exptAexpty 
2 
= exptt(X+ 了 了 ) + LX, YF] + Oc)); 


expl— tX)exp(t— texptXexptr 

= expt 纪 [ 下, 入] + OP)):; 
expiXexptYexp( — 

= p(y + ex, + OP)), 


其 中 : 为 赵 于 零 的 实 参 数 ， 方 (8) 在 1 4 | 充分 小 时 有 界 ,而且 对 :解析 . 


2.4 ” 李 和 群 的 对 群 


定义 11 李 群 6 的 子 群 (正规 子 群 }H, 若 又 是 6 的 子 流 形 , 则 称 五 为 6 的 李 
子 群 (正规 子 群 ). 

及 著 吉 是 如 的 正则 子 流 形 ( 邑 所 的 拓扑 是 刀 的 诱导 折 由 ), 则 称 吾 为 正则 李子 
群 { 正 规 子 群 }. 

李 群 6 的 李子 群 玫 必 为 李 群 ,因而 也 是 拓扑 群 ， 

李 群 6 的 连通 李子 群 称 为 6 的 解析 子 群 . 

定理 14 设 吕 是 李 群 C 的 李子 群 ,8 ,9 分 别 为 五 ,C 的 素 代 数 , 则 和 可 视 为 6 的 
子 代 数 , 且 
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6= XEqg1lt— exptX 是 RR 到 上 5 中 的 连续 映射 |. 
反之 , 肴 日 是 的 耶 代 数 , 则 在 exp6 生成 的 子 群 玉 中 可 定义 解析 结构 ,使 上 为 
C 的 解析 子 群 , 且 以 为 其 李 民 数 . 
因而 在 的 解析 子 群 与 q 的 子 代 数 间 有 一 一 对 应 关系 ， 
个 论 2 车 所 与 瑞 均 为 相 群 E 的 李 了 于 群 .作为 拓扑 群 品 = 品 , 则 作为 这 群 
亦 有 才 = 品 . 
定理 好 设 呈 是 李 群 @ 的 闭 子 群 , 则 在 万 上 有 唯一 的 解析 结构 合 晤 为 有 的 正 
则 子 群 . 
反之 ,车 映 是 如 的 正则 子 群 则 必 为 闭 子 群 . 
定 党 12 如 果 存 在 n: 元 雪 项 式 集 ,使 得 此 三 (gi) G 的 充分 必要 条 件 是 
PIB) = PS = 0,¥YpES, 
则 一 般 线 性 群 GLLn ,R]ICGLnC)) 的 子 群 6 称 为 已 数 群 . 
如 果 存 在 2 元 多 项 式 集 5 使 得 g = (oj + 6v -1)€ Bar 玉生 及 ) 的 充 
分 必要 条 件 是 
pg) = plas,bs) = DOypE SS. 
则 群 CE nn,C) 的 子 群 6 称 为 伪 代 数 群 . 
定理 6 一 般 线性 群 的 代数 群 与 伯 代 数 群 均 是 闭 子 样 .因而 也 是 杯子 群 . 
以 下 令 下 = 民 或 C. 将 GLin ,下 ) 的 李 代 数 看 作 a(n, 下 .于 是,XE Cn, 下 )， 
有 
expiX = et. 
车 上 是 & 的 团子 群 ,6 为 里 的 李 民 数 , 则 
B= IXE gn FletE H YE Fl. 
1 特殊 线性 群 
SLin, FY = 1A EE GLin, FF) | detd4 = 1}, 
李 代 数 为 sltn, 下 ). 
> 正 交 群 与 特殊 正 交 群 
Dn,F}y = AE GLn,F)1 AA4 = i |, 
李 代 数 为 otn, 下). 
注意 到 此 时 kX = 芝士 性 = 0. 故 expo( mn， 下 ) 生成 的 群 不 是 0(n,F), 而 是 


特殊 正 交 群 


SOtn, PF} = [AE On, FY) | detd = | 
= Ofn, F) MN SL n, F). 
将 此 群 的 李 民 数 记 为 sof n, 下) , 则 
so ns FF) = oln, Fe), 
S0(2.R) ,3S0(3,R) 分 别 为 平面 .空间 的 转动 [旋转 } 群 . 


3 辛 群 


SP(n,F) = AE GLn,F} | ATA = 了， 


李 民 数 为 spt nn, 下). 
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中 党 伦 兹 群 
Ol(p,9,F) = | 站 万 Glip + y+) A = ,0| ， 
李 代 煞 为 ofP ,9 ,五 )， 
D0(p,g, 户 ) 称 为 (p,q9) 型 洛 伦 兹 群 .Cp ,9g) = (1,3) ,5 = R, 即 0(,3,R) 就 是 
爱 因 斯 坦 (Einstein) 壬 义 相 对 论 中 的 洛 伦 兹 群 . 
p= 0 ,9 三 nt 及 pp 三 有 三 0 为 正 交 媳 . 
了 夯 群 加 
Un) = [A EGL OAC LAA = 
是 GL(n, 心 ) 的 伪 代 数 子 群 , 视 GL(n,C) 为 2m 维 实 李 群 , 则 UCn) 为 到 维 实 闭 子 
群 . 李 代数 为 上 fm). 
6 特殊 西 群 
SUCnlj = Dan 门 SLCn:C)， 
李 代 数 为 auf n). 
7 (p,4) 型 酉 群 
Up,g) = [AE GRO AT A = 1.0, 
李 代 数 为 utp,9). 
特殊 (p,qg) 型 丁 群 - 
SUt{p,9) = Up NN SLep + gq ,©) 
李 代 数 为 su(p ,9). 
Ea (p,qg) 型 辛 群 
SP(p,9) = 14EGLC2p+9CI14 = JJ， 测 所 4 = Kl, 
李 代 数 为 spfp,9). 
当 p =0.9= 站 或 pp= ng = 人 性 时 , 记 
SPI0,m) = SP(n,0) = Sp(n) = Spencer 门 U2n), 
李 代 数 为 sp(ra)， 
If 特殊 正 交 星 群 
SO (2n) = [A €E GLO2nC) | AJA = J,AA = Ll 
是 2m - nm 维 实 李 群 . 李 代 数 为 s0” (2n). 
it 本 显 群 
UU? (2n) = tA E CLOn,C) 1 AT = J4!, 
李 代 数 为 4* {2n). 
lz 特殊 西亚 群 


李 代 数 为 su (2n). 
总 结 以 上 例子 得 到 本 章 末 的 表 2-1. 


2.5 同 恋 与 局 部 同 态 
定义 13 车 gs 是 李 群 0 到 李 群 上 的 群 同 态 ,又 是 连续 映射 , 刚 称 为 李 群 的 同 


SU {2m) = UU” (2n) NM SL(2n,0), 
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态 ,简称 同 态 . 

若 yg 是 李 群 5, 到 李 群 忆 的 群 同 构 , 又 是 同上 及 映射 , 则 称 为 李 群 的 同 构 , 葡 称 同 
构 . 

定理 17 1? 若 w 是 李 群 ,到 李 焙 6 的 同 态 , 则 为 解析 映射 .叉车 9 为 同 
构 , 则 ?> 必 为 解析 同 脏 . 

> 使 扼 扑 群 成 为 李 群 的 解析 结构 是 唯一 的 . 

定理 女 设 ?是 李 群 如 到 名 上 的 间 态 ( 同 构 ),0, 是 已 的 李 代 数 ,; = 1,2. 则 
dp 是 负 到 中 上 的 则 态 ( 同 构 ), 且 

PlexpX) = expdpt XX), YEE WI. 

推论 3 车 ,上 5 均 是 连通 李 群 6, 到 李 群 G6, 虐 的 同 态 , 生 dp = 邮 , 则 gp = 池 . 

由 李 群 的 同 态 ( 间 构 ) 可 以 得 到 李 代 数 的 同 态 ( 同 构 ). 反之 则 不 然 , 因 为 李 代 
数 仅 仅 是 李 群 的 局 部 性 质 .因而 从 李 代 数 的 间 态 ( 同 构 ) 仅 能 得 到 李 群 的 “局 部 ” 同 
态 ( 同 构 ). 

定义 14 设 g 是 局 部 李 群 到 局 部 李 群 5 上 的 解析 映射, 且 满 足 : 若 zt， 
uv 所 i; 则 

pliu) = pu) ply), 

刚 称 g 是 局 部 李 群 局 到 局 部 李 群 UW; 上 的 同 态 . 

义 著 jg 是 解析 同 胚 , 则 称 2 是 弓 到 总 的 同 构 . 

定义 起 设 eli = ,2) 分 别 为 李 烙 6 的 单位 元 达 . 旭 果 存在 “在 此 中 的 邻 
域 U 作 为 局 部 李 群 是 同 态 ( 同 构 ) 的 , 则 称 李 群 6, 和 李 群 6 局部 同 态 ( 同 构 ). 

类 似 地 ,可 以 定义 局 部 李 群 的 局 部 同 态 ! 同 构 )， 

定理 19 ” 没 李 群 6 的 李 代 数 9 和 李 群 C: 的 李 代 数 忠 同 态 { 同 构 ), 则 李 群 6 
和 李 群 6, 局 部 同 态 ( 同 构 ). 


2.6 ”表示 的 基本 概念 


定 尖 6 李 群 6 到 GL(W) 中 的 同 态 p, 称 为 李 群 6 的 一 个 囊 示 ,认为 (p, 站 )， 
VY 叫 表示 室 间 ,VY 的 维 数 称 为 表示 的 维 数 . 

VV 的 子 空间 VW 若 满足 pC = ,YE 如, 则 称 为 不 变 子 空间 .于 是 

py :gp(e)l 

是 以 入 为 表示 空间 的 一 个 表示 {py ;,), 称 为 (p, 中 的 子 表 示 . 

定义 pyyy :6 一 GL(VAW) 如 下 

reg V+W)= pgY+ 由 8ECG.YE 下， 

于 是 (pyyy ， WV) 也 是 李 群 6 的 一 个 表示 , 称 为 {p, 中 对 (py , 四) 的 商 表 示 . 


如 果 除 10| ,7 外 , 另 无 不 变 子 空间 , 则 李 群 6 的 表示 (x, 站 称 为 不 可 绝 的 .再 
出 称 为 可 约 的 . 
如 果 对 和 任 一 不 变 子 空间 WW 存在 不 变 子 空间 上 ,使 得 
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上 三 [A 十 哺 ， 
虽 李 群 6 的 表示 (p ,FV) 称 为 完全 可 约 的 .此 时 记 p = or 二 or: 称 p 为 子 表 示 py 
与 pv, 的 直 和 . 
引 理 5 设 态 ,及 是 李 群 @ 的 表示 (op,T) 的 不 变 子 空间 , 则 由 站 到 ,六 
也 是 不 变 子 空间 . 
引进 省 yh 人 a 避 的 完全 可 芍 表 示 , 是 性 - -不 变 于 空间 , 则 子 表 示 


定理 设 {p,Y) 是 李 群 6 的 有 限 维 表示 , 则 下 述 三 个 条 件 是 等 价 的 : 

| {0,， FF) 完全 可 约 ; 

(pW) 是 不 可 约 子 表示 的 直接 和 ; 

凶 上 是 要 小 不 变 子 空间 之 和 , 即 

= 下 十 帮主 … 寺 史 ， 

其 中 每 个 是 非 零 极 小 不 变 子 空间 ， (ov ， 片 ) 不 可 约 . 

定 久 7 设 (py, 和),(pz, 咏 ) 是 李 焙 6 的 两 个 表示 , 刘 有 到 上 上 的 线性 辐 
构 . 克 后 得 Ys EG， 

op) = prlg) BNE EG, 

则 称 表示 { pj; 和 ) 与 (ez, 伺 ) 等 价 . 

定理 乱 ” 设 李 群 C 有 两 个 不 可 约 表示 (p.， Pi = 1,2). 车 及 到 已 内 的 非 
零 线性 映射 , 交 使 得 


Bg) = pg BE, YYgE SC, (2-5) 
则 .元 为 线性 同 梅 ,进而 (ai ,Vi) ,Lpz, 2) 等 价 . 
特别 当 
{pi VD) = (pa V2) = {p, VW) {2-6) 
为 蕊 的 不 可 约 复 表示 ( 即 Y 为 复 向 量 空间 ) ,名 为 了 的 线性 变 接 , 且 
-KE = RS， YEER (2-7) 
时 , 则 
.名 = 这 ye EC. {2.8) 


此 即 所谓 舒 尔 (Schur) 引 理 . 
要 注意 : 李 群 的 同 态 可 导出 其 李 代 数 的 同 态 ;GLI TV) 的 卡 代 数 为 中 六 ,而 且 此 
时 有 
expX = er,¥XE glW). 
定理 加 ” 设 (p ,中 是 连通 李 群 G6 的 表示 ,8 为 6 的 李 代 数 , 则 (do, 扑 为 8 的 
表示 .而 且 当 且 仅 当 后 是 (dp, 从 的 不 变 子 空间 时 , 由 是 tp,Y) 的 不 变 子 空间 ， 
于 是 当 且 仅 当 (dp ,让 不 可 约 { 完 全 可 约 ) 时 ,人 po,W 不 可 约 { 完 全 可 纲 ) 


2.7 “” 李 群 基本 定理 的 赣 定 理 
定理 23{ 李 群 第 一 基本 定理 的 道 定理 ) 设 “元 的 mxa 惩 阵 函数 


2 李 群 - 279 ， 


L{x) = (Lx)) 
在 x = 0 处 解析 , 且 
LO0) = 四 ， 
于 是 在 x = 全 近 , L{x) 有 道 , 记 为 


L(x) 三 CTE(Cx)). 
及 设 25 元 隙 数 
A 
在 + = y = 0 处 解析 . a- = 【 到) 若 下 面 等 式 成 立 
an 三 也 (下 
则 碎 x,y) 是 -个 局 部 李 群 的 乘法 函数 ,其 左 不 变 向 量 场 为 
天 = Ma 让 


定理 24{ 李 第 二 基本 定理 的 小 定理 ) 设 了 是 R" 的 章 室 开 集 ,名 中 的 一 些 
元 素 构 成 李 代 数 &, 且 满足 

FF dimg = rn; 

PXE SQ = TW, 
则 存在 在 局 部 同 构 意 义 下 唯一 的 局 部 李 群 ,以 9 为 其 李 代 数 . 

这 个 定理 的 证 明说 明了 CH ih 确定 之 后 也 就 jl 以 确定 人 ， 有 2 
也 就 可 以 确定 局 部 李 群 ， 

定理 25( 李 第 三 基本 定理 的 道 定理 ) 设 # 是 R 上 的 抽 和 党 李 代数 ,dim# = 站 .于 
是 在 基本 同 构 的 意 六 下 存在 唯一 的 局 部 李 和 群 工 ,其 率 代数 力 2. 

定理 关 ” 设 了 是 一 个 局 部 李 群 , 且 广 ! = Y, 则 存在 个 李 群 6, 以 上 为 其 单 
位 贫 域 . 

由 此 定理 我 们 知道 ,对 性 何 有 限 维 李 代 数 均 有 李 群 以 革 为 李 代 数 ， 


2.8 ” 李 群 的 覆盖 群 


定义 妇 ” 设 6 ,G2 是 连通 李 群 ,f: G1 一 G2 是 同 态 映 时 , 且 ( G1, 刘 是 6 的 秒 
盖 , 则 称 C 为 5 的 覆盖 群 ,rr'(e2) = 了 为 覆盖 群 1ei. 门 关于 G6 的 许 加 羔 
{Poincare) 群 ,[ 卫 : 8]] 称 为 性 瘟 时 数 . 

引 理 了 设 (6,, 门 是 李 群 G@ 的 覆盖 群 , 则 其 许 加 莱 群 几 = 产 i(e2) 为 避 的 离 
散 正 规 子 群 , 因 而 了 C Ct 61), 且 

f(g2) = giT, 
其 中 gg 是 广 ( ga) 中 任 - :元 过 ,与 名 是 同 构 的 拓扑 样 . 

定 内 如 若 (Ci:) 与 (6 六 ) 均 为 李 群 6 的 覆盖 群 ,此 有 G1 到 66 的 同 构 9 
使 得 


FE 
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月 = hp 
则 称 ( G1 , 广 ) 与 (56, 户 } 等 价 . 
显然 (Cl 与 (G3; 记 ) 是 有 的 等 价 覆 盖 ,它们 的 施 如 某 群 同 构 ， 
定理 27 届 是 一 个 连通 李 群 , 则 在 同 构 意 义 下 存在 唯一 的 连通 且 单 连通 李 


群 避 , 及 & 到 6 上 的 覆盖 映射 ,使 得 ( 避 ,了 让) 是 6 的 覆盖 群 ,( 6 ,站 称 为 6G 的 遂 
用 覆盖 群 . 


推论 4 设 ( ,有 n 为 连通 李 群 如 的 通用 短 盖 群 , 则 d/ 关 李 6 到 李 右 的 同 构 映 
射 . 


定理 28 设 已 ,CC 是 连通 李 群 ,上 且 G6 是 单 连通 的 .它们 的 李 代 数 分 别 为 8 ， 


go 是 8 到 的 同 构 映射 , 则 存在 & 到 6 的 竹 盖 同 态 f 使 得 df = 5 
定理 9 ” 设 6G 是 一 个 连通 且 单 连通 的 李 群 . 攻 , 厂 足 的 离散 正规 子 群 . 则 当 
且 仅 当 存 在 6 的 自 同 构 8 使 得 (CT) = 天 时 ,ez 与 671' 同 构 . 


2.9 ” 李 群 的 自 同 构 群 


定 久 切 设 g 必 连通 李 群 6 的 李 代 数 , Clg) 的 所 用 同 构 所 攀 戌 的 群 , 称 为 
Cn) 的 自 同 构 群 , 记 为 &obC(Autgy)， 
上 当 且 仅 当 二 02+ 盾 嫩 是 AutG 到 起 Uta 的 .一 一 且 射 时 , 若 疡 息 起 dt, 则 | dp cE 
ut ,而 县 dp( = dpe;. 于 是 
Autg CC dAutG). 


> 设 (C ,f) 是 G 的 通用 覆盖 群 ,于 是 G 同 构 于 6 


Q- FE AuGIlG (r= | 
与 Aui5 是 同 构 的 群 ， 
了 从 以 上 可 得 划 下 面 关 系 : 


CCL) » Autg SD UALG) 3 dO = dH AutO), 


Aut 让 2 而 三 《Autz)， 
定理 3 Antg 是 GL(9) 的 闭 子 群 ,因而 是 李 群 ， 


定理 31 设 不 为 连通 且 单 连通 李 群 ,vg 为 其 李 代 数 , 几 
d(AutG ) = Autd, 
且 4 为 同 构 映 射 ,因而 Aut Ce 为 李 群 . 


定理 红 印 为 Ault 的 闭 子 群 , 故 昌 ,Aut6 均 为 李 群 ;d 和 9 为 Auta 的 阴 子 群 ,也 
是 李 群 . 
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定义 2 设 避 为 李 群 ,对 gE ,由 
adn( h) = ghq ,YhAESG 

定义 的 自 同 构 adq, 称 浆 的 内 自 同 构 ,G6 的 上 拆 有 内 自 同 构 所 构成 的 群 称 为 如 的 内 
自 同 构 群 , 记 为 adG. 

定 尽 22 设 g 为 李 群 6 的 李 代 数 ,g EC. 于 是 d(adn) = Ada 为 g 的 自 间 构 ， 
称 为 9 的 内 自 同 构 , 由 |Adg1gE Cl 生成 的 群 Adz 称 为 的 内 自 同 构 群 . 

定义 23 设 8 为 李 代 数 ,其 线性 变换 局 若 满足 

局 ([ 三 { Dx ,yj + Lx, Dy], 好 着 ,站 二 站 

则 称 D 为 9 的 导 子 .特别 ,对 x 所 gq,adx 为 9 的 导 子 , 称 为 9 的 内 导 子 . 

定理 对 g 的 所 有 导 于 的 集合 Derg 是 gi9) 的 子 代 数 . 称 为 在 的 导 子 代数 ;9 的 
所 有 内 导 子 的 集合 ad 为 Derr 的 理想 , 称 为 Q 的 内 导 子 代数 ， 

定理 加 设 % 为 连通 李 群 上 的 李 代 数 , 则 李 群 Ag 的 这 代数 为 Derg. 

定理 35” 设 避 为 连通 李 群 ,g 为 避 的 李 代 数 ,9 EE GY7E 9. 则 有 

1]°? expi( Adq}Y = adq( expiY); 

2 Adexp = em 

节 AdT 好 为 Autg 的 连通 正规 李子 群 ,其 李 代 数 为 ada. 

推论 5 设 下 为 连通 李 群 6 的 李子 群 , 则 当 且 仅 当 五 的 李 代 数量 为 6 的 李 代 
数 9 的 理想 导 , WH 正规 . 

注 1 设 9 为 连通 李 群 6 的 李 代 数 ,从 上 面 讨 论 得 到 (Ad,qg) 是 6 的 表示 , 称 为 
尼 的 伴 殖 表示 ,(dAd,g) = (ad,9) 是 gq 的 表示 , 称 为 9 的 尾随 囊 示 . 

一 般 李 代 数 的 伴随 表示 可 以 脱离 李 群 而 独立 定 尽 、 研 多. 

注 2 一般 说 来 ,adC 不 一 定 是 Autg 的 闭 子 群 . 


2.10 商 空 间 与 商 群 


定义 24 设 世 是 一 个 李 群 ,是 一 个 微分 (解析 ) 流 形 ,如果 
te 尼 是 时 上 的 拓扑 变换 群 ; 
zx 和 到 时 上 的 映射 ., 狠 (g,p) = gp 是 可 微 映射 
出 称 和 是 型 的 李 变 换 群 ， 
又 车 四 在 闻 上 的 作用 是 可 递 的 , 则 称 好 是 齐 性 空间 . 
显然 , Yne& :是 亚 的 柚 分 同 胚 . 
定理 姑 设 作 是 微分 流 形 馈 上 的 李 变 换 群 ,pE 1 . 则 有 
pp 的 迷 向 子 群 


G,= IgE Glap= | 
是 5& 的 闭 子 群 ,因而 是 6 的 李子 群 ; 
各 记 . 罗 8 (和 = gp 内 是 C6 到 条 的 映射 , 郝 d 阁 ， 将 (CG) 映 到 了 (M4). 特 
别 有 
《六 70) = TG,); 
3 车 忆 有 效 可 递 地 作用 于 竺 , 设 q 为 6 的 右 趟 恋 向 硬 场 构成 的 李 代 数 { 与 5 的 
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李 代 歼 反 间 构 ), 则 gi 与 d 交 (91) 同 构 . 

d 光 (mg) 中 元 素 称 为 村 上 的 无 穷 小 变换 ， 

定理 37 设 厅 是 李 群 6 的 闭 子 群 , 则 在 67H 上 可 建 必 解析 结构 ,使 其 为 解析 
流 形 . 设 :6 一 67 上 6 为 自然 有 映射 ,又 Wx 所 如 ,GAH 到 GH 的 映射 4 

drfy)) = x(x), rE 和 RG 

是 解析 同 胚 ,有 是 是 G75 的 李 变 挽 群 . 

定理 轨 ” 设 6 是 流 形 M 上 可 递 李 变 换 群 . Cr 是 po < 得 的 迷 问 子 群 .又 设 
是 676。 到 好 的 映射 : 

atgGn = po. 

则 有 

1 车 a 是 CAG 到 好 上 的 同 肥 映 射 , 则 = 是 微分 同 肘 ， 

2 若 a 是 同 肛 ,是 连通 流 形 , 划 安 的 单位 连通 分 支 局 在 展 上 作用 可 递 ， 

推论 6 设 上 是 李 群 G6 的 闭 子 群 , 则 可 在 G/FH 上 定义 唯一 的 解析 结构 使 得 6 
是 8 有 上 的 地 变 摘 群 . 

定理 了 9 设 咱 是 李 群 已 的 闭 正规 季 群 ,g, 和 分 别 为 已, 中 的 李 代 数 . 则 57H#H 上 
有 和 解析 结构 使 67H 是 李 群 ,而 且 G7H 的 李 代 数 同 构 于 qb. 

以 后 ,就 将 8 看 成 676 的 李 代 数 . 

定理 物 ( 同 态 基本 定理 ) ” 设 8 是 李 群 0 到 李 群 马上 乒 的 同意 , 则 8010e) 是 癌 
的 闭 正规 子 群 , 丸 设 x 为 6 到 G18-1(e2) 的 自然 同 态 , 则 有 G0-1'(@2) 到 避 的 李 
群 的 同 构 w 使 得 

三 PT. 
推论 7 设 是 李 群 6 的 单位 连通 分 支 , 则 G766 是 岗 散 群 . 
定理 机 设 0 是 5s 维 连 通 交 挽 李 群 (或 复 李 群 ), 则 


= R* oy T”-!, 
其 中 
Tt RAZORLIO" HRT 
人 
及 一 虚 
为 下 ~ 天 扒 环 面 ， 


对 复 李 群 , 只 要 将 RR 改 为 C 就 行 了 ， 

推论 8 设 G 是 1 维 连 通 李 群 ,X 是 其 李 代 数 中 非 零 元 素 . 若 CE 非 紧 , 则 天 = 
expiX = 民 荐 避 紧 , 则 6 = expt 引 = RZ 

定理 和 ” 设 右 是 连通 是 单 连通 相 群 , H 为 其 连通 正规 术 群 , 则 上 为 团子 群 . 

定理 各 ” 设 避 为 连通 李 群 , 李 代 数 为 6. 则 有 

PG 的 换 位 子 群 64 是 连通 闭 正 规 子 群 . 且 6G 的 李 代 数 是 

gg = Lg,g]; 
> CACY 是 交换 李 群 ; 
3 如 果 占 是 6 的 闭 正规 子 群 , 且 G7# 交 换 , 则 Hc 5 


3 紧 李 和 群 的 结构 ”如 3 ， 
表 2-1 询 出 了 监 型 李 群 及 其 李 代 数 . 
表 2-1 典型 李 群 及 其 李 代 数 


TT 


= Ra" 


复 不 轩 To" = CE -1Z CC 
pet CLin, F) sl (nF) re 
ty SL(n, F) sl{n, F) m2 -1 
止 交 群 O(n, F) ol ns F) natn) 
| 2 
特殊 上 
下 交 群 SOrn, Fr) min FE} 2 ttn- |) 
天 和 群 Sptn, Fy aptn,.F) nn 
tp;9) 型 - 六 tp+ gp+o-l) 
洗 伦 牵 群 Otp,g, FY df DY 
油 群 En) utn) nl 
御 萄 丁 群 SU nm) su{ ny} ni: 
ee Up 9) a p19) (p+ q) 
特殊 {p ,9》 2 
型 西 八 SUtp.o) sut 2,.91) ‘p + 他 | 
De Sphtip,q) sptp;9) p+ qr +p+q 
信 昌 让 S0" (2n) a0” (2n} 2n nn 
肖 星 群 tL" (Zn) td" {on EP 
SU"' {2n) ou 28) 4n2z 一 上 


3 紧 李 群 的 结构 


3.1 ”的 化 李 群 的 分 解 
定义 1 李 群 6 如果 其 李 代 数 9 = LieG 为 半 单 前) 李 代 数 , 则 称 为 半 单 ( 单 】 
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定理 1 设 6 是 连 授 半 单 李 群 .其 李 代 数 为 
三 和 寺 名 十 '+ 昌 ,1， 
其 中 g(t1 二 < :) 是 9g 的 单 理想 , 则 有 
1 CD = 人; 
2 局 的 中 心 C(0) 是 零 维 李 群 , 即 5 仪 有 离散 中 心 ; 
3 ad 是 Autg 的 单位 连通 分 支 , 半 单 ; 
PEE= 存在 是 单 李 群 ,Lie6 = 仙 ， 
定义 2 车 (ad,9) 完全 可 约 , 则 李 代 数 笑称 为 约 化 的 . 
车 (Ad,9) 完全 可 约 , 则 连通 李 群 如 称 为 约 化 的 . 
连通 李 群 当 且 仅 当 其 李 代 数 约 比 时 ,其 约 化 . 
定理 2 设 g 是 一 个 李 人 代数, 为 其 根基 ( 即 g 的 极 太 可 解 理 想 ), 引 为 其 午 零 根 
基 { 即 ea 的 所 有 有 限 维 不 可 钓 表示 之 核 的 变 ,3 = g'? 门 晶 . 划 下 面条 件 等 价 
1°8 约 化 ; 
2 gv 半 单 ; 
3 有 是 半 单 李 代 数 与 交接 李 代 数 的 直 和 ; 
中 有 一 个 有 限 维 表示 ,相应 的 双 线 性 型 是 非 退 化 的 ; 
多 gq 有 一 个 忠实 的 有 限 维 的 完全 可 约 表 示 ; 
全 aq 的 军 零 根基 5 = 10); 
六 rt 基 & 的 中 心 ， 
所 谓 &g 的 一 表示 ({p, 让 相应 的 双 线 性 型 是 指 : 
(Cx) = bofxlofty) gx:yE 
定理 3 设 CLG) 是 连通 约 化 李 群 5 的 中 心 .如 果 是 菲 交 换 李 群 , 则 
= COO, 
其 中 局 是 单 正规 子 群 ,LieG， = 5; 是 上 & 的 单 理 想 ， 


3.2 紧 李 群 的 不 变 内 积 


定义 3 李 群 6 的 拓扑 车 是 紧 致 的 , 则 称 6 为 紧 梯 群 . 

显然 紧 李 群 公 有 有 限 个 连通 分 支 .于 面 凡 未 声明 ,所 提 到 的 紧 李 群 均 指 连 通 紧 李 群 . 

引 理 1 记 own 为 李 群 6 的 英和 斩 尔 - 嘉 当 Maurer-Cartan) 形式 ,mi 1。 
= dx.. 则 5 上 5 阶 丰 不 变形 式 w 必 为 

= Vol 戌 全 站 瑟 on 

其 中 ea 为 常数 . 

车 6 是 紧 李 群 ,于 是 有 腿 个 坐标 分 域 ,三 ,… ,山村 盖 6. 且 有 CC 上 函数 天 ， 
满足 

1 Suppot fF CU; 

Tfiz0; 
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3 Y= 
于 是 可 以 定义 
= > pe 
特别 当 / = 1 时 ， 革 
称 为 6 的 体积 . 


体积 的 定 兴 与 ,to … ,上 及 所 的 选取 无 美 ， 
定理 4 没 避 居 蛇 李 群 , 则 任何 f,g EC”(G) 常数 4, 有 


P| or A = -| + /| go: 
| A ro}w(tog) = | Heroto) = [Aolol. va Ec G: 


¥ | fe)owto) = | fnwto). 
2 中 关系 | 
| A rowle) = | fe) rg = i fs) wto) 
称 为 左 不 变 的 ， 
| fr)wto) = | Kenekoc = - ta 


称 为 右 不 变 的 . 

-- 个 李 群 上 若 能 定安 邓 不 变 的 积分 { 即 有 双 不 变 体 要 元 ,Haar 测度 ) 称 为 么 模 
群 Cunimodular 群 ). 可 以 证 明 下 面 的 群 询 是 即 模 的 ， 

i* 李 群 6 满足 AdG 紧 , 特 别 研 紧 ; 

2 半 单 李 群 ; 

3 连通 敌 零 李 群 ， 

定义 4 设 了 是 * 维 线性 空间 ,6G 是 GLCV) 的 李子 群 .如 果 有 

CHCxI A = Cx 是 YE EG, 

则 了 中 内 积 14*,y) 称 为 在 下 不 变 . 

定理 纪 外 和 尔 定 理 ) 设 6 为 GL(W) 的 紧 子 群 . 则 在 VW 上 存在 G6 的 不 变 内 积 . 

定理 6 连 和 通 紧 复 李 群 可 换 , 故 为 复 环 面 . 

定理 7 设 (o, 了 是 实 紧 李 群 G 的 表示 , 则 在 FF 中 有 基 , 使 得 o( 6) 为 O(a) 的 
闭 子 群 ,其 中 dimy = rn. 反 之 , O(n) 的 闭 子 群 必 为 紧 卡 群 . 

定理 $8 设 5 为 紧 李 群 ,gq = Lie6 为 其 李 代 数 . 则 下 面 事实 成 立 : 

te 的 任 一 有 限 维 表示 完全 可 约 ， 

2 的 化 ; 

玉 训 有 如 下 分 解 
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C= CC) GG,, 

其 中 C6) 是 6 的 中 心 ,G 是 6 的 单 正规 子 群 ; 

有 的 李 代 数 g 有 如 于 分 解 

= COAT+AM+ + fs 

其 :ff C0) 是 站 的 中 心 ,9; 是 9 的 单 理想 ， 

定 多 5 李 代 数 上 内 积 (X, 站 如果 有 

CE 2 NI YY) + (XT2,F]Y = 0, YA,Y,ZC qa, 

出 其 称 为 不 变 的 . 若 率 代数 9 有 不 变 内 积 , 则 8 称 为 紧 李 代数 . 

显 熟 , 荐 9 的 基 灵 (Illing) 型 5 负 定 , 则 - B, 沟 和 的 不 变 内 积 .因而 此 时 有 8 是 
紧 企 代数 ,而 上 且 半 单 . 

引 理 2 ” 设 6 为 连通 李 群 ,9 = LieG 为 其 李 代 数 .(Ad,o 为 6 的 伴随 表示 . 则 
dQ 守 于 AAda 的 不 变 内 积 就 是 的 不 变 内 积 ， 

扒 论 1 紧 李 群 的 李 代 数 一 定 是 紧 李 代数 . 

定理 9 紧 李 代数 和 必 为 约 化 李 代 数 . 


3.3 紧 李 代数 的 高 当 子 代数 


实数 域 上 个 李 代 数 a6 ,车 把 基 域 扩充 为 复数 域 , 则 得 到 复数 域 上 的 - :个 李 
代数 , 称 为 go 的 复 化 , 记 9qw .而 go 称 为 go 的 一 个 实 形式 ， 

定理 地” 设 如 是 一 个 实 李 代数 ,8 = go 为 其 复 化 .9 中 人 千 搞 

r; T+v-IY>X-v-1Y, YX,YEuo 

陈 凡 5 关于 ow 的 共 思 ,zt 和 如 下 性 质 ， 

1? rix+ 7 = TY 

Priar) = nrfr) 避 EYE 0 

3 加 tlxiy] = [rry] wsT7EUI 

+r = idg; 

m= is 人 nr = |. 

复 李 代数 中 的 变换 r 若 满足 一 沾 , 则 称 为 半 对 合 . 如 果 有 半 对 合 r, 则 r 的 
不 动 点 此 ow = fx 1 rx = 计 是 的 一 个 实 形式 ， 

定理 相 设 go 是 实 李 代数 ,9 = 名 .rr 是 9 的 对 应 go 的 共 印 , 则 下 面 的 结论 成 
字 

车 妈 星 fo 的 子 代 数 ( 理 想 ), 则 日 = 极为 9 的 子 代 数 ( 埋 想 ). 特 别 ,者 

no = 91+ 92 {理想 直 和 )， 
串 
9 = n+ 各 《理想 直 和 ). 

ZY 车 5 是 的 子 代 数 ( 理 想 ), 则 划 亦 为 g 的 子 代 数 (理想 ) .了 可 换 , 则 th 可 换 . 

3 设 昌 是 4 的 于 代数 , 则 当 且 弘 当 56 = 0 时 ,存在 go 的 子 代数 名, 使 ?= 详 . 

因而 对 & 的 任 ~- 子 已 数 日, 则 有 
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hp 7 = (hfN 

和 当 且 仅 当 久 半 单 时 ,g 半 单 . 

PE) = CEMW): 

5 当 且 入 当 厅 的 北 时 ,mw 约 化 ， 

紧 李 代数 的 极 大 可 搞 子 代数 6 是 6 的 嘉 当 于 代数 ， 

定理 卫 设 g 为 约 化 李 代 数 , 则 有 

1? 对 8 的 任 一 嘉 当 子 代数 日 有 CC@ 站. 

2 当 且 仅 当 

日 = Claim, 

其 中 所 为 FY 的 嘉 当 子 代数 时 ,为 g 的 素 当 子 代 数 ， 

3 为 实 约 化 李 代 数 ,q = 95, 当 且 仅 当日 = 出 为 gw 的 嘉 当 子 代数 时 , 即 为 go 
的 嘉 当 子 代数 . 

定理 13 设 qo 是 紧 李 代数 ,( 和 ,了 0) 是 不 变 肉 积 . tw 蚌 9o 的 一 个 嘉 当 于 代数 ， 
gg= = = C9) + 和 :县 

9 = Col+h+ 2 


则 有 下 面 一 些 结果 : 

1* (和 0, 了 6) 可 以 接 下 面 方式 扩充 为 上 非 退 化 不 率 对 称 双 线性 形式 :对 = 
K+v -l= T+ V1 (YE mi = 1,2) 有 

CF = CX (CX, 2) + v1(X,Y) + ww X,Y); 
关 对 此 扩充 有 
(rR,ch) = (X,Y; 

(CCQ), 0) = 0 

0 

Pg) = Oa PEA,a¥- bt. 

由 于 (XX, 让 在 && 上 非 授 化 , 故 在 上 亦 非 退化 . 国 而 可 将 总 构 人 日 中 ,使 得 

ath) = (oa,h), Yatesd,nht 日， 

定理 14 设 ow 是 紧 李 代数 .( Xo, Yo) 是 不 变 内 积 , (X,Y) 是 其 在 8 = 髓 上 的 

扩充 .如是 9 的 亮 当 子 代数 .有 了 色 = Clg0) + oi. 日 = 坟 , 了 9 对齐 有 分 解 
= Cg + 外 + 之 8。， 

a 表示 日 上 线性 阔 数 ,也 表示 用 ( 义 ,?) 在 日 中 的 媒人 . 则 有 

le E v 一 1 和 和, 即 a(ho) 为 纯 虚 数 或 零 , Ya ic bn; 

ria) = a rh = Qo; 

[he] = tarhje, Ye dated 

+ [e,,e_,s] 二 {ore_a)a: YY era EE 帮 

多 在 9 中 可 取 e_。 满足 


{ease a) 三 1， 


”288 * 第 6 篇 李 群 与 李 代 数 


TE 二 6_4， 
Mg = N_,,_p: 
满足 这 些 条 件 的 je | a E A 称 为 外 尔 基 . 
定理 15 设 a,PEA,P 关 于 w 的 根 链 为 
月 -加 有 -+ 
则 有 


如 | Mg I* = Hpt Dio, /1p). 

定 兴 6 记 了 本 为 紧 李 代数 色 的 子 代数 .4 是 由 负 玉 不 恋 内 积 决 定 的 根系 . 如 
果 

fa -1 0,YrEA, 

hv 中 元 素 元 称 为 正则 元 案 ,否则 称 为 非 正 刚 元素 . 

引 理 3 设 和 i 为 tw 中 正则 元 , 则 可 在 Ds 中 引进 正方 向 ,使 Vv- 1X EE Br， 

(v1Y,v lh) > 0， 

出 1X > 0. 由 此 可 决定 4+ 及 工 . 

友之, 若 在 br 中 决定 了 正方 向 及 4+ ,也 , 则 有 久 的 正则 元 加 ,使 得 在 9。 中 按 
上 六 法 得 到 的 素 根系 恰 为 卫 ， 

定 光 了 加 中 正则 元 素 集 ( 必 为 开 集 ) 

to UiXo€ ol (lasv 1%) = 
的 连通 分 支 , 称 为 外 尔 房 . 记 
= Ellav- 1) = 0|. 
定理 娩 设 扩 是 ww 的 嘉 当 子 代数 ,是 对 应 的 根系 , 则 
1"* 对 应 一 个 率 报 系 开 三 la ror 0) + 
Dr = 和 和 和 fa 1) > Olc<icl 

是 非 空 的 连通 开 凸 集 ; 

fn 是 所 的 一 个 外 尔 房 ,任何 外 尔 房 均 有 这 种 形式 . 即 让 尔 房 与 素 根 系 有 一 
… 灶 应 ， 


3.4 ” 实 紧 李 群 的 嘉 当 子 群 的 共生 性 


定义 8 实 紧 李 群 Co 的 最 大 连通 交换 子 群 内 称 为 Co 的 嘉 当 子 群 . 

引 理 4 实 紧 李 群 om 的 嘉 当 子 群 而 是 紧 子 群 , 故 为 环 面 . 旦 画 的 李 代 数 妈 = 
李 和 是 c 的 李 代 数 嫩 的 加 当 了 于 代数 .又 若 和 是 句 的 任 一 嘉 当 了 代数, 则 exp 和 = 
所 为 如 的 嘉 当 于 群 .指数 映射 exp: 一 i 是 通用 痊 盖 映射 即 (to,exp) 是 所 的 通 
攻 缆 次 姑 . 
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显然 ,车 思 是 6 的 嘉 当 子 群 , 则 对 任何 4 € AutGo,A( 后 ) 亦 为 喜 当 子 群 . 
定理 加 设 G@ 为 实 连 通 紧 李 群 ,fio 为 它 的 问 当 子 群 . 则 #6 的 正规 化 子 

NCHO) 为 紧 李 子 群 .而 且 NC 后 ) 的 单位 分 支 NCH)? = 出 ,因而 


李 而)= 李 岳 
定义 9 设 6G 是 李 群 ,6 的 李 代 数 为 g, 若 有 a 上 6, 使 得 
ad = 42 
则 称 gj,9; E 避 为 共 思 的 . 
若 存 在 4E 他, 使 得 
《Ad 一 古 >， 


则 罗 , 呈 冬 了 称 为 共 斩 的 ， 

显然 , 当 且 促 当 expXi 与 ep 和 共 因 时, , 计 富 ww 共 轻 . 

定理 1 设 5 是 李 群 ,其 李 代 数 为 g. 久 gEG.Cig) 为 g 在 G 中 的 中 心 化 
子 . 则 Ctg) 是 BC 的 闭 子 群 , 且 其 李 代 数 

李 Cig) = | 和 所 是 11Ad8) = XI. 

又 若 4 和 AutG, 则 Cd) = 4C05)， 

定义 1 gE 6, 若 Cig)(C(g) 的 单位 连通 分 支 ) 可 交换 , 则 称 g 为 正则 元 
素 . 否 草 称 g 为 非 正 则 元 圳 . 

显然 ,正则 元 素 的 共 枯 元 素 为 正则 元 素 . 

设 西 是 实 连通 紧 李 群 6 的 一 个 嘉 当 子 群 ,go. bh 分别 为 它们 的 李 代 数 , 有 为 
相应 的 根系 .再 令 

HB*= {EhIl(a, NX) = 2hkrnv ll,a€ A,kEZ. 

定理 雪 对 于 go = expoo 蕊 加 ,各所 tm 下 面条 件 是 等 价 前 : 

I* go 正则 ; 

2 CU8o = th; 

Ph = {AE gol (Adgo) = XI: 

4 et™ 0) lot a: 


ek 


今 
天 = lg= expzoE Hl hE be" = 1|, 
b, = 6 = XE lolita, Xnr = 人 0, 
则 由 上 面 的 定理 ,可 得 下 面 的 推论 . 
推论 2 Uest = jexp 和 加 1 X00EUea UP. 全 | 为 匣 中 所 有 非 正 则 元 
素 的 集合 . 


推论 3 了 末 为 钾 的 闭 子 群 , 旦 Lie 凡 = 负 ， 

推论 4 所 中 正 风 元 集 二 Use ss 入 为 所 中 并 集 ， 

定理 鸭 ” 设 G0 是 实 连通 紧 李 群 , 为 566 的 :个 亮 当 子 群 , 则 
tro = hho, 
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印 名 的 全 “元 素 ,都 与 fo 由 一 个 元 素 共 辆 - 

定理 1 设 和 为 实 连通 紧 李 群 ,名 是 其 嘉 当 子 群 ,go.0 分 别 为 名 ,向 的 李 
代数 . 则 

1 Go 的 企 何 两 个 亮 当 子 群 共 锯 , 因 之 go 的 任何 两 个 嘉 后 了 代数 共 辑 ; 

et 人 三 用 adef Ho; 


入 xp 是 中 到 全 上 的 映射 , 即 对 任何 goE 有 各 EE gw; 使 得 
0 = expAo; 
中 当 电 充当 存在 唯 - -的 嘉 当 于 群 局 3 go 时 ,en 为 如 的 正则 元 素 ， 


3.5 “” 紧 半 单 李 代 数 决 定 的 李 群 


定理 各 实 李 代数 go 为 紧 半 单 李 代 数 的 充分 必要 条 件 是 其 基 灵 型 负 定 ， 

以 后 ,如 不 声明 , 均 以 - ,为 紧 半 单 李 代 数 go 的 内 积 ， 

定理 站 ” 紧 半 单 李 代数 wo 的 自 同 构 群 Autgo 为 紧 李 群 , 其 单位 连通 分 支 为 
exp aduo 也 是 紧 李 群 , 记 作 Intgo, 且 Autgo 的 李 代 数 等 于 adno, 与 go 同 构 . 

型 若 Go 是 EL qo 为 李 代数 的 实 连 通 李 群 , 则 

点 do = IntQn， 
定理 24 设 名 是 实 连通 李 群 ,其 李 代数 
Lieto = 6o = T.( G0) 

是 紧 李 代数 ,( 加, Y0) 是 不 变 内 积 , 则 在 Co 上 有 黎明 结构 Qt 4 ,了 站) 满足 : 

PON, = (CN, I)s 

Of 了) 在 在 右 平 移 下 不 变 ; 

邓 出 友 生 ,六 决定 的 如上 的 黎 晶 联络 是 左 不 变 的 ,. 且 ro) = 0. 

因而 G6。 上 的 测 地 线 是 单 参数 子 群 ,反之 亦 热 , 故 5 为 完 知 黎 量 流 形 . 

定理 所 ” 苦 实 连通 李 群 6* 的 李 代 数 LieG”= go 其 紧 半 单 李 代 数 , 则 6" 是 
紧 灶 单 趟 群 . 

推论 5 以 紧 半 单 李 代数 go 为 李 代 数 章 实 连 通 李 群 在 辐 构 意义 下 上 只 有 有 限 
个 . 

定理 站 设 G0 为 实 连通 紧 李 群 ,go 为 其 李 代数 ,有 直 和 分解 

ge = C(t) 四 do. 
则 Cn 有 李子 群 的 乘积 分 解 
Go = CG0) G0', 

其 中 C(66) 紧 , (35 紧 半 单 . 


3.6 ” 紧 李 代数 的 分 类 
紧 李 代数 gw 有 理想 直 和 分 解 


4 紧 李 群 的 生 同 构 群 的 表示 + 291 ， 


do = C0 

其 中 Co) 是 环 面 ,mW 为 紧 单 李 代 数 . 因 而 紧 单 可 代数 的 分 类 左 定 了 紧 李 代数 的 分 
类 ， 

定理 2 设 9o 为 紧 单 李 代 数 , 则 其 复 化 9 = 二 为 香 单 李 代 数 . 

定理 四 设 g 为 复 半 单 李 代 数 , 则 有 6 的 紧 致 实 形 式 qo. 

复 半 单 李 代数 g 的 紧 致 实 形 式 在 g 的 内 自 同 构 下 共 轮 . 因 市 都 是 同 构 交 .因此 
紧 半 单 李 代数 的 分 类 完 件 化 成 了 复 半 单 李 代 数 的 分 类 . 

Ln ,局 ) 的 紧 致 实 形式 为 sul n). 

so( Rn ,如 ) 的 紧 致 实 形式 为 got n ,RR). 

spin, 人 ) 的 紧 致 实 形 式 为 apt nn). 


4 ” 聚 李 群 的 自 同 构 群 的 表示 


4.1 紧 李 代数 的 自 同 构 群 


引 理 1 设 no 是 实 紧 李 代 数 , 且 
go = tn0) BD Qo , 
其 中 C(go) .go 分 别 为 go 的 中 心 与 换 位 子 代 数 , 则 
Autfo = Ant 0 和 Oh 6 Auiqo'™. 
引 理 3 ” 设 go 为 实 紧 李 代数 ,q = 9o° 中 由 9o 娄 是 的 共 因 为 +, 则 a € Antgo， 
可 自然 扩充 为 8 的 自 同 构 , 且 满足 
dr = TO. 
反之 , 若 aE Aut9, 且 满足 上 述 关 系 , 则 5 | ww 所 Autm: 叶 其 扩充 恰 为 g, 因 而 可 记 
Autgo = Jo EE Anql oar = rt. 

由 引 理 1, 主 要 是 要 讨论 紧 半 单 李 代数 的 ge 自 同 均 . 下面 候 定 fo 是 紧 半 单 李 
代数 ， 名 是 任 -一 以 mW 为 李 代 数 的 连通 李 群 .因此 @ 是 紧 半 单 的 ,又 Ago 亦 为 紧 
半 单 李 群 ,以 AdG。= Adg 为 单位 连通 分 支 . 因而 Autno…Adgo 为 有 限 群 ,其 中 元 素 
称 为 go 的 外 自 同 构 . 也 称 Autao v Adeo 中 元 率 为 外 自 同 构 ,Adgo 中 元 率 称 为 内 自 
同 构 . 

定理 1 设 嫩 是 连通 紧 半 单 李 群 ,LieGo = go: 吕 是 后 的 一 个 嘉 当 于 群 . 李 囊 
= 和 摧 . 令 

an = |ot€ Aotho ot = by.. 
将 sz 在 Autn 上 扩 完 仍 记 为 =. 则 有 

ia ao 为 Autgo 的 闭 子 群 , 且 Auto = oAdgo;: 

国门 Adae = d(C) ,其 中 WEF6) 为 凯 在 5 中 的 正规 化 了 :; 

3 着 = mh 关于 日 = 场 有 根子 宝 间 分 解 
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Q = b+ 之 gw， 


On = v -100,a 和 © 妨 , 用 基 灵 型 媒人 hs 中 .此 时 bs 为 欧 纪 空间 , 则 有 xz(58) = 
Ono EO On ,oA -AYo Em. 

定理 2 ” 设 Go 为 连通 紧 半 单 李 群 . 蕊 为 其 嘉 当 子 群 ,gu = 李 加 ,和 = 李 向， 
am = aE Antmiefi) = il. 有 

{aE Augol oo ln = ids | = AdHo: 

2 hd 是 Aut9o 的 闭 子 群 , 且 在 ow 友 Adw( Hs) 中 正规 . 

定理 3 (连通 紧 半 单 李 群 , 所 为 09 的 嘉 当 子 群 ,WC 1) 是 的 正规 化 子 . 
则 有 


oy 
Autdo Tn 加 AdH, 
Adao 全 AGN( Ho) = AdN( HO) 
AdH, 


而 且 og/AdFHo,AdN( Ho)/Adfo 均 为 有 限 群 ,分 别称 为 go 的 迪 当 群 与 外 尔 群 .进而 
种 
[iean = LieN( Ho} = LieHs, = th. 
定理 4 dil= ice Diaa) = 4 是 DBnl 的 :个子 群 . 且 


oAdih ”ao = a lg, 


是 同 构 缺 射 , 即 Adw( axAdm sa= le obnylay = 51 的 一 个 于 焙 . 
4.2 外 尔 群 


本 节 将 要 决定 的 外 尔 群 ， 

设 qo 是 紧 平 单 李 代 数 .加 为 wo 的 嘉 当 子 代数 .于 是 = 唔 基于 日 = 藤 有 根 
子 空间 分 解 

外 三 ht 2 
t 亡 Dn; 对 
ho= lxE Del (ro) = ol 
的 反射 好 为 
Ww {x} = 和 一 es.. 

引 理 3 rz E 0n;, 则 

]” tu 拓 DOCUha): 

PUE ON) ,WM bot! = wht(a}: 

了 着 a EE A. 则 wotA) = 5B. 

由 此 证 知 Ya EE A 
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设 在 br 确定 某 种 正方 向 后 ,有 A = 4+U 4-, 及 素 相 系 贡 = | ayay ,ai 
于 是 有 对 应 的 外 尔 房 

Dr = [XE Drl(X,a) > Di 
记 | wi woz! 生成 的 群 为 配 ,| 地 上 weEasl 生 成 的 群 为 WP. 自然 有 
PWe th. 

引 理 4 4 为 根系 . 工 为 素 棚 系 .05 为 对 应 的 外 尔 房 ,ac 0. 则 aot Dr) 仍 为 外 

尔 房 . sol 五) 为 基 种 次 序 下 的 秦 根 系 . 且 有 
otf) = dm). 

引 理 YeEa4a, 必 有 一 个 素 根 系 了 后 w， 

定理 5 4, 盯 , 凡 ,平定 义 如 上 .有 

pz Wr 在 外 尔 房 集合 上 可 递 ; 

P= TT; 

世人 本 ,使 wt) = 开 , 则 吉 = 过. 

定理 6 印 = lo€ dot Jo € AdNH) on = os AdN( Hn) /AdH,. 

通常 在 李 群 理论 中 外 尔 群 定义 为 下 . 

引 理 6 ts 所 如 (6 | ost) 三 I! 其 45 的 子 群 . 

定理 7 谨 *o 为 紧 半 单 李 代数 . 则 

Autto/ Bdao = |o EE O(n} LotH) = 1, 

定理 8 对 于 紧 单 李 代 数 ao, 外 自 同 构 群 Autqe“Adnn 如 下 : 

?di 为 2 阶 群 lid, (2, -1)...1; 

Dl > 4 为 2 阶 群 lid, (i,! -DD!; 

PD 为 5(1,3,4 的 置换 群 ); 

玉 为 2 阶 群 lad, (15)(02,4)1; 

5 其余 紧 单 李 代 数 的 外 自 同 构 群 为 单位 . 

推论 1 除 丸 ,DD 与 Eo 外 其 余 紧 单 李 代数 的 自 辐 构 均 为 内 自 同 构 . 

单 李 民 数 的 外 和 尔 群 与 外 自 同 构 群 如 表 4-1 所 示 . 


表 4-1 
李 代 数 外 自 同 构 群 
ET 《十 Si [ZE 
B,C a4 [2/(22)1 5 I 
所 2 [2/22)]™ * 5 {Zz) 1 > 4 
Es 加 Zr(22) 
EE] a0 34 5， 了 
Ee 214 .和 人 -7 


Fy 2 
三 > 2 -3 


PP 
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4.3 ”外 尔 胞 与 扩大 的 外 尔 群 


设 成 是 连通 紧 半 单 李 群 6 的 嘉 当 子 群 ,LieHo = 负 . 闪 6 所 印 ; 则 当 且 仅 当 

下 式 成 立时 ,expxo 正则 : 
eh 风 
其 中 
B= fro€ bl le, 和) = ky- Lr!. 
定义 1 fo 中 开 子 集 
bo\ WU_BACc hl Useab,) 

的 连通 分 支 称 为 外 尔 胞 . 

引 理 7 设 9o 为 紧 单 李 代 数 . 久 为 其 嘉 当 子 代数 .对 应 根系 ,家 根系 记 为 A, 开 
= Jarsorrm ol. 他 为 最 高 根 , 则 集合 

Sp = Eh li > 0 中 sshtp - 1h) < 2nl 

是 一 个 外 尔 胞 , 它 是 一 个 ! 维 单 形 , 且 是 Qg( 由 开奖 定 的 外 尔 房 》 中 唯一 以 原点 为 
顶点 的 外 尔 胞 . 

ty 是 欧 几 里 德 空间 . 罗 是 了 刚体 运动 群 中 子 群 . 再 考虑 平移 运动 的 子 群 ， 

设 名 ,如 :上 是 ! 个 整数 , 则 有 唯一 的 后 …% E 了， 
使 得 

《到 ai =2h vlxr, lsigl 
对 每 个 Hy 可 在 hh, 中 定 光 一 个 平移 
Th Ao 十 He 

定义 2 由 go 的 外 尔 群 Wo 与 所 有 平移 mx. 生成 的 群 Wae* 称 为 go 的 扩大 
Weyl 群 . 

引 理 8 对 和 任 一 地 ” 丘 Whoo” ; 均 有 吉它 多 Jo 使 得 

Adexpw” CU Hoy = Adexpwl Ho} , ¥ Ho € ho. 
引 理 9 对 任何 a EA,kE 了 有 WE We ， 
定理 9 Wo 将 外 尔 胞 变 为 外 尔 胸 ,而且 b。 的 外 尔 胞 村 下 6 ”作用 下 可 递 . 


4.4 ” 紧 李 代数 的 复 表 示 


以 下 几 节 将 讨论 紧 李 群 的 复 表示 与 实 表 示 . 前 面 已 知 , 对 紧 李 群 Co 的 任 一 表 
示 (p,V),VF 有 p( Go) 不 变 的 内 积 .因而 p(Go) Cc OC 中 或 pt G0) c 这 内. 由 此 还 
知 G6 的 表示 是 完全 可 约 的 . 

如 果 (p ,VW) 是 Ce 的 一 个 表示 , 则 (dp, 了 是 G60 的 李 代 数 LieGo = 印 的 -- 个 表 


示 , 仍 记 为 (p, 站. 

如 果 Co 有 两 个 表示 {pi1 ,FD , (pz, 2) 基 域 相同 ) ,部 认可 定义 一 个 新 表示 
(0! (i D2 + VW 的 PP 如 下 : 

(pW PND = PHD DB OAD RE 

这 个 表示 称 为 (pi, 入) 与 ip2, 所) 的 克 罗 内 殉 ( 张 量 ) 积 . 

tal 人 Vi V2) 对 应 于 go 的 表示 (dlp (0 22)， Fx 记 ) 称 为 gm 的 表示 (pl 
Y 与 {p02， i 的 克 罗 内 克 { 张 量 ) 积 . 仍 将 dni 0 p27) 记 为 ai1 的 以 ; 则 

(ol @ EDN x) = dV psx} + Ps) id YE go: 

类 做 地 ,可 以 证 关 过 个 表示 的 克 罗 内 克 积 . 

如 果 (e, 7 是 gp 的 复 表示 ,自然 , 它 也 是 go 的 复 化 g = go* 的 复 表示 , 且 有 要 
闻 的 可 约 性 .反之 ,车 {p, 下) 是 9 的 复 表 示 , 自 然 p 限制 在 如 :就 是 的 复 表 示 . 当 
然 也 有 相同 的 可 约 性 .于 是 实 李 民 数 的 复 表 示 论 问题 就 变 成 了 其 复 北 的 复 表 示 论 
的 向 题 . 

设 go 是 紧 李 代数 ,mW 是 一 嘉 当 于 代数 .9 = 9o',h = lo*, 于 是 有 

= ht+ 人 fu， 


特别 ,和 = Clgo) 十 Y - 19g, 加 是 由 4 张 成 的 实 线性 空间 . 


定 当 地 如果 
2 等 他 到 ， 时 太守 态 ， 
让 4 三 


由 yp Ev -1% 称 为 整 向 量 ; 若 还 满足 
人 计生， 
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则 vy- iw 中 整 向 量 mp 称 为 强 整 向 量 ， 

例如 ,a E 4,e 是 整 阿 量 ,最 高 根 go 是 强 整 向 量 . 

定理 如 设 卫 为 素 根系 , 罗 为 外 尔 群 ,p EY -18 . 则 有 

b 当量 仅 当 共 Pa E ZY a € 卫 时 ,9 是 整 向 量 : 

> 荐 整备 量 , 网 对 任何 w 于 ,wtp) 亦 为 整 向 时 ; 

?> 当 且 仅 当 从 后 9 > 0,Y os < 及 时 , 整 向 最 9 是 强 整 向 量 ， 

下 面 米 讨论 复 表 示 . 设 是 实 连 通 紧 李 群 ,gp = 李 %, 抽 是 G6 的 训 当 于 代 
数 , = 李 所 (Pp ,让 是 上 复 表 示 . 寺 是 VW 上 有 不 变 内 积 . 鼓 na(9) € 内 .因而 可 以 
对 角 和 化 ,. 即 

oH) = 出 agerer er), N= dimk, 
其 中 对 角 元 素 [em 1= 1, 艺 i 是 纯 虚 数 或 0. 

对 应 于 名 的 表示 ,efxo) 是 斜 埃 尔 米 特 (Hermite) 矩阵 ,也 可 对 角 化 .如 可 交换 ， 

夏 可 同时 对 角 化 . 
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olxo) = diaglpat xo)s Hwy 和 
rxo) 是 纯 虚 数 . 故 是 wv - 1 和 上 的 实 线性 函数 ,因而 用 mw = 中 上 的 不 变 非 退化 
对 称 双 线性 形 , 可 将 p; 概 人 vw- ip 中 , 仍 以 4 表示 之 ,出 此 讨论 ,得 到 
了 = OU,, 


ep 
其 中 = 和 EYE = (nN) vy xo EE hl. 

定义 站 中 非 零 向 量 + , 若 满足 

ptxo)r = {rs Xo)Fr¥ xo EE ho, 

则 称 ”是 属于 松 关 的 权 向 量 . VW, 称 为 权 子 空间 .dimW 称 为 权 j 的 重 数 .所有权 的 集 
会 玉 称 为 根系 .有 时 不 是 权 , 也 可 记 作 iim = 0. 

定理 11 (po, 中 是 紧 相 代数 wm 的 复 表 示 .y 是 ow 的 嘉 当 子 代 数 . 

= qo = b+ Zug Y = 2 

le ae al 是 外 尔 基 . 则 丰 

pe 人 Ca 

Pa ,pj 关于 a 的 权 链 为 

天 一 了 
即 p+ 直 后 而 ,- 关 过 上 二 9 而 -pp+l + + le EB, 则 有 
2 a) 


{a,a 
字 权 系 而 在 外 尔 群 多 作用 下 不 变 ， 
推论 2 任何 权 都 是 整 向 量 . 
定 久 5 摊 对 是 ow 的 表示 tp, 站 的 术 系 .如果 NE 中 .满足 
AtaEeE,， YaE +， 


= p— 9 


则 称 为 最 高 权 ， 

一 个 表示 的 最 高 权 4, 必 为 强 整 向 量 . 

定理  ” 设 (p,V) 是 mw 的 不 可 约 复 表 示 , 十 为 权 系 .A 为 一 最 高 权 , 则 有 下 面 
的 结果 ; 

Yr 者 , 则 有 ai EE 开 , 使 

dad A < 入; 

加 是 

Cp, 站 的 最 高 权 唯 一 ; 

mW = 1. 

定理 13 设 (p,, VY) ,i = 1,2 是 紧 李 代数 go 的 两 个 不 司 约 复 表示 , 吕 ,Ai 是 它 
们 的 权 系 与 最 高 权 . 则 下 面 三 个 条 件 等 价 ， 

lo YU Sa) 等 价 , 记 为 ol pa 

-= DD 
Fa, = A 
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定理 14 设 (p,,T),i = 1.2, 是 紧 李 代数 go 的 两 个 卡 示 , 宙 是 Cp;,V) 的 权 
丢 . 则 有 
(p13 pa 的 [2) 的 权 系 为 
P= pr+p2 让 人 和 = 中 + 由; 
加 车 (pi， Vi:) 不 可 芍 , 则 Lpj 多 pa， FH oO Fo 中 育 一 个 不 可 约 子 表示 其 最 高 权 为 
41+ ua: 其 中 省 是 Ce, 玉 ) 的 最 高 权 . 
定义 和 6 设 铝 是 紧 半 单 李 代数 go 的 嘉 当 子 代数 ,4a ,1 是 根系 与 素 根 系 .满足 
站 = 6; 了 = 12 pp 
的 强 整 向 量 叫 第 i 个 基本 强 整 向 其 . 
以 ai 为 最 高 权 的 不 可 约 复 表示 (pi WW) 在 等 价 的 意义 下 存在 唯一 , 称 为 第 i 个 
基本 表示 . 
由 此 ,对 任 一 : 强 整 向 基 A ,有 
= 了 na n= 2(A ai) 


feat 


它 是 表示 | 
1 ee 的 DI a Di 


和 


的 一 个 不 可 约 子 表示 (p, 和) 的 最 高 权 . 
例 1 SU(2) 的 李 代数 sut2) 的 复 化 sl(2) 有 基 


1 0 
«=[。 | 
D0 上 
“+ [o ol? 
a 0 | . 
一 芋 0 
而 县 
[me] = 2e oe] =-28_ [ee |] = 在， 


正六 VV -1 为 整 向 量 , 则 卢 = 和 如, 且 上 上 为 整数 或 半 整 数 . 

和 E v 一 1 名 为 强 理 向 量 , 则 1 = 各 ,六 0. 上 为 向 数 或 半 整 数 . 

4 为 su(2) 不 可 约 表 示 (p ,了 V) 的 最 高 权 , 则 权 系 为 ; 

中 = iA,A- A 

显然 dim 态 _。 = 4, 于 是 dimV = 2k + 1.ple) 的 特征 想 28,2k 一 2,… .一 2 上 . 

现在 继续 一 般 性 的 讨论 . 

eq 为 紧 半 单 李 代 数 . 为 其 嘉 当 子 代数 .4 , 开 为 要 未 与 素 模 夭 .4o,P 为 它 的 
不 可 约 复 表 示 . 人 B 为 权 系 ,4 为 最 高 权 . 

下 扫 中, 则 有 [全 捷 卫 , 使 
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AoE 
此 寻 称 六 为 * 层 权 . 入 证 记 重 中 所 有 * 屋 要, 则 有 
B= A A UA. 
称 Tp) 为 (pp, 只 的 高 度 . 
定理 15 go 紧 半 单 ,bo 为 其 嘉 当 于 代数 ,4 ,开罗 根系 与 素 根 又. = jm 
E -10 满足 
《站 三 之 ， 
鼠 若 (po,Y) 基 no 的 不 可 约 复 表示 ,， 为 最 高 权 , 则 有 
TEo) = CA,A). 
定 久 7 当 高 度 T(p) 为 偶数 时 ,(p, 中 称 为 偶 型 表示 ,Ttp) 为 闸 数 时 , (6 ,中 
称 为 奇 型 表示 . 
例 2 对 su(2) ,Cp ,VF 最 高 权 为 各 时 ,有 上 = a， 
TiP) 三 下， 


因而 大 E Z, 为 个 型 表示 ,此 时 0 所 名. 为 半 整 数 , 为 订 型 表示 ,此 时 0 EE 帮 . 
1 
推论 3 HE = 谊 yqai; 则 


Li 
Bp) = 2 9 = T(p) (mod?) 
P| 


4.5 对 偶 表 未 


设 『 上 是 域 玉 上 的 线性 空间 ,dimY = rn, 则 VY 上 所 有 线 届 :十 数 ( 即 下 到 下 的 线性 
映 集 ) 构成 一 个 上 维 线性 空间 *” , 称 为 了 的 对 个 空间 . 
设 el me 是 中 的 一 组 基 ,六 ,万 …… 乒 汶 其 对 侧 基 : 
file) = 6 bj = 1 
车 4 是 上 上 线性 变 搞 . 则 由 
CN = RU, YAE Vv 
定义 了 FV” 上 的 线性 变换 ,.%” ,满足 
t+ 
Pf{a = 
了 《人 和 ”=- 有 
4 [0 = |; 
PF 车 .3 在 基 ee 下 的 卸 阵 为 .如 , 则 .名 在 相册 的 对 个 基 搬 , 户 ,……, 扩 
F 的 矩阵 为 - 4A'(4' 表示 4 的 转 置 ). 
定 内 8 设 (p, P) 是 李 代 数 8 的 -个 表示 , 则 由 
Pix) = p(x ,YIEN 
也 得 到 & 的 -个 表示 (Cp” ,VYV" ). 称 为 Cp ,4 的 对 个 表示 ， 
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(0" ,VY ) 与 (p, 的 有 相同 的 可 约 性 . 

定理 16 设 (p ,VW 是 李 代 数 gq 的 表示 ,其 对 侦 表 示 为 (pp  .Y"). 则 pp 与 o" 等 
价 的 充分 必要 条 件 是 W 上 存在 非 退 化 的 不 变 双 线性 消 数 . 

定理 17 设 ip, 让 基 # 的 不 可 多 表示 . 则 

iV 上 非 零 的 不 变 双 缀 性 函数 f 一 定 非 退化 ; 因 之 ip ,tp " ,VV) 等 从 的 完 
村 条件 是 了 上 有 不 变 双 线 性 函数 六 = 0; 

2 当 y 的 基 域 代数 封闭 时 ,WY 上 上 其 他 任何 不 室 双 线性 旺 数 下 与 1 差 一 常数 信 ， 
即 严 = of,< 为 常数 ; 

入 当 上 的 基 域 代数 封闭 时 ,六 对 称 或 者 反对 称 . 

定理 8 设 (o,Y) 是 紧 李 代数 go 的 复 表 示 ,(o ,VY ) 广 其 对 偶 表 示 . 和 下, 劝 “ 
分 别 汶 fp ,让 ,Co" ,7 ) 的 权 系 . 则 

PB =- 人. 

2 (tp, 和 不 可 约 ,2 为 最 离 权时 , 则 下 面 三 个 条 全 等 价 ; 

0 (pp, 站 与 (p*' ,VY") 等 价 ; 

(2) WV 上 有 非 零 不 变 双 线性 欧 数 六 

{3) -A 为 独 的 最 低 权 . 
而 且 ,此 时 若 了 上 对称, 则 Tip) 为 偶数 ; 若 了 反对 称 , 则 T(p) 方言 数 ， 

定理 多 设 go 为 紧 单 李 民 数 . 《Toy 区) 是 qo 上 不 灾 内 积 , F(X 和 0, Yo) 是 no 
的 基 灵 型 , 删 


(CX, Yn) = cB( NW, fo), 
其 中 < 站 ,为 常数 ， 


4.6 ” 紧 李 群 复 琢 未 的 表示 图 数 与 特征 标 


设 tn 是 实 连 通 紧 李 群 ,wo ya, ww 是 癌 的 莫 雷 尔 - 高 当 形式 ,于 是 
入 Tt A bm 
对 任何 常数 io 是 不 变 n 次 微分 形式 ,在 6, 上 可 定义 不 变 科 分 ,可 选 ho 使 得 
j aoo 上 ” n tn 二 1 . 
记 
dg = 而 = hom A A wn. 
定理 加 ”名 上 平方 可 积 的 复 值 函数 集合 L760) 是 无 限 维 复 线性 空间 ,其 中 
可 引进 肉 积 :WA ,六 去. Li G0), 
‘fifa? = | fig) f(g)dg. 


车 把 几乎 处 处 相等 的 晴 数 视 为 同 -~ 函数 , 划 (G0) 为 内 积 写 阅 , 并 对 范 数 | = 
v 《所 户 为 项 尔 伯 特 宗 间 . 
定 炎 9 设 (p ,外 是 G0 的 复 表示 . 则 在 VY 中 有 对 pt G0) 不 变 的 内 积 . 对 此 内 积 
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有 上 的 标准 正 交 基 . 在 此 基 下 ,YeE ce,pg) 有 上 矩阵 表示 
og) = (pag EE UAW, 
pyt8) 称 为 (p ,中 的 囊 示 阔 数 ,而 
Xolg) = iplg) = Zpilg) 
称 为 (foe, 入 的 特征 标 . 
定理 21( 征 得 -外 尔 ) ”以 了 表示 实 连 通 紧 李 群 G4 的 所 有 不 等 价 不 可 约 算 表 示 
的 集合 , 则 
fw lmpy 1 Pp P,m 为 po 的 维 数 | 
为 (G0) 的 一 组 标准 正 交 基 . 
定 久 区 下 EE (G0) ,如 果 满 足 
Fr{goog) = Fgh) YAM E mo, 
则 称 为 Go 上 的 类 彰 数 ,以 xx 60) 表示 (560) 中 的 类 岗 数 的 集合 . 
定理 加 ”以 x, 表示 实 连 通 紧 李 G6 的 表示 tp ,中 的 特征 标 , 则 有 
LP? x, E 有 CO) 
> Xetras = No t Kp, 
F Xp Be = kp, Np i 
4 当月 仅 当 Wo = 各, 时 ,pi 与 p, 等 价 . 
字 答 
n= PR 二 Pa 人 十 … 十 Pi 二 + 人， 


其 中 pj'0? 为 名 的 不 订 的 复 表示 , 瑟 上 标 相同 的 等 价 , 上 标 不 同 的 不 等 价 , 则 


《Xp，Xe》 = 之 ,对 
推论 4 辐 的 复 表示 (op 由 中 包含 与 不 可 约 复 表示 (pn0, ho) 等 价 的 子 表示 的 
个 数 为 m, 则 
Mo = 人 和 pp > 
推论 5 当 且 仅 当 < Xp 和 > = 1 村 ,tp, 外 不 可 约 . 
定理 站 ” 哺 为 实 连通 紧 李 群 Go 的 所 有 不 等 价 的 复 不 可 的 表示 的 集合 , 则 | 瑟 | 
Pp EP) 构成 [0 G0) 的 一 组 标准 正 交 基 . 因 而 蕊 (Co) 亦 为 希 尔 伯 特 空间 . 
定理 23 设 61,0G; 为 实 连 遂 紧 李 群 .Cpi, FW),(p2.F:) 分 别 为 它们 的 不 可 的 
自 表 示 ， 机 = 如 轩 6 妈 人 直 积 ). 则 由 
pM) = pt) © 0 th) 
定义 了 G6 的 不 可 约 复 表示 (tp, WG 内) 
友之 ,的 插 一 不 可 约 复 表 (p ,六 均等 价 于 这 样 一 个 老 示 . 
定理 和 5 z 维 实 环 面 R"/AZ? 的 任 -- 不 可 约 复 表示 (p ,W 都 是 ~- 维 的 ,县 有 
pg ee 
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其 中 襄 , 上,… ,后 所 Z, 且 为 R"/Zr 的 全 系 不 变量 ， 
4.7 Lo( G0) 的 积分 运算 


实 连通 紧 李 群 60 的 任何 复 表 示 (p, 六 的 特征 标 XE (G0). 又 知 G66 的 任 -- 
元 率 都 与 G0 的 一 个 固定 的 嘉 当 子 群 中 某 一 元 素 共 罗 e. 因 此 类 汕 数 实际 上 就 是 嘉 当 
子 群 上 的 函数 ， 
引 理 如 设 轴 是 的 一 个 嘉 当 子 群 . 虽 由 
pnHo, hh) = HAA YAE Go,h EA, 


Co 。 用 到 C， 上 的 单 值 解 析 映 射 ,而 且 对 AE Pet CH 有 


En 
egPo hi = Agtato,h)) = Ahk). 
引 理 11 设 g 是 名 中 正则 元 素 , 又 外 EC 过 反 . 使 得 Wo = A 
则 有 有 
le 男人) = gia a ihial a €E N(CHo)l; 
> 90) 1=1 We 1. Wo 是 Go 的 外 尔 群 ; 
J 对 go 的 某 个 邻 域 U,y 是 上 0 的 覆盖 映射 , 窟 盖 叶 数 为 | Wa |， 


定 尽 了 


引 理 2 设 /e 4(60) ,以 名 , 吝 ， 丙 分 别 表示 Gu, 各 ,内 上 的 体积 元 .4 家 
示 由 由 话 导 的 的 微分 形式 到 中 x 所 的 微分 形式 的 觅 射 . 则 有 
" 1 i 
j。 f(g) Co = 1 起 -0 人 


为 了 计算 8 G0, 需要 计算 y 的 雅 可 比 ,det(dy) = 4. 
引 理 13 “局部 解析 出 胚 y 的 雅 可 比 为 


AlexpAo) = | | e240) 一 ef oi 上 2， 4 入 wm- 
gE 


定理 站 FE iox{ 60), 则 有 有 
四 1 和 
| Ng) Go = TW fA) Hon. 


推论 如 | A(h}dh = 人 We 1. 


mh 


4.8 ”特征 标 公式 


设 G0 为 实 连通 紧 半 单 李 群 . fo 是 嘉 当 子 群 . ao, 分别 为 G0, 的 李 代 数 .9 
= g5,h = 的 .6 对 日 分 解 的 根系 为 上 , 素 根 系 为 也 ,以 We 去 术 外 尔 群 ,w EE 本 f 是 
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v - 1t% 上 正 交 变 模 , 当 然 也 可 看 成 WH 上 的 正 交 变换 . 
设 4 为” - tty 中 所 有 整 向 量 的 集合 .又 设 X44;,… ,1 为 基本 强 整 向 量 , 则 有 


各 = {Sma 1m € 2}. 


tel 


且 
ch 三 入， Yow 匡 Wa. 
再 设 
= lx €E hl a,xo) = 0(modrv Dp €E AN. 
了 工 。 
引 理 14 Fm = {> 所 -lalne 2 
A= 11xEv ihr0) a Omdxrv DY eh). 
引 理 15” 令 久 = 也 , 则 久 为 环 面 , 它 的 不 可 约 复 表 示 为 
iv 
No er WE mh gE A 
1 
因而 


| ee ie NH = 信 人 
Ho 1 ， 正二 站- 
引 于 6” 人 尾 取 8E 4, 记 


lo = >, (Csignw el) Ko my, 


“ene 
则 有 
p(wro) - signws (Xo): 
也 Ci) = signigyt Xo): 
Pv = fv 18); 
#6,0 € A Elw(8) 1w € Wel, 则 


| fA) BOB) = 0. 
HH, 


引 理 人 7 令 8= >w, 则 BEA, 而 且 
go 亡 入 
B= AL At+ + A 
又 w 扎 Wa ,使 得 当 且 仅 当 w = 计时 ,8 = 有 
引 理 霹 令 8(40) = [| (et -eao0), 则 
了 HE 避 


Jat Ap) = (AD). 
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现 设 (p, 中 是 G0 的 不 可 约 复 表示 . x 为 其 特征 标 .又 (dp 由 = (ip, 让 是 go 
的 不 可 约 复 表示 , 权 系 为 外, 最 高 权 为 4. 又 有 ， 
y= Oh,. 
下 局 多 
对 名和 世 名 .有 - 
Yet exp Xo) = > ,dim ett ol, 
鼎 它 唱 


引 理 钞 对 由 税则 有 
dimRro = dimF,, 
从 而 
Yo Exp Yo) = Xeofexp3o)， 
引 理 加 设 4 是 不 可 约 复 表示 (do ,让 的 最 高 权 , 则 
w+ay <p+ia wd we Woo. 
从 而 
| iwtA+ra)lwe Wel 1=1 Woo!. 
定理 加” 设 (p ,下 是 实 连 通 紧 李 群 名 的 不 可 约 复 表示 . 如 是 特征 标 . dp, 
为 相应 的 m 的 不 可 约 复 表 示 , 中 为 权 系 ,4 为 最 高 权 , 有 


特征 标 公 式 Xp expro) = BY 

维 数 公 式 dimy = [ l A 

现在 来 讨论 反问 题 ， 由 训 和 本 人 和 下 
Arat No) 
人] 


是 由 甸 的 一 不 可 约 复 表示 的 特征 标 得 来 的 . 
邻 Do= jznE bl expxo = ei. 
,= 1 所 to | Apexp Xo 三 id}. 
咱 
= 1 和 le. 和) 二 Ofmodt2rw ~ 1).a tt a 
= [XE ol {ea, Xo) = 0(modr v1) ,a € Hl. 
时 然 有 0 所 Po. 
引 理 入 如 上 ,A 为 整 向 量 集 . 邻 
Ao= EAI Ad) = Omodr vy 二 1) ytE Do!. 
中 设 EGo 为 外 尔 群 . 则 交加 二 Wo: Ao 入 for E 4o 有 
wan 后 An, wre) 所 和 0， 羡 所 0: 
定理 交 ”对 于 强 整 问 量 入 ,有 的 不 可 约 复 表 示 (p ,使 (dp ,让 的 最 高 权 六 
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4 的 充分 必要 条 件 是 
(A,A0) = Omodr Vv - 1),¥ Ao € Ao. 


4.9 ”实景 李 群 的 实 表示 


定 尽 二 复线 性 室 间 上 的 一 一 对 应 a 如 果 适 合 : 
olx +y) = gtx) 4+ oly}, Wry Ee EL; 
Po{laxr) = ot}, Yo CrE L; 
¥ oa: = id ， 
由 og 称 为 闭 对 合 . 
引 理 复线 性 空间 上 的 半 对 合 g 与 上 的 实 形式 j= 17EElatzy = x| 间 
有 一 一 对 应 关系 ,是 
ala+rv -1p -a-v- 18, 时 站 :由 和 了， 
引 理 多 设 上 = 马 ,4 是 二 上 的 线性 变换 ,= 是 2 对 应 的 半 对 合 . 财 当 且 仅 当 
如 二 ,党 可 
时 ,. 必 1; 是 的 线性 变换 . 
引 理 24 = 区, 对 应 的 半 对 合 为 o, 则 当 自 仅 当 有 JE gi00), 和 使 户 = -id， 
且 有 
=aerv -la)l Yae Ll. 
时 ,上 有 算 子 空间 分 解 
二 = 了 二 门人 = 人 
(Po, Wo0) 是 连通 实 紧 李 群 G6 的 实 表示 (po, 0). 设 六 = 人 ,于 是 mmfe) 可 自然 
地 开拓 到 十 .于 是 得 到 5% 的 一 个 复 甫 示 (p, 由 .如 果 KF 相应 的 半 对 合 为 z, 则 有 
Plg)s = P(g8), Ye EE Go, 
这 时 称 (o ,了 是 (am) 的 得 化. 
引 理 站 设 (tp,P 是 如 的 一 个 复 表 示 . 允 站 有 实 形 蕊 而 ,对 应 的 半 对 合 为 上 ， 
则 当 且 促 当 
aofg) = pl plg} Oo=d pg gE oOo 
时 ,{p, 了 是 G6 的 实 表示 (po, Fo) 的 复 化 . 
定 尖 届 实 连 通 紧 李 群 66 的 不 可 约 实 表示 Lpo, Wo) 若 其 复 化 1o,P) 不 可 约 ， 
则 称 为 第 一 类 ,否则 称 为 第 二 类 . 
定理 为 设 (p ,中 是 实 连 通 紧 李 群 6 的 不 可 级 复 表 示 , 则 下 面 三 个 条 件 等 
以 : 
Cp; 站 是 G6 的 一 个 第 一 类 不 可 约 实 表示 (po, Wo) 的 复 化 ; 
2 在 YY 中 存在 at 不 变 的 非 媳 化 对 称 双 线性 函数 ; 
dp, 与 其 对 偶 表 示 (de , 太 ) 等 价 , 且 (dp, 让 的 高 度 T(dp) = 
QCmod2) ,有 即 (dp ,四 为 蛋 型 表示 ， 
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定理 拙 ” 设 (po, 而) 为 实 连通 紧 李 群 6 的 不 可 约 实 表 小 . (6 ,VW 为 其 复 化 .oa 
为 了 对 庶 Wo 的 半 对 合 , 则 下 面条 件 等 伯 : 

PP {po: 6) 是 第 一 类 的 ; 

2 中 有 极 小 不 变 子 定 间 VW, 使 得 

V= Tel 

上 got Fi) 评 为 极 小 不 变 子 空间 ; 

3 有 和 山中 线性 变换 ] ,满足 : 

= -idy, 
pig = Jota), YEE to. 

推论 7 TEL + 六) 三 《站 ly 站， {Or oF 二 (tp lot, .Fh ) ,Wd SV) 与 
(dei; 3) 的 对 个 表示 等 价 . 

设 (fp,Y) 是 李 群 6 的 表示 . V* 是 的 对 侦 空 间 . 设 jE ,gE& 如 ,定义 

plg) Nv) = fiplg) yw), 
则 
na ptn)” 

是 到 GLEY*) 中 的 同 态 , 故 (p" ,VV') 是 6 的 表示 .显然 ,idp, VW) 是 李 代 数 9 = 
Lie6 的 表示 tdp, 中 的 对 侦 表 示 , 反 之 亦 然 ， 

引 理 了 8” 设 toa,W) 是 实 连 通 紧 李 群 向 的 复 表 未 pr 六 ,7 ) 是 (a, Wi) 的 对 
偶 表 示 , 而 

(p= (pe), 

则 有 的 实 表 示 (po, Yo) 其 复 化 为 (Co, 

定理 拓 设 (o, 为 实 连通 紧 李 群 6 的 本 可 约 复 表 水 , 则 它 是 局 的 一 个 第 
二 类 不 可 的 生 表 示 { pg, 向 的 复 化 的 不 可 的 了 于 表示 的 必要 充分 如 件 是 :在 中 上 不 存 
在 pt G6) 不 变 的 非 措 复 对 称 双 线性 函数 . 

推论 8 Go 的 任 -一 不 可 芍 复 表示 (p ,由 要 么 是 6% 的 第 -类 不 可 约 实 表示 的 
复 北 ,要 人 么 是 第 二 类 不 可 约 实 表示 的 复 化 的 一 个 不 可 约 子 表 尺 . 

定理 抽 ” 实 连通 紧 李 群 6 的 两 个 不 可 约 襟 表示 (pp, 包 ) ,Cp'o, VW } 等 失 的 充 
分 必要 条 件 是 :它们 的 复 化 4p, Pa ,VY'} 中 有 -一 个 不 可 约 子 表示 等 价 . 

推论 3 实 连 通 紧 李 群 等 价 的 不 可 约 实 表示 ,有 相同 的 张 型 . 

定理 3 设 (po, 向 ) 与 (po' ,了 内) 为 实 连 通 紧 李 群 Co 的 两 个 等 价 的 不 可 约 实 
表示 .focalfir ,EE 分别 为 思 , To' 上 不 变 内 积 , 则 存在 5 到 YY。 上 的 线性 同 构 
. 攻 , 舍得 

DOE) B= E008) VEEG 
Co = 《It 人 从 
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3.4 重要 的 线性 算 子 类 … (325) 


引 言 


泛 丽 分 析 是 从 变 分 法 .积分 方程 微分 方程 、. 通 近 论 种 与 论 物理 的 研究 中 发 展 
起 来 的 一 门 数学 分 支 , 它 综 合 地 运用 分 析 代数、 几何 的 方法 .研究 无 跟 维 线性 拓扑 
空间 和 这 类 空间 上 各 种 映射 的 性 质 . 

泛 画 分 析 在 为 世纪 的 产生 和 发 展 , 主 要 受到 两 个 因素 的 影响 .一 方面 ,49 世纪 
以 来 数学 的 进一步 抽象 化 与 公理 化 为 泛 函 分 析 的 产生 提供 了 理论 基础 . 当时 ,用 统 
一 的 观点 来 理解 数学 各 分 支 所 积累 的 天 量 材 料 ,不仅 是 必 些 的 ,而 且 是 可 能 的 .由 
于 吸收 了 几 条 与 代数 的 方法 ,不 但 把 许多 早期 只 是 在 特 逮 的 分 析 学 科 里 被 孤立 讨 
论 过 的 问题 联系 起 来 ,而 且 促 进 了 抽象 理论 的 形 或 .对 泛 亏 分 析 发 展 起 重要 作用 的 
另 一 -因素 是 喇 子 物理 学 的 要 求 .量子 物理 对 渤 册 分析 的 意义 ,正如 牛 慎 力学 对 微 积 
分 在 18 世纪 的 发 生 和 发 展 所 起 的 作用 一 样 . 例如 , 希 尔 怕 特 空间 上 自 共 辆 算 子 的 
谱 分 析 , 正 是 加 世纪 3 加 年 代 适 应 量子 力学 的 需要 而 发 天 起 来 的 . 

现代 证 隔 分 析 在 几何 .拓扑 .微分 方程 .概率 论 .连续 介质 力 学 .量子 物理 .计算 
数学 ,控制 论 等 学 科 中 都 有 重要 的 应 用 , 它 是 建立 群 上 调和 分 析 的 基础 ,又 是 研究 
有 无 限 个 自由 度 的 物理 系统 的 重要 工具 , 它 的 观礼 和 方法 出 已 广泛 地 渗入 许 包 芽 
程 技术 学 科 之 中 . 


1 距离 线性 空间 
1.1 距离 线性 空间 的 基本 概念 


i.1.1 距离 空间 


(1) 号 离 空间 “” 设 导 是非 空 集合 ,二 元 函数 o: 于 xx 大 > 及 满足 efx,y) = 0 时 ， 

1* 非 负 性 :pfx:yy 之 0, 当 且 仪 当 x = Yi 

2 汪 点 不 等 式 :ptx,y) 二 Pp(%,7) + p(y,z) 对 证 中 任意 三 虞 x*,y,z 成 立 ， 
则 称 p 为 Y 上 的 距离 , 称 (X,p)( 简 记 为 1) 为 距离 空间 . 

如 果 p 是 X 上 的 距离 , 则 它 还 自然 满足 对 称 性 , 即 

3pfxzy)》= olY,x) 对 上 任意 两 点 x,Y 均 成 立 . 

(2) 收 襄 ” 称 距离 空间 三 中 点 列 jz 1 收 敏 于 xo, 或 称 点 列 | x 以 xo 为 极限 ， 
是 指 

CN0) 下 日 {nr 的) 

记 作 lim xn = 0 或 二 0(R 


距离 空间 又 称 为 度量 空间 ,是 -一 种 特殊 而 常见 的 拓扑 空间 ,也是 这 函 分 析 中 最 
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重要 的 一 类 空间 . 
| oy n 维 欧 几 星 德 空间 到 中 ,对 于 * 三 {XL 三 (yr Fas 


如) ,规定 
of = > 1 一 六 
站 = 


则 (六 .p) 是 一 个 距离 空间 . 
说 2 5 设 5 是 复数 列 {x| 全 体 所 成 的 空间 ,对 于 x = 1 = 1x1 ,规定 
{5 ,6) 基 - 个 距离 空间 . 
例 3 CG[a,8] 设 上 是 非 负 整 数 ,Ce[e ,8 是 [ae 上 具有 去 界 连 续 导 天 数 
的 函数 ( 当 丰 = 0 时 表示 十 数 本 身 连 续 ) 全 体 . 对 于 xy 拓 [a,$], 规 定 
pfxsy) = mar max | 50ft) -Yo 1， 


| 


则 (COE a,&81,p) 是 一 个 距离 空间 ,这 个 室 间 中 点 列 的 收 敏 就 是 前 大 阶 导 画 浆 的 一 
致 收 误 ， 

例 4 6 fa. 5 记 [e,y] 上 无 限 殉 可 微 函 数 全 恒 为 C [etb] ,对 xy 把 
[a,&5]; 规 定 

2 | x (2) 一 Yl 
At,y) = 2 2 和 二 | 人 

则 (2” [Le ,ohy 是 -- 个 距离 空间 ; ;这 个 室 间 中 点 列 的 收敛 就 是 各 阶 导 函数 和 范 数 
列 白 身 均 为 -一致 收 就 . 

例 S 设 ( 寺 .党 ,) 是 一 个 测度 空间 ,EE RA) < 基 ,3 是 上 可 高 果 数 全 
体 , 其 中 在 上 几乎 处 处 相等 的 函数 视 为 同一 点 .对 x,y 人 亡 5, 令 


| KE 一 让 人 | 
P(x) = | x yO Td 
则 C$ ,6) 是 一 个 距离 富 间 ,这 个 空间 中 点 到 的 收 瘟 就 是 函数 列 依 测 度 收 盘 ， 
(31 党 备 距离 空间 ” 设 人 2) 是 一 个 距离 空间 ,ix 上 是 了 中 的 点 列 . 如 果 对 人 竹 
何 > 人 0. 存 症 自然 数 入 , 当 n,m 这 由 时 p(w,yxm) < 51 则 称 ix,| 是 一 个 基本 点 列 . 
如 果 (% ,we) 中 任 衔 基本 点 列 都 基 收 化 点 列 , 则 称 它 是 完备 的 由 离 空间 . 
例 1 至 柚 5 中 出 现 的 距离 空间 都 是 完备 的 ， 
(4) 等 距 局 构 。 设 { 计 ,oj) ,{Y,p3) 是 两 个 距离 空间 ;如 闪存 在 又 射 T: 一 上， 
使 得 对 任何 x*,y E 三 均 有 
PICzyY) = DafTYT7)， 
别称 { 工 ,o) 与 {Y,p;) 等 距 辐 构 . 
(5} 趾 离 空间 完 各 化 。 对 任 柯 距离 空间 (XX,n), 太 灾 :个 完备 的 摆 离 空间 


( 让 ,P ), 使 得 六 与 廊 中 一 个 稠密 子 集 等 距 同 构 ， 


i 


1 紫 离 线性 空间 *。 311 ， 


1.1.2 距离 线性 空间 


以 下 用 怀 记 实数 域 或 复数 域 . 

{1) 距离 线性 空间 数 域 让 上 的 线性 空间 XX 称 为 距离 钱 性 空间 ,是 指 了 同时 
叉 蚌 距离 空间 ,而 且 线 性 运算 关于 相应 的 距离 p 是 连续 的 , 即 

otro x) > Oy 7 08 pix, + yat + -=0 {nm ); 

Polxs x Oa EE KEWHplar aor) 0D (nm); 

oaE Ka >axt Hplaxar)} O(n ~). 

例 1 至 例 5 出 现 的 空间 都 是 距离 线性 空间 . 

(2) 平 穆 不 变 的 距离 “ 设 在 距离 空间 二 中 ,对 尾 何 x.yY,z € 六 均 有 

Ex+ FF + 2) = xy)， 

则 称 这 个 距离 p 是 平移 不 变 的 . 

(3) 对 于 和 任何 距离 线性 空间 (XX,p) ,都 能 改 赋 -- 个 新 的 平移 不 变 的 距离 p ,使 
得 三 元 线性 空间 (Y.p) 和 (Xp 中 的 收 钱 性 是 一 致 的 ,如 

当 且 仅 当 p(x 一 0 时 ,ptmyx) 一 0 in). 


1.2 赋 准 范 线性 空间 和 三 范 线性 空间 


1.2.1 驴 准 范 线性 室 间 


(1) 准 范 数 和 赋 淮 范 线性 空间 “设立 是 线性 空间 ,中 . 大 关上 的 隙 数 , 满 足 
x 寺 洛 , 当 且 公 当 xz = D0 时 ,上 x 上 = 0; 

Pxz+trl er + jy ,Yr,y 人 EA: 

-x = xl ,vxE XxX; 

* lim | ws = 9, lim | ax 上 = 0, 


则 称 站 .站 是 世上 的 准 范 数 ,( 革 ,上 ，|) 为 笑 准 范 线 性 空间 . 

(2) 准 范 数 的 特征 。 设 距 离线 福 空 间 的 距离 p 基 平 移 不 变 的 , 令 x = 
plx;0), 刚 站. 直 是 X 上 的 淮 范 数 . 反 之 , 设 丰 ， 是 尺 . 上 的 准 苑 数 ,规定 ptx， 
¥) = 用 *-7|, 则 关 是 二 上 平移 不 变 的 距离 .这 就 是 说 ,用 有 平移 不 蛮 距 高 的 虑 离 
线性 空间 和 赋 淮 范 线 性 空间 是 一 致 的 ， 

(3) 弗 雷 加 空间 {Frachet 空间 ) 完备 的 冉 准 范 线性 乞 间 称 为 弗 雷 歌 空间 . 

网 1 至 例 5 的 空 阐 按 x = p(x,0n 均 为 弗 雷 欣 完 间 . 

例 P(E}Y(1 > p>» 0) 设 (X,. 深 ,py) 是 一 个 测度 空间 ,互生 .党 ,un(EE)】 < 
+g, 记 五 土 p 次 可 积 孙 数 全 体 为 P(E), 它 控 通常 的 线性 运 莫 和 


1 1 -= 】 1 sts) 4rdy 为 韶 圭 于 空间 . 
1.2.2 赋 范 线性 空间 
(1) 裤 范 数 和 范 数 。 设 不 是 数 域 K 上 的 线性 空间 , 1  ‖ 是 改 上 的 函数 ,满足 
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x = 0, Vx 人 EX 

Px+rrl er) + lyl, Yr,rE x; 

Per =ial ||xl, 和 上 
则 称 上 :是 交 上 的 拟 范 数 ; 如 果 外 . | 是 三 上 的 拟 范 数 , 且 满足 当 且 人 如 沙 * = 
0 时 ,1 xl = 0, 则 称 外 :|‖ 是 xY 上 的 范 数 , 称 ( 二 ,| ， | 次 简 记 为 和 0) 为 贱 范 线性 
空间 . 

(2) 范 数 的 特征 ”次 (To) 是 距离 线性 空间 ,规定 上 x = p(x,0), 则 拷 :| 
为 邯 上 的 范 数 的 充 复 条 件 是 

Pp 是 Y 上 的 平移 不 变 距 离 ; 

Polar 0 =1 0 | pr 0), Vat Kx 人 EX; 

(3) 权 拿 替 空 间 完备 的 赋 范 线性 空间 称 为 巴 韶 半 室 间 ， 

讽 1 和 和 例 3 的 空间 按 ‖ x 上 = plx,0) 都 是 巴 拿 赫 空间 . 


例 7 PO < p<+m) 设 是 满足 >) 1 x1? < + 的 数列 [| 全 体 ,对 


x = | E ,规定 x = (D1 x 17)3, 则 了 为 巴 拿 林 空间 . 

例 §8 六 设 1* 是 有 界 数 列 全 体 ,对 x = |xi 蕊 1, 规定 上 x = sup 1 x 1, 
则 1” 为 已 拿 赫 空 间 ， 

例 9 Cn 设 避 是 收盘 数列 全 体 . 则 如 作 为 产 揭 子 空间 ,也 是 完备 的 线性 空 
间 , 即 Co 也 是 巴 拿 赫 空间 ， 

例 10 (ET 二 PP<+o) 设 (X, 嘻 ,px) 是 一 个 测度 空间 ,EE . 坟 , (EE) 


< + wm 记 力 (E) 是 在 E 上 可 测 , 且 | ix(D 1rdkx <+ 名 的 x 全 体 .把 在 上 几 
乎 处 处 相等 的 函数 视 为 同一 ,对 x € P(E), 规 定 
1z1 = | #0) dt 
则 Ft(E) 是 一 个 巴 章 赫 空 间 . 
例 11 LL"(E) 设 (%, 知 ,p) 是 一 个 测度 空间 ,EE€ .办 ,1"(E) 是 E 上 可 测 且 


本 性 有 界 , 即 
xl = 证 。 sup | x(t) le o 


PD EYE 
的 画 数 * 全 体 , 则 L*(E) 按 上 述 :三 为 巴 拿 赫 空间 . 
例 12 Cof- mo) (- % 2) 上 满足 lim x(1) = 必 的 连续 函数 x 全体, 按 通 
常 的 线性 运算 和 范 数 
xl = max | xte) | 
基 一 个 巴 拿 赫 空间 . 
全 地 Ww[a,8] 记 [a,8] 上 满足 :1 x(a) = 0; 实在 ta,8) 中 右 连 续 ; 闻 在 
[a,b] 上 有 蜡 变 差 的 隐 数 全 体 , 规 定 
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Ex = Vx), 
则 W[a,b] 是 一 个 巴 章 赫 空间 ， 


(4) 商 空间 “” 设 站 是 赋 范 线性 空间 ,上 是 革 的 线性 子 空间 ,对 x EE /上 ,规定 


pix) = infllxl lxEtE x|, 
则 pt) 是 卫 工 上 的 拟 范 数 , 当 工 是 王 的 册子 室 间 时 ,5() 是 XAL 上 的 范 数 . 
定理 1 设 世 是 线性 空间 ,pf 是 天 上 前 拟 范 数 , 记 了 工 = Ix1plx) = 全 ,在 
商 空间 /上 规定 


Bp (XI= pr), EE TEX/L, 


则 PC) 必 是 XAL 上 的 范 数 . 
例如 , 设 外 是 可 测 集 E 上 的 可 积 函 数 全 栖 , 是 上 儿 入 姓 处 等 于 0 的 硝 数 全 
体 , 则 /AL 就 是 LCE). 


1.3 内 积 空 间 


1.3,1 内 积 空 间 


(]) 内 积 和 内 积 空间 的 定义 。” 设 寺 是 数 域 拓 上 的 线性 空间 ,如 果 对 所 中 任何 
两 个 元 x ,y, 都 对 应 于 一 个 数 {%x,y) 长 ,满足 

le 正定 性 :对 一 切 x 和 于 ,{x,x) 之 0, 当 且 仅 当 x = 人 0 时 ,(x,x) = 0; 

2 共 斩 对 称 性 ;对 任何 x ,xy EE 再 ,fxzy) = {YY,x); 

对 第 一 变 元 的 训 性 ;对 任何 x,y,z 所 上 吾 及 s,8B EE 下 ,成 立 着 

{ax + Pys#) = atx,7) + Hy, 2), 

则 称 (， ,，:) 为 玉 上 的 内 积 , 称 (上 ,(:,，)){ 葡 记 为 外 为 内 积 室 间 . 

(2) 设 上 万 为 内 积 空间 ,{- ,:) 是 各 上 的 内 积 ,规定 上 x = v(x,x); 则 中 -| 
是 上 上 的 范 数 , 称 ‖ :上 是 由 内 积 导 出 的 范 数 . 

(3) 着 尔 伯 特 空间 完备 的 内 积 空 间 称 为 希 尔 怕 特 空间 

(4) 极 化 恒等式 。 设 开 为 实 内 积 空 间 , 则 


《xyy) = (lx+yl?-— Hx- yl D); 
设 五 为 复 肉 积 空间 , 则 
(sg = 本 (sryl2- eitiy iy 2). 
(5) 平行 四 边 形 公式 设 为 内 积 空间 ,由 内 积 导出 的 范 数 上 .|| 对 任何 >， 
y 各 下 均 满 足 


x 2 xs-yl2z=20zl2+ | 
反之 ,如果 赋 范 线性 空间 X 上 范 数 满足 上 述 等 式 , 则 此 范 数 必 由 某 内 积 导 出 . 


，314 * 第 7 篇 挛 函 分 析 


1.3.2 投 彩 定理 


(1) 直 交 ”说 所 是 内 积 空 间 ,xs,y E 于 .如 果 (x,y)】= 0, 风 称 x 与 y 直 交 , 记 
作 x | y， 

如 果 村 ,六 是 万 的 两 个 子 集 ,对 任何 yx 后 条 ,YY 毛 六 拘 半 x Ly, 则 称 贞 与 NN 直 
将 , 记 作 时 上 交 . 

设 峙 是 吉 的 子 集 , HH 中 所 有 与 村 直 交 的 元 素 全 体 称 为 时 的 直 交 补 , 记 作 于 上 . 

(2) 投影” 设 虹 是 内 积 空 间 碧 的 线性 子 空间 ,x 中. 如 果 有 xo 七 惠 ,x1 | 时， 
使 得 x = x0o+ zj; 则 称 避 是 zz 在 材 上 的 扫 影 . 

定理 2 投影 定理 ) ” 设 表 是 内 积 空 间 H 的 完备 线性 子 宝 间 , 则 对 任何 x € 8， 
* 在 于 上 的 投影 唯一 地 存在 . 


1.3.3 直 交 系 


{1) 就 范 直 交 系 ”说 .多 是 内 积 空间 冲 中 的 一 个 子 集 .如果 对 于 任何 *,y 和 , 色 
均 有 {x,y) = 人, 则 称 .多 是 所 中 的 直 变 系 ; 如果 对 直 朗 系 . 灾 中 任何 元 素 x, 均 有 
| x 中 = 上, 就 称 . 安 为 就 范 直 交 系 . 

{2) 由 塞 尔 (Bessel) 不 等 式 证 天 -=- fs 14€ A 二 内 积 裤 间 问 中 的 就 范 直 
交 系 , 则 对 任何 x € 旧 , 均 有 

上 xz > > 1 (x, 6) 7. 
由 虹 由 
(3) 完 兰 就 范 直 变 系 和 帕 赛 瓦尔 [Parseval)] 等 式 设 和 = ma14E 4 是 希 尔 
伯 特 空间 互 中 的 就 范 直 变 系 ,而 和 对 任何 * 捷 中, 均 有 
x? = > 1 (rx,a) 1, 
站 蕊 起 
就 称 .FF 是 下 小 的 完备 就 范 直 交 系 , 称 廿 述 关 系 式 为 帆 塞 拟人 尔 等 式 ， 
1.3.3 和 直 变 展开 
设 . 字 = IatAE AI 是 内 积 空间 占 中 的 就 范 直 交 系 , 称 > (x,6) 6 为 x 关于 


入 E 本 
- 产 的 博 里 叶 级 数 , 称 (x ,aa) 为 x 关于 的 搏 里 叶 系 数 . 如 归 
此 壮 2 6 ) Es 
则 称 x 可 以 按 .2 展开 成 傅 里 叶 级 数 . 
定理 3 设 罗 = 1a1aE 4 是 内 积 空间 后 中 的 就 范 直 交 系 , 吾 是 多 张 成 的 
线性 闭 子 空间 , 则 对 x E 好, 下 列 命题 等 价 : 


x 人 ee EFE; 
> xll? = 1 &) 1 
x 一 > ye 


定理 4( 黎 区 - 费 希 尔 定理 ) 设 所 是 希 尔 伯 特 空间 , 妈 = ja 14 所 A 是 二 中 


1 距离 线性 空间 » 3]5， 


的 就 范 直 交 系 ,一族 数 | G | 满足 > ,1 QQ < + wa, 则 必 存 在 * 纪 月 ,使 得 x 关 上 aa 
矶 所 总 


的 情 里 叶 系数 为 G6 ,而 且 
千 二 人 > Ce 


和 A 万 芒 


1.4 “拓扑 线性 空间 


1.4.1 拓 站 线性 空间 的 概念 


设 瑟 是 实数 域 或 复数 域 所 上 的 线性 空间 ,(X, 沁 ) 区 是 一 个 拓扑 空间 ,满足 

1° 按 拓扑 名 多 是 豪 斯 多 夫 (Hausdorff) 空间 ; 

2 上 的 线性 运算 是 连续 的 , 即 车 x 革 一 XX 上 的 加 法 运算 (x,y) He x+y 和 
天 xA 一 上 的 数 乘 运算 (ae ,x*) He ax 都 是 连续 的 , 则 称 是 丘 扑 钱 性 空间 . 

距离 线性 空间 是 一 种 特殊 的 拓扑 线性 空间 . 


1.4.2 有 界 集 ,完全 有 界 全 和 紧 集 


(1) 吸收 集 设 4,8 基线 性 空间 半 的 非 宝 子 集 ,基站 > D0, 使 得 fax 241< 
Er 人 BC 4, 则 称 4 吸收 B; 和 如 果 4 咀 收 任何 单元 素 盯 , 则 称 4 为 匠 收 集 . 

(2} 有 界 集 设 #8 是 拓扑 线性 空间 XX 的 一 个 于 和 集 .如 果 0 的 企 … 邹 域 都 豚 收 
8, 则 称 8 是 中 的 有 界 舍 . 

(3) 完全 有 界 集 “” 设 互 是 拓扑 线性 空间 的 一 个 了 和 集 ,如果 对 0 的 任 一 邻 域 
可, 存在 工 的 有 限 子 集 4 ,使 得 有 CC 4 + 过 , 则 称 下 是 4 中 的 完全 有 界 集 . 

定理 5 在 折 扑 线性 空间 中 , 紧 集 必 是 完全 有 异 集 ,完全 有 界 集 必 是 有 界 集 . 

(4) 完备 集 。” 设 ix,) 是 拓扑 线性 空间 苇 中 的 网 ,如果 对 0 的 任何 邻 域 一 , 池 
ao, 使 得 op < a00 < 时 ,x 一 知 亿 信 , 则 称 | x 是 -个 能 本 网 .如 果 4 是 XX 的 一 
个 子 集 ,而 且 4 中 任何 基本 网 必 收 敦 于 4 中 的 点 , 则 称 4 是 半 中 的 完备 集 . 

定理 6 拓扑 线性 空间 革 的 子 集 4 为 紧 集 的 充 要 条 件 是 4 为 完全 有 办 的 ,而 凡 
4 是 完备 的 . 


1.4.3 有 限 维 拓扑 线性 室 闻 的 特征 


局 部 完全 有 界 “” 设 蒜 是 拓扑 线性 空间 ,如果 存 在 0 的 -个 完全 有 界 的 分 域 , 则 
称 式 为 局 部 完全 有 界 的 ， 

定理 7 设 廊 是 拓扑 线性 空间 , 则 多 是 有 限 维 的 充 归 条件 是 让 为 局 部 完全 有 
界 的 . 

由 这 个 定理 可 得 到 一 个 常用 的 结论 : 

定理 8 赋 范 线性 空间 是 腿 维 的 充 要 条 件 是 中 的 单位 球 lx | x 上 在 
11 是 紧 前 . 
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1.4.4 局 部 吓 空 间 


(1) 局 部 基 “证 (T, 吨 ) 是 括 扑 线性 空间 , 称 多 在 0 处 的 基 为 合 的 局 部 基 . 
(2) 止 集 和 凸 包 说 4 是 线性 室 间 半 的 子 集 ,如 果 
lxw+ (AryItE OxyE ACA, 

则 称 4 是 是 和 集 .对 芋 的 任何 子 集 8, 一 切 包 含 8 的 凸 集 的 交集 称 为 8 前 凸 包 , 记 作 
COCB)., 

(3) 局 部 凸 空间 设 (X, 安 ) 是 拓扑 线性 空间 ,如 果 存 在 全 部 由 凸 集 组 成 的 全 
的 局 部 基 , 则 称 (X, 多 ) 为 局 部 后 拓扑 线性 空间 ,简称 为 局 部 凸 空间 . 

定理 9 设 { 工 , 弃 ) 是 局 部 凸 空间 , 则 必 有 寺 上 的 拟 范 数 族 忆 ,使 得 | 人 (0,p ,lu 
1p El 组 成 访 的 局 部 基 , 其 中 

(TF{O pl) = lx t pix) < 1), 


1.4.5 有 异型 空间 


(1) 有 界 型 空间 。 设 LX, 全 ) 为 局 部 凸 空间 ,如 果 在 三 的 有 界 集 上 取 值 均 有 办 
的 拟 范 数 者 是 连续 的 , 则 称 (Y, 多 ) 是 青 界 型 空间 . 

(2) 均衡 集 ” 设 4 是 线性 空间 XX 的 子 集 , 而 且 

fax 1 slxC4 = 4， 

则 称 4 为 均衡 集 . 

(3) 有 界 型 空间 的 特征 ”于 为 有 界 型 空间 的 充 要 条 件 是 + 中 吸收 每 个 有 界 集 
的 均衡 凸 集 都 以 0 为 内 点 . 

(4) 满足 第 一 可 列 公 理 的 局 部 凸 室 间 是 有 界 型 室 间 ， 


1.4.6 桶 式 空间 


(1) 桶 和 桶 式 空间 。 局 部 凸 空间 X 中 的 均 街 凸 团 吸收 集 称 为 万 中 的 桶 .如 果 
中 的 每 一 个 桶 均 以 0 为 内 点 , 则 称 贡 为 栖 式 空间 

(2) 桶 式 空 间 的 特征 ”局 部 证 空间 XX 是 桶 式 空 间 的 充 要 杀 件 是 半 中 下 半 连 续 
的 拟 范 数 都 是 连续 的 . 

(3) 弗 雷 欣 空 间 是 桶 式 空间 . 


1.4.7 端点 和 克 赖 菌 - 密 尔 玛 定 理 (Krein-Milman 定理 ) 


设 4 是 线性 空间 关中 的 凸 集 ,s EE 有 ,如 果 有 ,#1 所 (00,1), 同 得 x0 = 
t+fl-bz 时 必 有 +Y = 2, 则 称 是 4 的 端点 . 
定理 吉 ( 过 蒜 菌 - 密 尔 玛 定理 ) 设 4 是 局 部 凸 空 间 中 的 非 空 凸 紧 售 , 刚 4 必 
有 端点 ;车 4 的 端点 全 体 为 日 , 则 
CO(B) = 4. 


2 对 人 空 间 ， 317 ， 


2 对 偶 空 间 
2.1 ”连续 线性 诈 困 


2.1.1 连续 线性 芝 函 的 概念 
(1) 线性 算 子 和 线性 论 函 ”各 了 是 实 或 复数 域 太 上 线性 空间 工 一 了 的 映射 ， 


Tiox + Pry) = aTx + BTY, YaBBE Kxy € TE, 

则 称 了 是 区 一 了 的 线性 算 子 ;如 果 又 有 了 = 天, 则 称 T 为 线性 泛 函 ， 

(2) 设 了 是 拓扑 线性 空间 天 上 的 线性 泛 郴 , 则 连续 的 充 茧 条 件 是 lx | f(*) = 
0 为 际 集 . 

(3) 赋 范 线性 空间 上 的 有 界线 性 算 了 于 ” 设 T 是 稻 范 线性 空间 站 ->* 了 的 线性 算 
子 , 如 果 

asupl | Tx| txll sl <+ %”, 

则 称 了 是 有 界线 性 舞 子 ,这 个 上 确 界 称 为 T 的 范 数 , 记 作 上 TT. 

对 有 党 线性 算 子 T, Tx < 上 TH 中 x 中 . 

(4) 赋 范 线性 空间 上 线性 算 子 是 有 界 的 充 要 条 件 是 它 为 连续 的 . 

例 1 设 f 是 赋 范 线性 空间 上 非 零 连 续 线 性 泛 菠 ,4 = |x |x EXAx) = 二， 


d= infilzl lx€ Al, 则 Al = 本 


2.1.2 汉 恩 - 巴 拿 赫 定 理 


(二 凸 活力 。” 设 p 是 线性 空间 环 上 的 泛 函 ,对 任何 1 = 0,pft) = 上 pfx) ,而 
且 ptx+Y) 奔 p(x) + p(y), 则 称 p 是 上 的 凸 活 函 . 

定理 1( 实 线性 空间 上 的 汉 轧 - 巴 拿 赫 定理 ) 设立 是 实 线性 空间 .p 是 X 上 的 
唔 芷 函 ,和 i 是 针 的 线性 子 空间 ,6 是 各 上 的 线性 泛 函 .对 一 倪 x 全 和 ,h(x) 二 
ptx), 则 存在 圭 上 的 线性 泛 范 使 得 

了 1 和 = 成 3 二 

定理 2( 汉 思 - 巴 拿 赫 定理 ) ” 设 荆 是 实 或 复数 域 上 的 线性 空间 ,p 是 五 上 的 拟 
范 数 , zo 是 邢 的 线性 子 空间 , 矿 是 和 上 的 线性 泛 函 ,而 此 当 x E 和 时, | fo(x) 1 
ps , 则 存在 瑟 上 的 线性 泛 精 了 ,使 得 

fl = hh Ax) de pix), Wx EY. 

定理 3 赋 范 线性 空间 上 的 汉 轧 - 巴 拿 赫 定理 ) 设 如 是 赋 范 线性 空间 区 的 线 

性 子 空间 ,fi 是 各 上 的 连续 线性 泛 函 , 则 存在 了 上 的 连续 线性 泛 函 ,使 得 fx = 


fo lf = fl. 
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由 汉 恩 - 巴 拿 赫 定理 可 以 时 出 以 下 几 个 常用 的 结论 . 
(2) 设 xX 是 赋 范 线性 空间 , C 是 元 的 线性 子 空间 ,po(xo, C) = ipf | xz-yl > 
0, 则 必 存 在 六 上 的 连续 线性 汉 函 1, 使 得 ff1c = 0.RKxo) = pfxo,G)， 1 = 1 
(3) 设计 是 同 范 线性 空间 ,zxo 后 对 ,wo 关 人 0, 则 上 必 存 在 工 二 的 连续 线性 泛 明 f ,使 
得 六 xz) 三 | EE | , 铅 用 | 本 地 = 1. 
(4) 了 二 是 赋 范 线性 空间 ,对 任何 加 所 了 ,有 
| xo | = 5P， | Fxo) 1. 


2.1.3 没 恩 - 巴 拿 赤 定理 (几何 形式 ) 


线性 能” 设 X 是 实数 域 或 复数 域 & 上 的 线性 空间 ,为 上 的 了 于 集 ,如 果 存 在 区 
的 线 恒 了 空间 加 和 wo EE 六, 使 得 上 = 加 + 而, 则 称 革 为 -个 线性 青 . 如 果 加 为 于 
的 . 止 于 用 的 棚 大 子 空间 , 则 称 工 为 一 个 超 平 面 . 

定理 4 ( 汉 恩 - 巴 拿 赫 定 理 的 几何 形式 ) 设立 是 实数 域 懂 复数 域 志 上 的 线性 
淮 问 ,4 是 二 让 的 凸 吸 收集 ,j 是 竺 中 的 线性 徐 ,4 门 6 = 包 , 则 存在 工 上 的 实 线 
性 泛 旺 廊 记 工 为 超 平面 lx | f(x) = 11, 必 有 

bc: 

Pflx) inale> xtE€ adl; 

PACIxIAx) 1. 

推论 “” 没 二 是 拓扑 线性 空间 ,4 是 下 中 的 凸 吸 收集 ,4 的 内 部 (内 点 全 性 142? 非 
空 ,fn 是 庆 的 线性 艇 ,A 门 mm = 属 , 则 存在 XX 上 的 连续 线性 汉 消 了/, 记 上 上 为 超 平面 
lz 1Kx) = 1 成 立 著 ， 

ct: 

TCIxrl fr) < 1; 

PAC Txl fx) sl 

定理 S$ 设 是 实数 域 上 的 拓扑 线性 空间 ,4 , 4; 是 中 互 不 相交 的 非 空 是 
集 , 则 

i? 如 果 4 的 内 部 非 空 , 则 必 有 存在 实 连 续 钱 性 省 图 和 实数 aa, 使 得 4 c | xz) 
六 sd 

2 刘 果 4 和 4; 又 都 是 开 集 , 则 必 存 在 实 连 续 线 性 证 困 了 和 实数 aa, 使 得 4 己 
ivrTRFxy< al dsc lx 1 f(x) > al. 

上 述 结 论 中 , 可 表述 为 超 平面 上 = fx | 六 x) = al 分 摧 ( 或 严格 分 敲 )41 和 
4 


2.2 对偶 空 间 和 自 反 性 


2.2.1 对 偶 空 间 的 概念 
设 荆 是 拓扑 线性 空间 , 玉 上 连续 线性 汉 阔 全 体 称 为 * 的 对 惕 空间 (或 共 思 空 


2 对 但 空 间 : 319， 


间 ), 记 作 *. 

定理 6 ” 设 是 赋 范 线性 空间 , 则 它 的 对 偶 空 间 x" 按 泛 函 范 数 是 巴 拿 酝 补 
间 . 

2.2.2 ” 同 范 线性 空间 上 连续 线性 汉 协 的 表示 

一 般 说 来 ,如 果 一 个 抽象 的 赋 范 线性 空间 能 与 一 个 县 体 的 赋 范 线性 空间 等 时 
同 构 ,就 称 这 个 具体 的 空间 为 抽象 空间 的 一 个 表示 . 所 请 万 于 连续 线性 旗 函 的 去 
示 , 就 是 研究 《* 这 个 赋 范 线性 空间 能 和 怎样 的 具体 空间 实现 等 虐 同 构 . 

例 2 (PpP)* - ,其 中 性 + 二 -1p>1 当 -1 时 y = wm. 即 当 且 仅 当 好 
在 唯一 的 ? = |z HE ,使 得 


Nx) = Dj xm = x {EF 


NA 1yi 时 re 
例 3 (C0)" = 
例 4 (2P(E))* = [a(E), 其 中 一 + -lps>ip=1lI 时 -= oo, 即 当 有 
仅 当 存在 唯一 的 ?了 所 (EF), 使 得 
fx) = | x 00) du) ss € HE), 


时 FE = yl EeE (PE). 
例 5 (Cfa,8])* = Wo[a,5], 即 当 且 仅 当 存 在 唯 -的 gE WLa,8], 使 得 


Fix) = | x( dg(t) ,x € cla,s], 
而 是 Fi = 下 有 外 时 ,AGE 人 ICLa.5]) ， 
2.2.3 赋 范 线性 室 间 的 自 反 性 


(1) 二 次 对 个 空间 ” 设 X 是 赋 范 线性 空间 , 称 X* ”= (7 为 天 的 二 次 对 
偶 空 间 . 

(2) 一 汪 ** 的 典 则 艇 入 映射 ” 设 症 是 赋 范 线性 写 间 ,规定 tT:X 一 庆 ** 为 

Trix xr) = 

则 * 是 等 距 有 映射 , 称 之 为 光一 * ”的 典 则 借 人 映射 . 

(3) 自 上 反 性 ” 设 X 是 赋 范 线性 空间 ,如 果 典 则 栓 入 :天 一"“ 是 到 上 的 , 则 
称 玉 为 自 反 空 间 . 

例 6 设 (X,. 过 ,ux) 是 测度 空间 ,1 < p < 名 , 则 CW) 是 自 反 空间 . 

例 7 (Go, 上 上 w) 是非 自 反 空 间 . 

(4) 自 反 的 赋 范 线性 空间 必 为 巴 拿 赫 空 间 ， 

定理 7 设 六 是 巴 拿 赫 空 间 , 则 当 且 仅 当 XX* 是 自 反 空间 时 , 是 自 肥 空 问 . 

{5) 一 致 凸 虐 范 线性 空间 “” 设 区 为 赋 范 线性 空间 , 旭 果 对 任何 > 0, 存 在 5 
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> 0, 当 xyEX xisllyrlsllz-yl>e 时 | 二 (x+z1 <1- 


3, 则 称 X 是 一 致 同 的 - 
定理 他 密 尔 玛 定 理 ) ”一 致 凸 巴 拿 赫 空间 必 是 自 反 的 ， 


2.3 ” 弱 拓 扑 与 勇 * 拓扑 


2.3.1 线性 空间 对 


设 ,了 是 同一 个 数 域 K 上 的 线性 空间 ，< *,y > 是 定义 下 车 x Y 上 的 双 线 性 
迟 吗 ,满足 
tl 如 果 对 每 个 yE 了, < xy > =0, 则 x = 00; 
加 如 果 对 每 个 x EE < x > = 人 0, 则 y = 0， 
就 称 和 了 由 双 线 性 泛 函 < xy > 形成 一 个 线性 空间 对 . 
例 83 设 世 是 局 部 凸 空间 ,其 对 侦 空 间 为 下 " ,在 xXx 天 ”上 定 习 
< FN 


则 五 和 XX” 成 为 一 个 空间 对 . 
2.3.2 曙 拓 和 弹 <* 拓扑 


{1) 关于 空间 对 的 弱 拓 扑 ” 设 YX,T 按 < x,Yy > 成 为 一 个 空间 对 ,由 拟 范 数 族 
HL< xy>lyE YY 
确定 的 翌 上 的 局 部 凸 拓扑 为 壮 关 于 空间 对 下,Y 的 弱 拓 扑 , 记 作 ef， 中， 
(2) 能 拓扑 设 让 为 局 部 册 空间, 计 * 是 其 对 个 空间 , 称 af, 为 驮 上 的 
能 拓扑 . 
(3) 弱 * 拓扑 ” 设 时 为 局 部 凸 空间 ,X* 是 其 对 个 空 间 , 称 af 下 ,XT) 为 证 * 
上 的 弱 * 拓扑 ， 


2.3.3 概 


设 ,了 关于 双 线 性 泛 孙 < x,y > 为 线性 空间 对 ,4 C XX.B CY,4 和 和 8B 的 极 
集 分 别 规定 为 
AA= {IyEY| lI< ry ll, YEA!, 
B= IxEXT| I<xy >Iel,vre Bl, 
例 9 设 基 是 赋 范 线性 空间 ,X* 为 其 对 舞 空 间 ,X 和 X* 按 < x,x” >= 
x* (x) 是 空间 对 ,关于 这 个 空间 对 ,对 任何 4 记 区, 有 
= {Tye |ryl < 1t. 
定理 多 双 极 定理 } ” 设 X,Y 是 线性 空间 对 , 则 4 的 两 次 极 49 = (4° 癌 等 于 
的 均衡 西 zf 二 ,7 了 ) 闭 包 . 


2.3.4 阿拉 格 罗 - 布 巴 基 定 理 
定理 切 [阿拉 格 罗 - 布 巴 菇 (Aaogiu-Bourbaki) 定理 j] 说 了 是 局 部 凸 空间 ， 
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zf(x) 是 工 上 的 连续 拟 范 数 , 则 

"= lf€E ! pep { /x) <+ w | 
按 上 71 = sup,11(x) 1 为 巴 拿 表 空间 ,而 且 入" 中 的 单位 球 关于 xX" 中 的 双 * 
拓扑 s(X" ,XX) 是 紧 集 ， 


3 ”线性 算 子 的 理论 
3.1 线性 算 于 基本 概念 


3.1.1 过 续 线 性 芷 子 


(1) 连续 线性 算 了 于 ”设计 ,了 为 实数 域 或 复数 域 K 上 的 赋 准 范 线性 空间 ,{T) 

CC 让 ,T: 信 (TT) 一 了 称 为 线性 算 子 ,如 果 
Tiax + By) = aTxr + Py yapE Kxriy E YT). 

入 {T) 称 为 T 的 定 祥 域 ,(W CT) = 1Tx | x 所 多 (T)| 称 海 的 值 域 .如 果 ,x EE 
名 (TT)(n = 1,2,…) ,4 一 时 ,Tx 一 Tx, 则 称 T 在 x 处 连续 . 

车 线性 算 子 T 在 某 点 x 处 连续 , 则 必 在 多 (T) 上 处 处 连续 

(2) 赋 范 线性 空间 上 的 连续 线 手 算 子 ” 刘 下 ,了 均 为 赋 范 线性 空间 .,Y 一 了 的 
连续 线性 算 子 全 体 记 作 品 f .io BCX) = B(X-* 于 )， 

例 1 设 Ki1,s) 是 [a,8] x[a,8] 上 土 的 二 元 连续 酒 数 ,T; Cle,$8] -> Cla,#] 
定 尽 为 

看 
Txt = | KE{r, ss)x(s)ds, 
册 可 验证 TE Bicla,51), 日 
| TI = max) | Ket,s) | ds:, 
例 2 设 多 (T) 是 CI0,1] 中 具有 连续 导数 的 明 数 全 和 体 , 规 定 
CTx){t) = x(t), x wT), 
日 对 x (tf) = sinnnt, 有 上 x 上 = 1, 而 
[Tol = rn %, 

因此 TT 是 无 界 的 ,从 而 也 不 是 连续 的 . 

定理 1 设立 是 赋 范 线性 空间 ,了 是 巴 拿 赫 空间 , 则 B(XY 一 了) 也 是 巴 拿 赫 宅 
间 ， 


3,1.2 ”线性 算 子 鸭 运算 
设 人 ,TT 的 定 饼 域 都 是 赋 范 空间 让 的 于 空间 , 值 域 包 含 于 颖 范 空 间 了, 则 


，322 第 7 逢 ”证 函 分 析 
和 T+ T+ TT) = CM) NN PD), 
(Ti+ Tx = Tx + Tx} 
2 数 苹 aT， 站 (aTl) = 贸 (T) 
(eaTi zl = (xj 
TT ETD) = {x € BLT) Tx EE ST) 
(TTo)Cx) = TAT RD); 
和 和 扩张 洒 多 人)C 多 (TD} 且 
Tix = Tx, Yr EE {TT) 
上 . 称 五 是 再 的 扩张 , 记 作 了 慷 ; 
节 谤 和" 邵 果 x = 人 时 糙 有 Tx ;x 9, 则 T 具 有 遮 算 子 TT 和 党 (TT) 一 久 (T)， 
Tiy = x, 
其 中 x 是 满足 Tx = y 的 唯一 的 元 ， 


3.1.3 共 四 算 子 


(1) 移 定 算 子 ” 设 T 是 赋 范 线性 空间 XxX 上 的 线性 算 子 ,如 果 它 的 定义 域 多 (T) 
在 。 中 稠密 ,就 称 T 为 秽 定 算 子 . 

(2) 赋 范 欠 性 空间 上 的 共 固 算 子 ” 设 T 是 XX 一 了 的 稠 定 线 性 算 子 ,如 果 对 于 
JE Y” ,存在 站 后 天" ,使 得 对 于 一 切 x 所 多 (T), 有 

FATr) = g(x), 

则 记 T* 了 = g, 称 T* :fg 为 T 的 共 二 旭 子 ,满足 上 述 条 件 的 全 体 为 T" 的 定义 
域 .T” 是 线性 的 ， 

定理 2 设 半 ,了 ,2 均 为 拨 范 线性 空间 了, 王 是 于 到 了 的 衬 定 线性 算 子 ,站 是 
Y 到 2 的 笛 定 线性 算 子 , 则 

PT",T"” 是 7Y” 到 XX* 的 有 闭 算 子 ( 见 3.2.1.(2)); 

关 当下 + 呈 也 是 笛 定 算 子 时 ,TI + TD)" TI" +"; 

PiaT)” = aeT  ; 

不 TCTNH,T  cT'"; 

5 当 们 T 是 稠 定 算 于 时 , (TTD)" 地 "T. 

{3) 希 尔 伯 特 字 间 上 的 共 二 算 子 ” 设 二 和 是 两 个 希 尔 伯 特 空间 ,T 是 上 HN 一 
6 的 笛 定 线性 算 子 .如 音 对 于 yy EE 6G, 存在 y* EE 恬 , 使 得 (Tx,y) = {x,y*) 对 一 切 
YE etT 成 立 , 则 记 T*yY=y*, 称 T* ;yy "为 T 的 共 力 算 子 ,满足 上 述 条 什 
的 y 的 全 体 称 作 T"” 的 定 凡 域 . 

{4) 把 定理 2 中 的 于 ,YY,Z 改 为 希 尔 伯 特 空间 , 则 结论 P,> ,外 , 字 依然 成 立 , 结 
论 妨 则 改 为 

(aT}* = eaT* ， 

定理 3 设 夺 .7 了 是 由 范 线 性 空间 ,7 了 E BC(X 让, 风 T” BUY 一 着”)， 
H ITTH = Tl, 

闻 样 的 结论 对 于 和 姑 和 尔 拍 特 室 间 的 共 斩 算 子 也 是 成 立 的 ， 
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3.1.4 B(X-> 了 了) 上 的 拓扑 


设 ,了 是 赋 范 线性 空间 , B(X 一 了) 上 有 三 种 常用 的 拓扑 ， 
{1) 一 致 算 子 拓扑 ”这 种 拓扑 的 局 部 基 由 形 如 |1TI :TI < #1( 其 中 > 0) 的 
集合 构成 . 当 且 仅 当 |T, -TI 一 0 (rn 一 ) 时 ,1T,! 按 一 致 算 子 拓扑 收 敦 于. 
(2) 强 算 子 搞 扑 。 这 个 拓扑 的 局 部 基 由 形 如 
| 了 | 利和 
《其 中 ExYs > 0) 的 集合 构成 , 当 且 仅 当 对 每 个 * E 
| CT -Px| 0 (nm) 
时 ,1T,1 按 强 算 子 拓扑 收 雍 于 工 . 
{3) 聘 算 子 打 朴 这 个 拓扑 的 局 部 基 直 形 如 
IT 1 ATx) | < el 
(其 中 xEYre ye > 0) 的 集合 构成 . 当 征 仅 当 对 入 个 x€ xX,fE TY， 
NT Tx)—0 (rn— ~») 
时 ,1T, 上 + 按 弱 算 子 拓扑 收 合 于 工 . 


3.2 ”线性 算 子 基本 定理 


3,2,1 开 了 映射 定理 


(1) 开 上 映射 如 果 从 某 拓 扑 室 间 到 另 一 拓扑 空间 的 -个 映射 把 定义 城中 侍 一 . 
开 集 映 为 值 域 中 的 开 集 ,就 称 这 个 映射 为 开 有 映射 

{2) 闭 算 子 “” 设 有 两 个 拓扑 空间 五, 了 T 是 从 多 (Tc X) 到 了 的 映射 ,如 果 
T 的 图 惊 | 

CTY = J{x,Tx) | x 入 (TY! 

是 乘积 拓扑 空间 X x 了 中 的 闭 集 ,就 称 了 是 一 个 闭 算 子 . 

定理 4 开 映 射 定理 ] 设 夺 ,了 均 为 弗 晶 鞭 空 间 , 工 是 从 多 (TICC ) 到 了 中 的 
闭 线 性 算 子 ,其 值 域 是 Y 中 的 第 二 网 集 合 , 则 全 必 是 开 上 映射, 而 且 . 劣 1T) = Y. 

作为 特 俩 ,设计 ,了 均 汶 弗 雷 吹 空间, 连续 线性 算 子 全 以 为 定义 域 , 值 域 为 Y， 
则 本 必 是 开 有 映射 . 


3.2.2 闭 图 像 定理 


定理 红 闭 图 像 定理 ) 设 必 ,了 均 为 弗 雷 坎 空 间 , 盖 ' 记 是 关中 第 一 网 集 ,T 是 
(TT) 到 了 中 的 闭 线 性 算 子 , 刚 了 了 必 是 连续 的 ,并 及 孚 1 = 于 

推论 1 定义 于 整个 弗 雷 歇 空 同上 并 取 值 于 弗 霄 败 守 阿 的 闲 线 性 算 子 必 是 连 
续 的 . 


3.2.3 着 营 子 定理 
定理 信道 算 于 定理 )” 庙 X,Y 均 为 弗 雷 黑 空 间 , 闭 洪 性 算 了 于 TT 是 到 Y 人 的 双 
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射 , 则 TY 一 了 必 是 连续 的 . 
推论 2 设立, 了 均 是 巴 拿 赫 空间 ,有 界线 性 算 子 T: 立 一 了 是 观 射 , 则 T: 必 是 
有 界 的 . 
推论 陈 范 数 等 价 性 ) 设 (X,， 上 0),(x, 由 2) 均 为 巴 拿 赫 空间 ,而 且 存 
在 于 > 0, 使 得 
x MU) YE 
则 必 存 在 m > 0, 使 得 
xa ml xl yx 人 EX. 


3.2.4 共鸣 定理 { 一 臻 有 界定 理 ) 


定理 7( 共 哆 定理 ) 设 基 和 有 (人 E 4) 均 为 巴 合 灰 空间 ,人 :大 一 丸 均 为 有 

界线 性 算 子 ,而 巧 
fx | sup | Tax | < + mt 

是 中 的 第 二 岗 集 , 则 必 有 sup HT < + 名. 

推论 4 设 iT,| 是 一 列 由 巴 拿 赫 空 间 到 巴 拿 赫 空间 Y 的 有 界线 性 算 子 , 则 
对 一 切 x* 所 对 ,1Taxl 均 收 侣 的 充 要 条 件 是 以 下 两 个 条 件 同 时 满足 ; 

PT | 是 有 界 数列 ; 

2 对 多 中 某 稠密 子 集中 的 短 个 x,1Tx| 收 敏 . 


3.3 ”线性 算 子 的 正则 集 与 谱 


3.3.1 莫 子 的 正则 点 与 谱 上 志 


《1 正则 算 子 ” 设 X, 了 为 两 个 赋 范 线性 空间 ,了 为 线性 算 子 ,多 (了 CC. 如果 
.办 {TT) = Y,T-! 存在 而 且 有 界 , 则 称 T 为 正则 算 子 . 

(2) 正则 集 和 预 解 算 子 ” 设 半 是 贷 赋 范 线性 空间 ,T 是 (TNC 了 1 到 天 中 的 
线性 算 子 ,4 是 一 个 复数 ,如果 -了 是 正则 算 子 . 则 称 4 是 下 的 正则 点 , 称 (2 - 
站 -1 是 T 的 预 解 算 子 .正则 点 的 全 体 称 为 正则 和 于, 记 为 p(T). 

(3} 谱 点 ”不 是 正则 点 的 复数 称 为 工 的 谱 点 , 谱 点 全 体 称 为 T 的 谱 集 , 记 作 
stT)., 


3.3.2 谱 的 分 类 


证 世 是 厂 范 鳅 性 空间 ,线性 算 子 T: 贸 (TI)CC 了 一 于 . 
(1) 点 谱 ”如果 有 非 稚 的 x 9(T) 和 复数 4 使 得 
Tx = Ax, 
就 称 是 工 的 特征 值 ,x 为 7 的 相应 于 A 的 特征 向 量 .T 的 特征 值 全 体 称 为 了 的 点 庶 . 
记 必 a_,{T), 
( 力 连续 谱 。 T 的 非特 征 值 的 谱 点 全 体 称 为 T 的 连续 谱 , 记 作 o.(T). 
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(3) 近似 点 谱 ”如 果 存 在 一 列 单位 向 其 1x1, 司 得 
(A - T)x, — 0, 
就 称 4 汐 了 T 了 的 近似 谱 点 ,其 全 体 即 全 移 近 似 点 谱 , 记 作 so,(T). 
(4) 剩余 谱 ” 工 的 非 近 似 谱 点 的 谱 点 全 体 称 为 了 的 剩余 谱 , 记 作 a.(T)， 
【5S7yerf 一 oo{T) UU os.(T) 三 CT) Ll os.(T). 


3.3.3 ”有 界线 性 算 子 的 谱 


(1) 谱 半 径 。” 设 T 是 峰 范 线性 空间 了 上 的 有 界线 性 算 子 , 记 
TY = max 上 | 


ET 


并 称 rT) 为 下 的 谱 半 径 . 
{2) 谱 半 径 公 式 
AAT) = lim iiTe | 二 
(3) 谱 集 的 和 性质 “” 巴 拿 赫 空间 上 有 界线 性 算 子 的 谱 ztT) 为 非 空 间 集 ;oa,(T) 
为 开 集 ;ao {fT) 为 所 集 . 
记 acfT) 为 zfT) 的 边界 , 则 acfT) CC oT)， 


3.4 重要 的 线性 算 子 类 


3.4.1 赋 范 线性 空间 上 的 紧 算 子 


设 车 ,Y 均 为 赋 范 线性 空间 ,T;: 王 一 了 把 友 中 任何 有 和 界 集 映 为 致密 集 , 则 称 T 为 
紧 算 于 ,XX 一 了 的 紧 线 性 算 子 全 体 记 作 CCX 一 站). 
例 3 设 K(s,t) 是 [a,8] x [a,58] 上 的 平方 可 积 耳 数 ， 


(Kp)(s) = | Ks dp dp EE L 0,b], 


则 称 下 六 弗 雷 德 重 姆 (Fredholm) 算 子 , 它 是 Fa,&8] 上 的 一 个 紧 算 子 ， 

定理 8 设 ,7 了 是 赋 范 线性 字 间 , 则 CCX 一 了 是 (CX 一 了 了) 的 线性 子 空间 . 
如 果 了 是 巴 拿 赫 空间 , 则 CC 一 站 是 巴 拿 灰 空间 B81 车 一 了) 的 闭 子 空间 ， 

定理 站 区 斯 - 哺 德 尔 定理 } ” 设 针 是 复 巴 拿 赫 空间 ,1 是 六 一 广 的 紧 线 性 算 
子 , 则 

1 当 dmX = 呈 时 ,0E oofT); 

DetT AIDC cotT)i 

3#0x 关 ugEeamtTD 时 .与 4 相应 的 特征 子 空 间 必 是 有 限 维 的 ; ， 

中 不 同 特征 值 对 应 的 特征 向 量 线性 无 关 ; 

9 glT) 的 极限 点 只 可 能 为 0; 

5° T" 也 尾 紧 的 ,而 且 otT) = ag(T*); 

TA 是 TT 的 非 零 谱 点 时 , 它 关 于 TT 和 T* 的 特征 子 空间 的 维 数 相 等 ; 

Fi 设 A zz TA = O00T* -Ar=0 则 As) = 0; 
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P 设 0 EcoT), 则 (AI -rx = yy 可 解 的 充 要 条 和 件 是 对 T* 的 任 -- 相 应 于 
4 的 特征 启 量 f 均 有 fly) = 0; 

i 设 0xAEaT, 则 (1 -T mp = 了 可 和解 的 充 要 条 件 是 对 下 的 任 一 相应 于 
4 的 特征 向 量 y, 均 及 Y) = 00. 

3.4.2 广义 罕 零 算 子 

同 范 线性 空间 中 谱 集 为 单 点 集 10) 的 算 子 称 为 广 尽 者 零 算 子 或 拟 医 零 算 子 ， 

算 子 了 是 广 立 震 零 算 子 的 充 要 条 件 是 

lim ] 'T" I = 人 . 
例 4 CEa,b] 上 的 沃 尔 泰 拉 (Volterra) 算 子 
CD(s) = | A 


是 一 个 广义 赛 零 算 子 . 
3.4.3 和希 永 伯 特 窒 间 上 的 对 称 莫 子 


{1) 对称 算 子 和 自 共 罗 算 子 “” 设 上 是 希 尔 伯 特 空间 扩 中 的 狂 定 算 子 ,多 (AD) 
Cc AA"), 且 x (A) 时 Ax = xz 即 上 CA ,就 称 上 方 对 称 算 了 于, 当 上 = 下 
时 , 称 丰 为 自 共 元 算 子 或 自 伴 算 子 . 

(2) 亏 指数 。 设 太 是 希 尔 伯 特 空间 HH 上 的 对 称 算 子 , 称 

dim 狠 (Ar+inmL 和 dim 客 (A - in 

为 4 的 亏 捐 数 . 

自 共 罗 算 子 的 两 个 亏 指数 均 为 0. 

定理 如” 希 尔 伯 特 空间 上 笛 定 线性 算 子 A 是 对 称 算 子 的 充 要 条 件 是 对 一 切 
zyEE 甸 (As 7y) = 【xz: 点 rr) ,这 也 等 价 于 对 一 切 < E 7CA) (Ax 1*) 均 为 实 
数 


例 5 庶 三 = 六 [0,1]. 在 多 (&A) = 和 FF 在 [0,1] 全 连续 , 产 所 下 [0,, 0) 
= 天 1)》 = 身上 规定 
各 = ix 
则 4 就 是 一 个 对 称 算 子 ,但 & 不 是 自 共 辆 的 . 
例 5 设 睛 = 下 [0,1], 在 攻 (A) = 1f1f 在 [0,1] 上 全 连续 ,fF € 到 [0,1] ,A/(0) 
= Af(1)1 上 同样 到 


则 aA 是 一 个 自 共 严 算 子 . 
(3) 自 共 固 扩张 ” 设 六 是 希 尔 伯 特 空间 矿 上 的 对 称 算 于 ,如 果 存 在 片上 的 自 


共 斩 算 子 ,使 得 x 毛 名 (A) 时 Ax = 态 *, 就 称 不 是 的 自 共 思 扩张 . 
对 称 算 子 具有 自 共 斩 扩 张 的 充 要 条 伴 是 它 的 两 个 亏 指 数 相 等 ， 
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(4) 半 有 界 算 子 “” 设 上 是 希 尔 伯 特 空 闻 总 上 的 对 称 算 子 , 如 果 存 在 实数 ec, 使 

得 对 一 切 x 捷 多 (14A) 均 有 
{Ax,s) = er,x)} (或 [Ax,x) 二 es 
就 称 上 为 下 (上 ) 半 有 界 算 子 . 
定理 11 任 一 半 有 界 算 子 必 有 自 共 轻 扩张 ， 

(5) 正 算 子 ” 设 访 是 希 尔 伯 特 空间 直上 的 笛 定 钱 性 算 子 ,如 果 对 一 切 + E 
(CA), 拘 有 (Ax,x) 宇 0, 就 称 4 是 正 算 子 . 

正 算 子 必 是 下 半 有 界 算 子 ,从 而 必 有 自 共 思 扩张 . 


3.4.4 ”和希 尔 伯 特 - 施 窗 特 (Hilbert-Schmidt) 放 子 

(1) 希 尔 怕 特 - 施 密 特 算 子 ”证 H,6 是 两 个 希 尔 伯 特 空 间 , ie 14 EE A1 是 
HH 的 完备 就 范 直 交 系 ,TE BCFH 一 0) .和 如果 

llTell?<+%, 

就 称 T 是 希 尔 伯 特 - 施 密 特 算 子 . 

(2 在 上 述 记 号 下 , 记 

中 TI = > Te 1?, 

副 上 .1 是 在 希 尔 伯 特 - 施 密 特 算 子 集 台 上 由 某 内 积 导 出 的 范 数 .该 集合 按 此 范 
数 成 为 希 尔 伯 特 空间 . 

例 7 设 丰 = 8= 电 -oo) ,天 后天 ( 取 ), 算 子 下 定 交 为 

(Tp)(z) = | Kr Ody,p € CI- wo) 

则 了 T 就 是 一 G 的 希 尔 怕 特 - 施 窗 特 算 子 . 

3.4.5 核算 子 

(1) 核算 子 ” 设 昌 ,6 是 两 个 希 尔 伯 特 空间 ,|ei 是 8 的 完备 就 蕴 直 交 系 ， 
| 天 | 是 6 中 的 就 范 直 交 系 , 非 负数 列 14,1 满足 全 加 < wm. 算 于 TE B(H 6) 可 
表示 为 

了 T% = hp en) YP H, 

就 称 T 为 核算 子 , 也 称 为 迹 算 子 . 

(2) 在 上 述 记 导 下 , 称 > ,为 了 的 迹 范 数 、 

核算 子 全 体 按 迹 范 数 成 为 一 个 巴 拿 替 空间 . 

定理 志 ”有 界线 性 算 子 为 核算 子 的 充 要 条 件 是 它 可 以 表示 为 两 个 着 尔 伯 特 
- 施 密 特 算 子 之 积 . 


3.4.6 了 希 示人 怕 特 空间 上 自 共 罗 算 子 的 谱 分 解 
(1) 投影 算 子 ” 希 尔 伯 特 空间 上 的 短 等 自 共 锯 算 子 , 即 满足 P= P,P" = P 
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的 算 子 称 为 投影 算 子 . 

(2) 话 系 设 吾 (-m <1<+ 各 ) 是 希 尔 伯 特 空间 上 上 一 族 投 影 算 子 ,而且 
满足 

ie 单调 性 , 即 当 上 > 5 时 ,对 任何 * 志 所 有 

{EE 一 Ex,x) = 0. 
z 在 连续 性 , 即  - Jim E, = 所 ,其 中 slim 表示 接 强 算 子 拓扑 的 极限 ; 
s ~ lim E, = 013 -lim &, = 了 ， 

就 称 Ei- < + < oo) 是 直线 上 的 谱系 ， 

{3) 谱 测 度 ” 设 . 多 是 二 的 某 些 子 集 所 成 的 代数 ,对 每 个 5 E . 罗 ,E(8) 是 
希 尔 伯 特 空 间 下 上 的 投影 算 子 ,而 且 

可 下 

字 对 . 尖 中 任何 一 列 互 不 相交 的 集合 | 人 | 总 有 

E(U 8,) = > EC,) 

( 右 端 和 式 指 在 强 算 子 拓扑 下 的 极限 ), 则 称 所 是 可 测 空 间 (*,, 冤 ) 上 的 谱 测 度 ,并 
称 (x ,器 , 玉 ) 基 希 尔 怕 特 空间 玉 上 的 谱 测 度 空间 . 

当 * = (- %m,%),.% 是 直线 上 波涛 尔 (Borel) 集 全 体 时 , 记 加 = El(C- 的 ， 
7), 则 + 总 + 人 醒 是 直线 上 的 谱系 ， 

(4) 谱 积 分 “” 设 (了 ,家 ,五 ) 是 希 尔 伯 特 空间 寺 上 的 谱 济 度 空间 ,是 可 测 空 间 
(X,, 铝 ] 上 的 有 界 可 测 函 数 , 如 有 日 上 有 虱 线 性 算 子 A, 使 得 


(Ax ,zj = | RDd( En,s) 
对 一 切 x € 玉成 立 , 则 称 A 为 了 的 谱 积 分 , 记 作 
上 = | oa 
上 述 概念 还 可 推广 到 fH 的 一 个 稠密 集 D: 上 ,使 
| [AD EREzx x)} <+ mm, VYxED 


成 为 无 界 可 调 函 数 ,此 时 相应 的 谱 积 分 可 能 是 无 界 算 子 . 
定理 13{ 自 共 罗 算 子 的 谱 分 解 定理 ) ” 设 4 是 复 希 尔 伯 特 空间 下 上 的 自 共 罗 
算 子 , 则 必 有 直线 RE 上 的 唯一 的 谱 测 度 E(5) ,使 得 


A -= | AdE = | Ad 及 . 


上 述 庶 积分 表示 称 为 A 的 谱 分 解 . 

{5) 与 让 共 斩 算 子 相应 的 谱 测度 的 性 质 ” 设 自 共 罗 算 丁 上 相应 的 谱 测度 空间 
为 (中 ,多 , 吕 ) ,其 中 . 寡 是 直线 上 波 雷 尔 和 集 全 体 , 则 

[AECB) = EO)A, YE .TSN ES)H 证 4 的 约 化 卫 宝 间 ; 

Pa{h en) CH YE .YD; 

争 如 有 线性 算 子 满足 TA = AT, 则 对 任何 8 .和 着 , 均 有 TE(5) = E(B80)T. 


3 线性 算 子 的 理论 + 329 ， 


3.4.7 等 距 算 子 和 丁 算 子 


设 五 ,6 都 是 希 尔 伯 特 空间 ,线性 算 子 Y:# 一 5 清 足 
|Vs = xl (vxr€ AF), 
则 称 为 HH 上 的 等 肥 算 子 ， 
V 为 等 距 算 子 的 充 要 条 件 是 V*V = 15, 这 里 14 蚌 歼 人 的 框 等 算 子 . 
当 上 述 等 距 算 子 的 值 域 为 上 时, 称 V 为 西 算 子 . 
VY 为 酉 算 子 的 充 要 条 件 是 YY = TI,VV*” = Ie. 


3.4.8 凯 莱 (Cayley) 变换 


设 日 是 希 尔 伯 特 空间 ,A 是 下 上 的 对 称 算 子 , 则 算 子 
V = (AIA i) 
是 个 等 距 算 子 , 称 Y 为 A 的 凯 莱 变换 
反之 , 当 Y 是 等 距 算 子 ,1 Eo,(V), 则 算 子 
A= VY+ DN- WW 
蚌 对 称 算 子 ,也 称 A 为 # 的 凯 莱 变换 
上 述 变 换 是 一 对 互 道 变 扩 . 
特别 地 , 当 A 是 自 共 纯 算 子 时 ,上 述 V 便 是 西 算 子 ; 当 Y 是 西 算 子 时 ,硬是 自 
共 辆 算 子 ， 


3.4.9 西 算 子 的 谱 分 解 


定理 14( 西 算 子 的 谱 分 解 定 理 ) ” 设 0 是 希 尔 伯 特 空 何 下 上 的 覃 算 子 , 则 必 惟 
一 地 存在 单位 贺 周 上 的 谱 测 度 E(53) ,使 得 


v=| zdE. -= | zdE. 
lz1=1 好 f 

与 丁 算 于 相应 的 谱 测 度 具 有 类 但 3.4.5 的 (5 所 述 的 性 质 , 只 需 把 那里 的 4 用 
U 联 代 , 直 线 上 的 波 雷 尔 集 用 [0,2x] 的 波 因 尔 集 取代 即 可 . 

2.4.10 ”正规 算 子 的 谱 分 解 

设 N 及 和 希 尔 柏 特 空间 起 上 的 线性 算 子 ,满足 

NN" = N*N, 

则 称 N 为 由 上 的 正规 算 子 . 

定理 15( 正 规 算 子 的 谱 分 解 定 理 ) 设 N 是 希 尔 伯 特 空 间 玉 上 的 正规 算 子 , 则 
惟一 地 存在 平面 谱 测 度 ,使 得 

N = | zae = | ZdE,, 

其 中 忆 表 示 香 平面. 


与 正规 算 子 相应 的 谱 测 度 也 具有 类 似 3.4.6 的 (5) 所 述 的 性 质 ,只 斋 把 那 星 的 
态 用 NN 取代 ,把 直线 上 的 波 雷 尔 集 用 平面 波 雷 尔 集 取代 刚 装 . 
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4 了 巴 拿 赫 代数 


4.1 巴 拿 赫 代数 的 基本 概念 


4.1.1 已 拿 赫 代数 的 定义 及 例子 


(1) 巴 章 赫 代 数 。” 如 果实 或 复 赋 范 线性 空 合 R 同 时 又 基 实数 域 或 复数 域 上 的 
代数 ,而 且 关 于 积 成 立 着 
oxy ery E RR, 
则 称 R 为 赋 范 代数 ;如 果 赋 范 代数 R 还 是 巴 拿 赫 空间 , 则 称 之 为 巴 说 赫 民 数 . 
(2) 单位 元 和 逆 元 ”如果 中 是 巴 拿 赫 人 代数,e E 忆 , 对 -- 切 x* 捷 卢 , 均 有 xe = 
ex = x; 则 称 e 为 的 单位 元 ， 
如 果 下 是 有 单位 元 的 巴 章 赫 代 数 ,x E RR. 假 如 存在 Y 所 民 ,使 得 xy = yx = e， 
网 称 x 可逆 ,其 道 元 为 yY, 记 作 x" = y. 
(3) 设 中 是 实数 域 或 复数 域 上 的 巴 拿 赫 代数 , 呈 = 大 x 只 .在 4 上 按 通常 的 方 
法 定义 加 法 与 数 冬 , 呈 般 定 匀 法 和 范 数 分 别 为 
(AIR YD) = CAp A + pr + 2Y). 
和 ax =1aAl+ rl, 


则 号 是 以 (1,0) 为 单位 元 的 巴 合 殖民 数 , 而 R 则 等 距 同 构 "F 元 的 子 民 数 0, x) 1 


x 所 RR .因此 , 民 可 以 看 作 在 R 中 添加 单位 元 后 所 得 的 代数 . 

出 1 设 介 是 紧 豪 斯 道夫 (Hausdorff) 空间 ,人 上 连续 羡 数 全 体 为 CC0), C(0) 
按 通 常 的 线性 运算 和 很 法 以 及 范 数 

x = max | xtt) 1, te Cn) 

成 为 有 单位 元 的 交换 蔬 拿 赫 代 数 ， 

例 2 设 X 是 书 拿 将 空间 ,外 上 织 性 有 界 算 子 全 体 B(X) 是 有 单位 元 的 巴 使 赫 
代数 , 当 出 mX > 1 时 , B(x) 是 非 交 换 的 ， 

例 3 {- wm,w) 上 勒 贝 烙 可 积 函 数 全 体 按 通 常 的 线性 运算 和 范 数 


1 x = 1x00 1 di 是 巴 合 赫 空间 .如 又 规定 其 上 乘法 为 着 积 
{x* y(t) = | TEST — sds, 


则 L(- wm,w) 是 交换 巴 拿 坎 代数 ,但 是 这 个 代数 没有 单位 . 
例 4 设 四 为 绝对 收 委 的 三 角 级 数 全 体 , 即 


本 = xfe) = Bb ila,l<+ i, 
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在 丈 中 按 通 常 方 法 规定 加 法 和 数 乘 , 当 *,y E 丙 ， 
xf = 人 了 Jonem y(t) = Dbe'” 


时 ,规定 
(xy 并 = > Cam， 
其 中 
C= Bobo 
又 规定 7 
1z1 = > Ta， 


则 是 有 单位 元 的 交换 巴 拿 替代 数 , 称 之 为 维 纳 (Wiener) 代数 . 
4.1.2 元 素 的 正则 集 和 谱 


(1) 正则 集 和 谐 ” 设 只 是 有 单位 元 e 的 复 巴 盒 赫 代数 ,加 E R,4 是 复数 , 如果 
he - wo 在 民 中 可 道 , 就 称 4 是 xo 的 正则 点 ,不 是 正则 点 的 数 称 为 xo 的 谱 点 . xo 的 
正则 点 全 体 称 为 xo 的 正则 集 , 记 为 p(xo); xo 的 谱 点 全 体 称 为 zo 的 谱 , 记 为 gal wo)， 
s(xo) 是 非 空 闻 集 . 
(2) 谱 半径 记 
r(x) = supll AT IAE olx)!, 
称 r(x) 为 x 的 计 半 径 , 谱 半径 会 式 为 


r(x) = liml ll. 
4.2 ”交换 已 拿 赫 代数 


4.2.1 线性 可 乘 泛 画 


设 员 是 数 域 开 上 的 代数 , 员 一 天 的 代数 同 态 称 为 中 上 的 线性 可 乘 证 函 ， 
定理 1 设 忆 是 巴 拿 赫 代数 ,RR 上 非 零 可 乘 线 性 泛 函 全 体 . 宙 己 1 1 FE 只 ， 
和 Fl 过 二 ,而 且 . 客 按 z(tR*,R) 是 紧 集 . 
当 有 只 是 有 单位 元 的 巴 拿 赫 代数 ,后 .党 时 ,对 #YE 只, 必 有 所 本 EE atx), 
设 于 是 复 希 尔 怕 特 空间 , dimH > 1, 则 8 晤 ) 上 不 存在 非 零 的 可 科 线 性 泛 函 . 
例 5 设 玉 是 例 4 中 的 维 纳 代 数 , 则 钙 上 的 非 零 可 乘 线性 泛 函 全 体 
.本 = 人 TIEELDO2r)i， 


其 中 (x) = 2 有 ,区 公主 
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4.2.2 盖 尔 范 德 (Celfand) 表示 


设 是 数 域 所 上 的 巴 拿 赫 代 数 ,x E 展 ,xy 一 天 规定 为 
x(f) = fx), 
则 称 * 为 x 的 盖 尔 范 德 变换 ,并 称 :RR 一 CC ): 
Ed = 
汶 哄 的 闵 尔 范 德 表示 . 
定理 2 设 中 是 具有 单位 元 的 巴 拿 赫 代数 , 刚 的 盖 尔 范 乱 表示 六 是 RR 一 
CC ) 的 代数 同 态 , 外 了 | 外 = 1, 而 且 
Te = e, 
1 Te < Tim ls, 
定理 3 设 员 是 有 单位 元 的 复 迹 换 巴 拿 替代 数 , 则 
M2 0 
2 盖 尔 范 德 表 示 全 :一 Cl 愉 ) 是 代数 间 态 ; 
Pp 对 rE Rr ef) | fFE .NR! = olx); 


对 xz € RN Tx = Tx) = lim ln, 
邓 了 是 等 距 同 构 的 充 要 条 件 是 
x = rl, yxrER. 


定理 4 复 巴 拿 赫 代数 R 中 ,如 果 每 个 非 零 元 均 有 让, 则 只 必 同 梅 于 复数 域 . 

4.2.3 ” 板 大 理想 空间 

设 中 是 交换 巴 合 替代 数 , 非 零 可 雪 钱 性 证 函 全 体 为 .名 对 每 个 三 E . 帮 , 上 的 堆 
空间 ix 1 Kx) = 外 上 重 是 六 的 一 个 要 大 理想 ,而 且 --- 切 非 信 可 乘 线性 活 晒 的 堆 空 间 
全 体 即 中 的 级 灰 理 想 空 间 . 由 此 可 建立 起 非 零 可 犁 线性 泛 男 与 极 大 理想 闯 的 一 一 
对 应 ,由 RR” 上 的 弱 拓 扑 导 出 极 大 理想 空间 上 的 拓扑 . 按 此 拓扑 , 极 大 理想 空间 是 


一 个 紧 豪 斯 道夫 空间 . 
定理 5 有 单位 元 的 复 交 换 巴 拿 协 代数 烧 尾 一 极 夫 理想 的 商 代 数 同 构 于 复数 


域 . 
4.2.4 半音 的 巴 拿 赫 代 数 


代数 中 中 一 切 极 大 理想 的 安 称 为 只 的 根基 ;根基 为 1! 的 代数 称 为 半 单 的 代 


效 . 
定理 6 有 单位 元 的 交换 巴 拿 赫 代数 中 是 半 单 的 充 要 条 件 是 


lim ar = 站 时 a = 0. 
这 时 , 吕 的 盖 尔 范 德 表示 卫 是 员 到 PC(.) 内 的 一 个 同 构 映 射 . 
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4.3 ”对 称 巴 拿 赫 代数 


4.3.1 对 称 巴 拿 赫 代 教 的 概念 

(1) 对 称 巴 拿 赫 代数 设 尺 是 有 单位 元 的 巴 拿 赫 代数 ,只 上 有 一 个 对 人 台 :r 上 
*” 裤 足 

1 Ax 4 pr)" = xz” + ps 

加 {xy]* 一 yr” : 


Px = x; 
x = x" ||， 
则 称 中 是 对 称 巴 二 赫 代 数 ， 


{2) 设 R 是 对 称 巴 拿 赫 代数 ,x E 只, 如 果 Y = x*, 则 称 x 为 自 共 纯 元 ,单位 元 
必 是 自 共 恩 的 . 

车 x 后 只,xz 1 存在, 则 (* > ) 也 存在 ,而 且 (z) 1 = 《xz 

(3) 对 称 理想 ,如果 * E 了 时 x* 也 风 对 称 巴 拿 幸 代数 RR 中 的 理想 i 称 为 对 
称 的 ， 
定理 7 了 对称 巴 拿 幸 代数 的 根基 是 对 称 理 想 ， 


4.3.2 正 泛 消 


设 f 是 对 称 巴 拿 赫 代数 羡 上 的 线性 浴 困 , 且 对 所 有 自 共 思 元 x,Alx) 取 实 值 , 则 
称 f 为 实 值 泛 函 ;如 果 对 一 切 x 亡 上 R,Ax* x) 30, 则 称 了 为 正 迹 函 ， 
设 了 是 瑞 上 的 正 谤 晒 , 如果 有 只 上 正 证 图 和 A > 0,. 人 时 -有 也 是 尽 上 正 泛 
图 时 ,g 必 为 了 与 非 负 数 之 积 , 则 称 了 是 不 可 分 解 正 这 函 . 
定理 8 对称 巴 拿 赫 代 数 中 每 个 正 溢 采 f 均 是 有 界 的 ,日 
1 = fe). 
定理 9 设 8B 是 对 称 巴 拿 赫 代 数 晴 的 根基 ,x 亡 中 , 则 对 员 上 任何 正 证 图/, 均 
有 
Axr’ x) = 0. 
4.3.3 代数 的 表示 


设 忠 是 对 称 巴 拿 赫 代数 ,如 果 有 复 希 尔 伯 特 空间 旦 ,保持 对 合 的 代数 同 态 p: 丰 
一 BC(H), 且 wp(e) = 1, 则 称 ww 是 民 在 昌 上 的 表示 .如 果 又 上 有 有 EER8, 司 {p(x)&1x 
所 R| 在 眼中 稠密 , 则 称 wp 是 循环 麻 示 ,上 是 p 的 循环 向 量 .如 果 三 是 上 H 的 亲子 空 
间 , 对 一 切 x € RR,p(x) 邱 己 后 ,就 称 本 是 gq 的 不 变 子 空间 .具有 上 寺 及 |0| 为 不 变 
子 空间 的 表示 称 为 既 钓 囊 示 ,也 称 为 不 可 约 表示 ， 

定理 劲 设 让 是 对 称 巴 拿 赫 代数 ,f 是 RR 上 的 正 滩 铺 , 则 必 有 希 饼 伯 特 空间 上 
政 玉 在 乒 上 的 循环 表示 ,使 得 

x) = (p(x)E EE), YrxER, 
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其 中 上 是 表示 ? 的 循环 向 量 ， 
定理 11 设 员 是 对 称 巴 颌 替代 数 ,/ 是 只 上 的 正 泛 亲 ,wp 是 员 的 以 为 循环 向 
量 的 循环 表示 , 玫 
Fx) = (ofz)EEI， YiER, 
由 /是 不 可 分 解 正 泛 男 的 充 要 条 件 是 9 为 R 的 由 约 表 示 . 


4.4 CC” 代 数 


4.4.1 基本 概念 和 性 质 


_ 设 ,发 是 巴 拿 赫 代 数 , x 为 让 中 的 对 合 , 即 x jx 满足 (Ax + 8)*” = 和 ”+ 
yx 
xr = x?, YYxE., 

则 称 ,名 为 尼 "” 代数 . 

如 果 . 必 是 说" 代数 ,xxE. 如, 过 半 = xz” 时 称 * 为 自 共 纯 元 ; 当 * xx = x%” 时， 
称 x* 为 正规 元 , 当 . 避 有 单位 元 和 目 x*x = xxw”= ee 时 , 称 为 本 元 . 

设 . 避 为 C0” 民 数 ,x 有 #, 则 上 x 中 = 上 xh. 加 加 .发 有 单位 元 e, 则 和 ei 
= 1. 

定理 让 设 x 是 6 找 数 中 的 正规 元 , 则 

lm 


定理 13 设 .名 是 有 单位 元 的 5" 代数 ,和 .名 xz” = x 则 stx) CR 
定理 和 若是 C* 代数 .多 的 一 个 闭 双 例 理 想 , 则 J 必 是 对 称 的 , 且 . 如 /yy 仍 
为 C* 代数 ， 


4.4.2 C* 代数 的 表示 


定理 15( 盖 尔 范 德 - 纳 依 玛 克 (Celfand-Naimark) 定理 ) 每 个 C" 代数 必 * 同 
构 于 某 希 尔 怕 特 空间 上 有 界线 性 算 子 集合 中 对 * 封闭 的 - -个 闭 了 于 代数 . 
定理 大 设 . 必 是 交换 C* 代数 , 刚 它 的 盖 尔 范 德 表 示 本 :有 一 Ct 妖 ) 是 一 个 
# 等 距 到 上 前 同 构 , 即 古 是 天 上 前 ,是 
Tix” OMY = Tir} MM}, VME ,Y E.R 
| Ter) = |x, ¥* 人 EE. 


4.4.3 两 个 三 窗 性 定理 


设 下 是 希 尔 伯 特 空间 ,好 有 0 ,规定 形 的 搞 位 好 为 
M = {x€ BOHN) ry = yx, YYE 时 | 
H 的 二 次 换 位 是 指 弄 > = (二. 
定理 好 (二 次 换 位 定理 } 设 上 是 B(FH) 中 包含 单位 元 的 6 ” 子 代 数 , 网 下 列 
断言 等 价 ; 
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PM= M’; 

2 对 按 虹 算 子 拓扑 闭 ; 

村 按 强 算 子 拓扑 闭 ， 

定理 18{ 卡 普兰 斯 凯 )(Kaplansky} 稠密 性 定理 } 设 , 必 是 B(H) 中 的 C0" 了 于 民 
数 ,其 按 强 算 子 拓扑 的 闭 包 为 .党 ,, 愉 | 是 . 必 的 单位 球 ,. 必 | 是 . 刻 的 单位 球 , 则 . 必 ， 
在 . 属 j 中 按 强 算 子 拓扑 是 笛 密 的 . 


4.4.4 紧 算 子 理想 


记 希 尔 怕 特 空间 上 上 紧 算 子 全 体 组 成 的 CG” 子 代数 为 CCH). 

定理 了 9 设 . 必 是 C(OHD) 的 0" 于 代数 ,如 .多 是 不 可 约 的 , 即 , 属 没有 非 平凡 
的 不 变 子 空间 , 则 必 有 .有 = CCH). 

推论 1 CCH) 中 不 包 舍 非 平凡 的 理想 ， 

推论 3 设 . 必 是 态 上 包含 一 个 非 零 紧 算 子 的 不 可 约 C' 子 代数, 则 .# 必 人 色 舍 
CH). 


4.5 二. 诺 伊 曼 代 数 


4.5,.1 兽 . 诺 伊 腥 代数 的 概念 


(]) BCH) 中 弱 闭 对 称 旦 含 单 位 元 的 代数 称 为 冯 “ 诺 仇 曙 (von Neumann) 代数 . 

由 二 次 换 位 定理 可 知 ,对 称 的 算 子 代数 .名 为 洒 ， 庶 全 如 代 数 的 充 要 条 件 是 ,名 
= ,站 ”， 

(2) 部 分 ” 设 . 必 是 希 尔 伯 特 空间 玫 上 的 冯 : 诺 仇 村 代数 ,投影 竹子 吨 牛 , 必 ， 
则 | 

PRP- IPARPIPE .RB 

是 PH 上 的 汉 : 诺 伊 扣 代 数 , 称 PP 户 为 .有 已 在 PH 上 的 部 分 . 

(3) 中心 ” 设 , 必 是 汉 : 诺 仍 地 代数 , 称 冯 : 诺 仇 轰 代 数 Z = . 避 门 .有 "为. 愉 
的 中 心 . 

当 投 影 算 子 PE ZZ 时 ,PP = PP. 

(4) 因子 “如 昌河 ; 诺 伊 曼 民 数 . 吕 的 中 心 只 含 单位 算 子 的 常数 倍 , 则 称 .如 是 
一 个 因子 ， 


4.5.2 这 


设 . 冯 为 汉 , 诺 伊 蝇 代 数 ,. 避 :为 .名 中 正 自 共 胃 算 子 全 体 . 是 定义 在 .% 上 取 
信和 非 贷 或 + 名 的 汉 晴 ,满足 

lo iniA+r 8B) = tA) + tr(B): 

rAd) = dy YA 0; 

FP AU) = tr4), UE 2, 
则 称 t 为 . 必 *+ 上 的 迹 . 
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如 果 迹 rr 只 取 有 限 值 ,就 称 它 为 有 限 迹 . 

如 果 对 使 wt 4) = m 的 任 一 4E .5 有, 必 有 且 E .+ 使 得 4 汪 呈 关 必 ,而 且 
tw 8) < %m, 则 称 tr 为 半 有 限 迹 . 

如 果 1 41 为 .元 的 单调 增加 定 商 族 , 且 4 为 1j4i 的 上 确 界 时 ,总 有 trtA4》= 
suptr( 4.) , 则 称 tr 为 正规 迹 ， 


4.5.3 闸 ， 诺 伊 村 代数 的 分 类 


以 下 设 .名 为 治 ， 诺 仇 杰 代数 . 

(1) 交换 投影 算 子 ” 设 投 影 算 子 PE .8% , 当 PP 是 交换 算 子 集合 时 , 称 记 
为 交换 投影 算 子 ， 

(2) 纯 无 限 , 半 有 有限 和 有 限 汉 : 诺 刁 最 代数 。 如 果 ,% 没 有 半 有 限 正规 迹 , 称 
. 达 为 纯 无 限 油 : 诺 恨 曼 代 数 , 如 果 对 性 一 非 堆 的 4 EE , 胎 *, 存 在 半 有 限 正规 迹 ir， 
使 得 0 < trf4) < + %, 则 称 . 愉 为 半 有 限 汉 : 诺 伊 加 代数 .如 果 对 尾 一 非 零 的 4 七 
.名 + 存在 有 限 正规 迹 tr, 使 得 (4) = 0, 则 称 . 必 为 有 限 污 : 诺 仇 受 人 代数. 

(3}I 型 ,下 型 和 下 型 加. 诺 全 学 代数 如 .如 售 有 -个 交换 投影 算 子 P, 且 
对 属于 .过 的 中 心 的 投影 算 子 @, 当 已 三 品 时 必 有 = 7, 则 称 . 吉 为 1 型 光 : 诺 
仇 曙 代数. 

LI 型 汉 ， 诺 盆 曼 民 数 必 是 有 限 或 半 有 限 的 . 

当 . 巡 是 有 限 或 半 有 限 , 且 不 舍 任 一 交换 投影 算 子 时 ,和 代 .将 为 [型 这: 庄 伊 虹 
代数 

纯 无 限 冯 ， 诺 贫 虽 代 数 又 称 为 在 和 型 冯 : 诺 仇 磺 代 数 . 


4.5.4 闻 . 诺 伊 票 代数 的 分 解 


定理 加 在 汉 : 诺 作 量 代数 . 吉 的 中 心 了 中 , 必 存 在 相交 正 诡 的 投影 算 子 Pi ， 
PI ,Pg ; 司 得 
PI+Pr+Pra= i; 
而 且 P18 ,Pg. 必 ,Pg. 侣 分 别 是 Pr H,PE8H,PjgH 上 的 型、 型 .型 汉 - 诺 
刁 曼 代数 .而且 ,这 祥 的 分 解 荐 唯一 的 . 


5 算 子 半 群 
5.1 强 连 续 算 子 半 群 
5.1.1 单 套 数 算 子 半 群 和 算 子 群 


(1) 单 参数 算 子 半 群 和 算 子 群 ” 设 IT1 是 巴 拿 赫 空 间 X* 上 一 族 线 性 有 界 算 
子 ,如 果 对 一 切 0 1,s <+ (或 0 < ts <+ mm), 均 有 
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Ti = TT,, 
则 称 1T, 1 7 3 人 (或 1T, 1 1 > 01) 为 单 参数 算 子 半 群 .如 果 上 式 对 一 切 - ww < 4,s 
< + 名 成 立 , 则 称 1T, 1- %m < t <+ oo 为 单 参 数 算 子 群 . 
例 1 在 C[0, + o) 上 规定 
{Tx}(s) = xtt+ ss), tw 0, 
则 1T, 1 1 04 是 一 个 算 子 半 群 . 
例 2 在 L(- 加 :o) 上 规定 


(ra = FE ed, >0, 
则 gts ,1) = (Tx)(s) 是 热传导 方程 


适合 初始 条 件 wu{s,0) = x(s) 的 解 ,而 1T, | 1 > 0| 是 一 个 算 子 半 群 . 
(2) 强 连 续 算 子 半 群 ” 设 邢 是 巴 倍 替 空间 , 1T 1 + = 0 是 半 上 的 算 子 半 群 ， 
且 满 足 
T= J, 
号 一 LimT, 三 To» 


即 对 每 个 mW > 0 和 >*E X 有 ji 上 Tx -Tus1 = 0, 则 称 |1,14 = 01 为 强 连续 算 


子 半 群 ,简称 为 Co 类 牌子 半 群 . 

例 1 和 例 二 中 的 算 子 半 群 都 是 强 连 续 的 . 

关于 强 连续 牌子 半 群 的 主要 问题 是 :是 否 存在 算 子 A, 使 得 T = e"? 这 个 表达 
式 的 确切 意义 如 何 ? 算 子 & 存 在 的 充 要 条 件 又 是 什么 ? 


5.1,2 无 穷 小 生成 元 

设 1T, | 由 是 巴 拿 幸 空间 让 上 的 算 于 半 群 , 留 为 满足 如 下 条件 的 元 素 x 万 
区 全 蛋 : 对 %, 存 在 y E 让 ,使 得 

lm Tn- Da-yl=0. 

规定 :名 一 大 为 Ax = y, 其 中 由 上 式 确定 . 称 A 为 算 子 半 群 IT, 1 + gl 的 无 穷 
小 生成 元 . 

定理 1 设 |T, 1 := 0 是 Co 类 算 子 半 群 , 则 它 的 无 穷 小 生成 元 A 是 一 个 称 定 
弘 性 闭 算 子 ,对 每 个 x 蕊 名 (A) ,成立 着 


dT 
dt 


5.1.3 Co 类 算 子 半 群 无 穷 小 生成 元 的 特征 


定理 2 设 4 是 巴 拿 赫 空间 XxX 上 的 简 定 闭 算 了 于, 则 A 成 为 Co 类 算 子 半 群 无 穷 
小 生成 元 的 充 要 条 件 是 ; 


三 AT,x 三 Tax. 
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?存在 wo > 0, 使 得 (aoym) Co)i; 
ze 存在 时 > 0, 使 得 当 和 4 > @ > wo 时 
| af- 下) ee MA -wo)", n= 1,2,* 


5.1.4 机 痕 柯 西 问题 


设 区 为 巴 拿 赫 空间 ,X 上 线性 算 子 起 的 定义 域 为 9(A), 值 域 为 . 宠 (A). yo 七 


于 . 设 有 取 值 于 工 上 的 向 量 值 函数 7( 昌 满足 
Pr CA) > 人 D0), 而且 vy 在 任何 fa,B8] cC (0. + oi 于 全 连续 (相仿 于 


实 函 数论 中 的 全 连续 定义 ); 
> y(1) 强 可 导 ; 


好 yi) = Ay{L); 
中 lim yD- yl = 0, 
则 称 y() 是 方程 -y() = 太 y(1) 适合 柯 西 条 忻 yt0) = 如 的 解 . 这 个 问题 称 为 抽 


象 柯 西 问题 . 
定理 3 投入 是 Co 类 算 子 半 群 {TL :304 的 无 窒 小 生成 元 , 则 方程 
Hy) = Ay(s) 
的 抽象 柯 西 问题 对 每 个 yo E 多 (A) 有 唯一 的 解 Tiyo. 
5.1.5 Co 类 压缩 半 群 
(1) Go 类 压 编 半 群 的 概念 ” 设 iT, 1 70 是 Go 类 算 了 半 群 , 且 对 每 个 1 ==0， 
TT a 1, 
就 称 1T 1 > 0 是 一 个 Ce 类 压缩 半 群 ， 
(2) 设 并 1 人 0 是 一 个 名 类 压缩 半 群 , 则 积分 
| ed 


在 右 半 平 面 ReA > 0 上 收 急 , 记 此 积分 为 Ri , 则 Rs 是 有 和 昼 线 性 算 子 , 旦 满足 


+ Re 1 
li < 上 cord = 岂 


定理 4 设 上 是 笛 定 线性 闭 算 子 . 则 上 为 某 Co 类 庄 缩 半 群 无 穷 小 生成 元 的 充 
要 条 件 是 ; 

1 0, + %) CC plA): 

2 对 一 切 A > 0, 1 Rs 1 一 过. 

例 3 设立 为 在 L0, + % 上 连续 , 且 1imx 4) = 人 必 的 峡 数 x 全 体 , 对 x 毛尖 , 令 


x = sup | xtr} 1. 在 时 上 规定 平移 算 子 半 群 为 
(Tx)(s) = x{1 + #), 
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则 iT, 1 1 > 01 是 一 个 强 连续 压缩 半 群 ,其 无 穷 小 生成 元 
Ax(t) = Ex(1), 
其 中 久 (A) = zi 七 四]. 
5.1.6 项 尔 怕 特 空间 上 的 压缩 半 群 


设 A 是 希 尔 怕 特 宝 间 太 上 的 筒 定 闭 算 子 , 恕 果 对 任何 x E€ 名 (A)， 
(CATT) 0 
则 称 为 A 为 耗 散 算 子 . 
定理 5 设 A 是 希 尔 伯 特 空间 占 上 的 筒 定 闭 算 子 , 则 4 是 某 Co 类 压缩 半 群 无 
并 小 生成 元 的 充 要 条 件 是 A 为 耗 散 算 子 ,日 
HET- A)= 五， 


5.2 单 参数 西 算 于 群 


5.2.1 强 连 续 单 参数 西 工 子 群 


设 里 是 一 个 希 尔 伯 特 空间 ,如 时 

I* 对 每 个 上 后 7《- o ,+ oo,0 是 下 上 的 丁 算 子 ; 

2 U,,, = UU,; 

3 对 每 个 x 所 H,tw EE 《- ® ,% ), lim Ux- Url =0, 


则 称 iD, 1 1 € (- %, + wm)| 是 一 个 强 连续 盏 算 子 群 
5.2.2 斯 通 定 理 (Stone 定理 ) 


定理 #5( 斯 通 定理 ) ” 设 B 是 希 尔 伯 特 空间 晴 上 的 稳定 闭 算 于 , 则 B 是 果 圭 某 
单 参 数 强 连 续 酉 算 子 群 的 无 穷 小 生成 元 的 充 要 条 件 是 存在 上 自 共 思 算 了 于 不 ,使 
得 B= 这 .此 时 


Ui, 一 人 
没 4 的 谱 表 示 为 A = |” 44 及, 则 
U, = 三 ed . 
斯 通 定理 在 量 于 力学 ,统计 力学 和 群 表示 论 中 起 着 十 分 重要 的 作用 . 


5.3 遍历 定理 


5.3.1 可 测 变 摘 
设 ( 旭 ,, 党 ,是 -- 个 全 -有 限 的 测度 空间 ,g 是 0 一 中 的 变换 .如 果 对 每 个 名 
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E .gE .多 , 则 称 ?为 可 测 变换 . 如 果 ? 是 口上 的 台 射 , 且 gq 和 wp 均 是 可 测 
的 , 则 称 p 是 双 可 测 的 . 

对 可 测 变 换 p ,如果 POP 一 下) = HB) 对 每 一 个 B 毛 .六 成 立 , 则 称 yg 是 保 测 
变 摘 . 
设 yp 是 一 个 双 可 测 变 换 , 如 果 由 jx(BAPp TB) =0 必 能 导出 g(t8) = 0 或 
(8) = 0, 则 称 9 是 遍历 变换 ,此 时 ,. 称 产 是 在 ?下 的 膛 历 测 妆 


5.3.2 修 体 遍历 定理 { 伯 克 和 着 去 (Birkhofp) 定理 ) 
定理 了 设 wp 是 保 测 变换 ,Ar( 吕 ) < + 上 ,对 于 了 E LD), 记 
ha) = HO Po), 


则 必 存 在 有 限 郴 数 产 ,使 得 
Fm) = lim Af(w), A.P., 
而 且 
Fp) = (wm), a 


| ran = | ae 
5.3.3 平均 遍历 定理 ( 汉 * 诺 伊 要 定理 ) 
定理 4 设 9 是 保 测 变换 ， 
fw) = 1 Spto), 
则 对 于 任何 了 € [2(Q) ,存在 有 限 汪 数 /" ,使 得 
lim| 1 AP Cw) -f° (ow) Pdp = 0， 
而 且 
f° (0) = f° (wae., 
[a 
特别 地 , 当 (9) = 1, 即 六 为 概率 测度 , 且 p 是 遍历 变换 时 ,极限 函数 六 几乎 
处 处 等 于 常数 | /ax ,即时 间 平均 括 乎 处 处 等 于 相 平均 . 它 给 出 了 统计 力学 中 基本 


假设 的 数学 论证 . 
以 上 的 遍历 定理 可 以 推广 到 算 子 半 群 i714 ss 二 的 情况 .这 时 ,长 竺 上 面 的 
4 的 是 在 适当 条 件 下 的 极限 


1 f 
lim | Tds. 
| 
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6 非 线性 映射 
6.1 映射 的 微分 


6.1.1 映射 鸭 器 微分 
(1) 驶 可 微 各 弱 可 导 。” 设 X, 了 是 实 赋 范 线性 空间 ,02 是 中 的 开 集 ,映射 1: 癌 


一 了 ,如 果 对 x 二 们 ,uw 所 羡 ， 
s ~ lim E+ = Hx) 
存在 , 记 为 DACx,#), 则 称 DACx,w) 是 在 x 处 沿 方向 :的 弱 蕉 分 或 盖 隐 格 斯 
(Gateaux) 意义 下 的 微分 ;如 果 对 一 切 所 《DA za) 存在 ,就 称 ff 在 x 处 弱 可 微 
(或 盖 陶 格 产 意义 下 可 微 ); 如 果 在 * 处 绊 可 微 , 昌 存在 Dr) ce B( 革 一 了) ,使 得 
DfCx,w) = [DFCx) uw €E XX, 

则 称 /在 * 姓 雪 可 导 { 或 盖 陶 格 斯 意义 下 可 导 ); 称 DA(x,w) 为 有 界线 性 弱 微 分 ; 称 
DA(x) 为 了 在 * 处 的 弱 导 数 (或 盖 陶 格 斯 导数 ) 

(2) 梯度 和 位 势 。” 设 工 为 实 赋 范 线 人 性 空间 ,如 是 X 中 的 开 集 .如 果 旋 函 中 :一 
中 在 站 上 处 外 具有 有 界线 性 弱 宙 分 , 目 Dp(tx) = x) ,就 陈 户 号 一 半 为 p 的 梯 
度 , 记 为 fx) = gradp(x) ,并 称 9 为 /的 位 势 . 

例 1 设 厂 是 实 希 尔 伯 特 空间 ,不 上 沪 旺 gtx) = x 中 .由 定居 可知 x x 0 时 


Dop(x, 4) = 华 : 时 ， 


gradpt x) = Dp{x) = TT 


6.1.2 强 微 分 和 强 导 数 


设 T, 了 为 实 赋 范 线性 空间 ,作为 邯 中 的 开 集 , 映 射 产品 一 了 .如 果 存 在 4 到 
BLX 一 了) 使 得 
je | 大 x+ “人 | xso) -Aufi 0, 
Hull -0 
就 称 f 在 xo 强 可 微 或 弗 雷 歌 (Frschet) 意义 下 可 称 微 ,44 为 在 各 处 强 短 分 (或 弗 雷 
葡 微分 }df(xo,4), 称 4 为 /在 加 处 强 导数 (或 提 赫 点 导 孝 ) , 记 作 f'(xo) 或 df( wo). 
例 2 设 f 是 C0[0,1] 一 C10,1] 的 微分 算 子 
[Kg = wt + Lxtt), 
则 由 定义 可 知 了 在 Cm[0,1] 上 每 点 都 是 强 可 微 的 ,而 且 
[sn 外 = UE) + Dxolt) h(t). 
定理 1 设 天 ,了 ,2Z 均 为 实 赋 范 线 性 空间 ,f,g;X 一 了 在 x 处 强 可 微 ,h:Y 一 2 
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在 y = Ax) 处 强 可 微 , 则 
P? 对 任意 常数 ,8B,af + 局 在 * 处 强 可 微 ,而 且 
{of + Pe tx) = af {rx} + Be (x); 
了 Pho fi 一 Z 在 x 处 强 可 微 , 且 
(ho (tx) = Ry) 天 (x), 
可 以 通过 递 排 定义 出 高 阶 弱 微 分 和 高 阶 强 微分 


6.1.3 CP 映射 和 CP 微分 同 胚 


设计 ,了 为 实 赋 范 线 性 空间 ,p 为 非 负 整数 , 开 集 Qc 革 .映射 产品 一 工 称 为 
0 映射 ,对 p = 0 是 指 / 在 从 上 连续 ;对 p > 0 是 指 f 在 人 上 具有 p 阶 连 续 的 强 导 
映射 /n(x). 

如 果 UF 分 别 是 区 ,了 中 的 开 集 ,f; 一 下 是 又 射 ,而 1 和 广 ' 均 为 CGC? 映射， 
则 称 f; 一 为 CP 微分 同 胚 .如 果 上 ,FY 分 别 是 革 , 了 中 的 集合 ,ff:U 一 FxwE 9. 
凡 设 存在 各 的 邹 域 Unfc 已) 和 让 加 ) 的 分 域 内 (CC 门 , 合 得 f: 0 一 bh 为 C? 微 
分 同 胚 , 则 秩 f: 4 一 FY 在 x。 局 部 C? 微 分 辐 且 ， 


6.2 ” 隐 国 数 存 在 定理 


6.2.1 隐 画 数 的 存在 性 


定理 2( 隐 旺 数 存在 定理 )” 设 针 , 了 ,2 均 为 实 巴 拿 赫 竺 间 , 吕 是 工 x 了 中 的 开 
集 ,(z,W) ED 产品 一 了 是 连续 映射 , 电 满 足 

f(x,y) 对 变 元 x 强 可 微 ,f(x ,7Y) 在 (xo, Yo) 处 连续 ; 

(xo,Y0): 潮 一 2 具有 有 界 逆 ; 


PA(xo, Yo) = 必 ， 
贴 站 在 r > 0,5 > 0, 使 得 上 ly-yol < 了 时 
Nx}=0 
在 | x- so < 内 存在 唯一 的 连续 解 x = &C7), 它 满足 
0 一 gt{ yn). 


作为 隐 函 数 存 在 定理 的 特殊 情况 可 以 导出 反 电 数 存在 定理 . 
6.2.2 人 隐 元 数 的 可 微 性 


定理 了 设 症 ,7 了 ,ZF 均 为 实 巴 拿 赫 空间 , 间 汶 于 x 了 中 的 开 集 , (x0,y0) EE,p 
宇 1 让 站 一 2 为 CP 妥 庙 ,fx0,Y0) = 0 (xo, Fo 2 其 有 有 界 逆 , 则 邦 在 r 
> 0,8 » 0, 使 得 上 y- yl < 时 ,方程 
fxsy)= 0 
十 x- xo < r 内 存在 唯一 的 解 = gly) 满足 xz = g(Y0), 而 且 g(x) 在 
上 yxy- yoll < 5 内 具有 p 阶 连续 时 映射 . 


Fi 
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6.3 拓扑 度 


6.3.1 布 劳 威 尔 (Brauwer) 度 

1. 连续 映射 的 拓扑 度 

所 下 对 = fez) 声 R?, 联 xl = max| #1. 用 刘表 示 BR' 中 的 - 
个 有 界 开 集 ,CD) 表示 CD) 的 一 个 子 空间 ,FE CD01 指 E CO) 且 存 在 / 


在 某 包含 0 的 开 集 上 的 延 拓 / , 六 具有 连续 的 强 仿 导数 .对 了 GE CD), 取 
Af (x) i 


I 
A i 


[A = sop | ft x) 1+ sup 
其 中 六) 二 CF) 六 记 
dF 
x) 三 dot EH). 


dz, 
对 FE CD) ,iD 2 = Ir! jx) = 0). 
没 fE CD,p E10 U Zr), 规 定 
degt 六 由 ,ph) = > signJ( *). 
xEf Up} 
若 FE Cn),p Ef90), 任 取 qg EA21), 使 得 上 pp- of < plp,f000)), 其 
中 ,plp ,A900)) 表示 P 与 f(202) 的 距离 {下 同 ) ,规定 
deg(f 1,p) = degt 六 全 ,9g)， 
车 FE CO ,p EFCGQN), 取 gE CD), 使 得 上 ff- gl < ptip,f00)), 规 
定 
degtf, 0,p) = deg( 2 ,0 ,p), 
称 degtf, 人 0,p) 为 f 在 p 点 关于 人 0 的 布 劳 威 尔 诬 ， 
2. 布 劳 戚 尔 度 的 基本 性 质 
定理 4 设 f/E COHN),p EA) ,deg(f,,p) 具有 下 列 性 岳 : 
标准 性 ”车 p € 只 , 则 deg7 Op) = 1 
2 可 加 性 ”车间 ,fj 是 含 于 旭 中 的 两 个 互 不 相交 的 开 子 集 ,p EAIm 
Uf)), 则 


deg(f ,0,9) = see ip) 
3 同 伦 不 变性 ”车 入 (0 < + < 1) 是 C(H) 中 的 -个 同 伦 ,p(0 < 二 上 ) 是 
Rr 中 一 条 连续 曲线 ,p, 全 (CO0)(0 < 二 , 则 deg( 如 ,0,p) 恒 为 常数 ; 
下 切除 定理 。 车 闭 案 六 己 吕 ,日 pEAK), 则 
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degf fF, 1,p) = depg(f, DK,p); 
9 区 域 分 解 定理 ” 若 只 = UO;, 其 中 0, 是 有 限 个 下 不 相交 的 开 集 , 则 


deg(f, 0,p) = Ddegtf, fp): 


外 克 细 内 克 (Kronecker) 存在 定理 若 deg(f,00,p) 关 四 , 则 存在 9 所 全 ,使 得 
站 9 = pi; 
T 庞 卡 葬 - 波 尔 (Poincaré-Bohl) 定理 ”车 g Ca), 红 对 任意 的 * € 员 Nn, 线 
段 .xz + BIOS  s1) 不 包 售 p, 则 
deg(f, 0,p) = deg(g .01,7); 
外 边界 值 定理 设 gE CD), 且 在 3 上 f= 站 , 则 
dee( 人,p) 三 eg 人) 
多 对 任意 的 ? 亡 R*, 有 
deg(f .Dp) = degtf - 9 人 :一 人 
If 乘积 定理 ”车 疾 是 包含 六 2) 的 有 界 开 集 ,4 = DD \ ARap) ,wa 是 4 的 各 
连通 分 支 全 = 1,2,…). 如果 号 和 CD),p Eg(fnN)) LI et2D), 则 
de 区 全 六 全 ,ph = deg( 8, Ay,p)deg(f, 24), 
其 中 degt 全 A) = degtf .0,9) ,9 EE A. 
3. 解 的 指标 
设 E CON),xo 是 |x Ax) = pl 的 绝 立 点 . 设 下 是 ww 的 开 邻 域 ,不 包含 
x) = p 的 其 他 解 ,规定 族 x) = p 的 要 立 解 xo 的 指标 为 
i(f,x0,p) = deglf, V,p). 


定理 5 hp 设 广 E CC0) ,PEAo0),(P) 为 有 限 集 , 则 
deg(f fp) = >) iCf,a,p): 


gE lip) 
2 设 FE CD)aE 广 (oa rz0 则 iap) =(- 1)*, 其 中 v 是 
(ea) 的 负 特 征 值 按 其 代数 重 数 计算 的 个 数 . 


6.3.2 勒 雷 - 绍 德 尔 (Leray-Schauder) 度 


{1) 全 连续 肌 射 ”设立 ,了 是 实 赋 范 线性 空间 如 Cc Y ,如 果 了 :有 一 了 是 连续 
的 , 且 对 如 中 任何 有 界 子 集 4 ,74 是 Y 中 的 紧 集 , 则 称 T 是 信 连 续 晤 射 ， 
(2) 勒 雷 - 绍 德尔 度 的 定义 ”设计 是 实 岂 范 线 性 空 同 .是 的 有 界 开 子 集 ， 


六 = 1-T, 其 中 T: 从 一 外 为 全 连续 映射 ,p E AC). 对 任何 0 < se < POP AH))， 
设 T :0 ~ 是 值 域 为 有 限 维 的 觅 射 . 
[Tx -Txll < ,x 总 
记 五 = spanlT 帮 ,pn = 下 门 二 ,六 = 了-T. 规 定 
depgt f ,0,p} = degtf., th,,p) 
称 为 f 在 p 点 关于 六 的 勒 雷 - 绍 德 尔 度 . 
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(3) 勒 雷 - 绍 德尔 度 的 性 质 。” 设 X 为 实 赋 范 线性 空间 ,如 CC 二, 记 天 () 为 站 
一 蒜 的 全 连续 映射 全 体 . . 

Kitfiy = i- TITE KCON, 

设 0 己 大 , 庙 射 :1[0,1] 一 (如 ) ,如 果 对 任意 给 定 的 > 0 和 如 的 有 异 子 集 

4 , 必 存 在 人 = Be,4) > 0, 使 得 
外 har) 一 Tt ET 

则 称 & 是 上 的 紧 同 伦 ， 

定理 6 设 X 为 实 线 性 空间 ,0 是 X 中 的 有 界 开 子 集 ,/€ KI(0),p Ef(90)， 
那 各 与 定理 4 中 (PP) ,P,P 分, 大 ,1F 相应 的 结论 均 成 立 .定理 4 的 ,名 中 所 
C{D) 改 为 gz 所 二 (有 2) 后 相应 的 铺 论 也 成 立 .定理 4 的 子 同 伦 不 变性 则 改 为 紧 则 


伦 趟 变性 : 设 到 是 已 上 的 紧 同 伦 ,5 二 了 - 站， PPO1] -了 时 连续 , p, 万 ft20), 则 
deg( 所 :全 , pi) 的 取 值 与 :无关 . 


6.4 ”不 动 点 定理 


不 动 点 定理 是 讨论 各 类 方程 解 的 存在 性 和 唯一 性 的 重要 工具 . 
6.4.1 压 纺 映 射 原理 


设 三 是 上 距离 空间 ,映射 T: 工 一 革 - 如 果 存 在 数 a E [0,1), 对 一 切 x,y 上 成立 着 
ptTx,Ty) & opt%, 7), 
旭 称 TT 是 工 上 的 一 个 让 缩 映 射 . 
定理 7( 压 缩 映射 原理 ) ”完备 距离 空间 的 压缩 喘 射 必 有 唯一 的 不 动 点 ， 
降 菌 数 存 在 定理 , 常 微 分 方程 解 的 存在 性 唯一 性 定理 等 重要 命题 都 可 利用 卜 
婉 映 射 原理 证 明 、. 


6.4.2 布 劳 威 尔 不 动 点 定理 

定理 8( 布 劳 威 尔 不 动 点 定理 ) ” 设 们 是 R* 中 的 有 界 计 合集 ,映射 T: 人 nN 一 站 连 
续 , 则 必 有 xo E 呈 0, 满足 Txo = xo. 

6.4.3 绍 德 尔 不 动 点 定理 

定理 9 设 丰 是 版 范 线性 空间 ,天 是 在 中 的 凸 紧 集 , 瞻 射 记 : 天 一 大 连续 , 则 必 


存在 YE 天, 使 得 F(Y) = 7， 
设 苇 , 了 为 线性 空间 ,映射 P: 一 了 满足 对 任何 *,y 拓 和 ,aa 月 基 0a+ 有 = 1 


均 有 
Filar + Ay) = ax + BF(Y), 
则 称 严 是 -- 个 仿 射 映射 . 
定理 图 设 看 是 赋 范 线性 空间 ,上 是 车 中 的 同 紧 集 ,. 六 = 1 所 1 AI 是 大 
-= 大 的 连续 仿 射 映射 的 交换 族 ; 则 必 有 7y E 天 ,使 得 
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Fty) = 了 ， YAEA. 
6.4.4 和 集 压 缩 映射 的 不 动 点 


{1) 非 紧 性 测度 “” 设 工 是 虑 高 空间 , 恕 是 幸 中 的 有 界 集 , 记 

af0) = infl #1 可 被 有 限 个 直径 不 超过 4 的 集 困 痊 | , 称 xz) 为 卫 的 非 紧 
性 测度 . 

(2) 集 压 缩 磐 射 ” 设 菩 是 虑 离 空 间 , 产 研 一 二 是 连续 映射 ,如 果 对 天 中 一 切 有 
界 非 紧 子 集 4 均 有 

cg 丰 4 二 haotd), 

其 中 人 GE [90,1), 则 称 f 是 集 压缩 映射 . 

定理 11 设 廊 是 蔬 拿 诡 空 间 , 玉 是 xX 中 的 有 界 闭 凸 集 .f: 上 一 点 是 集 压 缩 映 
射 , 则 在 天 中 必 有 不 动 点 . 


6.4.5 多 值 遇 射 的 不 动 点 


(1) 允 值 映射 设 有 集合 辣 , 了 ,用 2 表示 了 的 子 集 全 休 , 称 一 21 的 有 映射 为 
多 值 映射 . 

(2) 闭 映射 ” 多 值 映 射 f: X 一 2! 称 为 在 x E 天 处 是 贱 的 是 指 从 如 一 x 和 一 
7 ,其 中 六 入 x) ,可 导致 YE Ax). 如果/ 在 每 一 点 均 是 辣 的 , 则 称 / 为 闭 映 射 ， 

{3) 不 动 点 ” 设 有 凶 值 驶 射 f: 一 2*. 如果 存在 xo € ,使 得 #0 EE A(xo), 则 
称 so 是 的 不 动 点 . 

定理 12 设立 是 巴 拿 赫 空间 ,天 是 工 中 的 非 空 凸 紧 集 ,映射 上 疡 天 一 估 是 闭 蜗 
射 , 而 且 对 每 个 x E 上 ,f(x) 均 是 集合 外 的 非 空 太子 集 , 则 映射 具有 不 动 点 . 
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引 育 


情 里 叶 分 析 是 近代 数学 的 重要 学 科 分 支 , 它 对 数学 科学 和 自然 科学 的 每 -一 个 
领域 都 有 很 大 影响 .自从 1822 年 法 国 数学 家 傅 里 叶 的 经 典 著作 “ 热 的 分 析 理 论 ” 
CThe Analytie Theory of Heaty 发 表 以 来 , 近 两 个 世纪 中 ,大 们 逐步 认识 到 傅 里 时 分 杭 
的 重大 意义 .在 本 篇 开始 , 简 述 信里 时 分 析 的 重要 作用 是 大 有 益处 的 . 

博 里 叶 分 析 在 物理 学 的 研究 中 影响 极为 深刻 . 嘻 许 1837 年 , 当 麦 克 斯 书 
(Marwe 由 用 他 的 着 名 方程 描述 电磁 波 时 , 博 里 叶 分 析 马 上 上 冻 成 了 一 种 主要 方法 ,用 
于 研究 电磁 波及 其 各 种 谐 旋 成 分 一 一 X 射线 .可见光 、 微 波 无线 电流 等 等 ;还 有 许 
多 电学 仪器 和 电子 装置 ,包括 近代 发 蝎 的 核磁 共振 谱 分 折 忆 和 革 射 线 晶 扯 衍射 谱 
分 析 仪 ,都 是 根据 傅 里 叶 分 析 原 理 制 造 出 来 的 .可 氛 毫 不 爷 张 地 说 ,人情 里 叶 分 析 为 
数学 物理 找到 了 极为 有 效 的 方法 .在 工程 .计算 机 科学 中 , 傅 里 对 分 析 的 影响 同样 
诬 刻 .众所周知 ,把 数据 资料 分 解 为 周期 性 分 重 的 思想 对 村 自 热 科学 和 工程 技术 祝 
域 的 重要 作用 , 频 湾 分 析 已 成 为 一 种 标准 方法 ; 而 由 傅 理 趾 分 析 演 绎 出 的 时 间 序 刻 
分 析 , 在 地 项 学 和 石油 勘探 中 也 大 大 地 发 挥 作用 .20 世纪 50 年 代 以 来 ,计算 机 科学 
的 飞速 发 展 ,更 使 得 情 里 叶 数 值 分 析 得 以 快速 实现 ,从 滞 成 为 数据 分 析 的 常规 于 
段 .将 声音 分 解 成 谐 波 分 量 , 就 能 使 计算 机 产生 并 识别 人 们 讲话 的 声音 ,如 果 对 昭 
片 (例如 对 人 像 和 由 卫星 上 摄制 的 照片 等 ) 作 类 伺 处 理 , 总 可 使 计算 机 将 “ 品 声 "去 
掉 , 而 栈 图 像 珊 加 清晰 遐 真 , 显然 ,快速 傅 里 叶 变 换 (FFD 成 为 一 种 更 为 马 妙 的 方 
法 ,使 得 ni 次 运算 化 为 nlogn 次 ,大 大 减少 了 计算 量 和 六 汉 了 计算 时 间 ,使 运用 博 
里 叶 变 换 解 决 儿 方面 的 问题 成 为 可 能 

傅 里 时 分 析 - 调 和 和 分析, 不 仅 本 身 已 成 为 数学 科学 中 个 可 缺少 的 学 科 分 支 ,而 
日 微分 方程 ,概率 论 .统计 学 .几何 学 ,数论 . 群 论 . 抢 阵 论 . 才 复 变 画 数 等 熬 十 仿效 
学 学 科 分 支 都 要 用 到 傅 里 叶 分 析 的 思想 各 方法 .全 里 叶 分 析 的 理论 与 应 用 还 促进 
了 级 数理 论 和 群 表 示 论 的 统一 ,函数 空间 理论 ! 索 波 列 天 (Sobolev) 空 间 .Hardy 空 
间 ,广义 函数 空间 等 ) 的 发 展 ,为 现代 证 函 分 析 、 抽 象 调 和 分析 等 20 世纪 发 展 起 来 
的 重要 学 科 分 支 葛 定 了 基础 .加 世纪 胎 年 代 兴 起 的 小 波 分 析 ( 可 avelets) 更 为 傅 时 
叶 分 析 的 有 发展 和 应 用 增添 了 新 的 活力 ,并 产生 强烈 的 影响 .先进 数学 思想 的 威力 必 
定 会 在 科学 领域 的 各 个 方向 上 广 为 传 播 , 并 成 为 科学 家 们 的 强 有 力 的 工具 , 傅 里 叶 
分 析 就 是 最 典型 的 例证 . 

埔里 时 分 析 的 内 容 非常 丰富 ,并 非 “ 手 册 ” 所 能 概括 的 .本 篇 从 介绍 经 典 傅 里 叶 
分 析 、 分 布 理 论 初步 . 沃 尔 什 (Walsh) 分 析 与 局 部 域 分 析 . 


1 R* 上 的 傅 里 财 分 析 


本 《手册 扩 经 典 数 学 ” 卷 的 无 穷 级 数 与 限 积 分 部 分 已 经 介绍 了 和 傅 里 叶 级 数 ,本 
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竺 从 傅 里 叶 变 换 开 始 分 绍 . 然 而 , 傅 里 叶 级 数 与 傅 里 叶 变 摘 有 密切 关系 ,下 面 将 加 
到 这 -一 点 . 

下 面 从 群 的 观点 来 介绍 全 里 叶 变换 . 

把 实数 直线 RR = (- wm, + 四) 看 作 加 法 “+ ”运算 下 的 可 交换 群 ,在 通常 哲 扑 
{+ EE):e > 0! 为 其 邻 域 泪 系 基 ) 下 ,R 成 为 一 个 局 部 紧 招 扑 群 ,这 个 群 的 


特征 群 食 ( 即 食 上 的 乘法 羡 数 yx :R 一 CC 的 全 体 , 其 中 y 满 忠 Y(zy) = Y(Y) YY 。(y)， 
站 1 和 1= 1 为 


R= jxetz) = ei*#.¢ € Ri 


1.1 fE€ LR) 情形 


1.1.1 了 E (RR) 的 下 变换 的 定义 
对 于 了 E LICR) ,其 傅 里 叶 变 换 f+ 定义 为 
Fe = 六 (9 = | ”Faz)ereedx， (1-1) 
以 下 简称 其 为 fF 的 变 撞 ,同时 ,定义 糊 里 叶 逆 变 撞 JY 为 
[Ps = (x) = | flé) eitdé. 
注 1 /的 定 交 中 ,会 有 常数 因子 的 差别 .例如 ,有 些 矢 考 书 或 详 献 中 将 其 定 
泛 为 
(8) = 二 | Kx)e dr, 


; _L 
也 有 用 因子 -元 的 . 


注 2 证 号 让 /中 的 下 表示 了 E LR) 的 下 变 换 ; 下 贞 还 会 用 到 居 f 和 上 Ff， 
则 分 别 表 示 FE AR) 的 下 变换 和 SE 1R) 的 下 变换 . 

1.1.2 中 的 性 质 

(1) 才 变 换 是 一 个 线性 变换 : 

设 fg LI(R), 有 

Ffafte) + Pe)](é) = of fié) + 三 Ra,BE OC 
(2) FF 窑 物 的 歼 曼 - 勒 册 格 (Riemann-Lebesguey 引 理 ; 
im A (é) 三 0, 

从 而 ,六 (属于 集合 Co = 1D: lim ®(E) = 04., 

(3} 下 变换 确定 一 个 由 5! 到 G 的 有 界线 性 变换 : 

fF* |, = SR 《ss WA. 
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(4) FF 变换 的 卷 积 定理 ; 
设 fg E LR), 则 卷 积 
(fx g(x) = fix— wg( ud 
的 下 变换 满足 : 
[fx g]* (8) = A (£8): gg (8). 
(5) FF 变换 的 巴塞 伐 尔 公式 (三 种 形式 ): 
中 设 fg EE LR)., 则 
| fr 《Ed = | Fw’ (Cuda; 
> 设 fg,g*E LR), 则 
| Au) glujdn = 人 并 gr Cu)dus 
PY 设 /, 六 EE (CR), 则 
EF 2 一 | | », 
(6) 下 变换 的 反 注 公式 ，; 
设 了 ,AE (BR), 则 
| Fw)erdu = flx), 


对 几乎 处 外 x EE 及 成 立 ， 
(7) 下 变换 的 阿 贝尔 反 注 公式 : 
设 fE (BR), 则 
im” el PA (Cu)ewdn = f(x). 


对 几乎 广 寻 x* 毛 RE 成 立 . 
(8) 下 变换 的 唯一 性 : 
设 fE LR), 有 FC8) = 0, 则 
Ax)} = 0, 
对 几乎 处 处 x EE 及 成 立 . 
(9) 导数 的 丘 变 换 : 
设 六 E Li(R), 且 设 /"? 为 局 部 绝对 连续 的 ,fA? E 1A(R), 则 
[FNS C8) = Tie (8, SER. 
(10) 下 变换 的 导数 ， 
设 fE DR), 且 设 wx) EE (RD), 则 (fID EE CotR) ,并 成 立 


【六 六 NE = (~— :| nfm)e dy, 
k= Ol, ,r,seR. 
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1.2 fE LR) 情形 


1.2.1 两 个 性 质 
为 定 究 了 和 LAR) 的 下 恋 撞 ,利用 以 下 两 个 性 质 .; 

jp 车 fEDNE, 则 AE ,HA fF; = 站 
2 对 于 fE 2(R), 作 截断 函数 

Ax}, lxlsp, 


AD = | [x1> p, p> 0), 
则 EDN 2, 有 8 fr € 对 每 个 p > 0 成 立 ,进而 ,还 存在 gg € 避 , 使 得 
lim fo hs = lg;. 


1.2.2 AE 天 (R) 的 下 变换 的 定义 


现在 可 以 定 多 EE (BR) 的 下 变换 了 . 
对 于 FE CR), 其 下 变换 成 定义 为 
《2 好) pp . 
FFCE) bi.m. fA (全 ) = im.| Flix)e-idx. 
和 站 一 此 


记号 【mm 是 “imit in mean” 的 缩写 1. 表示 在 严 范 数 上 . 目 , 意义 下 的 平均 
极限 , 故 了 EE 六 (R) 的 FF 变换 是 由 下 式 给 出 的 唯一 确定 廿 数据 fx) € 焉 (有 RR): 
lim | Ff(-) - | Aweas ,=0. 
所 fF 的 下 述 性 质 非常 重要 ，; 
忆 是 上 到 卢 的 --… 对 一 保 范 有 界线 福 变 措 , 亦 即 对 于 ffE 天 有 
| Ps = > 

此 性 质 不 仅 在 理论 于 是 博 里 叶 分 析 的 基础 ,同时 也 反 映 了 自 热 界 的 能 量 守 恒 

定律 .关于 开矿 的 性 质 , 在 下 一 节 中 与 如 ,1 < p 过 2 情形 : -起 讨论 . 


1.3 fE€ (RD),1 < p < 2 情形 
对 于 p = 1,p = 2 情形 ,已 经 分 别 在 1.1 与 1.2 中 讨论 了 .本 节 利 用 前 两 节 的 结 
果 来 解决 1 < p < 2 情形 . 
1.3.1 fE€ HH(R) 的 天 变换 的 定 闵 


不 难看 出 ,/E FOR) ,1 < p < 2, 有 下 述 分 解 : 
f= +p EL NEL. 
RR).1 < p<2 的 下 变换 忆 f 定 义 为 
Fr= 网 六 + ep. 


1 束 * 上 的 情 里 时分 析 ，353 * 


注 3 也 可 以 用 定义 局 的 方式 ,以 i 意 必 下 的 平均 极限 
Li fxde dr, 
mm ep 


并 利用 著名 的 Riesz-Thorin 凸 性 定理 来 定妆 ff. 
1.3.2 到,1< 昌 过 2 的 性 质 


设 户 基 5 的 共 艳 数 ,1zp + lp = 1. 

1) 下 变换 严 .1 < p 志 2, 确 定 一 个 由 下 加 上 ,2 二 p< mw 的 有 界线 性 变换 ， 
并 且 满 足 范 数 压 缩 的 Titchmarsh 不 等 式 : 

1 1 il 
同时 ,对 于 f€ 二 门 羡 , 则 
FAEY = PACSE)， a.6. EER, 

这 里 a.e. 上 &E 家 表示 “对 几乎 处 处 二 E 玉成 立 ”. 

{2) 刁蛮 换 的 眷 积 定理 : 

设 E ER), 且 gE ER), 则 卷 积 


fr ge) = | fx wg)du: 


的 下 变换 满足 : 
mr[fr ple) = PIE Flg(E), ae. EER. 
(3) 下 蛮 换 的 包 塞 伐 尔 公式 (三 种 形式 )}: 
P 设 fgE F(R),l < ps 2, 则 


| png lan = fe Codd; 
2 设 fE POR) ,Wm gg*E LR) ,NR 
| fu) du = 全 Fw) pg Cu)dns 
特别 地 , 设 f,g €€ (CR), 则 
| fF C0 gcdu = | A g™ Cdu, 
3 证 1E 到 (最 ) , 则 
Fa = FA ls. 


(4) 下 变换 的 反 演 公式 : 
设 A€ PR) ,有 旦 六 E LR), 则 


| fF Cuevdu = fix), ae, rER. 


(5) 玉 变换 的 # 因子 可 和 反 演 公式 : 
设 偶 函数 8 IER), 满 中 : 


| etads =1, 
称 其 为 9 因子 . 则 对 了 & 4P(R)， 
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lin] ol )p (aeiadue = f(x), ae. xER. 


6) 所 变换 的 叭 -性 ， 
FE IRI,H fF (8) = 0,a.6., 则 
ry = 0, a.e. XER 成 立 . 

(7) 导数 的 严 宣 换 ; 

设 了 E (IR). 生 设 A- 为 局 部 绝对 连续 的 ,Ar?E IA(R), 则 
CFOS (EY = GEYOA (EE) ae. SER. 

(8) 严 变 换 的 导数 : 

没 了 ER) ,及 设 Gix)fixy) EP(R), 则 (YE 7 (BR), 并 城 立 
(AASE) = [iOFA)), ae. EER. 


1.4 分布 的 情 里 时 变换 


前 3 季 给 出 广 FE PR),1<sps2 的 博 蛙 叶 变换 理论 .自然 的 问题 是 AE 
1A(R" ,2 < p< %w 的 情形 如 何 ? 我 们 对 更 -一 般 情 形 进行 讨论 ,考虑 “分布 ”的 傅 里 
| 直 挛 换 ， 


1.4.1 分布 空 间 及 其 基本 性 质 


分 布 ,区 称 广义 测 数 ,是 法 国 歼 学 家 施 瓦 兹 (L.Sehwartz) 在 加 世纪 4 和 年代 末 担 
小 的 . 它 源 于 经 典 的 数学 物理 方法 ,埔里 叶 分 析 与 物理 学 ,bt 下 力学 . 短 短 几 十 年 ， 
分 布 理 论 不 仅 在 数学 的 各 个 分 支 ,而 且 在 理论 物理 中 得 到 忘 米 盖 广 泛 的 应 用 .同时 
它 旧 身 也 已 成 为 现代 数学 的 一 个 重要 组 战 部 分 . 

末节 以 介绍 D* (OQ) 分 布 为 主 .对 于 5” (有 ) 分 布 与 (0) 分 布 ,读者 可 自己 
排演 . 

1 空间 D{nN) 及 其 拓扑 结构 

诬 虽 CR" 为 开 子 集 ,n 所 N,KC 为 0 中 的 紧 子 售 , 记 

aupptf) = Ix E NA x) ¥0|, 
CR) = FE CMD);supplf) Cc 大 | ， 


二 


CRY = [FE C(O) :supptf} Cc KE = NN C™( RK). 


于 是 .在 上 定义 的 具 紧 支 集 的 本 数 类 是 UC"(K) 与 UC (8) ,分 别 记 为 CF(0) 
3 CF (0). 
(D CY (9) 上 引入 归纳 极限 拓扑 
在 全 中 取 渐 张 紧 集 列 上 ,使 满足 天 己 上 :县 同上 5 = 2. 作 
CCK) 至 六 ;7 = 于. 之， ， 
站 岂 局 C 态 汪 首相 西 阿 映射 (或 称 嵌 入 映射 ) 


tk El, 
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是 连续 的 ;进而 还 有 CF (0) = UB- 现在 赋 子 Cr (nN) = UE 如 下 的 拓扑 : 若 了 为 
CV 2 中 的 凸 、 均 闯 .吸收 集 ( 吓 .均衡 、 吸 收集 等 概念 ,请 考 “拓扑 学 ”部 分 ) , 则 
当 且 仅 当下 门 吾 为 号 的 零 元 的 令 域 时 ,为 C7 (0) 的 零 元 的 邻 域 . 
按照 上 述 过 程 定义 的 CF CO) 的 拓扑 ,使 CY CQ) 成 为 -个 五 型 局 部 凸 空间 ， 
记 为 DLR) 称 为 Col 如) 的 归纳 极限 拓扑 .以 后 记号 DC) 与 CF {RN) 和 将 同时 使 用 . 
在 D(Q) 的 归纳 极限 本 了 扑 之 下 ,序列 | 和 FFC CF (DN) 新 于 0 是 指 ; 
1 存在 一 个 紧 集 天 己 从 ,使 对 所 有 上 N, 有 suppl gi) 大 ; 
2 在 天 上 ,对 任 一 固定 的 指标 e ,序列 | Dos 关于 x - … 致 收 钱 于 零 . 
注 tt 归纳 极限 拓扑 与 新 张 紧 集 列 的 选取 无 关 ; 
> CD) 在 CD),mE 工 中 稠密 ; 
凶 集 4 在 上 (5) 内 为 有 界 的 , 当 且 仅 当 存 在 紧 了 集 拓 志 了 ,使 
人 D 对 每 个 op 乓 A.supp( 9) 5 K， 
外 对 每 个 < = {apo ,an) En ,存在 常数 f ,使 对 和 此 个 xE 天 与 每 
个 万 市 成 立 | pv) i 人. 
中 检 入 上 映射 1CF ID 一 CI) 是 连续 的 ;G7 (0) 的 每 个 有 界 子 集 都 
是 C” (tn) 的 有 短 于 集 ， 
3 OY (CQ) 在 归纳 极限 拓扑 之 下 ( 即 P(N)) 是 完备 空间 . 
太 CF (0) 在 半 范 数列 (对 紧 集 序列 后 ) 
paj(f) = sp 之/ [PF j= 12， 中 = 人 1 
之 下 成 为 一 个 拓扑 空间 ， 记 为 E(O). 
{2) 空间 D(CR") 中 的 元 的 例 
语 4a > 中 拿 
a 
Cx) = {tr x 1 二 让 
0, 


区 守 4 


利用 万 (xz) ,并 由 Friedrich 软化 子 方法 ,可 以 构造 出 DCR") 中 许多 的 元 .事实 上 ,对 
尾 - 一 个 定义 在 R" 上 的 连续 有 目 具 察 支 集 的 函数 fx) ,定义 


f(x) = | Ar - Ydy = 二 | KJAtz - yj)gy， 


其 中 
ce 一 | Rs)dx = | zts — Fi ， 
由 于 supp( 庆 (x)) 为 R* 中 的 紧 集 , 目 显 见 关 CYCR"), 版 痊 积 (x) 也 蚌 尾 意 次 连 
续 可 徽 的 . 若 设 supp( = 下, 则 
spp i) CE = rE Ri:dtx, Kk) a el, 
2. DD’* (9) 分布 空 间 
CD (和 ) 分 布 的 定义 
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D(N) 上 的 连续 线性 证 国 的 全 体 所 成 的 集 , 记 为 及” (0), 扬子 弱 * 拓扑 ,成 为 
局 部 凸 空间 , 即 D0) 的 对 偶 空 间 , 称 为 Dp* (Dn) 分布 空间 ,其 中 的 元 称 为 DD") 
分 布 ,或 简称 分 布 . 

通常 把 D* Cn) 中 的 元 记 为 f, DLC) 中 的 元 记 为 ,而 把 了 对 9 的 作用 记 为 

fp). 

于 是 号 8) 上 的 连续 线性 污 孙 fC D* (8) 是 措 六 满足 

fapl + arp) = at + ec 
PI PE DiN), Qls02 它 聪 . 

2 对 于 斑 仙 为 间 的 任 一 紧 子 集 , 存 在 局 与 尘 0 为 依 斑 于 大 的 常数 , 且 上 EE 
Z+ ,使 对 一 - 切 yg C(t 有 成 立 : 

(fp 所 C > sup | rol, PEC IK)., 


若 在 上 述 邓 中 ,对 了 的 任意 紧 子 集 KK 存 在 相同 的 0, 而 C 可 与 天 有关, 则 
称 为 阶 = 上 的 DP* (2) 分 布 . 

(2) D{N) 上 的 线性 泛 函 连续 的 一 个 充 要 条 位 

ED (nN) 当 且 仅 当 

lg) = 0 

对 任 满 足 gq; 一 0 的 序列 fp| C D(C2) 成 立 ， 

例 1 若 fE€ 由 (21 在 总 的 任 一 有 界 子 集 上 都 是 过 可 积 的 ), 则 广 E Dp* (0). 
亦 即 上 (CD) C 已 (0). 

事实 上 ,对 任意 wE D(CN), 令 

Gp) = | fp)ds, 

它 是 0 阶 分布 . 进 而 ,可 以 证 明 , LD0) 一 D(C) 为 一 - - 嵌 人 映射. 称 Li02) 中 
的 元 为 正规 分 布 .由 此 例 可 知 , 分 布 是 经 典 情形 了 晴 数 概念 的 一 种 推广 . 

例 2 全 分布 ( 狄 拉克 分 布 ) 

对 任意 ww EE DCN) ,定义 

《人 ,oh = p00), vp E DIN). 
它 也 是 一 个 零 阶 D' (2) 分 布 ,但 它 不 是 正规 分 布 . 因为 若 (x) 由 某 个 了 上 E 
Ln) 生成 . 则 取 gp = 下, 由 定义 
C6, i) = 天 (0) = el 
男方 面 ,因为 8 由 f 扎 Lit) 生成 ,页 
《SA) = | fj)dx. 

勒 贝 格 收 钱 定理 给 出 当 e 一 口 时 , (8,77 一 0, 这 与 8,j》= 大 0) 下 盾 , 于 是 人 
E LL(N) .然而 ,有 趣 的 是 ,3 却 是 -- 个 拉 东 测度 .例如 取 RR" 为 RR, 凤 5 = 1, 并 取 一 
个 称 为 赫 维 赛 德 (Heaviside) 图 数 Hix) 的 局 部 可 积 联 数 


1， 和 ~» 0, 
n(x) = 0 x <O: 
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二 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 


(6,p)》 = | g(a)dH( x). 


{3) D" tn) 分布 的 运算 

(A) 分 布 的 相等 与 等 于 0 

车 站 EE D* (nn), 且 对 每 个 yg 蕊 P(N) 都 有 :Ff,p》= 0. 则 称 分 布 f= 0. 

车 fg D(C0)., 且 f/f- g = 0, 则 称 两 分 布 相等 上 = g. 

{B) 分 布 的 线性 运算 

设 ai ,a2 为 常数 ,f ,gE Dx(0), 则 ayf + azg 定义 为 个 D* LD) 分 布 , 它 满 


《al + og p) = of Pp) + og pi PE DDN). 
(C) 分 布 的 平移 与 反射 
当 口 = R* 时 , 任 取 a ER". 
平移 : 若 二 D(CR"), 则 /5 定 尽 为 一 个 D* (RR") 分布 , 它 满足 
(Fp = fp PE DR'), 
这 里 w.。(x) = glx + ea) 为 通常 销 数 的 平移 , 称 玉 为 /的 平移 ,也 记 为 ry = 大， 


反射 : 若 fE D'{R"), 则 了 定义 为 一 个 D*(R") 分 布 . 它 满足 
Cf py = Cf 9), PE 及 ( 民 *) ， 
这 里 (xz) = g(x) 为 通常 函数 的 反射 . 称 了 为 上 的 友 射 . 


车 了 = 所 则 称 六 为 偶 分 布 ; 若 六 = - 凡 则 称 了 为 奇 分 布 ， 
(D) 分 布 与 函数 的 乘积 
车 FE DD" iN), CD), 则 af 定 关 为 一 个 D' (nn) 分布 , 它 满足 
‘afp = ap, vpEDN). 
这 里 (agp) (x》= altx)glx) 为 通常 函数 的 乘积 .不 难 证 申 : 和 ff € D* (D0),f 一 0， 
则 se Da) 且 af 一 0. 称 满足 此 条 件 的 函数 所 成 的 空间 为 根子 室 间 . 因此 
D" (oa) 的 乘 子 空间 为 C" (0) ,而 ea 和 Co) 为 DCN; 的 一 个 猴子 . 
例如 , 取 a(x) = x, 且 6 ED"(D), 则 x6E€ D'(0) 是 一 个 零 分 布 ,因为 
Cad, py) = ,0p) = olx) p(x) 1, 1. 
当 取 a(x) = x 时 , 恒 有 xp(x) 1,-。= 0. 有 趣 的 是 ,这 里 出 现 了 * 零 因子 ” 
(EE) 分 布 的 导数 
苦 了 和 DCD), 则 0%f 定 义 为 一 个 D" (2) 分 布 , 它 满足 
(Oxf ,Pp) = 《fax bE Df), 


这 里 ?xptxz) = 冯 9p(z) 为 通 带 函数 的 导数 . 称 04/ 为 分 布 /的 导数 . 一 般 地 ,对 指 
标 ac, 定 闪 
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CP fp = (C1), yp, peE UN), 
并 且 称 Er 为 分 布 了 的 a 阶 导 数 . 
关于 分 布 的 导数 有 :DD" (2) 分 布 为 无 穷 次 可 导 分 布 , 并 且 结 果 与 求 导 次 序 无 
关 ,例如 ,ay = os 等 等 ， 
例如 ,有 上 = 6. 事 实 上 ,有 
(及 ,9)》 = 4,9) = -| pr)dr = 9(0) = (3,9). 


注意 到 在 上 述 那 些 分 布 的 运算 的 定义 中 ,对 于 3x7, 它 波 定 义 为 满足 等 式 
carrf p=- (fxp) 

的 -- 个 分 布 ,但 满足 此 等 式 的 3x;f 是否 确 是 一 个 分 布 ,在 理论 上 还 需要 证 明 : 当 
ol CC DEO) 且 pr 一 0 时 ,蕴含 (23x79) 一 0. 而 实际 上 上 ,PI2) 的 弱 ” 拓 扑 保证 
了 这 一 点 (参考 " 活 函 分 析 ” 部 分 )， 

(F) 分 布 的 支 集 

车 了 E D* (0), 对 于 人 的 一 开 子 集 六 如 果 等 式 

‘fr = 0 

对 所 有 满足 有 E DD(D) ,supp( wp) C 了 的 都 成 立 , 则 称 了 在 站 上 为 零 ， 

由 定义 可 证 得 : 设 | wiiey c 仙 为 一 族 开 子 集 , 义 设 A D" (9) 在 每 个 VW 上 
为 0, 则 /在 并 集 UW 上 为 0. 因此 能 定义 分 布 的 支 集 如 下， 


对 于 三 和 Dp* (nN), 设 Wc 如 是 使 /为 0 的 最 大 开 子 集 ( 亦 即 V= WW, 而 1 Wrey 


是 使 f 为 0 的 所 有 开 子 集 站 二 介 的 集 族 ), 则 称 刘 WF 为 /的 支 集 , 记 为 supp{ 由 . 它 
是 如 中 的 相对 闭 子 集 ， 

例如 ,有 supp(6) = 10|. 

(CG) 卷 积 

R" 上 两 函数 /与 & 的 卷 积 定义 为 


(fx g(x) = | .Aretx -yjdy. (1-2) 


它 具 有 很 多重 可 性 质 . 
PF 当 式 (1-2) 中 积分 存在 时 ,有 
(fx g(x) = (g* Nx), 
(fx gx hlx) = fxrtgx h(x). 
了 设 vs EGFE OMNFxreE ,8 
tifxg)= fxg, lolgsk. 
PE EgeE pli= /rst 下 ,是 


[al, < MAH, gh,. 
这 个 不 等 式 称 为 过 斯 多 夫 - 尤 档 (HavusdorffYoung) 相等 式 , 它 有 如 下 推广 ; 若 
pr 是 实数 ,| 过 p ,4 ,rr 过 + 加， 还 满足 二 = 站 十 广 -1, 则 当 FE FP,g€ 囊 


时 ,有 fr g 万 上 ,并 成 立 


1 R" 上 的 傅 里 叶 人 和 分析 + 359 ， 
[fsgll, es TAH gl,. 
4 关于 f/f* g 的 支 集 ,有 
suppt/* 2) CC supptf) + suppl 8) = {x + yx supp(l)),Y E suppl el. 
争 利用 弗 里 德里 着 {Frnednch) 软化 于 ,将 区 数 正 则 化 . 即 对 任意 盏 EC, 且 满 


是 Das 人 叶 二 |， Bdx = 1 .全 
@。= e (二 
则 feE 下列 含 六 = BfEC”, 且 当 1 p<+m 时 , 季 
limll£ — £1, = 0 
进而 , 若 /GE 人 3, 则 大 & CF, 且 有 
limsup! Pf - Df l= 0， lai &, 
现在 把 卷 积 的 概念 推广 到 分 布 上 去 . 先 定 关 了 E BD 10),qg EE 天下) 的 着 积 ， 


再 定 沈 f, 所 DD" {nn) 的 定义 ， 
设 关 DD),v EE DON), 定 多 


(f* p(x) = (fp 


为 ED" (0),g € D(CN) 的 着 积 , 其 中 or) = 人 -x) = p(xr -9). 
卷 积 有 如 下 基本 性 质 . 
be 设 太 E D*(R"),pg E DOO),M fx gE C*(0),1 
supptf * $} CC supptf) + suppt ¥). 
若 f EE DO), op, BE DNN),M 
(fp yp= fly). 
3 也 设 FE DR , 则 Fr 和 =AEC2IR*); 且 
lmk = /7 在 DP*(R") 中 成 六 ， 
这 里 名 = 。-"$( 圭 ), 中 EC CY 且 满 足 0 < 加 二 1,| .ede = 1, 即 弗 里 得 里 希 软化 
主 . 
现在 定义 两 个 分 布 的 卷 积 . 设 f,g 去 DCR"), 生 至 少 有 一 个 ,例如 ,上 县 紧 支 
集 . 定 儿 fx gg 为 洪 呈 下 式 的 一 个 上 D"{R") 分 布 
fg pr = fg Pe PE DER'), 
这 里 pty) = gly - *) 是 gp 的 右 平 称 , 鸭 说 明 上 述 定义 有 意义 ,指出 
1 作为 % 的 蜀 数 ,jx) = < 8 >E€ DIR'). 
因为 


dlr) = {gp = (BP = 8 * pr), 


而 C*(R") ,并且 supp( #) Cc sup ) + supptp) 芒 含 suppf%) 为 紧 集 ,页 vy 
全 DR"™). 
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2) 由 (ff# gp) = 《由 定义 的 fg 为 D(R") 上 的 壕 续 线 性 汉 卫 . 
因为 显然 它 是 线 伴 的 ,并 且 是 DCR*) 上 的 泛 函 . 取 DLR") 中 的 om 一 0, 可 以 证 
明 x) = 《有 人 ( 间 ) 下 在 BD(R") 中 成 立 , 从 而 < fx gg > 一 0, 鼓 f+ gE 
D* (R"). 


卷 积 有 如 下 重要 性 质 . 

没 fg,h ED*(R"), 且 其 中 至 少 有 --- 个 具 紧 支 集 , 划 

fx(g*h) = (fg)*h; (结合 律 ) 
Pfxg- ge*fi (交换 律 ) 
F(aft exh= afh+ rhs {分 配 律 } 
中 fr = xf; (单位 元 ) 


FP 对 EE D(CR"), 有 
r= 
这 里 5 为 平移 算 子 :对 R" 上 的 晒 数 放 x), 定 义 
(res = f(x - A), 
分 布 的 平移 则 定 关 为 
《= Fr PE DIR'), 
对 5 ED (RD, 定 必 办 (pp) = op(h): 
分 卷 积 与 平移 的 可 换 性 ;对 任意 ff,g € D"(R*)， 
fT = TE = thf 8); 
严 设 gE D'(R"I) ,有 supp(tg) 为 紧 集 , 则 对 任意 指标 a, 有 
fxg) = fxg = fg. 
写 出 以 下 简单 的 步骤 ,说 明 性 质 (7) 的 正确 性 . 任 取 pg E DPD{R"), 则 
fx gj) py = (- Df g, Pp) = 
of Dg py) = 
(fDiltg,r (pep) = 
Cf tg {rr wp) = 
《DEEP = (Fr Pep.) 
等 忒 妈 - 一 部 分 可 类 和 似 地 得 到 . 
fe EE DR) 时 ， 
suppt * g) C supptf) + supp( g). 
注 5 分 布 卷 积 F* g 的 定义 中 ,f 与 & 必须 有 -一 个 具 紧 之 集 的 条 件 还 可 以 减 
肛 ; 此 外 还 可 以 讨论 分 布 的 张 量 积 , 流 形 上 的 分 布 等 等 ,但 已 局 专门 课题 , 育 兴趣 的 
演 者 可 以 参考 有 关 文 献 ， 


1.4.2 施 拟 兹 空间 及 其 上 的 下 灾 换 


1. 施 瓦 茵 空间 及 其 上 的 傅 里 叶 灾 搁 
施 瓦 花 空间 ,又 称 急 降 孙 数 空间 ,定义 为 
S= jogE CR :supl vp(x) <+ ma Et PP", {1-65) 
RR" 


1 R" 上 的 傅 里 叶 分 析 . 361 ， 
这 里 
Cn(0) = 1f:f 为 0 上 土 具 有 直到 m 阶 在 内 的 连续 偏 导数 的 西数 | ， 
mE€ 2Z,= {0,1,.%| = IOLU N. 


cn) = Nl C0). 
在 5 上 引 人 半 范 数 族 | p。,g:a,8 € P"| ,其 中 
po,atg) = sup | eel, afep, 
这 样 ,$ 成 为 一 个 弗 雷 默 空 间 { 定 义 见 “ 泛 函 分 析 ” 部 分 ). 
我 们 也 赋予 Ce (0) 半 范 数 | Pu(P:FE Ce (0)! 如 下 
Pp Wh) sup 2 | PISEN Vime Pp, 


则 C* (2) 成 为 弗 雷 歇 空间 ， 并 把 它 化 为 E(N). 
为 了 方便 起 见 , 约 定 微分 算 子 D 有 亲王 
及 = (六 ,Dos Ds) = (Han, ars, “9m). 
8 所 5 的 傅 里 叶 变 式 gp* 定 交 为 
ph (E) -| ,ein g(r)dr, ¢€ Rn， 


其 中 (4 ,E) = > nk， 记 P:p-> 9pA , 称 上 映 射 严 为 S 上 的 傅 里 叶 变换 ,人 博 里 叶 变换 也 


记 为 p= Fp, 显然 当 fE€ PR)N $5,1 < p 2 时 ,与 往 4 节 害 尺 的 傅 里 叶 变 换 
是 一 致 的， 
2. 施 席 辫 空间 上 人 博 里 叶 变 换 的 重要 性 质 
(由 若 pq€ 5, 昌 gE 5, 且 
(Pe) (8) = Fp" (£), EER’", 
(rip) 人 E =【- De pt (£), EER". 
(2) 若 gE€ S$S, 则 
Dot (2) = [(- x) p(x)]® (a), 
gp ES) = (po) (£), 
而 且 , 若 在 5 中 ,一 0, 则 必 有 pA 一 以 在 5 中) ,因此 个 时 叶 变 换 :pg 一 p^ 是 
S 到 自身 的 连续 线性 上 献 射 . 
《3)} 傅 里 叶 变 换 的 道 变 换 公式 
对 于 wp ES, 傅 里 叶 变换 反 演 人 公式 为 
Fp p, 
站 [人生 
其 中 ps) = (2 ph (dé. 
并 且 Ff; 5 一 S$ 为 拓扑 同 构 , 进 而 ， 
下 16) = 【2 "Fp ") 
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才 F-! 是 下 的 逆 变 换 ,--- 对 一 -, 且 双方 连续 , 叉 据 反 墓 运算 :ptlx) -> 8 (- x) 是 5 
到 5 上 的 同 构 . 从 而 得 到 下 :5 一 5 为 拓扑 辣 构 ， 
(4) 没 E 3 刚 


PFCGY = (2n8) °F yp), 


F ip) = (Qnr)F-l( ep); 
PCr gp)(é) = ethd p(tp)(é), 

rif FOPIE)) = Fles™ p(xr) J(E); 
PF(p(ler)) CE = el "Fp Ee), cec#0, 

FOP)CCE) = CF pO x), CO, 
下 设 FgE3 则 ArgE3, 昌 

Fifxg) = FN Flg), 
Ff 2) = (20) "FN P(g). 

多 (( 帕 塞 记 尔 Parseval) 等 式 ) 若 f,g# EE 5, 则 


IF {x)g(tx)dxr = [fe {EE 


| ma g{x)dx = Cm)" pr (£) pt (EdEe. 


1.4.3 分 布 的 情 里 叶 变 接 


本 节 介 绍 物 理学 与 工程 技术 中 常用 的 FF 变换 的 定义 必 其 重要 性 盾 . 取 间 = 
Rr". 

1. 三 种 分 布 空间 

用 1.4.1 节 同样 的 思路 来 定义 5S* [有 ) 分 布 与 £8* (0) 分 布 ,也 就 是 空间 SC0Q) 
与 E(Q) 上 的 连续 线 件 证 画 . 

对 于 D(CR") ,SCR*)( 施 瓦 兹 空间) 和 下 及 "以 及 它 丰 [的 分 布 空间 DD*(R"*). 
SR" 施 瓦 莹 分 布 空间 ) 和 EE*(R") ,有 如 下 关系 : 

(1} DIR") CC SIR CC ER'), 


并 县 DR") 在 SR") 中 稠密 , S54R") 在 F(R") 中 移 密 . 【1-3) 
(2) 五 " (Rn SR) ec DR"). 
(3) ER = ED (Rsy:subt( 户 是 紧 集 |. (1-4) 


5 (R"*) 分 布 ,又 称 绿 增 分 布 ,由 SCR") 拓扑 结构 知 , “上 且 仅 当 存在 非 俩 整数 
大, 常数 = mw 使 对 每 个 网 丘 S 有 
(fg Ieee > sup | edt r) | {1-5) 


1a1ERriDiem BR" 
时 ES. 
肌 矢 上 11-3) .11-4) 二 {1-5) 条 ,3 CR") 分 布 足够 类. 是 举 .-- 些 例子 
本 了 HR")cs'. 


1 R" 上 的 傅 里 叶 分 析 。 363 : 


任 取 g E JA(R"), 对 任意 p E S, 有 
go) 1= | pz)g(sdz| < Nelplpl,, 


其 中 二 + - 1. 但 因 5 LOR") 对 任意 1,1 < rs mm 成 立 , 故 对 p 的 共 二 数 g， 
有 


[pie 
ol, = (eco 1) < 
suppt | 十 | 区 [rt | plx) |: (fa 二 1 x 1 -tw*02dxj 
Rk" 
¢ sup{ 1 +| x 上》 | plx) 1， 


| 

压 知 存在 常数 有,m E 了 及 正常 数 rm, 使 45.9) 满足 (1 5) 式 ， 

例 4 OW(R*}) CS*, 这 里 

OWR") = Je C"(R"): 对 a € P*, 存 在 C(a),N(a), 使 

| PF Cx) Ts Ce) 二 和 上 

同样 只 须 按 例 1 方式 估计 (g.p) ,由 g € OW(R*") 5 gE S(R*) 的 条 件 便 得 
OWR") CS*(R") .空间 OWN(R") 称 为 缓 增 C” 函 数 裤 站 ， 

空间 O8W Ra) 的 拓扑 结构 :由 半 范 数 族 

到 的 ) = sup [flx) Poptx) |, 
ee 


其 中 1E SR E O%ya PP". 它 内 是 一 个 完备 局 部 中 拍 扑 定 间 , 但 却 不 具有 可 
数 基 . 当 且 仅 当 对 每 个 FE S(R") 与 每 个 ae € 可 ,序列 /(x}DpAx) 一 0 天 于 xE 
Ra* 是 一 致 的 ;或 等 价 地 ,对 每 个 上 E 5S(R") ,序列 序 一 0 在 SLR"*) 中 成 立时 ,序列 
搬 一 以 在 O%CR*) 中 ). 

例 5 一 切 在 = 处 具有 才 项 趟 增长 性 的 连续 函数 


(Be 


Flix} = O01) +1 x |*, 上 xl-r+ %, 
都 定义 -一 个 S$*(R") 分 布 ,当然 它 也 是 一 个 D* (RD 分布. 
继续 末节 开始 的 关于 空间 的 关系 .有 


(4) SCR") CO CC SCR*) ,并且 SCR") 在 OUR") 中 稠密 . 
{5) S" (R")( 傅 里 叶 分 布 的 傅 里 时 变换 ) 
若 E SR"), 则 对 任意 gp E SOR SA 9 确定 3”(R") 上 一 个 连续 线性 
泛 函 , 记 作 产 扣 SR") , 即 
fp) = fp), PE SIR'. 
称 六 为 了 的 博 里 叶 变 换 . 若 记 F:f 一, 则 有 
F:f -一 "是 S*(R") 到 自身 的 拓扑 同 构 .其 道 映 射 有 意 疼 ,表示 为 天 ,也 是 
SUR*) 上 的 连续 线性 泛 函 ,满足 
fp) = Fp pE SIR'). 


(6) 5 CR")( 施 于 兹 空间 ) 分 布 的 博 里 时 变换 的 性 大 
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以 下 等 式 都 在 分 布 5 (Ra ) 意义 下 成 立 . 
P 设 六 ES (BRD, WDD = En, 


2 反射 与 平移 公式 ; 
FY) = (QF); Ff = (QF ND, 【1.6) 
rf 一 [eA A, 
3 帕 塞 瓦尔 等 式 ; (1-7) 


(fg) = (2x) (fg), FE SR"),g EE 5°(R'), 
其 中 (六 8g) = 《fg) , 称 为 埃 尔 米 特 配合 .因此 (1-7) 式 就 是 
(fa) = (Da) "Cf, BA 》， 
(7) /和 8S*(R") 分 布 的 卷 积 : 
5"《R") 分 布 的 卷 积 与 D"({R*) 分 布 的 眷 积 有 类 似 之 处 ,也 有 不 同 之 点 ,所 以 
从 定义 开始 . 
定 久 1 设 fE SR ,gE SR) 定义 了 与 的 苦 积 为 


六 glx) 三 《六 E 31), 


其 中 访 (y) = 8 (yy 一 x) = gz-y), 亦 即 攻 。= 有- 
定 光 2 说 /ES TREE EE"(R"), 定 义 了 与 g 的 着 积 为 一 个 5"(R") 分 
布 , 它 满足 
fx gp = fig prs PE SCR"). 
着 积 的 性 质 
P/Ee SR BEE SR ), 则 
FxgE ta, 并且 有 
(fxg)*= fr, gs 
PP 若 g € EC(RD) ,NM Ee" (8) = (ge 0),H gE NAR'); 
了 车 六 ES (RD) ,gE ECR), 则 Fx gE 5*(R") EL 成 立 
(fg) = fhe gi, 
例 6 5 € £*{R"), 由 
从 让 (é&) = 《全 er-iz 对) = pi luo= 1, 
有 
{OD ) A {ey (Hr, emi) = 《从 《区 
fen- 攻 r 多 Te 1 = 鱼 . 


i 证 


从 而 
(BD) (3) = &™. 
例 7 1E 3"(R"), 故 对 gE 5"(R"), 有 
(14,9) = (1,9°) = |p* (#)dé 


= (2r)"(2n) | es yt (eg)dé 


1 R*" 上 的 人 博 里 叶 分析 : 365 ， 


= (Ax) p(t0) = (a) "eH, 2. 
从 而 
17* 二 【27 个 . 
由 于 间 不 是 … 个 函数 ,而 1 却 是 经 典 意义 下 性 质 很 好 的 函数 ,因此 可 以 感到 用 
博 里 时 变换 处 理 问 题 常会 带 来 很 多 优越 件 , 这 种 处 理 问 题 的 思想 在 近代 数学 中 是 
故 见 不 鲜 的 . 
例 8 x ES*(R"), 利 用 公式 得 
(Ca 一 f 一 D)1A = {2rd 
以 上 讨论 只 是 给 出 分 布 的 博 里 叶 变换 的 最 基本 的 性 项 ,还 可 以 研究 5(R") 与 
S* (Rn) 中 元 的 张 量 积 及 其 傅 里 叶 变 换 流 形 上 分 布 及 具 傅 里 叶 变 换 等 等 . 


1.4.4 维 纳 - 帕 列 定理 


函数 在 无 穷 远 处 的 大 减 性 质 与 其 博 里 叶 变换 光滑 性 质 有 - 定 的 联系 .这 点 
是 从 经 典 的 维 纳 - 帕 列 (Wiener-Paley) 定理 知道 的 .而 后 为 了 更 深入 地 讨论 函数 或 
俘 布 的 性 质 , 就 推广 了 经 典 的 WP 定理 , 得 到 维 纳 - 帕 列 - 施 瓦 苏 
( 凡 iener- Paley-Schwartz) 定理 . 

称 在 整个 复 平 面 C 上 解析 的 函数 f(z) 为 超越 整 函数 . 

1 经典 W-P 定理 

设 Az) 为 CC 平面 上 的 指数 型 超越 整 函 数 , 即 : 存 在] 常数 4 与 C, 使 | 不 z) 1 二 
cedl2 , 则 当日 仅 当 存在 pfx) E 已 (- 4,4), 使 


AD) = PCo)errd 


时 , Az) 在 R 上 的 限制 f(x) 为 (CR) 函数 . 
2. 柑 里 叶 - 拉 莹 拉 斯 变换 
设 f(x) 为 定义 在 R* 上 的 函数 ( 实 值 或 复 值 ). 如 果 积 分 


1, et x) dx. Ee 
存在 . 则 称 
A {Ey 一 [een fr)ds 


为 了 的 情 里 时 - 拉 普 拉 斯 变换 , 记 = 二 + ,$7 全 中 
不 难看 出 ,fF 的 情 里 叶 - 拉 普 拉 斯 变换 就 是 函数 e"…* f(x) 的 傅 里 叶 变 换 . 
3, 维 纳 - 帕 询 - 施 瓦 兹 定理 
若 f(D 是 gE 5*(R") 的 傅 里 叶 - 拉 普 拉 斯 变换 , 即 
展区) = (ge ty), rEC'", 
则 了 是 满足 下 述 条 件 的 整 函 数 :存在 常数 > 0,4 > 0 六 NEP, 使 
AF) I ell rl Ci) Medm, Ft CO, {1-8) 
上 反之 , 若 /5) 是 满足 条 件 (1-9) 的 整 函数 , 则 (9) 为 彝 个 E*"(R") 分 布 g 的 全 
里 叶 - 拉 普 拉 斯 变换 ， 
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2 沃 尔 什 分 析 与 局 部 域 分 析 


2.1 沃 尔 什 分 析 


傅 里 时 - 沃 尔 什 分 析 , 简 称 沃 尔 什 分 析 , 是 加 拓 纪 加 年 代 起 兴起 的 一 个 热门 课 
题 ,在 编码 .通信 等 领域 中 有 广泛 应 用 .在 理论 上 , 它 又 作为 二 部 紧 拓 扑 群 和 局 部 域 
分 析 一 个 县 体例 子 ,在 调和 分 析 和 和 台 近 论 的 同 究 中 起 着 重 事 作用. 李 节 以 介绍 沃 尔 
什 分 析 的 基本 理论 为 证. 


2.1.1 沃 尔 必 通 数 系 


给 定 -~ 整数 p 二 2, 考 虚 集 合 
天 = fx 兰 (x NOX 天 10,1.*.p 一 11 ,je 之 | 
1.G 的 代数 结构 
在 6 上 定义 “加 法 "运算 , 记 为 鱼 : 
XD = (vy), 各 四 = + lmodp). (2.1) 
在 此 运算 下 ,6 成 为 一 个 阿 员 尔 群 ,而 且 
Co= [XE GX = (xoA se Ol ,Pp- IEP 

是 如 的 子 群 ， 

2. G 的 拓扑 结构 

取 避 的 “可 法 国 单位 元 0 = (0,0,…) 的 邻 域 滤 系 基 . 冲 = 1U:k EE ,其 中 
的 和 锅 域 定义 为 

{i = 1 {000O, ris 1 Kes2' "|: ED,1 pp- = 二 
在 此 结构 下 ,6 成 为 一 个 了 型 局 部 紧 空 间 ， 

3. 上 是 一 个 局 部 紧 群 

在 上 述 代 数 结构 与 拓 丰 结构 之 下 ,映射 

A:Gx OGG, ACrT)= r+ 

是 连续 的 ,因此 使 让 构成 一 个 局 部 紧 拓 扑 群 ,并 且 它 是 全 不 连通 的 . 零 维 的 . 

4， 局 的 特征 烽 司 " 

5 到 复 平面 上 的 映射 y:CE 一 习 满 足 

r(xr+ yp) = YX YY), XE 

Px l= 1, YXE GC, 
称 为 中 的. -个 特征 , 记 为 6' .6G"” 在 运算 "之 下 构成 一 个 群 ,运算 "." 定义 为 

(x EHX) = XX) Wx), 7: WEG ,YEG. 
赋予 此 群 以 弱 ” 据 扑 , 则 6” 也 构成 一 个 局 部 紧 拓 扑 群 ,可 以 证 明 
CG” = 1x(x):y EE GC! 

中 的 元 可 写 为 
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YytX) = evGy ， 站 安 交 ， 
其 中 x .y= 之 pp 通常 将 其 记 为 


TT) WF) WT) = ey, 
若 取 7 = ,就 得 到 G0 的 特征 群 Cr : 
Oo = {w(x):k EPI,P = 10,1,2,."|. 

以 上 6" 与 G0 就 是 沃 尔 什 函数 系 ,它们 分 别 是 局 部 紧 群 6 与 花子 群 6 的 特 
征 群 . 

在 一 定 的 对 应 美 系 之 十,C 与 [0, o ) 是 一 一 对 应 的 {只 须 约定 [0,%} 中 的 pp 
进 有 理 点 用 有 尽 表示 ) ,Go 则 与 [0,1) 相对 应 .因此 下 面 就 在 [0,1) 上 介绍 话 尔 什 - 
傅 里 叶 级 数 ( 简 称 沃 尔 什 级 数 ), 在 [0, w ) 上 介绍 沃 尔 什 - 博 里 叶 变 换 { 简 称 活 尔 什 
变换 ). 


2.1.2 沃 尔 件 级 教 


1， 沃 尔 什 孙 数 系 fisufz) EE P| 的 性 质 
话 尔 什 函数 系 与 三 角 函 数 系 有 非常 类 似 的 性 质 . 
1* 简 法 公式 

wx = Wr) x EOLt), kt€P. 
2 标准 直 交 性 

| mw)ds -to 

3 完备 性 
w(x) :上 所 Pl 是 [0,1) 上 的 完备 标准 直 交 系 ,也 就 是 说 ,[0,1) 上 的 尾 一 个 


4- 可 积 函 数 / EL[0,1) ,车 与 所 有 的 内 (z) 直 交 , 即 | f(x) w(x)dx = 0, 则 f(z) 


= 人 0 在 [0,1) 鞋 几乎 处 处 成 立 ， 
2. 按 沃 尔 什 画 数 展开 
以 1 灼 周 期 的 函数 站 x), 且 ffE€ 玫 0.1] ,在 形式 上 可 展开 成 级 煞 


fx) ~ 之 icpot(z)， (2-2) 
其 中 和 
a= | fs) mtdr, EEP. 
下 面 介 绍 两 个 收 合 性 定理 : 
定理 1 设 /f(x) = 号 ,oo (w), 则 


二 = 由 
1° 设 fx) 以 1 为 周期 , 且 节 所 xzro1 ,有 
lim Snf( x) = x), aex EE {0,1): 
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2 若 记 x) 在 [0,1) 上 连续 , 则 12-2) 式 三 [0,1) 上 一 禾 成 立 ; 
争 荐 所 *) 在 点 上 E [0,1) 连续 , 则 (2-2) 式 在 x 点 成 立 . 
定理 2 设 f(x) 是 以 1 为 周期 的 有 界 变 差 函 数 , 则 
?车 xo 是 fix) 的 连续 点 或 p- 进 有 理 点 ,那么 
lim Se(xo) = f(xo)i 
宇 若 z 距 非 fx) 的 连续 点 ,又 非 p- 进 有 理 点 , 那 必 $ixo) 发 散 . 
例 9 设 为 常数 ,对 p = 2, 求 


es 性 过 


Ax) = 4- ce, 


的 沃 尔 什 展开 . 
解 写 出 所 xz) 关于 fywy(x): 上 扎 P| 的 形式 展 式 


Ax) ~ cowol *) + citx) + com (Cx) 4 


用 比较 系数 法 求 得 
Axr) = cotx). 
例如 设 扩 x) = sinrxY，xE[0.1). 求 扩 z) 的 沃 尔 什 展 式 的 前 4 项 系数 ( 取 
p= 2). 


1 ， 1 . 2 
解 a = | sinrxwo( 和 dr = | sinmrxdx = ni 

1 于 I 
在 | 二 | Sitmaxw (x dx = | sinm wdx 一 | simrzxdx = OO: 
0 0 志 


| 了 3 1 2 
好? 二 | sirmxwa(t x) dx = 由 -上 + 上 aimerds = ~(l - 12), 


dy = | sinnxiw( x)dx = fh -了 + | -上 sinnzds = 0; 
于 是 
simrx = Swot#) + 2) 0x) + 入 
注 6 以 下 是 = 2 时 前 6 个 沃 尔 什 函数 的 图 形 . 
2.1.3 沃 东 计 变 搁 


如 前 所 述 ,局 部 紧 拓 扑 群 6 在 一 定 的 峡 射 下 与 [0,w) 是 一 一 对 应 的 ,但 与 [0， 
”) 作为 一 维 欧 氏 空间 让 = (- o ,%) 的 子 集 的 拓扑 结构 是 完全 不 同 的 ,因为 R = 
(- m ,o% ) 在 通常 拓扑 下 是 一 个 连通 的 一 维 局 部 紧 拓 扑 群 ,而 GC = [0,w) 在 2.1. 
1 的 拓扑 下 却 是 一 个 全 不 连通 的 零 维 局 部 紧 拓扑 群 .两 种 拓扑 有 着 不 同 的 应 用 ,不 
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可 以 唐 . 
本 节 记 6 = [0,%),6* = |w(r):y Et. 
1. 沃 尔 什 函数 系 | w(x):y E G| 的 性 质 


1 对 称 性 
wix,y) = why,r), 
> 乘法 会 式 
wx = wry wt, y), 
wx Ot,Y) = wiry wt, y). 
了 分 和 解 公式 
waxy) = wilx],r) w(tx, Ly]). 
中 伸缩 公 于 
wr py) = wipix, y). 
2. 沃 尔 什 变 撞 


对 于 FE 路 = Llo,s); 其 往 里 叶 - 沃 尔 什 变换 (简称 乳 变换 ) 定义 为 
1 0) = | oA)dr, €€ 6- [0,%). 


按照 R* 上 情 里 叶 变 换 定 六 的 方式 ,对 于 下 变换 问 样 进行 :用 上 i.m. 的 方式 定 
多 下 上 的 不 变换 ,而 后 定义 成 ,1 近 p 过 2 的 多 变 换 . 然 后 再 在 类 似 于 施 瓦 兹 闲 数 
类 的 称 交 “检验 函数 类 "xx 上 定义 下 变换 ,最 后 在 .3 分 布 上 定义 外 变换 . 

由 于 对 了" 上 的 下 变换 讨论 得 很 详尽 ,这 里 就 不 再 重 仅 全 部 过 程 . 有 兴趣 的 读 
者 可 参考 所 列 文献 


2.1.4 逻辑 导数 


从 p = 2 时 沃 尔 什 函数 w(x) 的 图 形 知 它们 是 过 段 常数 的 函数 . 显 热 ,经 典 导 
数 对 这 类 函数 已 失去 意义 ,因为 在 其 取 常 数 部 分 ,变化 率 为 0, 而 在 间断 点 上 ,导数 
不 存在 .然而 , 沃 尔 什 函数 如 果 作 为 某 些 运动 质点 的 轨迹 , 山 显 热 仍 存在 变 北 率 问 
题 . 人 们 努力 寻找 一 :种 新 的 导数 ,使 其 能 表示 这 类 话 段 带 数 的 函数 的 变化 率 . 这 就 
是 逻辑 导数 

1. p 进 逐 辑 导数 

设 记 x) :G6 一世 为 CG 上 的 复 值 函数 .给 定 p 个 复数 

4ofp) = (p -D/A NP) = wiAl -wi), j= 1,2 5，P-]， 

车 对 一 点 f 和 站 = [0, w }, 和 式 


DD pl Af) + frp + + Ep - lp"), 
= 


当 NWN 一 oo 时 的 极限 存在 , 则 称 此 极限 值 为 Kx*) 在 点 x 的 思 辑 导数 , 记 为 大"(x)， 
还 可 以 定义 强 逐 辑 导 数 .例如 考虑 上 岂 意义 下 的 强 导 数 : 善 存在 g € Lt, 满 足 


Jim || nt pve 外 加!)) — gtx) | 2 = 人 0, 
并 一 晤 Fr -0 
则 称 g(x) 为 Ax) 的 虑 强 选辑 导数 , 记 为 D' f(x) = glx). 
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2.p 进 远 辑 导 数 的 特征 性 质 
1 的 特征 w(x) ECG” 存在 任意 阶 的 进 逻 辑 导数 w(x) ,并 满足 
w(x) = yw (x), 上 后 RN. 

2 若 画 数 F6 一 存在 成 强 导数 Df,s 是 一 个 正 整 数 ,满足 f,D'*fE 于 ， 

则 号 了 与 了 的 三 变换 满足 
[PPA (8€) = 部 PA (€), é€ SC. 

3 p 进 逻 辑 导数 的 逆 运 算 “p 进 逻 辑 积 分 "1, (详细 定 闵 请 参看 文献 [10]) ,在 

一 定 条 件 下 满足 
RDt2PIw) = flx) 旨 ,e.， 
DAN) = Ax), 直到、 

Pp 进 有 逻辑 导数 还 有 许多 性 质 , 不 一 一 列举 了 ， 

3.p 进 讽 辑 导 数 的 意义 

在 2 中 烈 出 的 p 进 逻 辑 导 数 的 性 质 是 其 特征 牧 夺 , 峙 为 它们 刻画 了 导数 的 特 
征 .为 说 明 这 一 点 ,把 及 = (- 名,o) 情形 作 一 个 对 比 . 

R = (~- %m,%) 在 通常 的 加 法 运算 与 通常 的 欧 氏 距离 扩 扑 之 下 成 为 --: 个 局 部 
紧 拓 扑 群 , 它 是 连通 的 .一 维 的 可 交换 群 .R 的 特征 群 R” 就 是 

RR” 2 le™;y ct€ 我 | . 

经 典 导数 j'{x) 有 如 下 性 质 

1 te™)’ = iye”, 

PM (C8) = (ES (8); 

y ja = f+ :df = A 

由 此 可 见 ,p 进 馆 辑 导 数 如 上 定义 是 合理 的 . 

活 尔 御 分 析 是 一 个 新 开拓 的 领域 ,无 论 在 理论 还 是 应 川 方 面 ,都 有 许 儿 有 意义 
的 问题 等 待 解决 . 


2.1.5 活 尔 计 变 换 与 p 进 衣 加 蛙 数 的 例 
1. 沃 尔 什 变换 的 例 


例 设 /(x) = 位 E79 由， 试 求 /7 (4). 


解 六 (2) = | fA)wts,)d = | wx, qx = 
1 — 1 
| wilx], ewtx,[ ts] dx = | wel( x dx. 
利用 w(x) 的 直 交 性 得 
1， 半生 [0,1), 


六 (= to se [l,m). 


1, 0 4， 
< 求 /* 1&)( 取 p = 2). 


例 二 设 /= ta EE 定 二 的 
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解 分 段 求 产 ( 丘 .由 
FA 06 = | wg) dr = x) dx 
- 0 " -— 0 + 于 


0aé<1H, ft{é)-= 


当 1 at<2H,， FF (£) 


本 上 ~ 上 | 


当 2 < ee<3 时 ， 产 (6 = 


当 3 王 &<4 时 ， 产 (6) = 
4 


了 3 十， OseE<1, 
{4 ， 1 3， 
ACE) = 和 < 


于 是 


]4，3 了 二 上 < 4， 
0, 和 过 中 < 的 ， 
例 1 用 后 os 表示 区 间 [e ,8) 的 特征 困 数 , 届 


flxy) = Doakiirrv x}, Oy lal<%. 
二 至 必 由 = 全 


求 六 (8). 
_ [0 Oxé<l; 
1，*E [0.,1) 
例 14 a “< 1 .的 - 阶 轴 辑 导数 


解法 一 。 对 于 x 二 [0,1), 
当 Ea0NH,x Bp EO = 2p- 1 下 flrB ip") = 1 从 


后 
> Mtx 由 而 -和 1) = Sa = 0; 
J 中 了 3 由 
当 大 <0 时 ,* 国 并 全 全 [0 = 12pp- 起 六 < 国 放 -和 0) = 0. 从 
而 


Sa Bp = Ao. 
于 是 , 当 0 x < 上 时， 
， 
FNCx) = lim Dp A 中 放 “1) 
RE 
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Te = 本 
对 于 x € [jp tp) = 12 一 二 则 让 有 = 四 (pp- 记 天 
[0,1), 其 余 各 项 为 0. 于 是 ,联合 所 得 结果 ， 


172, Ox 人 < 1， 
天 Dr) -|e i x 所 jp i 1， = .2 
pit+lisx< (+ lp', 


解法 二 处 作 人 关 得 
As) = | mlx, te 
与 :在 [0,1) 上 的 展 式 


= + 2 Sp pss 


可 得 间 样 结果 . 
2.2 局 部 域 分 析 


局 部 域 分 析 是 一 个 全 新 的 交叉 学 科 . 加 世纪 了 年代 初 .在 半导体 、 集 成 电路 、 
电子 计算 机 的 快速 发 展 影响 下 , 沃 尔 什 函 数 及 其 应 用 也 形成 了 高 斋 ,不 仅 理 论 研 究 
(特别 是 沃 尔 秆 逼近 , 活 尔 什 系 各 种 算 子 的 生成 , 沃 尔 什 的 快速 算法 等 ) 不 断 深入 ， 
而 盘 也 在 信息 数字 处 理 、 通 讯 . 电 视 、 雷 达 与 计算 机 科学 等 方面 得 到 广泛 的 应 用 . 数 
学 家 们 敏锐 地 观察 .探索 .建立 了 一 个 比 活 尔 什 分 析 更 深层 的 理论 与 应 用 学 科 : 局 
部 城 分 析 . 局 部 域 分 析 把 沃 尔 秆 分 析 所 研究 的 基本 集会 [0.=) 扩大 到 更 一 般 的 集 
合 ,在 更 一 般 的 代数 运算 与 拓扑 结构 之 下 构成 -- 个 局 部 紧 的 ,全 不 连通 的 . 零 维 的 
拓扑 域外 , 求 出 其 特征 烙 上 " ,然后 建立 局 部 域 分 析 的 一 整 僵 理 论 ,包括 局 部 域 上 的 
傅 里 叶 变 换 的 理论 , 允 近 算 子 的 生成 . 逐 辑 导数 与 逻辑 积分 ,空间 理论 以 及 这 些 理 
论 研究 的 应 用 ,特别 是 在 非 线 性 科学 研究 中 的 应 用 ,预期 会 有 美好 前 景 . 


2.2.1 基本 概念 


1. 局 部 域 
给 定 集 台 居 , 在 其 上 定义 两 种 代数 运算 :加 法 “+ ”与 “ 铺 法 “，… ,使 满足 
PK 在 加 法 运算 +” 之 下 成 为 一 个 阿 贝 尔 群 .其 单位 元 沁 为 0; 
- j0} 在 冬 法 运算 "-” 之 下 成 为 一 个 阿 内 尔 群 .其 单位 元 记 为 1; 
同时 ,在 乒 上 给 出 一 个 拓扑 r, 司 二 成 为 局 部 紧 拓 扑 空 间 . 计 昌 满足 
3 有 映射 
(x,Y) YY 
(x sy) ry 
连续 , 则 称 友 为 -一 个 局 部 紧 拓 扑 域 . 
例 15 了 欧 氏 空间 R = (- mo .上 ) 在 普通 数 的 加 法 喇 匀 法 运算 以 及 通常 距离 


2 沃 尔 什 分 析 与 局 部 域 分 析 + 3473 ， 


之 下 成 为 一 个 局 部 紧 拓 朱 域 .此 域 是 一 个 连通 的 一 维 的 加 部 紧 拒 扑 域 . 

6 = 10,%m) 在 2.1.1 定 义 的 代数 结构 与 拓扑 结构 之 下 成 为 一 个 局 部 紧 拓 扑 
域 .此 域 县 -… 个 全 不 连通 的 0 维 的 局 部 紧 本 扑 域 . 

称 全 不 连通 的 .局 部 紧 换 扑 域 次 局 部 域 , 

2. 上 9p 级 数 域 、p- adic 域 

设 p 为 素数 ,p = 2,c 蕊 NN. 

根据 局 部 域 理论 ,局 部 域 此 只 可 能 有 以 下 情形 : 

]? 天 是 徊 罗 现 域 GF(P) 上 的 PP 组 数 域 1{e = 1 ,或 是 » 级 数 域 的 有 限 次 代数 扩 
张 fe > 1); 

也 下 是 佑 软 瓦 域 GFtp') 上 的 padic 域 te = 中 ,或 是 jadic 域 的 有 限 次 代数 扩 
张 (e > 1). 

这 里 CE(P) 是 贷 罗 所 域 ,不 能 更 款 的 介绍 ,只 是 理解 为 ; 当 e = 1 时 ,GE Pp) 与 
0,1,……,p- 1 同 构 ,而 后 者 在 modfp) 的 可 . 乘 运 算 下 成 为 一 个 域 ， 

对 于 p 级 数 域 与 padic 域 ,有 如 下 具体 结构 ， 

记忆 氏 为 下 的 :一 个 生成 元 .p 级 数 域 是 GF(p) 土 的 形式 寞 级 数 , 亦 即 其 元 > 
可 表示 为 


x*= op, aEGCFp), kELYZ, (2-3) 


i 
其 运算 x + y 与 xy 都 是 按 位 进行 模 p 运算 (不 进位 ). 
Padic 域 是 GF(p) 上 的 形式 竺 级 数 , 其 元 * 也 如 以 表示 为 (2-3) ,上 是 其 运算 
x*+ ?与 溯 都 是 按 位 进行 模 p 运算 { 自 左 向 右 进 位 ). 
3. 非 阿 基 米 德 寿 什 
局 部 域 外 可 以 赋 耶 非 阿 基 洲 德 范 数 1: | ,使 其 成 为 … 个 赋值 域 . 
若 对 x,y 扣 天 满足 
Pzt= Ox = 0 
xy l=|lx|llri: 
Ix+trls mxtlxil,|y1), 
则 称 映 射 x 一 1 x | 次 天 上 的 非 阿 基 米 德 赋 值 . 
琴 的 非 阿 基 米 德 范 数 | x | 的 值 域 是 数 集 
fk ZU Ol， gg = Fr,p 为 素数 ,EN. 
下 的 生成 元 满足 1P1= 9 
尺 的 于 集 
|x K:|x|la 全， ke or, 
= {xE kK:lxlel| = .YY°, 
= IxE Ek:lxl=1| 
分 别称 为 天 的 分 数理 想 .整数 理想 与 一 - i0| 的 单位 群 . 
这 里 |. 几 *: 友 所 本 | 形成 天 的 -- 族 递 碱 ( 亲 缩 ) 的 既 和 开交 闭 的 紧 子 集 列 ,满足 
LP 才 所 天， 
2 站 3" = | 上 ， U 汶 "= K, 
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4. 特 征 , 特 征 群 
局 部 城 玉 的 加 群 K* 的 特征 x 基色 到 复数 域 忆 的 于 群 T 了 = 上 ee 人 [0,1)! 
上 的 连续 函数 , 渍 足 
t+ 7) = tr) x YY), | xtx) 1= ]， 3 了 各 大 
{注意 ,这 里 的 特征 与 前 面 介绍 特征 的 定义 一 致 }. 
+ 的 特征 群 记 为 (K*}* ,或 简 记 为 玉 ”. 据 对 偶 理 论 吉 K* 也 是 一 个 局 部 紧 


群 , 且 与 天 同 构 ， 
让 坟 ” 上 ,定义 . 因 * 的 " 堆 化 子 ": 
r= fAE RTACX) = 1, YE .|, EZ. 


于 是 ,im :大 E 2 满足 

PT I Te FEZ; 

2 mm = Ill, Yr=T. 
而 1! 也 是 天 ”中 既 开 又 于 的 子 集 族 ， 

*. 局 部 域 上 的 分 布 空间 

局 部 域 且 的 检验 郴 数 空间 .Ki) 上 的 连续 线性 话 员 的 生体 , 记 为 (天 )， 
在 一 定 的 拓扑 之 下 ,. 关 ”和 威 为 一 个 后 扑 空 间 , .二 ) 的 元 称 为 . 必 "(KK) 分 布 ， 
简称 分 布 ， 

2 人》 分布 了 对 opE AK) 的 作用 记 为 CF 9 ， 


2.2.2 局 部 域 上 的 博 里 叶 变 换 
有 了 前 面 的 准备 ,可 以 类 似 于 R" 的 情形 来 讨论 局 部 域 上 的 下 变 摘 . 简 述 如 下 . 
由 于 天 * 人 天, 可 以 记 
RK’ = Ifelr):t eK!, 
于 是 , 榨 R*" 上 研究 的 思路 ,有 
ER 则 了 的 傅 里 叶 变 搞定 实 为 
六 (= | Hn)dr, SEA 
?FE LK),M 
AF) = Li | 村 frpelx)dr, EEK; 


PE REr< wm ,NNF= +p MAELAR DE BBR), 
A = f+ (A); 
EK) 满足 
《Ap》 = fp YoE KR). 
所 变换 的 性 质 可 以 类 似 地 推导 , 


2.2.3 ”局 部 域 上 的 吉 布 斯 (Gibbs) 导数 
经 典 导数 当然 不 能 对 产 二 一 如 施 行 ,寻求 新 导数 成 为 数学 家 和 应 用 专家 (包括 
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物理 学 家 ,化 学 家 .天 文学 家 地质 学 家 等 ,以 及 所 有 从 事 应 用 学 科 的 专家 和 技术 人 
员 ) 的 共同 感 望 和 目标 . 

近年 来 这 方面 的 理论 与 应 用 研究 有 不 少 成 果 , 这 里 就 不 再 详细 介绍 .有 兴趣 的 
这 者 可 参考 文献 [14,51. 
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套 寿 训 献 a {d23) 


吕 


引 


广 六 函数 理论 主要 研究 基本 顶 数 空间 上 的 连续 线性 证 遇 , 在 某 种 意义 下 广 立 
明 数 可 看 作 通 常 活 数 松 念 的 拓 广 , 

作为 广义 函数 的 戎 丁 的 5 函数 经 历 了 被 人 们 嘲笑 到 营 沈 议 同 的 全 过 程 ,1926 
年 物理 学 家 犹 拉 克 (Dirae P,A.M.) 从 集中 于 点 x = 0 的 单 仔 物理量 的 分 布 密 庆 出 
发 ,猜想 存在 其 种 图 数 


B(x) = 位 时 中 (0-1) 
可 以 施行 传统 的 积分 运算 . 且 满 是 
| sadz =1, (0-2) 
由 此 不 难 推 知 对 任 一 连续 函数 $(x), 有 
| sosdz = $0). (0.3) 


狄 拉克 将 具有 运算 性 质 (0-3) 的 信函 数 应 用 于 量子 理论 的 法 述 中 取得 巨大 成 功 . 然 
而 ,从 经 典 数 学 的 观点 来 看 ,满足 (0-1) 和 (0-2) 的 函数 8(x) 涉 可 能 存在 ,因为 满足 
(0- 人 让 的 8Cx) 几乎 处 处 为 0, 从 而 勒 贝 裕 积分 为 日 ,此 与 40-2) 矛盾 .这 样 ,量子 物理 
学 给 数学 界 提出 了 一 个 挑战 性 问题 

1936 年 索 伯 列 夫 { Cofonea C. 贡 .) 在 研究 双 曲 型 方程 析 川 问题 的 解 的 唯一 性 时 
提出 了 广 闵 解 概念 ,揭示 了 用 泛 函 拓展 可 积 函 数 的 可 能 性 .1950 年 ~ 1951 年 间 施 
拟 兹 (Schwartz L. ) 出 版 的 专著 分布 理 论 》 将 广 沁 函数 定 久 成 基本 孙 数 空间 上 的 连 
统 线 性 汉 函 ,由 此 建立 了 严密 而 系统 的 理论 ,并 获得 ~- 系列 有 深远 意义 的 成 困 , 不 
和 就 为 世人 所 公认 , 施 瓦 兹 因此 荣获 菲 尔 兹 奖 (1950 年 )， 

广 立 函数 在 自然 科学 与 工程 技术 中 有 着 广 证 的 应 用 . 特别 地 , 它 在 积分 变换 、 
偏 微分 方程 和 量子 理论 ,无 线 电 技术 .声学 和 振动 学 中 占有 记 要 的 地 位 ， 


1 广义 函数 的 概念 及 运算 


1.1 基本 法 数 


1.1.1 函数 的 支 集 
设 R" 是 n 维 酌 氏 空间 ,xz = 【zz 和) ER 的 范 数 1x1= {xf + 允 
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+ + 是 复数 域 . 

定 尺 1 设 了 是 定 交 在 及 " 内 其 个 开 子 集 口 上 上 的 复 值 隔 数 . 称 集 合 lx 所 中 : 
应 x) 兰 人 0| 在 如 内 的 闭 包 为 f 的 支 集 , 记 作 supp 了 . 

在 总 内 有 紧 支 集 (R" 中 的 紧 集 就 是 有 界 闭 集 ) 的 函数 陈 为 紧 支 函数 ， 

例 1 炉 维 森 德 (Heaviside) 函数 


A(x) = [9 ”< 的 支 集 是 suppH = 10,m )， 


2 1 ， 
例 2 证 数 a(x) = (emer - 1)- J 


其 中 上 由 上 | .a(x)dx = 1 确定 .a(x) 是 R* 上 的 紧 支 函数 .wwpp a(x) = jx E Rn; 
[xle1!:. 

1.1.2 正则 化 网 

定义 2 R" 上 依赖 于 参数 e > 0 的 C” 函数 族 p, ,如 于 满足 
atx) = Ppl- rp 0 suppoe C Ix E R": Ix|s clit | .pdx =1, 则 
p: 称 为 正则 化 网 .特别 的 ,可 取 = = 17m ,py 称 为 正则 化 序列 . 

例 3 设 p(xr) = (ey""ma(xAe), 其 中 a(x) 见 例 2. 则 jtx) 是 一 个 正则 化 网 . 

定义 3 设 / 是 R" 上 的 有 界 可 测 函 数 .关系 式 f(x) = | /C9)pe(x - yydy 
所 确定 的 运算 上 A 称 作 六 的 正则 化 . ofx 一 >) 称 为 正则 北 核 . 

定理 1 设 f 是 R* 上 的 户 部 可 积 函 数 , 则 

PP 了 的 正则 化 关 EE C*(R"); 

2 若 F 有 紧 支 集 天 , 则 suppACcCK = 其 8 (xz) ,其 中 BB tx) 是 志 ¥ 为 中 心 ,e 为 
半径 的 开 球 ; 

3 若是 连续 范 数 , 则 上 一 了 在 Rn 的 紧 子 集 上 是 一 比 的 ; 

中 著 FE PIR*),1 PP < wm, 则 在 P(R") 内 /一 /. 

定理 2 设 下 为 R* 内 的 闭 集 ,e > 0, 则 必 存 在 0” 图 数 p 满足 

Os vix} ae 1,rER'; 

Polx) = lx Kk; 


pz) =- 0,x EE€ 下 ( 即 集 拓 的 es 闭 邻 域 ). 
如 果 下 为 有 界 闭 集 , 则 显然 有 紧 支 集 . 


1.1.3 ”截断 网 
定义 4 R" 上 依赖 于 参数 。 > 0 的 函数 族 re， 如 果 它 满足 r(x) = 
(oe pel) E C”(R"), 其 中 处 是 2 的 紧 子 集 , 册 = 称 为 截断 网 ， 


1 广义 睛 数 的 概念 及 运算 : 381 ， 


例 4 设 Kx 全 Geo > 0. 作 KK, 的 特征 函数 


1， x Ks 


fool) 一 | _ 
0, ze Fo. 


服 & < 6, 则 
celx) = |foly) p(x -Pd 
是 截断 网 ,其 中 ss 是 下 则 化 网 . 
定 灾 5 R" 上 消 数 序列 ,如果 满 中 zz(x) E CR) 且 


2 
We olxlm k+l, 


则 称 为 截断 序列 
1，| 考 1 近 大 十 2 和。 


例 5 有 取 名 (x) = (5 1x1> 大 +1L2 
?dy 是 截断 序列 ,其 中 心 是 正则 化 网 ， 


1.1.4 基本 函数 空间 


定 光 不 ”定义 在 R" 的 开 子 集 如 上 的 复 值 函 数 g = yg!x) 的 集合 更 如果 满足 

Pi ,aa EC og + azpyE 看 : 

Pg(tw) 是 所 次 (0 声 澡 万 多) 连续 可 微 的 ; 

在 和 8 的 边界 30 的 邻 域 中 四 受 一 定 约束 ; 

人 通过 某 种 方式 赋 惠 以 一 定 的 祝 扑 结构 ， 
则 称 更 为 世 本 函数 空间 ,其 中 元 率 9 称 为 基本 函数 . 

1 空间 (和 

满足 上 述 条 件 1 和 z 的 线性 空间 记 作 Ca) . 若 如 (2) 中 所 有 函数 都 有 紧 支 
集 , 则 此 空间 记 作 O800). 如 果 侣 (2) 中 所 月 数 的 支 集 声 会 于 某 一 固定 的 紧 集 
下 中 , 则 此 空间 记 作 《0 过 严 委 ). 

?. 宝 间 和 名 和 人 锦 " OEmem 

引入 简化 记号 : 设 大 = 【明和 让) 则 命 

上 = 
Dt! 

eh 六 


其 中 3 = 1 = | 是 非 负 整数 . 
1 
定义 7 ”如果 对 任意 非 负 整数 上 , 友 ,…, 后 有 Bimsuph 1 394p(x》1= 0. 则 称 


Cx(R") 中 序列 pi| 收 襄 于 洛 . 线 性 空间 Cjx(R") 赋 以 此 路 敦 性 定居 后 记 作 人 . 
如 将 极限 式 改 为 lim SP sup， 1gspifry1= 0, 即 得 CCR") 中 序列 Tgp! 赵 于 0 


的 定义 .线性 空间 CR(R") 晤 以 此 收 全 性 定义 后 记 作 多 :中 


< 12.MW r(xr) = fat - 


下 = 吉 生 9 和 ， 
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3. 空 间 光 入 "mcm 

定义 8 ”如果 

1 所 有 suppy; 包含 在 R" 的 同一 紧 集 关中， 

z 对 任意 非 负 整数 上 ，…, 刻 有 lim sup | aspifzl)1=n0. 则 称 CF CR*") 中 序列 
上 gi| 收敛 于 0, 线 性 空间 C7 CR") 同 以 此 收 傅 性 定 叉 后 记 作 佐 {R"), 简 记 作 终 

如 将 条 件 > 改 为 lim Sup sup. | aspi(x) 1= 0, 即 得 031R") 中 序列 | 人 | 收 敏 于 
0 的 定义 .线性 空间 个 (R") 赋 以 此 收 合 性 定义 后 记 作 党 ”(R"), 简 记 作 多 ". 

4. 空间 党 和 守 ",0 志 mm< 

定 光 外 如 果 对 任意 紧 舍 天 谍 R" ,有 lim sup | aip (x) |= 0, 刚 称 CC(R") 中 
序列 |g! 收效 于 0. 钱 性 空间 C*(R")》 央 以 此 收 化 性 定义 后 记 作 安全 R") 或 
区 (RR"). 
如 将 极限 等 式 改 为 lim SP sp | dip,{ x) 1 = 90, 即 得 上 CR) 中 序列 1 y+ 收 侣 
于 0 的 定 广 , 弘 性 空间 "(RR") 赋 记 此 收复 性 定义 后 记 帮 "(RR")， 


5. 空 间 $S 和 .J 
定义 0 ”满足 定义 6 中 条 件 了 的 函数 g € C”(R") 称 为 急 降 汞 数 ,如 果 对 任 
意 p = (Pu) 和 天 = 《后 , 属 ,… ,向 ) 有 Jim lx 名 1 = 0. 所 有 急 降 函数 组 成 


的 空间 记 作 5 (R"). 
定 久 二 ”如 果 对 任意 和 站 有 lim sup | zz3i| 1 = 0, 则 称 SCR") 中 序列 Ho 
全 人 
收 敏 于 0. 线性 空间 SR") 髓 以 此 收 侣 性 定义 后 记 作 .2 袍 民 "). 
例 和 在 例 2 中 的 函数 a(x) E 度 R"). 
例 了 7 区 数 expf(-1x122)] E AR"), 但 不 属于 经 
例 8 本 数 户 =|1x 1 党 (R"), 但 不 属于 多 和 .* 


1.1.5 各 种 基本 通 数 空间 的 关系 


定理 3 作为 线性 空间 ,下 面 的 包含 关系 成 立 : 

YI BIO RD RD 

全 2 ye 人 锣 m m1 yy DD 多 

IE De JP" SIE D I 

1. 包 含 关 系 的 连续 性 

定义 也 设 夺 和 7Y 是 两 个 有 极限 运算 的 复线 性 空间 ,/: 工 一 了 是 线性 变换 , 即 
对 任意 a,b EE Cy, EX 有 F(ap + yp) = qf( 8) + Bt). 如 果 对 任意 gp EE 芋 ， 
jim ge = OCX), 就 有 limft gs) = OC 了), 则 称 变 换 /是 连续 的 . 

定理 4 ”定理 3 中 的 包含 关系 是 连续 的 . 


2. 稠密 性 
定 尽 雪 ” 设 Y 是 有 极限 运算 的 复 钱 性 空间 . 如 果 对 作息 pE 了 ,存在 关中 序列 


1 广内 函数 的 概念 及 运算 ，383 - 


fpej ,使 lim gp = pt 了 ), 则 了 的 于 集 X 称 为 在 了 中 稠密 ， 

定理 所 稠密 性 ) 在 定理 3 的 包含 链 中 ,对 任意 两 个 和 有 包 人 请 关系 的 空间 而 言 ， 
较 小 的 集合 在 较 太 的 空间 中 先 密 .例如 ,C 在 700 有 < m < %m) 中 稠密 ,C8 在 人 多" 
中 稠密 ,C5 在 .2 中 稠密 . 

3. 完备 性 

定 尺 4 ”如 果 有 极限 运算 的 复线 性 空间 计 中 的 收 襄 序列 | gi( x) 的 极限 函数 
g(x) 仍 属于 工 , 则 XX 称 为 完备 空间 . 

定理 入 完备 性 ) ”空间 人 乡 和 必 描 完备 宝 间 . 

基本 函数 空间 中 应 用 最 广 的 是 允 和 .2 空间 . 


1.2 广 闵 国 数 的 定义 


1.2.1 名 广 于 各 广 还 、 空 闻名 和! 


用 表示 1.1.4 中 引进 的 性 一 基本 函数 空间 ， 

定 15 ”如 果 对 任意 在 隙 中 收 合 于 0 的 序列 | gi1 ;有 JimT( gr) = 0, 则 空间 二 
上 的 一 个 复 值 线性 泛 函 , 即 名 到 复数 域 忆 的 一 个 线性 变换 了 称 为 是 连续 的 . 此 时 ， 
Ye) 记 作 人 了 人 ， 

定义 6 ” 称 室 间 二 上 的 复 值 连续 线性 滩 函 为 重 广 立 函 数 { 或 亚 分 布 ) ,简称 
全 广 还. 记 人 多 广 妆 隙 数 的 全 体 为 四， 

下 广 函 TT 等 于 零 ,定义 为 

《了 ph = 0, YPE DIN). 

显然 ,外 是 复数 域 上 的 线性 空间 . 

定理 7 设 BB 和 ;是 两 个 基本 函数 空间 ,名 ; 上 中 2, 且 册 在 中 中 秽 密 , 则 
;cL, 即 Bi'; 是 四 | 的 线性 于 空间 . 

特别 地 ,至 广 函 称 为 施 瓦 兹 广 秀 ,简称 广 函 ,所 有 六 广 明 构成 的 空间 记 帮 
公 '., 几 广 函 称 为 细 增 广 表 , 所 有 . 洛 广 函 构 成 的 空间 记 作 .7 ' ,党 广 函 称 为 蜂 支 广 
淫 , 所 有 过 广 孙 构成 的 空间 记 作 区". 

CC. 
1.2.2 笋 广 画 举例 


例 9 定义 于 R" 上 的 每 一 个 局 部 勒 贝 格 可 积 函 数 交 zx) , 邵 在 及 "上 的 任 一 有 界 
域 上 绝对 可 积 函 数 ,通过 下 面 的 积分 式 确定 一 个 广 函 
Cp) = | Fplr)dr, YoE GD 
称 为 函数 型 广西 ,其 中 f 扩 x) 为 了 的 复 共 饭 函数 . 


量 然 泛 函 (f, 9? 是 线性 的 . 为 核验 连续 性 , 只 须 注意 对 多 中 收 仑 于 0 的 序列 
| gx1 ,积分 域 是 同一 紧 集 天 , 且 被 积 函 数列 一 致 收 伍 于 0, 随 之 积分 序列 也 赵 于 0 
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例 10 对 R* 上 每 一 个 局 部 勒 贝 格 可 积 疝 数 记 x), 通 过 下 面 的 积分 式 
‘fp? = | .Raep(z)dx ;PE 信 


也 确定 一 个 广 杉 了. 
例 1 独 拉 克 分 布 (测度 ) 或 脉 串 符号 8(x - a) 是 出 | 
《全 (和 a) pts) = pha), YPE 网 (1-2) 
所 确定 的 连续 线性 泛 函 . 它 是 物理 学 中 传统 所 使 用 的 表达 式 (0-3) 的 严密 形式 . 


1.2.3 正则 广 函 和 奇异 广 汤 


形 如 (1-1) 式 的 广 画 称 为 正则 广 本 ,其余 的 广 函 称 为 冀 异 广 函 的 . 狄 拉克 澳 度 
3{x}) 是 奇异 的 .这 一 点 可 用 反 证 法 证 明 , 设 对 某 一 局 部 可 各 冰 数 信 x) 有 


| aetod = (Oo(oO) = 9(0) Yo 
取 Ptx) 三 9g. Cx)t 当 [El 4 时 ,等 于 exp 一 和 i; 当 | 区 [ = aa 时 等 于 零 }, 则 


| mope(z)as = {O(a BY CD) = ee 


当 一 0 时 , 左 方 积分 区 域 的 体积 趋 于 0, 被 积 函 数 有 界 , 故 右 端 积分 趋 于 0, 此 与 积 
分 式 等 于 常数 e-! 矛盾 . 


1].2.4 .多 广 函 举例 


狼 拉 克 分 布 是 缓 增 广义 函数 . 
物 12 每 个 函数 六 E 下 (Rs 产生 + 加 ,由 
《六 9》 = | fx) ex)ax ， VEER') 
确定 一 个 缓 增 广 函 .事实 上 ,由 赫 尔 德 (Hilder) 不 等 式 
ifp le PP) 

并 注意 到 一 个 序列 | gs| 当 ps -> 0(29) 有 ps 一 0CB), 就 可 推 若 每 个 AE 玉 定 义 
上 的 一 个 连 练 线性 环 画 .进一步 ,下 可 看 作 . 产 ， 的 一 个 线 上 星子 空间 . 

例 13 每 个 常 系数 多 项 式 P(x) ,x EE R" ,确定 ,YAR") 上 的 一 个 缓 增 广 函 . 

定义 17 设 上 xz) 是 Rs 上 的 连续 函数 , 旦 当 1x 1 % 时 仅 具 等 增 率 | wx 1， 
好 存在 正常 数 使 Cr) 1 C1x 1*, 则 称 此 连续 函数 在 无 限 远 处 是 缓 增 的 . 


例 14 ”每 个 在 无 限 运 处 缓 增 的 连续 应 数 /(x) 通过 | ,及 可 p(x)dx 和 
‖ FEJoe(z)dr ，Y 9 € CR") ,分别 确定 一 个 绥 增 广 函 
1.2.5 连续 前 数 作为 广义 加 数 
定理 8 设 几 zx) 是 R* 上 的 连续 函数 ,满足 | .Rx)pCx)dr = 0,YpE 纺 风 


1 广义 函数 的 概念 及 运算 ”385 + 
Nx) 三 心 . 
由 此 可 知 ,产生 同 -- 个 正则 分 布 的 连续 函数 是 恒 等 的 . 恒 等 映 射 1: C9-* 多 ' 是 


单 射 .连续 函数 空间 ce 可 以 作为 线性 子 空 间 骨 人 施 拟 效 分 布 空间 多 .在 这 个 意义 
下 广义 序数 可 看 作 连 续 函 数 概 念 的 拓 广 . 


1.3 广 光 图 数 的 变 元 变换 
1.3.1 线性 变换 
定理 9 设 fy) 是 R2 上 的 局 部 二 可 积 图 数 , 了 :7 一 工 是 可 道 线 性 变换 


= a = FI ). 


辣 T(r) = 所 Tr'x), 则 


(CT, pp -| 护卫 )dx =| det Dy | | yp Ty dy, 
其 中 Dr“Dy 是 变换 了 的 雅 可 比 矩 上阵 ,detDxxDy zz 0. 
定 兴 18 设 f 是 任意 广义 函数 ,了 是 可 递 线性 变换 ;x = 他. 则 定之 


‘Tp = NTIR), P(X) = 


det BE| C69) ,8079)). 

例 15 设 了 是 么 模 变换 (例如 坐标 系 的 旋转 )， Bp | a BE | = 1. 则 
CT, 二 《成 四 《和 

例 16 广西 f 沿 向 量 记 的 平移 . 设 下 = r + 帮 , 则 


Dx 
-1 ~ _ = 一 一 
和 h= ydetphy=! 
二 


(fix hh), pr)) = f(y) ,ply + A)», 
特别 地 ， 


(OCX — Rh), pr = Oy) phy + hk) = 中 (而 ) 
例 17 广 函 了 关于 坐标 原点 的 反射 , 设 Tx =-x 则 Tix = 一 x = de 
= (- 1)", 故 
(fx), PX) = ofp), pt- y). 
例如 广 冰 了 的 相似 变换 设 Th = ax,a >0, 则 


Tix = 疗 = 7， det PE = a 


Sfx/a), PON) = of, play). 
1.3.2 任意 宰 换 


定义 地 设 / 是 任意 广义 函数 ,x* = x(y) 是 无 穷 可 微 的 可 遂 变 换 ,x,y E R" 
则 定义 
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CFOyCR)), p(x) = fly), Ldet y 1 P(x(y))), 
其 中 主 是 变换 的 雅 可 比 算 阵 ,det Bx 
注意 到 ( 字 )(] 让 ) = 【单位 阵 ), 前 式 也 可 表 成 
pC)) p(x)) = 《RD | det DE prcy))). (1-3) 
当 m = 1 时 ,ssyE Rdet PY = y (x). 


1.3.3 有 关 有 人 分 布 的 变 元 变换 
定理 10 设 y = glx),x 扎 RR, 具 有 m 个 单 重 零点 x 1. x3,…, am; 则 
Slagtx)] = B(x 一 和 (的 (1-4} 


证 ” 先 设 g(x) 只 有 一 个 单 重 零点 ,由 (1-3) 有 
Bla ,pox)y = BF), 1 g(x) 1 pixt 7))» 
= plax) | g(x) 1™! 
=1 (iT 人 
由 此 [gtx)] = Hx ~ x gx) 1. 
当 gtx) 具 有 m 个 单 重 零点 x1 ,x2y,*… ,xm 轩 , 在 每 个 单 重 零 点 的 邻 域内 ,变换 y 
= gtx) 是 可 北 的 ,可 以 分 别 运 用 公式 (113] ,上 式 中 的 gtxi) 1 g(x) 1 显然 应 改 
为 > p(w) 1 2 (x) 1 公式 (1-4) 得 证 . 


例 雪 Berar+t bb) = S(tx + hialAlal {a 0. 
例 20 Gx- atx- bl =1#- al[ex -a) + d(x #)], 
例 21 dfx: Bb) = 21501)" ox 8) + tx + &)l], 


例 22 btgx) = 6(x), 了 < x*<. 
当 g(x) 具有 无 根 包 个 零点 时 ,只 要 它们 都 是 孤立 零点 , 仍 可 使 用 公式 (1-4). 
例 23 Stsinx) = > | cosnm | "18(% - nr) = > Hix 一 AM). 
定理 11 设 y= g(x),x ER, 具 有 m 个 单 重 零点 oa 
HHT g(x)] = > lg Ct) 4- (sg 4). BS{x — ri). 


1.3.4 广 末 关于 变换 的 不 变性 


定 尽 加 车 广 画 了 经 变换 4 不 变 :4f = 了 , 即 
《 = A PRD PED 
则 称 了 为 关于 4 不 变 广 函 ， 


1 广 饼 函数 的 概念 及 运算 * 387 。 


特别 地 . 沿 向 妈 名 平移 不 变 的 广 也 ( 即 满足 ,p(x + 有 )) = 《(f,g)) 称 作 以 电 
为 所 期 的 周期 广 函 . 对 - : 切 转动 不 变 的 广 画 称 为 球形 对 称 广 画 . 对 坐标 厚 点 的 反射 
不 变 的 广 力 ( 即 满足 Pof- 1 = 《992) 称 作 中 心 对 各 | 区 , 或 称 情 分 布 . 

满足 <f, pi- x = -《f,9) 的 广 函 称 为 笠 对 称 广 所 ,或 称奇 分 布 . 

例 24 对 应 于 从 和 + = 《 访 )x*) 咏 有 关 的 函数 的 一切 正 则 汉 应 以 及 分 布 都 
是 球形 对 称 的 . 

例 站 BE R", 是 偶 分 布 .因为 

Cx) p(x) = p(0) = C(x), p(x)). 


1.4 三 六 图 数 的 导数 


1.4.1 广义 导数 的 定 头 
定 光 入 广 孙 了 的 广义 导数 [分 布 导数 } 简 称 导 数 ) 如 下 确定 


GE p= fF), jn YPEM 
1 J 
《PP gg) = (Lr) = 0pm ,YPE 
ii 二 下 
其 中 151= 抽 + + 娩 . 当 n= 1 时 前 两 式 变 为 
fp) = fp) YoES, 
CFD gp) = fp YE 
1.4.2 广 丸 导数 的 性 质 
{1) 每 个 广 秀 是 无 限 可 微 的 . 
(DArAY = 下 + 万 (co = ef", 
(3) 广 交 仿 导数 与 求 时 的 顺序 无 闫 . 
(4) 车 隔 数 fxrazs sr) 连续， 且 对 Eo 有 分 眉 连 续 的 但 导 数 
和风 广义 导数 关 是 对 应 于 经 典 导数 人 如一: 各) 的 正则 泛 
J ,1 4 
晒 . 因 为 
可 可 吕 们 加 
Glp) = 2) = ey = | RH ods. 


(5) 等 式 六 (xz) = 0 成 立 的 充 要 条 件 是 所 <) = C( 党 数 ). 
1.4.3 ” 赫 维 赛 德 函数 的 于 数 


赫 维 赛 德 函数 
0, x < DO; 


Hx) = 二 x>0 
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的 广义 导数 为 太 (z) = 8(z). 事 实 上 ， 
CH (x).9(%)) = (Hs), ~ px) = 全 we)dz = p(O) ypE 多 


利用 关系 式 Hx} + Ht x) = 1 可 推 知 Hi{- x) = - (x). 
空间 R" 内 的 赫 维 赛 德 函 数 

) = 全 车 x 30 3 
Lo， 其 他 


的 偏 导数 了 -5 二 = $x 2 和》 
1.4.4 日 分 布 的 导数 


(地 (9 人 (0) = -更 省 rev R's 
《人 (一 a pr) = -有 (ayxE 及 . 


HEUxy, XI," 


-- 般 地 ， 
(ar - Gy) pr) = CD op | ox 村"; 
《BDIY a), px) = (igri(x) bao.xER. 


1.4.5 不 连续 经 典 函 教 的 导数 


如 果 fx) 及 其 导数 /P(x) 局 部 可 和 ,对 应 的 广 示 用 [ 门 ,LAm ] 表示 , 广 函 (由 
的 p 阶 导 数 用 [1' 表示 ， 
定理 12 设 阴 数 放 x) 及 其 导数 六 (zi 在 *=0 分 别 有 跃 度 玉 = 
FDI- FDI 站 =0,12 pm: 册 , 当 * 关 0 时 大 *) 有 直到 吴 阶 的 连续 导数 . 
则 广 函 [站 的 各 阶 导数 为 
LF) = Lf] + ovd, 
P= [fF] + aod + al6， 


[Ym = [FA oD rad m1 
定理 13 设 R* 有 区 域 VY, 其 边界 为 $. 设 函数 放 xr)E 二 (在 内) 了 = 在 
外) .在 曲面 $ 上 有 第 一 类 间断 , 即 沿 5 的 切面 方向 /的 各 阶 导数 连续 , 设 3 的 法 
线 方 向 由 内 向 外 各 阶 导 数 都 趋 于 定 眼 . 痰 xz) 及 其 各 阶 偏 导数 确定 的 广 浮 分别 用 
[由 ,L357 记 之 , 则 有 


G09) = (HY 9) + | f(s)o0bip +)de ， 


其 中 让 为 曲面 8 的 内 疝 法 线 与 Ow 轴 的 交角 . 
设 向 量 函 数 FLxy = Chtx),…, 记 (x)), 扣 度 的 广东 记 作 [站 j, 命 divf(x) = 


> 和， dv[f] = >) 和 36[]. 则 有 高 斯 {Causs) 公式 


1 广义 函数 的 概念 及 运算 * 389 ， 
(dyl,9) =-| gf de 
定理 14 设 函 数 ./ 仍 为 定理 13 中 的 类 型 , 则 有 格林 (Green) 公式 
ALJ1,9) - 《Lang) = | 9 as - | f 92do. 


这 里 A 表示 拉 氏 算 子 ,六 表示 内 向 法 线 导数 . 


1.4.6 震 聘 数 只 到 其 导数 


1. 经 典 莉 函数 

吝 r=1lx|= {xt + x 十 … 十 x) 中 ,办 水 数 mA 为 任意 复数 ) 在 区 域 关心 
中 处 处 可 微 , 且 有 

内 由 = A(A + RnR 2 
Alnr = 【nm 2 之， 
APMinry = ACA FA DTnr + (A+ 2 

这 里 A 表示 拉 氏 算 子 ， 

2. 广 沁 因 函数 


设 6 多 积分 | .ng(z)dz 当 Reh > -时 收 化 ,由 此 确定 的 广 函 记 作 [7]， 
即 
《[ 中 ] .9 = | Rea »- 下， 


积分 | ,Pinmp(x)dx 当 ReX > - ”时 收 策 , 由 此 确定 的 三 函 记 作 [>lnz] 


定理 晤 设 Rei-2»-n, 则 
Alr]| = [Ar] = AA + no2)[r |], 


点 [mlnr] = [Atrminr] 
= A(A + no 2 rlnr] + (2A +n-2)[r-?]. 
定理 16 
一 中 于 全 r 
A ] = ~ na2r pei7zy): 


(2 rn):] {fn > 2); 


ALlnr] = 12r8(r) (二 2). 


1.4.7 广 函 的 阶 数 


定 兴 如 一 个 广 阴 f/fE 多 ' ,如 果 fE (外 ' ,就 称 它 有 阶 < m- 称 f 有 阶 m 是 
指 :使 FE€ (多 成立 的 最 小 整数 是 以 . 

等 价 地 说 ,如 果 广 函 能 表 成 某 个 正则 广 函 的 m 阶 导数 ,但 不 能 表 成 正则 三 函 
的 低 于 m 阶 的 导数 , 则 称 f 基 有 限 阶 的 , 它 的 阶 数 等 于 mm. 

例 站 每 个 局 部 可 积 函 数 定义 一 个 0 阶 广 阴 . 
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例 了 7 Sr) 是 Cn +1) 阶 广 函 ,rn = 0,1,2,*…. 


1.5 “ 广 双 函数 序列 的 极限 


1.5.1 弱 收 将 性 


设 有 一 个 复 和 参数 4 变动 在 某 个 区 域 A 中 ,对 应 于 每 个 4 的 值 有 一 个 广 画 上 
定义 23 ”如 果 
limtA = (fp, PE 
则 称 广 函 网 fh 当 一 ae 时 列 收 敲 于 广 了 录放 
特别 地 , 取 A = n( 自 然 数 },40 = 吕 , 则 称 广 隙 序列 | 1 弱 收 效 于 广 函 地 
定 尽 24 设 有 广 函 级 数 让 + 和 + 和 称 5 = 二 和 + 为 


级 数 的 部 分 和 .如果 部 分 和 序列 15,1 弱 收 敏 于 广 函 5, 则 称 级 数 了 》!h, 收 你 ,其 和 


为 5, 记 作 1 = lim S, = 人 访 . 
收 伍 的 广 函 序列 的 极限 是 唯一 确定 的 . 
极限 运算 是 线性 的 . 妈 若 广 函 列 11 ,| | 收 策 , 则 
lim of = im ,a Ee; 
lm(f + ga) = limfs + lim g,. 
对 于 组 增 广 函 序列 的 极限 让 类 似 的 定义 ,并 有 类 似 的 性 质 ， 
定理 17 空间 .”*”' 作为 线性 空间 连同 它 的 收 族 性 可 以 虑 人 到 空间 多 ' 中 去 . 
1. 和 .2 完备 性 
定理 崔 ” 施 瓦 总 广 函 空间 锣 ' 是 完备 的 . 
定理 19 绥 增 广 肖 空间 , 池 ' 是 完备 的 ， 
1.5.3 局 部 可 积 的 收 就 序列 
定理 20 设 所 是 局 部 可 积 消 数 , 在 每 个 紧 售 天上 所 一 站 在 工 中 ), 则 扩 一 (在 
多: 中 )， 
证 


[i Dods| < sopl pl] 1- /lax, ype oe. 
定理 入 ”局 部 可 积 清 数 空间 作为 绕 性 子 空间 连同 它 的 收 襄 性 可 以 其 人 人 施 瓦 
兹 广 隙 空间 站" 
例 让 lim sin nx = 以 在 名 中), 


1 广 交 函 数 的 概念 肌 运 算 。 391 ， 


二 
证 | sameeas = | ncosmrg sd =O0, YeE EE- 4,4]). 


i.5.4 3 型 网 (序列 ) 
定义 5 设 郴 数 fx} EE CHAR"m)[ 或 L(R"™)],e > 0, 且 满足 lim (F(x), 


p= RI) , 则 称 (tx) 为 8 型 网 . 取 = 17n; 则 称 了 tx) 为 
人 型 序列 . 

定理 芒 ”每 个 正则 化 网 (序列 )( 见 1,1.2) 是 8 型 网 (出). 

1. 一 维 8 型 网 (序列 ) 


¥ (C2n)-! | exptixy Jdy; 


2 


4 
2 w re 
作 , | 半 | > 二 ; 
此 
5 ft) = n ] 
区 ixls7 
2. 委 座 3 型 网 (序列 ) 
中 全 3 中 的 p(x); 


Gn" | |" explix » ydy 
其 中 xx.y = 省 | 衬 | 十 和” 

1.5.5 广 藻 n(x 土 训 ) 

例 29 设 Inz = n(x + iy)} = 广 In( + PY) + iarctan .yy > 0， 则 
im Intx tiy) = Imlxsltz 这 天 -xi 在 灸 (Rs 中 ), 这 里 H(x) 是 赫 维 赛 德 滑 


数 . 
定 朗 26 广 阴 Inix + 认 ) 定义 汶 
Intx + WO) = lim Intx iy) = Inlxl+i inHt- x). 


1.5.6 作为 连续 运算 的 微分 
定理 23 设 广义 函数 序列 1/,! 在 多 ' 中 收 但 于 广 陌 /, 则 它 的 导数 序列 1 了! 
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在 多 ' 中 收 敏 于 导数 ? 


证 《C300) = (3) (yoeg 


EE 
定理 24 设 广 本 级 数 之 ,各 收敛 于 广 函 5 , 则 逐 项 求 导 构成 的 级 数 > 后 ,收敛 
于 导数 g'. 
例 各 ”由 例 租 知 sinnx 一 0 在 钱 ' 中 ) 推 知 
ncosnzr 一 个，- nzainnr 一 从 { 在 字 ' 中 让 ， 
定理 站 { 博 里 叶 展 开 定 理 ) 设 f(x) 为 局 部 可 积 的 周期 沙 数 (周期 为 2x), 则 


f(x) = > ce 在 名" 中)， 
其 中 c = (2x)-! | Fewa . 


证 。 逐 项 积分 J(x) 的 (经 典 ) 傅 里 叶 展 式 得 >) 全 e* + cox + > 名 ew, 它 
=- 1 
一致 收 敏 于 绝对 连续 函数 F(x), 且 户 (x) = /(*)(a.e.). 对 等 式 


F(x) = 3 el + cox + DE 
逐 项 微分 , 即 得 f(x) = eem( 在 Br' 中 )， 
1.6 “广义 函数 的 局 部 性 质 


1.6.1 广 函 的 支 集 


定义 了 7 设 TE 饮 (R"),z 为 及 "内 的 开 集 .如 果 对 任意 op 人 中 有 (TT,p) 
= 0, 则 称 广 孙 了 在 开 集 上 为 零 . 

定 兴 让 广 画 了 的 支 集 握 定 六 如 下 ;x 下 的 完 要 条 什 为 了 在 点 x 的 任意 的 
开 邻 域 5 上 不 为 零 , 亦 即 必 有 yp € 开局 ) 使 (T,gp》zz 0.T 了 的 支 集 记 作 supp T. 

例 31 广 隔 (x - a) 在 任意 点 5(z a) 的 开 邻 域 (不 会 a 点 ) 上 为 零 ,在 
点 忆 的 任意 开 邻 域 上 不 为 零 . aupp T= lal. 

1.6.2 单位 分 解 

定义 鸭 设 上 集 4 CR', 集 组 [1 E 44 CR 如 时 满足 :1) 集 4, 都 是 开 
( 闭 ) 集 ;2) 集 4 内 每 个 紧 集 至 少 和 一 个 ,至 几 和 有 限 多 个 集 4 相交 , 则 和 集 组 14,| 
称 为 集 4 的 局 部 有 限 开 ( 闭 ) 覆盖 . 

定理 26{ 单 位 分 解 ) 设 j 人 1114 EE A) 是 空间 RR 的 局 部 有 限 开 覆盖 , 则 存在 
哨 数 组 |a| ,a 所 拟人), 使 得 


1 广义 隐 数 的 概念 及 运算 : 393 ， 


Sm (x) 三 1 { 演 二 R")}. 


EA 
如 果 六 都 是 有 界 集 , 则 函 教 ww 皇 萝 【了 
定理 条 { 单 位 分 解 】 设 | 和 拓 4 是 闭 集 头 的 局 部 有 限 开 覆 姜 . 则 存在 衣 
数组 ja! ,a EE 藻 [ 忆 ) ,使 得 
Saltz} al (x€ A). 


如 果 ,都 是 有 界 集 , 则 函数 weE 多 (19). 
1.6.3 ” 广 隔 的 局 部 性 质 
定理 站 设 1 人 20,10vE AN) 为 空间 R" 内 的 开 集 组 ,说 = 日 和 2. 设 三 函 了 在 2, 上 
均 为 零 ., 则 了 在 如 上 亦 为 零 . 
定 灾 苞 证 广 画 了 E 部 “(nn) .将 T 在 其 上 为 零 的 : 切 开 子 集 品 , 的 并 集 Un, 
称 为 了 在 其 上 为 零 的 最 大 开 集 . 
定 法 章 了 在 其 上 为 堆 的 最 大 开 集 Ua 在 如 中 的 们 集 串 ， Un 称 为 了 的 先 
集 , 记 作 supp 了 . 它 是 吕 的 相对 闭 子 集 . 
当 集 合 5 supp T 时 ,也 称 泛 卫 丁 集中 作用 在 集合 SF. 取 = R", 定 义 耻 和 
定义 站 一 致 . 
定理 了 设 了 人 各 (全 ) ,YE 多 (0), 目 supp 了 Nn sopp w= 名 { 空 集 ), 则 (7， 
的 》 = 0. 
例 32 设 了 为 正则 广义 函数 , 则 生成 画 歼 T(x) 的 支 集 和 广 范 了 的 去 集 相 一 
致 . 
1.6.4 车 侣 原理 
定理 了 0 设 了 为 广 男 ,下 为 其 支 集 ,19 1 为 集 导 的 … 个 局 部 有 限 开 可 盖 , 则 了 


可 表 成 
r= 27, 
六 后 贞 

这 里 不 的 支 集 扎 CC 下 但 疝 . 

显然 , 广 函 可 者 成 仿 - 广 函 , 即 TE€ 纺 ' 必 0). 

定 兴 3 所 设 广 区 /和 g 之 着 f - g 在 点 xo 的 开 邻 域 [- 为 零 , 则 称 f 和 g 在 该 点 
的 邻 域 相等 . 

定理 31 在 每 一 点 的 邻 域 相 等 的 广 画 是 在 全 空间 机 等 的 . 

由 此 可 艳 , 每 个 广 画 由 它 的 局 部 的 值 唯 一 箭 定 . 

定理 控 ( 箱 合 原 理 ) ” 设 开 集 组 10,i(v E N 是 空间 R" 的 一 个 局 部 有 限 开 斤 
盖 .T 为 2; 广西 ,满足 下 列 条 件 :车 Bi 仆人 2 关 2, 则 在 嘛 人 门生 上 了 = Ty， 
于 是 存在 一 个 唯一 的 全 局 的 R" 广 函 了 ,使 得 在 每 个 人 上 了 = 工 . 


1.6.5 广 函 的 奇异 支 集 
定 光 如 广 函 了 在 其 上 等 于 一 个 无 限 可 徽 函 数 的 投 大 开 集 在 口中 的 余 集 称 


“394 . 第 9 入 广义 隙 数 


为 下 的 育 异 支 集 , 记 作 sing supp 7. 
显然 ,sing supp T CC supp 了 . 
例 33 sing supp Sx) = fol,n = 01.2,…， 
sing supp Hix) = 10+. 
sing supp x = 僻 ( 空 集 ). 


1.7 “广义 函数 的 结构 


1.7.1 洲 广 还 
定理 和 3” 任 一 广 函 FE 7(R") 可 表 为 连续 的 紧 支 呈 数 的 导数 的 无 限 和 
T= SP), 
这 里 wpp 了 售 于 supp 了 的 任意 给 定 的 开 售 域 之 内 , 随 j -> m 而 无 限 远 移 ， 


定理 34 ”车 广 汪 /EE 多 ' 的 各 阶 导数 都 平方 可 积 或 连 线 , 则 ,为 经 典 的 无 穷 可 
微 函数 . 

定理 35” 设 0 为 Rr 内 的 有 界 开 集 .如 果 TE 多 '(R"), 则 存在 连续 函数 /及 
导数 符号 9?, 使 得 在 0 内 有 了 = 9, 并 可 取 连 续 函 数 / 使 此 支 集 在 的 任意 预定 
的 开 邻 域 之 内 , 故 任 一 广 函 局 部 地 为 有 限 阶 广 画 


1.7.2 .到 广 羡 
定理 36 ” 当 且 仅 当 了 能 够 表示 为 一 个 有 限 和 
T= D0 
时 , 广 函 了 6 .7 其 中 大 都 是 在 无 限 远 处 缓 增 的 连续 函数 
1.7.3 芝 广 函 
定理 和 设 了 E 部 ', 当 有 日 仅 当 工党 ' 时 ,supp 了 是 蛇 集 ， 
定理 鸭 设 TE 六 ', 赐 于 可 表 为 有 限 多 个 定义 在 R" 上 的 连续 函数 的 导数 之 


和 ,并且 可 邓 这 些 连 续 函 数 使 其 支 集 都 在 了 的 支 集 的 任意 预定 的 开 邻 域 之 内 .故人 尾 
-一 紧 支 广 图 是 有 限 阶 的 . 


1.7.4 集中 在 一 点 的 广 函 


定理 33 ”每 一 个 志 集 是 原点 的 广 函 TE 大 '(R") 都 可 以 唯一 地 表 为 狂 拉 坎 
测度 及 其 导数 的 有 限 线 性 组 合 ; 
T= >) Car 


其 中 pp = (pupas 人 pra), 1p1= pt+…+m 是 某 个 下 整数 或 零 . 
1.7.5 零 广义 函数 


定理 和 TE 名 ' 是 零 广义 胃 数 的 充分 必要 条 件 基 supv 了 = 他!( 空 集 }). 
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1.8 发散 积分 定 尺 的 广 浆 胸 数 


1.8.1 发 艇 积分 的 有 限 值 


从 发 散 积分 中 分 离 出 无 限 部 分 从 而 提取 有 限 值 的 思想 是 赔 夺 号 (J., Hadamard) 
在 偏 油 分 方程 理论 中 首先 提出 的 , 它 在 发 散 积 分 确定 广 因 以 及 广 明 的 奇异 乘积 的 
研究 中 有 重要 作用 ,特别 是 应 用 于 量子 动力 学 的 重 整 化 理论 获得 显著 成 效 ， 

设 gtx) 对 任意 6 > 0 在 (a+, 台 ) 内 可 积 ,但 在 Ca. 内 不 可 积 . 又 设 gtx) 可 
表 成 如 下 形式 


go) = DD) r+ kx), (1.5) 
其 中 4 和 2 是 复数 ,Relai) > 1,h(x) 在 (a,5) 因 可 积 . 上 是 积分 
[ gtxjdx = Te) + Flg), 


其 中 He) = De 
Fle) -| (dx - DY Fi -oI 


当 e 0, 时 ,| f(s) 1>+ om ,而 PKe)-> FC 有 限 什 ). 阿 达 马 称 pm ee 
的 有 限 部 分 , 记 作 
忆 = 所 | gtx)ax = | Cae - 半生 ro ~ a)-t]»l. 
现在 假设 


贞 : BB 
EX) = 2 + ~ + hi x), (6) 
站 Re >、 全 人 aas 的 天 了 部 
lle) = DD ie + Blne”™! 
和 有 根部 分 
F= FF,. [g(x)d 


= hs)ds + Blalb ~ 0) ~ Di (8 a) 上] 二- 
后 人 称 积分 | e(z)dx 的 有 限 部 分 FF 为 阿达 马 有 限 慎 . 
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1.8.2 有 贰 式 奇 点 的 函数 的 正则 化 泛 函 


设 4 是 复数 ,规定 读数 
“< -人 当 x 0; 2 


全， Gr < OD; 
YY， 当 x>»>0. 


心 ， x 0. 


= 


t. 问题 的 提出 
设 Fx) 除 点 各 外 处 处 局 部 可 积 ,而 在 xo 点 有 不 可 程 亲 性 ,网 如 x》= xi!， 
x 后 下 ,这 时 积分 


[fn p(x) dx ;PE 


一 般 来 说 是 发 艇 的 .能 洁 籍 助 于 某 种 确定 的 程序 ( 称 为 正则 化 程序 ) ,建立 一 个 沁 略 
EE 2' ,使 它 与 消 数 记 x) 相对 应 ,并 满足 某 些 预 定 傈 件 .这 样 的 广 函 f 称 为 帮 x) 的 
正 提 化 泛 函 . 

2. 施 瓦 兹 的 正则 化 程序 

设 函 数 g(x) 具有 式 (1-5) 或 式 (1-6) 形式 ,plx) E 名 则 内 数 g(x)plx) 在 (ab 


内 具有 类 似 于 1.8.1 中 8 的 性 质 ,人 们 有 可 能 定义 丰 限 部 分 | g(x)p(x)dx ,显然 它 
是 g 训 的 连续 线性 汉 函 ,因而 它 定 六 一 个 广 机 , 称 为 伪 函 数 , jfib 作 PY. : 
Bb 
‘Py, Es = F,. | gs)¢( rae . 


3. 伪 函数 Pi x 
任 取 2 E 名 利用 p(x) = gl0) + age < t < 1, 对 任意 se > 人 0 有 


| pe)d = | -2[9(0) 十 (dr 
= 2p(0) /Ye + | ra2[p(z) 一 PO) ]dx， 
当 e 一 0, 财 ,2q(0)AYe 一 wm, 删 去 此 发 散 量 ,得 
‘Py. x7 ,py = 记 . | spr)dz 
= | #32 p(x) — PIO) jusx . 
4, 信 函数 PF. x 
竹 取 9 E 信和 利用 pz) = p(t0) + wp' (tx),D < 1 < 1, 划 对 任意 s > 0 有 
六 ex) gy = | pI0) + wp (tx) dx :| 2 
上 上 可 e 区 t En 
= POInl ~ Inet + | -49(s) 一 
PDH dx + | xip(x)dr 


= pOIne + | -i g(x) - plO HC - lds 
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这 里 Ht x) 是 赫 维 赛 德 函数 . 当 一 0 时 ,1- gpl0)ine | = , 删 去 此 发 散 量 ,得 
《xp = Fp. | 和 dx 
- | x g(x) — pO HC -xz)1dx. 


5. 怕 通 数 Pf x- 
利用 关系 式 4x- ,p(x)) = 《x7! ,p(t 一 x) ,有 


CB. #71 g(a)) = | tip x) pC0) HO -id 


56. 伪 函 数 Pf x 
注意 关系 式 x"' = x7! - x-1, 推 知 


pf. x PE) = | x per) - pe— x)1ldx. 
等 式 右 端 显然 等 于 lim | xp(z)dr , 即 柯 西 主 值 ， 
7. 伪 函数 Px:" 和 PY. x"{n = 112.…m) 
CPF, #7" ,9 =) Pp 


PO HE - x}l dx, 


Ci - Ti? 
《 x-",p) = hee #) ~- pO + rp (0) — 1 — 


(Dm i DO HO - x)1d 
1.9 ”分 布 导数 和 伪 隙 数 的 关系 


1.9.1 部 数 x7!” 的 分 布 导数 
CAPO = 一 《8(o)》 =- lm) zag (sd 
= tim{ gle -| g(r) ar} 
= lim{ ec tfey 一 pi x ptr)dr| 
= imfe2r0o + (~ 4) p(x)dr] 
= if gO)[ (二?) dx | ( -去 sap(z)]dz] 
- 下 (- 二 x ) Lg) - oO)]dx 


”398 ， 


所 以 


dd 
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二 zx-392) :PD 


fx = Pr (ri). 


这 里 二 表示 分 布 导数 ,( ) 表示 经 典 导数 ， 
函 教 Inx, 的 分 布 导数 


1.9.2 


设 Inx ,= | 


x; 
Inx,x » 0, 


Cnz, ,PTY 一 一 ‘nx, ,Wp » = 一 lm “Insp (x)de 


由 于 giO) ne 


Bd/dx jlnr， = 


1.9.3 


(0 销 数 
Pr. {nz}. 


= - lim 人 Ext)inz | 


_ | x- gtx)ds 


= limi pe )Ine + | pr)ds : 


= liml pCO)ine + { -1p(s)ds |. 


了 码 
亚 的 00) | -ax = -| :9 - XY]dx ， 卜 


(lax 9) = lim] «~! p(x) — PO) Hl — x ldx 


= “Pi, x7 ,9), 


Pixi'= Pt{lnx,). 


Inx_ 和 1n| x | 的 分 布 导 数 


Inx_ 


加 “< 


入 


0 的 分 布 导 数 (ddx) ax. 


{2) 图 上 数 Inltz1= Inx,+ lnx_ 的 分 布 导数 


1.9.4 


(drdx)ln | xl 


= (dx) nx + lnrz | 


Pr xy- xz- = 
prin1ztz 1 ， 


xy” 和 x-" 的 分 布 导 数 


{ddx) PI. 47" = 


(d/dx) PF. x-" 


其 中 = 1,2,… 


— np. xr™l+ {- 
= Pri + (DBM) nt, 


sm 
= 


np 
Pl 


x Orn! 
xj M(x)!, 


Dmx) nt 


Pf. (— x-!) 
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2 齐 次 广义 函数 


2.1 ”依赖 于 参数 1 的 广 六 二 数 


设 有 一 个 复 参 数 4 在 某 个 区 域 上 4 中 变动 ,对 应 于 每 一 个 4 的 值 有 -- 个 广阔 Ai E 
人 

2.1.1 连续 函 孝 

定 久 1 工 如 果 的 函数 (证 ,9) 一,p) 对 任意 PE 成立 , 则 称 广 半 晤 数 了 为 


广 函 网 育 当 4 一 ao 时 的 极限 ， 
定义 2 如 内 对 于 任意 的 Ao EE 4, 关 系 式 limA = 成立, E 2 . 则 称 有 到 
性 


为 在 区 域 4 中 对 ， 的 连续 函数 . 
定理 1 连续 依赖 于 参数 的 广 函 记 对 自 变 量 x 的 导数 把 是 4 的 连续 负数 . 
定 光 3 设 广 函 上 在 可 求 长 曲线 也 上 对 4 是 连续 的 . 作 栈 上 依次 取 分 点 和 ,41. 


在 区 则 [Ai-1 放 中 任 取 一 点 小, 则 极限 Jm > 《6 ,pyA% 称 为 广 沿 上 沿 曲 
线 工 的 积分 , 记 作 | 《J,9) 明 ,这 里 ,0 = max 1ax 1 
2.1.,2 可 微 玛 数 


定 兴 4 如 果 广 函 g = jim 一 存在， 就 称 g 力 1 障 瞩 在 A = 如 对 参数 4 
的 年 数 . 

定理 ?导数 委 在 = ho 存在 的 充 要 条 件 是 一 切 数值 函数 《 反 ,g) 在 和 = ho 
都 是 对 4 可 微 的 ， z 

定 流 5 如 果 对 于 任意 的 1 生生, 男 数 所 有 对 1 的 导数 ,就 称 睛 在 区 域 4 由 对 
;是 可 微 的 ， 

定理 3 ”如 果 函 数 / 在 区 域 和 4 中 对 4 可 微 . 则 /对 ;的 一 切 导 数 对 4 也 可 微 ， 
并 且 


他 4 
nt 5 一 可 区 Fr 


2.1.3 ”解析 毅 数 


定义 如 果 4 是 跑 谢 某 一 开 区 域 A 的 复 参 数 , 列 仁 久 域 A4 中 可 微 的 广 焉 有 称 
为 4 的 解析 广 尺 画 妆 . 


，400 . 第 9 篇 广义 函数 


定理 4 广 函 上 在 区 域 4 中 是 4 的 解析 函数 的 充 要 条 件 是 一 切 数值 本 数 (， 
8) 是 在 区 域 4 中 的 4 的 解析 函数 ,这 时 ,在 区 域 4 中 的 每 点 4 各 阶 导数 9, 
… 都 存在 而 且 在 点 to € 4 的 邻 域 中 , 它 可 展开 为 泰勒 级 数 


Ei Ff 
= 
定理 5 定义 在 区 域 A 中 前 两 个 解析 枉 数 和 pw 如果 和 在 以 A 的 内 点 为 极限 点 
的 某 一 个 4 集合 上 相等 , 则 对 一 切 4 E 4 这 两 个 函数 相等 . 
定理 6 假定 一 切 数 值 函 数 《A ,yp) 都 多 许 解析 开拓 到 比较 大 的 区 域 A| 中 去 ， 
则 对 任意 的 Al 二 aI 数值 ( ,mp 也 给 出 空间 芒 上 的 线性 进 续 泛 函 ， 
定理 7 解析 广义 函数 请 对 4 的 导数 仍 是 ) 的 解析 广 忒 隧 数 . 
定理 8 ”如 果 解 析 泛 函 在 区 域 4 中 关于 运算 4 是 不 变 的 , 即 上 (ux) = (x)， 
则 它 在 4 中 的 解析 开拓 关于 此 运算 * 也 是 不 变 的 . 
定理 9 在 扳 立 奇 点 lo 的 令 域 解析 的 广 函 请 可 以 展开 成 罗 朗 级 数 


f= Dien(hA- Mo)*， 
其 中 cfa = 0, 上 上 |, 土 2…) 是 固定 (与 4 无关) 的 证 上 国 
(ens 的》 = | Cm, pds + 三 ha 一 A 


2.2 “ 盖 尔 范 德 的 正则 化 程序 


2.2.1 函数 六 Cs) 的 正则 化 泛 取 


在 1.8.2 中 秀 述 了 通过 天 阿达 马 有 限 值 建立 有 埠 式 奇 总 的 函 数 Ax) 的 正则 化 
诈 函 的 程序 ,现在 讲述 通过 对 复 参 数 作 解 析 延 托 建 立 函 效 站 zx) 的 正则 化 泛 函 的 
程序 .两 者 所 得 结果 是 一 致 的 ,而 后 者 更 适合 于 作 理 论 研究 . 

考察 具有 医 式 育 点 的 国 数 ,也 就 是 当 * 趋 于 某 一 不 可 积 的 施 立 奇 点 如 时 , 增 贡 
得 不 快 于 | x - 知 1 的 某 -- 构 的 函数 六 x). 

定义 7 函数 六 x) 的 正则 化 泛 函 是 一 个 连续 线性 省 两/ 使 对 在 麻 点 如 的 邻 


域 为 零 的 基本 函数 p(x) 有 tj, gg》 = [mape(zds . 


与 此 等 价 的 有 
定义 8 区 数 放 x) 的 正则 化 证 函 是 一 个 连续 线性 证 图 /除了 奇 点 加 外 它 与 
站 x) 二 等 (在 开 区 域 广 国 相 等 的 意义 下 ). 


2,2.2 解析 开拓 建 京 正则 化 泛 男 


设 给 定 蚊 数 ,Asx), 当 路 遍 复 平面 上 基 一 区 堪 A 财 , 它 攻 局 部 可 积 的 ; 当 ， 在 
区 域 4 之 外 时 ,Atz) 一 般 不 一 定 是 局 部 可 积 的 .再 仍 定 对 任 租 9E 总 依赖 于 参数 
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4 的 数值 函数 (£ ,在 六 中 解析 ,并 且 可 解析 开拓 到 与 pi x) 的 取 法 无 关 的 更 大 的 
区 域 4 中 去 , 且 对 于 ho 所 AL 4 在, 这 个 解析 并 拓 给 出 -- 个 确定 的 广 隔 ,就 可 定义 
三 下 上 如 下 : 

| p(x)ds = 解析 开拓 人 Coetodx， 


1. 广 函 六 (1 复数) 
当 Reu>-t 时 ,有 正则 斌 函 


CP “lorear 9 2 
当 Rea >-R- 1 人 -1 -2,，…,， -nn) 时 ,定义 


i 1 (人 ， 
| Yipt rdr = 好 的 [dx + > tr Te 
| gx — pO) - rp (0) -一 


rie "Old 
在 带 状 三 -n> Re >- #1 中 上 式 变 为 
《Pp = | oir) - pO0) — rp (0) -1 


Ti?" (ds, 
玉 二 1 
1.8.2 中 伪 隙 数 产 . xs 到 可 看 作 它 的 特例 . 
2. 广 函 六 (1- 复数 )} 


(tp) = xz pr)dr = (双亲 ) 
着 =| 一 人 
| lp 4) p00) + wp (0) -ds 
一 及 > ReA>»>—-n-l., 


3. 广 函 妆 和 过 的 偶 组 合 
x | etxr) + pf x) -2 pO) + 


之 
2 好久 人 0) + Go 本 他 -2(0)]1dx， 
-2m+1> Reais>-2m- 1], m= tlt.2," 
特别 地 ,Cx ,gp) = < x 1 1- 3 
4. 广 范 蕊 入 移 奇 组 侣 
‘| Sn》 


- | tg) _ pfx) 2 wp' (0) + 
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”402 ， 
x 《3 
多 tO + + Tam 
一 2P> ReA>s—-2m-2,， m= 1,2. 
特别 地 ， 
{x 分/ = {Ix I*spgnx ,py | 


此 欢 , 当 -1> ReX > -2 时 ,有 
Clr bsgnrr pg) = | at ~ 9- x) dx, 
-1 是 广 孙 | x 1*sgnx 的 正则 点 , 故 
(oildz -| He(z) - 9(0)1dx . 


而 A = i 
(<71,9) = 解析 延 拓 | 这 19(z) 


此 与 1.8.2 中 伪 函 数 PF. x ' 相 一 致 
5. 广 下 {x + 认 }* 和 (x 一 间 j 
经 典 国 数 (x + iy)+ = 人 [nsrirlrimet st 
-x < arg(x + iy) < 在 上 半 平面 和 下 半 平 面 分 别 起 ，+ iy = z 的 单 值 解 析 
x < 和 


EA | x 1 
x >» 0. 


A 一 


次数 ,它们 在 实 轴 .上 分 别 为 
{x+ i; lim {x tiy)! = 二 


这 山 旦 数 对 任意 复 值 4 有 定义 与 此 相应 的 有 
定 光 9 广 雪 (x + 齐 站 ,A 关 ~1, -2 ,证 兴 作 
〔 + 这) = a ern ， 
{x = te 
定理 机 人 广 冰 (x + 加)* 和 人 xz - 间 )* 是 变 元 4 的 整 册 数 ,日 对 n= 1,2,… 有 
(x + 和) = Cx -i0)"! s 如 
Cx + OI" = x nr BD xn .111, 
(x ~- iD) = x+irf- "m0 ar)A( nr - 1)1. 


砂 教 的 正则 化 泛 画 的 导数 


2.2.,3 
由 解析 延 拓 法 不 难 导 出 以 下 公式 
【让 0 -1,-2 


(a ,A201,-2 
Cx 113 
AlTxI*l,A 2, ~ 4, 


(| x [sgnx)} = 
{YY = en = 1,2,: 
{x 二 nx "In = 1 ,2 
[x + 认 ] = 4x + 认 )+-1,aA 汶 任 意 复数 . 
[fs 一) = A(x 认 )-i,aA 海 任意 复数 . 
上 1 ， 
= x ixd(x}, 


[nix + i0) 1 = 了 而 
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[n(x ~ 0}} = 


2.2.4 广 表 rr 


设 r= (x p(x) EE (RY). 
(1]) 当 ReXA > 一 时, 汉 孙 


{ry = | rp x)dr 


定义 一 个 下 则 广 菠 ,月 是 区 域 Re 4 > - n 中 4 的 解析 旺 数 . 
(2) 当 Re 4 过 -和 时 ,由 解析 延 哲 得 正则 化 省 范 


《PN = 人 | 55CDar 


其 中 4 表示 nt 维 空间 中 单位 球面 的 面积 , 5,( rr) 是 函数 x(x) 在 半径 为 + 的 球面 上 
的 平均 值 


Sp(7) = 让] p(x)dn. 


dQ 是 单位 球面 有 的 微分 .函数 人 Crm( 当 + 这 0 时 有 定 交 IE C”, 有 紧 支 集 , 还 可 表 
成 


加 Sn oO 加 
Sy{ 7) = 2 IR) nr) 
证 画 人 ao 在 1 =- nn- 2k(k = 0.1…) 处 有 单 极 点 , 留 数 为 
SLO ON AEY!, 
2.2.5 ”有关 正 划 化 问题 的 一 般 性 结论 
设 消 数 /x) 除 * = 0 外 处 处 局 部 可 积 , p(x) € RR"). 
(1) 车 对 某 个 m > 0 函数 瑚 全 严 局 部 可 积 , 则 积分 |/(z)p(x)dx 可 以 正则 化 . 
(2) 若 记 是 积分 jCx) g(x)dx 的 正则 化 问题 的 特 解 , 则 一般 解 可 由 /加 上 任 


意 个 集中 作用 在 点 x = 0 的 泛 函 而 得 到 . 
(3) 若 在 某 个 以 坐标 原点 为 顶点 的 立体 角 中 ,函数 f(x) 满足 用 x) > F(T) ,其 


中 Fr) 当 r 一 0 时 增加 的 速度 比 1/r 的 任意 次 宕 都 要 快 . 则 积分 |/(x)g(x)dx 不 
可 能 正则 化 ， 


2.3 “ 齐 次 广 沈 图 数 


2.3.1 章 次 广 通 定义 
定 党 加 车 广 函 站 x) = 所 xi ,x ; 襄 】 对 任意 > 0 有 
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所 三 TN x Nn) 


或 


| 了 ,卫生 ]) 一 人 


如 他 性 


其 中 是 任意 复数 , 则 称 f(x) 为 次 数 4 的 齐 次 广 兴 函数 . 

2.3.2 ” 齐 次 广 函 举 铀 

例 1 对 x 二 0 为 连续 的 通常 齐 次 函数 扩 x) ,x E€ 民 " ,如 果 它 的 次 数 满足 
ReX > - a, 则 对 应 的 广 函 (f, 9)》= |/(x)g(x)ds 也 是 次 数 为 的 齐 次 函数 ， 

例 2 狄 拉克 分 布 tx ,x ,x ) 是 {- 上 了 砍 齐 次 孙 笋 . 

人 网 3 广 函 内 在 区 域 关 - nm -站 -2… 中 是 4 次 的 齐 次 阔 数 ,这 旱 r = 
{ 3 +- + x2)3. 

例 4 设 xER,AECCx+O) 和 {x - 闪 )* 对 任意 4 苇 是 ; 次 齐 次 函数 . 亿 
和 六 对 4 关 -1. -2… 是 4 次 放 次 函数 . | x 中 对 4 -1, -3,… 是 4 次 齐 次 
请 数 , | x 1*sgnx 对 关 -2， -4… 是 Ai 次 齐 次 图 数 , 对 任意 正 整 数 m,x-” 和 
8t"-0(x) 是 (- m) 次 章 次 角 数 . 

2.3.3 彰 次 广 通 性 质 

定理 11 设 x ER. 广 孙 fx) 是 4 以 齐 次 函数 的 充 要 条 件 是 它 满足 欧 近 方程 

2 到) = 


特别 地 , 当 n= 1 时 ,有 方程 x 时 = Xf 
定理 二 ”两 个 次 数 为 4 的 齐 次 广 画 之 和 也 是 次 数 为 4 上 的 齐 次 图 数 . 
定 还 起 ”次数 为 1 的 齐 砍 广 函 和 次 数 为 上 的 无 限 可 微 齐 次 函数 的 霖 积 是 次 数 
为 CA + 的 齐 次 广 习 图 数 ， 
定理 地 次数 为 的 齐 次 广 沙 对 x 的 偏 导 数 是 次 数 为 (i - 1) 和 的 齐 次 广 让 果 数 ， 
定理 15 不 同 次 数 的 齐 次 广 晴 是 线性 无 美的 . 
定理 16 设 太 是 次 数 为 4 的 齐 次 广 国 , 且 在 区 域 4 中 是 4 的 解析 消 数 .又 假 定 
万 多 许 对 4 解析 开拓 到 更 大 的 区 域 4 汪 4 , 则 泛 泗 五 在 这 较 大 的 区 域 4 中 仍 是 次 
六 为 4 的 齐 次 函数 ， 
2.3.4 齐 次 广 函 的 一 般 形 式 
定理 17 次 数 为 4 的 齐 次 广 纯 的 一 般 形式 为 
cl 二 C2 当 4 关 -由 时 ; 
A = 人 + ettnufx)， 当 = -天 时 ， 
这 里 并 是 正 整 数 ,ei 和 Li 是 尾崎 复数 ,x 抱 R. 
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2.4 ”物理 学 中 党 用 的 分 布 


近代 物理 学 中 ,除去 犹 摧 克 分 布 8(x) 及 其 导数 81x) 外 ,还 有 海 森 怕 格 
{Heisenberg, WW) 分 布 3, (或 8:)，, 
定 久 11 分布 5, 定义 作 


{8 CX) pir)) = lp 2 
即 他 (x) = x+ OQ}. 
2.4.1 5, 和 5 的 关系 式 


王 】 Pixtdr 
ri 十 和 ? 


2.4.2 (ww) 的 导数 
Sm x) 《一 1)mml 


Sm (= FT 


nh 二 1 


3 广义 函数 的 乘积 、 直 积 和 卷 积 


3.1 三 义 郴 数 的 乘积 


3.1.1 无 穷 可 签 函 数 和 广 蚂 的 来 积 


1. 乘 积 的 定 光 

定 穴 1 设 f/€E SR" ,gE C*(R"). 则 ff 和 g 的 乘积 应 (或 gf) 定 文 作 
(Bp) = fp = Cf ,gpI YE sR). 

如 果 耻 为 m 阶 广 五 ,只 需要 求 g 为 m 次 连续 可 徽 . 设 c 基 任 意 复数 ,cf 同上 定 


2. 莱 积 的 性 质 
定理 1( 羔 布 尼 兹 法则 ) 站 7 C” ,gt 2 人 


Ua) = 5 7 了 


一 艇 的 有 
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a fe) = 2 a 人 (amp(ang)， 


定理 六 文集 性 质 】) 设 f€ Co gE 多 1， 则 


suppr (x gt x) CC suppf MM suppg. 
3. CC” 秒 数 和 61"{x -el 的 先 积 


定理 3 设 太 x)} EE CC” (RR), 则 对 非 负 整数 n 有 


Fx) x 【一 D" SC- DEC Ft Br - ey. 
jn 


特别 地 , 当 = = 0 时 ,对 rn = 0,1 有 
x(x) = OBC x); 
A tr) = 7 (0 + FAO (4). 
例 1 对 非 负 整数 六 和 = 有 


0, me< nn; 
x mI = (- Dn!dtx), m= nn; 
$= Dm tn- n(x), my nh. 


4 冬 积 f(x)Hlx - cl 的 n 阶 导数 
定理 4 设 FE C*(R), 则 对 非 灸 整数 nn 有 
{f(x Hix — ey = FAFAIHGx -ef D (eBtr -ce)+ 


FD Yo (x _ cy 十 + 的 wyStn N(x 一 co), 


3.1.2 来 积 x* .pf.x-! 


定理 5 对 正 整 数 mm 有 x"pf. xz = x 
证 《Wo x Px) = 4p x p(x)) 


= 全 ea — (x) rt lds 
= | pr) = {x ,pp), 
3.1.3 结合 性 乘法 的 不 可 能 性 
定理 6 在 空间 缘 ' 上 不 存在 具 结 会 性 的 腾 法 运算 . 


事实 上 , 兰 存 在 结合 性 乘法 运算 , 则 取 名 和 中 的 元 素 x ,1Y. x ,8(zx) 应 有 


[Prx xyzl) = PF. x tadtx)], 
看 边 = 1 Btx) = (x) ,右边 = Pr.x-"D = 0, 互 扯 巴 盾 . 


3.1.4 条 积 (x + i0)* (x + i0)# 


定理 7 对 人 尾音 复数。 和 8 有 
fr + OT .fx 二 各) = (x + OH. 


$s 
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3.2 上 闵 国 数 滋 积 的 简单 应 用 


3.2.1 狱 拉 克 方 程 的 解 


设 g(x) 二 C”{R), 试 求 方 程 
fx- bf(ix— $b) = g(x) 
的 广 迄 解 站 首先 ,当时 站 x 一 上 了) = 0, 推 其 Supp fx 一 上} = 151 ,再 出.7. 
4 中 定理 39 和 3.1.1 中 前 | 推 得 齐 次 方程 
(x bflx-b)=0 
的 通 解 为 Cx -co 是 任意 常数 ,由 定理 5 可 推出 
Cx bP {ro bgtr) = g(r), 
从 只 PF (x -Tgtx) 是 非 齐 次 方程 的 一 个 广义 特 解 ,这 时 假定 了 这 个 于 积 的 旺 
结合 性 .因此 非 齐 次 方程 的 通 解 为 
fx-b) = dtlx- b+ Px- b)- gl x}, 

这 个 解 首先 由 犹 拉克 导出 ,在 迁移 理论 中 很 有 用 . 


3.2.2 量子 力学 中 有 关 广 责 来 积 的 公式 


人 = 全 (= 家 (23 
Srl x x Hr 


二 mx): 二 (0) mi rnt (Cx), 


3.3 广 闵 孙 数 的 直 积 


3.3,1 广 表 的 直 积 的 定义 


没 上 = {xa ER = 和 有 RR 的 和 
上 汞 村 积 R"* x R* = R™* 的 任何 -点 是 (xp) = 《Ct 
Zinn 全 别 表 示 R”",R* 和 Rn" 中 具有 紧 支 集 的 基本 也 故 袜 间 ， 
定理 8 设 f{v) E77) EE 名 ;加 
区 全 人 的 
己 定 宝 间 5 上 的 -个 连续 线性 泛 末 . 
定义 2 没 AxyEcer)E i, 江 岳 
Cr) gE) px I Px YE rn 
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确定 的 世 ,， ， 中 广 范 称 为 上 和 8 的 直 积 , 记 和 作 所 x) 本 sty 六 (得 记 作 f(x) g(y)); 


(F(x) WH gr) pl xr) = fr) ,Cg px, 7) DD), 
P(r) EE 过 


3.3.2 广 范 的 直 积 的 性 质 
性 质 1 (可 交换 性 )f(x) @@ gt7) = gtY) 因 大 xz). 


性 质 2 {连续 性 ) 设 gE 名 i, 当 一 甸 时 ,fj 一 站 在 多 "中 ), 则 有 


f(x Bg) A YY) (在 多 和 ,中 ). 


性 质 3 (可 结合 性 ) 设 PE 多 ',g € 多 ,hE 和, 则 


fr) Lg) kz)] = [fx) ®@ {7) | Bh(s). 


性 质 4 【( 支 集 性 质 ) 设 记 号 x 表 币 卡尔 积 , 则 
supp( @ g) = (supp) x (sauppg). 

性 质 5 微分 法 

2889[ fix) 的 有 7] = [of x) |] @ [oset y}]. 
性 质 6 设 alx) EEC” , 则 

otax) [Fix) er = [af |] ® st), 
性 质 7 自 变 量 的 平移 

[f ® gl + hy) = fx + h) ® gty). 


3.3.3 广 函 的 直 积 举例 


例 2 设 xERryERrz,y)E Rn 则 
Sx) = Sx} @ OF) = 人) 人 CT)， 
例 3 在 直 前 坐标 系 中 ， 


Bt 


SCR a) a ). 


例 4 在 直角 誉 标 系 中 ， 
下 (= 
= HCxI) HBs) HC ), 
DH(xI ,xa) 
可 和 | 二 和 


= BCxr}odt rH,) 


一 G(x 2 


3.4 ”曲线 坐标 于 的 5 分 布 


3.4.1 一般 变 换 式 


定理 9 设 曲线 坐标 (yi 和) = 7 和 直 骨 坐标 (rl, xz 
于 关系 式 


xn) 


,7 = 联系 


3 广 沈 了 盖 数 的 乘 祖 . 直 积 和 卷 积 ，409 ， 


Xi = = a 12 
dx = dxzdr dy = 由 dm, 变换 的 雅 可 比 答 阵 DxzDy 是 非 背 异 的 . 叉 设 点 P 
在 x 系统 和 系统 中 的 坐标 分 别 为 = (Cals ers" on) 和 # = (B,D 
Str- RR) = 站 人 一 1) wo 一 2) ~ 


Gy — BS ys — Pty — BY 


| 
合 (y 一 8)/ | der ps 


Dx 
det Dy 


证 ”对 方程 
| SG 一 如 和合 
作 坐 标 变换 = wtyi = w(ty) 得 
| -0 人 — or} pl u(y) toy)) 
= pt ul), ,ut B)). 


Dx 
det Dy dy 


今 各 人 各 三 pL 
则 名 CE 和 
代入 前 式 得 


[But a) Cty) = od gp ) dt BE | ay 
二 js 一 Bly, 一 Be BEY Yn dy. 


3.4.2 极 坐 标 条 中 的 台 分 布 
设 平面 直角 坐标 系 中 点 + = (x,Y) 通过 关系 式 


T= roop, 了 = rsing 
变换 至 极 坐 标 F 三 fr ,9) ,定点 Fr 三 (xg, yo) 一 《roy Po) 汪 办 , 则 
dr- to) = Hx ~ Tod(y — yo) 
= 有 下) 有人 一 Ar (try O00 < 2n). 
当 no 取 0 原点} 时 有 
Br) = 全 (xy)》 = tri(ig) (Qnr) (rs O0sp < 2n) 
这 里 Ay) 为 单位 广 晃 , 即 由 常 值 消 数 1 gq) = 1 生成 的 / 消 : 


Tp), Gp) = | yp)dy. 


证 ro 站 时 由 定理 9 推出 , r= 小 时间 核 验 : 
(Or) Yr), pr)? = gl00), YE RR), 
pdr 2ar), pr, 


一 fa [Qnr (Cr) Greos rsing) rdr 
-Jo 9 人 


= G20 | w00.0)44 = $0,0), YY ¥ € HR). 
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3.4.3 柱 面 坐标 系 中 的 字 分 布 
设 空 间 直 前 坐标 系 中 点 + = (x ,7 了,z) 变换 圣 柱 面 坐 林 F = {rp,z): 


x = reos@py = rnPps = 三， 
对 定点 内 = (zo,yos20) = (ro, go:z50) 夫 和 有 
Her ro) = Bx xodty - ydls - a) 
= H(tr rodtgp — podts - mxr 
r=>0,0 有 sp < 2n. 
妾 站 取 册 原点 ) 时 有 
Br) = B(x)O(CYIGU FY = (rd(z} ll po /tarr) 
rs0O0ra¢% < 2 
这 里 fw} 二 单位 广 肾 . 


3.4.4 球面 举 标 系 中 的 合 分 布 


设 空间 和 直 前 坐标 系 中 点 r = (x ,YY,z) 变换 至 球面 坐 相 mr = 《pyO,9p): 
x = psindoospry = patndsinp,z = pig, 
对 定点 和 = 【zi 各 ,到 ) = (po: 所 ,qo 产 必 有 
Str— rn) = 二 一 xo) Sty 一 T01 丰 (= 一 &,} 
= to - pO Help - po psing) 
n>00<< 人 re < 27. 
当 取代 原点 )} 时 有 
Sr) = 人 xz)807)GCzN = d(H(0, pt dnp’). 
这 里 1f(8 ,gq) 为 单位 让 隐 , 即 
a, pp) fo, p)? = | 9, psinddidy 


te) 


o 表单 位 球面 . 
3.5 “ 广 六 函数 的 着 积 


3.5.1 三 函 的 卷 积 的 定康 


车 x) 和 g(x) 是 直线 上 两 个 绝对 可 积 函 数 , 则 它们 的 卷 积 人 x) < gtx) = 
htx 儿 也 是 绝对 可 积 的 ) 所 定义 的 泛 函 


(h(x) ,g(a)) = | Ha) * gC)! pl)ds 
= iA ex - EJdel op{ x) 


= [ee P(E + dédy 
可 看 成 是 直 积 f(x)g(y) 作用 到 销 数 p(x + 7} 的 结果 . 


3 “三 义 范 数 的 乘积 .让 积 和 卷 积 + 411 ， 
定 兴 3 设 几 xi) 各 2 gs EE 名和, 则 和 g 的 善 积 /x g 定义 作 
(fig py = ff 8 

其 中 Pr) = px ty NOE HR. 
这 里 假定 对 任意 vw 和 党 (R") 有 意义 . 

充分 条 件 1 如 果 f 和 g 的 支 集中 有 一 个 是 有 界 的 , 则 上 述 眷 积 fx g 存在 . 

充分 条 件 2 ”如果 了 上 和 g8 的 支 集 是 局 -- 方 向 有 界 的 (例如 , 当 x < a 时 f= 0， 
而 yy< 请 时 8 = 0, 则 上 述 眷 积 rr g 存在 . 


3.5.2 ” 广 雪 的 卷 积 的 性 质 


(1) 可 交换 性 ”车 和 满足 充分 条 御 1 或 2, 则 有 +g= gx 

(2) 可 结合 性 若 /,g ,上 之 中 有 两 个 的 交集 双方 肛 .或 三 个 的 支 集 同方 斩 
有 界 , 则 有 (CF* gjxh = fwtg*h). 

(3) 微分 法 ”者 了 和。 满足 充分 条 件 1 或 2, 则 有 

a fx 8) = (at g = fx (op) 
设 D 是 任意 常 系数 微分 算 符 , 则 有 
Dif* g) = Di g = 了 3 

(4) 连续 性 。 车 下 列 假 定之 一 成 立 ; 

1 每 个 广 函 三 的 支 集 限 于 同一 有 界 集 ; 

加 广 晴 的 支 集 有 界 ; 

3 广 函 /和 g 的 支 集 癌 一 方向 有 界 , 且 其 界限 是 一 全 与 无关 的 常数 . 
则 由 £6 一 了 可 推出 jx* gf*g. 

(5) 对 参数 :的 微分 法 若 依 赖 于 参数 :的 广 否 存在 导数 序 , 则 在 (4) 中 假定 
上 .2 ,3 之 一 成 立时 ,有 

2 (p40) Arg 
(6) 平移 法 ”车 / 和 g 满 足 充分 条 件 1 或 2, 75, 是 平 称 针 子 , 妇 wT = T(x 4)， 


则 有 有 
Ta B) 三 (rf +g 三 fxlrg:. 
3.5.3 ”物理 学 中 算 符 的 卷 积 表示 
{xi fx) = Fx): 
Hx -afxr) = Fx a) = rr fr- 2); 
Bmx) fr) = fx). 
设 了 D 是 R" 中 和 任意 常 系数 微分 算 符 , 则 有 
D3 x* f= DA. 
特别 地 ,车 D 是 R* 中 的 拉 普 拉 斯 算 符 
A = /x 4 
则 A = Mi 
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若 卫 是 本 (空间 - 时 间 ) 中 的 达 裔 内 尔 算 符 
OD = (v0 Rdx PAA P22, 


| Dexf= 地 
3.5.4 广 表 的 卷 积 的 支 集 


定理 0 ”如果 卷 积 fx g 存在 , 则 有 
supp (f* g) C supp f BP supp &. 
这 里 记号 外 表示 点 集 的 几何 和 , 模 线 表示 集合 的 闷 包 . 
如 果 supp 号 或 者 supp g) 是 紧 集 , 则 它们 的 几何 和 是 切 集 .如 果 它 们 两 个 都 不 


旦 紧 集 , 则 它们 的 几何 和 可 能 不 是 闭 的 . 
3.5.5 广 于 的 卷 积 和 直 积 的 关系 


定理 11 广 隔 的 直 积 的 卷 积 等 于 它们 的 卷 积 的 直 积 : 
(A x CRCB x DD) = (A B) xd) 
其 中 4 号 区 多: 有人 1'; 且 4, 和 CC, 每 个 都 有 紫光 集 . 
3.5.6 广 函 的 正则 化 
定理 12 设 pE CR ) 或 (RSE 区 人 R) 尸 e(R") , 则 卷 积 
(Sx px) = SEY) ,ptr ~- 7)) E CIR*)， 
定义 4 设 oE 全 (RSE 2 多:(R"), 则 xp 称 为 广 画 5 的 正则 化 . 
定理 13 任意 广 困 了 是 46” 函数 网 在 久 ' 中 的 极限 . 
定理 14 ”空间 多 在 空间 入: 中 稠密 ， 


3.6 ”复数 阶 的 微分 和 积分 


3.6.1 可 积 函 数 的 严重 原画 数 
柯 西 公式 设 gtx) 在 x 0 上 局 部 可 积 , 则 有 
gn(x) = [ih ead-de,, 
= cli | et) eid. 
如 在 x < 0 时 ,规定 gtx) = 0D 和 zx- = 0, 则 可 等 成 
Ba x) = gr a TN)., 
3.6.2 广西 的 和 A 阶 积分 


定 流 5 设 广 图 了 集中 作用 在 * = 0 上 , 则 广 杉 的 * 阶 原 函 数 定 义 为 
Sx) = gx A A), 


其 中 是 任意 复数 ,ReX > 0. 


3 广 福 困 数 的 乖 积 . 直 积 和 卷 积 413 ， 


3.6.3 广 瑶 ve"! /AT(A) 


定理 起 广 函 本 = 以 -1 /AT(A) 是 复 变 量 ) 的 整 晒 数 , 且 有 
下 三 中 fr = 


(x) = B(x), 


3.6.4 广 苑 的 阶 导数 
定 兴 和 6 设 广 阴 gg 集中 作用 在 x 0 上 , 则 广 函 的 阶 导 数 g.; 定义 汶 
8_A(X) = dg = gD = ECX xi /TC A) 
这 里 4 是 任意 复数 ,Rea = 00. 
3.6.5 广 十 B(x) 的 性 质 
定理 好 ”对 任意 复数 4 和 jw 有 


定理 17 设 广 落 吕 = 芭 'AT(4), 则 有 
DD = 硬 .， 
特别 地 有 BT) = 人 AR = .13 
定理 声 ”对 集中 作用 在 半 轴 >* 关上 的 广 男 中 成 这 
(gx BD = gx 有 = g* Dp. 
由 此 推 郑 同一 阶 微分 和 积分 芍 互 逆 性 
(gD = 8+ = ，A 为 合意 复数 ， 
以 及 微分 阶 数 的 释 加 性 


a [a 起 十 
(9) = 和 本 ;由 ， 庆 是 任意 复数 . 


3.6.6 广 于 二" = H(x)eww t/a) 


定理 了 9 广东 记 " = Hx)e“x -1/T(4) 是 复 变 量 和 的 整 阔 数 , 旦 有 
于 * Hr 一 于，.- 
这 里 后 (x) 是 替 维 赛 德 函数 . 
当 a。 = 人 0 时 , 妈 得 定理 17， 


3.7 ” 卷 积 方程 和 卷 积 代数 


定 交 7 了 支 集 在 半 直 线 xs alfx 万 a] 内 的 民 上 的 广 青空 间 用 2 人 必 R') 
[多 CR- )] 表示 , 简 记 作 攻打 [区 】 ,其 中 元 素 称 为 右 [ 左 ] 侧 广 还， 
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3.7.1 晒 美 卷 积 方程 
者 睹 包 合 卷 积 的 方程 
许昌 ， 
此 中 4 和 8B 是 纵 定 的 广 阴 ,分 别称 为 方程 的 “ 幢 " 和 “ 非 齐 次 地 ". 若 B = 0, 则 方程 称 
为 齐 次 的 . 
iE 
例 &。 常 系数 俩 微分 方程 


Sad = Paxy¥=B, 


这 里 核 的 女 集 是 原点 ， Fem 
例 7 有限 差 分 方 各 


> 一 由 # 二 上， 


这 里 核 的 支 集 是 m 个 点 x = 名 . 
【2 有 车 
没 supp 兵 ,subp upp giR:. 
和 鲍 8 第 -出 优 尔 特 接 (Yeolterra,Vy 积分 方程 
Fr) + | KC — EA = ptx), 


由 《分 + Kf = 将 ， 
例 9 第 … 型 优 尔 特 拉 积 分 方程 
站 ke fd = glx), 


| KxXff= Bs. 

全 10 法 D= dr + od id td, 
说 徽 分 方程 Df = BS* f= g, 这 果 1 > 0. 

3.7,2 卷 积 代数 

定 只 和 没有 广 凋 宅 间 华 - 的 问题 子 空间 . 澡 证 得 晤 个 或 侍 意 有 限 个 局 二 
.的 广 苹 的 卷 积 总 有 定义 ,日 属 于 . 冯 这 个 状 积 是 可 结合 与 可 交换 的 .此 外 , 
,及 和 穆 此 空间 . 为 卷 积 代 数 ， 

例 丰 2 2 让 是 圆周 上 所 有 三 国药 郑 各 代数 . 

例 12 .2 是 下 中 具有 紧 交 集 的 广 晴 的 准 各 代 效 ， 

例 1 .MY 了) 三 幼 ” 是 支 集 包 含 在 站 直 线 Da = 0 的 广 冰 的 
若 积 代数 . 

便于 刘 广 旦 RISE 阿 - 时间 ) 中 顶点 在 原点 的 锻 你 

上 节 Dr yy zi = D, 


是 支 集 包 省 在 未 来 波 锥 Tr* 内 的 /" 孙 的 卷 积 代数 . 


3 广义 请 数 的 乘积 ,天 积 和 卷 入 415 ， 


3.7.3 辣 积 方程 的 和 解 的 特性 


1. 齐 次 方程 的 解 

设 4E 上 成 4E .< 卷 积 代数 ). 

定理 2 ” 齐 次 卷 积 方程 4* = 0 的 解 形 成 空间 字 站 在 让 E 站 的 成 . 兰 皂 本 
让 后 .党 " 世 .党 ") 的 线性 子 空间 ， 

定理 刘 ” 齐 次 卷 积 方 程 4* XX = 人 0 的 任何 解 都 是 避 ” 陪 数 形 式 的 解 的 概 限 . 

2. 广 画 4 的 赣 元 

定义 9 设 4 生 学 或 4 和 癌 '. 若 有 扩 国 四 乓 久生 有 后 芝 ) 或 二 .开行 
万 . 光 ') 使 等 式 A* FE = 成立 , 则 称 4 是 可 道 的 ,4 们 递 元 是 E47 = 王 . 印 
二 二 A-! 二 个 . 

道 元 4-1 也 称 为 方程 4* 天 = 5 的 基本 解 ， 

在 卷 积 代数 . 吕 ' 中 , 逆 元 4 满足 关系 式 

A“'xA= A*A-! = 个， 

方程 4* 半 = 了 的 菇 本 解 5 如 果 存 在 ,一 般 也 不 是 哗 :的 ,事实 上 , 设 EF, 基 章 
次 方程 4 * = 如 的 解 , 则 E+ EE 仍 是 方程 4* 庆 = 5 的 基本 解 . 

定理 芒 车 4 和 轴 在 卷 积 柜 数 .有 %' 中 可 道 , 则 卷 竹 Ai * 42 也 可 道 , 且 它 的 
道光 是 

(CAL¥ A}! = 4 A. 
3. 非 齐 次 方程 的 解 
在 卷 积 代数 . 尼 ' 中 考察 卷 积 方程 
凋 关 下 三 旦 ， (3-1) 

其 中 4,B EE .用 ,未知 广 国 于 也 在 .部 ' 中 寻求 . 

定理 3 设 4 给 定 .为 使 方程 (3-1) 对 任何 非 齐 次 项 至 少 有 一 解 , 必 要 与 充 
分 条 件 是 , 广 函 4 在 .池内 有 族 元 4-1, 此 时 道 元 是 唯 - :的 . 且 方 程 (3-1) 总 存在 唯 
-- 解 三 = 4-1x 吾 ， 

如 果 未 知 广 函 不 在 卷 积 代数 中 寻求 , 则 有 

定理 33 若 #4 扎 苗 ', 它 的 族 元 A"! 在 名 /中 存在 ,有 是 BE 褒 '. 风 六 = A-'* 旦 
是 方程 4* 六 = 8 的 解 ,上 且 方 程 4* 半 = 旦 至 志 有 一 解 所 党 ， 


3.8 应 用 一 一 常 伍 分 算 符 


3.8.] 遂 元 和 齐 次 方程 始 值 问 题 的 关联 
定理 25 设 D 是 常 系数 (an = 1, 单 变量 )m 阶 常 微分 算 符 


D = 于 + 和 + oo 时 +m， 【3-2) 
则 广 函 D 在 卷 积 代数 it!'* 中 可 道 , 且 它 的 道 元 
(Dd)-! = Hz, 
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这 里 所 是 海 维 赛 德 国 数 ,Z 是 始 值 问题 
{2 = (3-3) 
ZI0) = ZOO) = … = FmD0) = 0.2m-00) -1 
的 解 . 
证 ”由 乘积 导数 公式 {( 见 3.1.1 定 理 4) 
(HZY = FT + 82(0), 


(HZY = Hr + 2 (0) + $200), 
{3-4) 


(HZ)'m-1 -= Hom-l) + 全 Ztm-2if0) 二- 十 Fd'"-2) F700), 
(HZ ™ 二 HZ im} + SZ =- 0) 二 一季 Fm) z{0), 


利用 关于 2 的 初始 条 件 , 上 面 这 些 等 式 变 为 
(HID = HZ 当天 二 本 -工时 ， 
(HEY'™) = HZI™ + #. 


由 卷 积 微分 法 则 ,利用 上 述 等 式 和 DZ = 0 得 
De* (HZ) = D(HZ) = H(DZ) + 8 = 人 


3.8.2 常用 算 符 的 基本 解 

例 15 设 ; 是 任意 复数 , 算 符 D = (drdt - 4) 的 基本 和 解 是 
(DEY = = Hlt)e. 

例 16 设 ww 是 任意 实数 , 算 符 D = (Adf + wl) 的 是 本 解 是 


(D8) 1 = (8 + w28)! = HO) EY, 


例 17 设 严 是 正 整 数 ,出 算 符 D = (ddi -4)"” 的 基 椒 解 是 
DB) = (8 MB)-m = 下 em 一 11 


3.8.3 ” 算 特 的 分 解 
例 8 ” 设 常 微分 算 符 (3-2) 的 特征 专项 式 
PI = + ta 
= {2- BHZ- DD) ), 
则 主推 知 算 符 的 分 解 式 
D = (ddt - Pddt - Zo} ddt - 27), 
从 而 
De = (8 - ZO - ZB) mr - ZH). 
由 定理 巡 扒 知 逆 元 (D8)-' 存在 , 且 
(DB)! = 五 (ez 再 (ec 站 
例 玲 说 常 微分 算 符 (3-2) 的 特征 多 项 式 
P(Z) = {1(2- 3)5, 
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推 知 算 符 D 的 分 解 式 D = | (addt - 忆 站 ,从 而 
(D6)1 = (Td ~ 玉生) 
如 持 先 将 D-! 展 为 简单 分 式 
i 
[les 一 2 工 (二 一 2 + + 由 一 | 
其 中 p = dvdt. 利 用 例 17 的 结果 ,不 难 求 出 算 符 的 着 元 (06) 


3.8.4 非 齐 次 常 徽 分 方程 的 站 值 问 题 


定理 5 设 D 是 给 定 的 产 阶 常 系数 油分 算 符 {3-2). 了 是 给 定 的 阮 数 , 则 非 齐 
次 方程 (在 函数 理论 意 兴 下 ) 的 始 值 问题 
{ye = (3-5) 
OO0) = 也 (常数), 上 Em- 1 
的 解 为 


YIlt) = | zt - 3 所 二)Jdsx + es， {3-6) 
kn 
其 中 Z 是 章 次 方程 始 值 问题 (3-3) 的 解 ， 


en = Ft Gl 2+ + ello 
三 Ya 十 立 | 4 十 "二 六 mn-_7 rn (3.7) 
tm-1 二 yn 
证 “在 乘积 导数 公式 {3-4) 中 用 Y(#5) 替代 2 ,并 使 用 (3-35) 式 中 的 初始 条 
件 ,可 推出 
(DE) # (CH) = DCHY) = HODYD + DopB'® = HW + eB, 


让 = 中 = 站 


其 中 占 是 敬 维 赛 德 函数 ,el 如 (3-7) 式 所 示 ， 
由 此 置 逆 元 (D8)-' = HZ2( 见 定理 25), 即 得 
HY = HZ* (H+ Sa). 
即 当 1 > 0 时 ,函数 
r= 2 Rde + >a2eo(0) 


当 上 三 和 时 可 在 分 布 代数 够 ' 中 研讨 ,推出 相同 的 结果 . 
不 难 验 证 ,(3-6) 所 示 的 函数 F(t) 确 是 问题 (3-5) 的 解 . 
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4 储 里 叶 变换 


4.1 急 降 函数 的 傅 旦 叶 变 换 


4.1.1 请 里 叶 变 撞 的 定义 


翁 wx EE. (CRO = CRI Na 
= WI 十 十 5， 


定理 1 积分 
| eps)de = Sa) 
和 (2x) ? | ep udu = P(x) 
存在 , 且 (uw) ,p(x) EAR"). 
定理 2 (再 生性 公式 ) 
Qnr) | edn] erg) dr = pt). 
定 兴 1 称 
Plu) = F[g] = | ep x)ax 
为 ptx) ER ) 的 博 里 叶 变 换 式 , 称 
p (x) = Fp) = Co 


为 p(n) E .XAR") 的 博 里 叶 逆 变换 式 岂 . 
由 此 ,定理 2 可 完整 叙述 如 下 . 
定理 3 人 博 里 叶 变 换 和 它 的 逆 变 换 是 映 空 间 ?到 .的 叉 射 , 且 是 连续 线性 映 


中 候 里 时 变换 有 多 种 定义 方式 ,例如 
人 = | Co Ce) = Pu), 


时 上 
Pit = Gm)" {espa) de, 
| [espa )ar, Pa) = Paru), 


pl ut) = {em pot dn), 
及 其 他 类 伺 情形 ,读者 可 注意 其 转换 关系 . 
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(GDY -pe Cpa) = pu), YeE 
4.1.2 几 个 重要 定理 
定理 4 者 /zsE .AAR"*), 则 有 
| fia)de = | fau. 
定理 5 ( 帕 塞 瓦 尔 公 式 ) 阁 f,g € .2XR"), 风 有 
| Popgtoda = Go" fetus. 
定理 ( 眷 积 定理 ) 若 FgE .YAR"), 则 有 
(Cr gs 六 = /8. 

定理 7{《 频 率 卷 积 定理 ) 和 蔡 放 geE. 冤 (RR"), 则 有 

(FE 六 = (2n) "FB. 
4.1.3 人 和 傅 里 叶 变 接 的 性 质 { 一 维 情形 ) 
1* 累 次 运算 

(px = 2rpt— *). 
2 导 教 的 博 里 时 变换 式 


[(drds) 旬 Ta = (- in) (uw): 
[Pld/di pT (Cu) = PC in) g(a), 
这 里 PL4) 是 任意 的 常 系数 儿 项 式 . 
3 情 里 叶 变 换 式 的 导数 
{drdu) ip(u) = [Gix) pI); 
Pp{d/di g(au) = [Plir) pH). 
这 里 P(A 是 任意 的 常 系数 名 项 式 . 
人 位 移 性 质 
[ptx - ou) = erp(u); 
[otu+ a) = [esp(x)T (uu). 
3 尺度 伸缩 性 质 
[op{ax)l (un) = Plur/a)/ | 4 | ,0 为 实数 ， 
特别 地 


[ef- x (nm) = Of- 4), 
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4.1.4 ”人情 里 叶 变 撞 的 性 质 (nn 维 情 形 ) 


PipixT = 《20 一 x): 
> [P(E .pu) = PO i ~ it Bn), 
这 里 POA1, 和 9,… ,A,) 是 任意 的 常 系 数 多 项 式 . 
PC = [P(x , ix) p] Cu), 
这 里 Pi ,1 ,"… ,A 是 任意 的 常 系数 多 项 式 . 
和 [pr -ee = er p(n): 
puta) = [epH(n), 


9 [pfar)JOa) =1 detA 1p((AT)-tn), 
这 里 4 是 非 奇 异 阵 , 47 是 它 的 转 置 阵 . 
特别 地 ,对 于 旋转 变换 4 有 


[oA Tu) = PC)， 


4.2 组 增 广义 轩 数 的 情 里 叶 变 换 


4.2.1 组 增 广 义 画 教 博 里 时 变换 的 定义 


定义 2 组 增 广 立 函数 i(x) 的 捕 里 叶 变 搞 式 4 由 等 式 
(Pp) = PB), YoEF 
确定 ; 缓 增 广 义 函 数 :( x) 的 全 里 时 逆 变 换 式 上 由 等 式 


(Cp) = pp), YoE 
确定 . 


定理 8 ”组 增 广义 函数 tf zx) 的 博 里 时 变换 : H 2 和 傅 里 时 道 变换 ，H* 上 是 
映 空 间 .2 ' 到 .2 ' 的 双 射 , 且 是 连续 线性 映射 : 


(Yi 六 = 
说 明 “在 博 里 叶 变 换 的 古 帮 理论 中 , 曾 证 明了 当 上 后 1 人 (CR") 时 变换 式 


SO) = | evip nds 
存在 , 且 PBE 2(R"), 而 变换 pg 8 是 映 空 间 志 到 站 的 双 射 , 且 是 连续 线性 映射 . 
男 一 方面 , 下 (R") 是 . 尖 'R") 的 一 个 子 空间 ( 见 1.2.4 例 12}. 于 是 gg 包 避 在 广 抄 


意义 下 的 傅 里 叶 变 换 也 存在 ,再 注意 到 性 质 他 ,pg》= (1,8) 不论: 在 经 典 意义 或 广 
函 意义 下 均 成 立 , 可 知 此 二 概念 相 一 致 . 
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定理 9 设 / E (BR"),f 是 /在 缓 增 广西 意义 下 的 重 里 叶 变 换 式 . 则 有 
PFE LR"); 

2 2 ( 帕 赛 巨 尔 公式 ). 

4.2.2 傅 里 时 变换 的 性 质 


关于 函数 yp .x 的 情 里 叶 变 摸 的 性 质 { 见 4.1.2 和 +4.1.4) 全 部 可 转移 到 缓 增 
广 立 画 数 (人 E .2 “) 上 来 ,只 需 特 符号 q 改 成 上 即 可 . 


4.3 紧 支 广义 困 数 的 德里 叶 变 换 


定理 地” 紧 支 广阔 了 的 情 里 叶 变 换 式 可 表 成 
Tr) =《TCy)e'ry 人 CR'). 
F(x) 在 无 限 远 处 还 是 缓 增 函数 , 即 对 每 个 多 重 指标 e 存在 :一 个 非 负 整 数 p 和 一 个 
常数 村, ,使 
1 (xr) le Ml + lr, yxER". 


定理 11 ( 幢 利 -三 那 (Paley-Winer) 定理 ) ” 紧 支 广 还 的 埔里 时 变换 式 可 以 延 拓 
成 n 维 算 空间 C= Cx Cx x 如 上 的 一 个 解析 孙 数 . 


定理 也 ” 若 广 函 了 的 情 里 叶 变 搁 式 人 (x) 是 一 个 连续 函数 , 且 能 延 拓 成 C* 
上 前 一 个 解析 确 数 Ft Z) ,使 得 


Ti sp 一 nlLPLZ)1 i 
Ee | 211+ +11 


则 广 孙 本 具有 紧 去 集 , 且 supp 了 包 人 在 立方 体 1 yl ce 中 ,= 1,2,'…,n. 
4.4 ”有 关 卷 积 和 直 积 的 几 个 定理 


定义 3 若 p ERD;TE .RBR"), 则 了 和 sy 的 郑 积 个 * gp 定义 为 

(TT* p(x) = TD ,pr Fp)». 
定理 13 若 % .RD TEAR"), 则 双 线 性 映射 

(pT (Tr px) EC IOR")， 
且 对 每 个 变量 连续 . 
定理 机 基 wwE.ATE.2"', 则 
(pe* 7T) = 他。 ?了 . 
定理 15 { 卷 积 定理 ) 者 yg EE TE .1, 则 
(pT (np?. 

定理 6 (频率 卷 积 定理 ) 若 E.',g 党 ', 刚 
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(fx pg) = g. 
定理 17《 郑 积 定 理 ) 设 .Ar)E .22RD EC EA '(R"), 则 直 积 jyg 的 
傅 畦 叶 变 摘 等 于 它们 的 博 里 叶 变 换 的 直 积 : 


(f® 27 = f@ 
4.5 ”应 用 一 一 非 局 期 函数 的 频谱 
消 非 周期 未 数 ft 1) 在 任 一 有 限 区 间 上 满足 狄 利 克 需 条 伯 , 且 在 {- wm,%) | 
绝对 可 积 , 则 在 扰 昌 的 连续 点 外 可 表示 咸 积分 形式 : 
Nn = (2 | Fw)e ™dw ， 
其 中 
Flw) = | fe 


是 f(D 的 傅 里 证 变 换 式 . 

在 频谱 分 析 中 , Fw) 又 称 为 所 9 的 频谱 函 妆 , 1 (6) | 称 为 /4) 的 振幅 频谱 
(简称 频谱 ), 它 在 量子 理论 .无线电 技术 .声学 和 振动 学 中 应 用 甚 广 .可 是 ,一些 党 
用 的 函数 ,如 常数 、 严 维 塞 德 函数 以 及 三 角 销 数 等 都 不 满足 作 (- m ,mwm) 上 钨 对 可 
积 的 条 件 ,它们 的 经 典 傅 里 叶 变 换 式 不 再 存在 .然而 它们 却 可 看 成 缓 增 广 函 ,从 而 
它们 的 博 里 叶 变换 式 就 有 严密 的 数学 意义 了 ， 


4.5.1 狂 拉 克 分 布 的 频谱 函数 
1) [Stc 六 = 1 
证 ”对 任意 mE .x ,有 
{8,9) = (8,9) = (Go 他 (yedyy 


= | Pr dy 
三 《1 人 > 
于 是 [8¢x)] = 4. 此 式 也 可 由 定理 3 推出 : 
E(u) - (B(x) ,ey = 1. 
(2} [B(x - a (nn) = ew, 
4.5.2 常 值 分 布 的 频谱 函数 
[1 = 2r8foa) 
事实 上 ， 
[1] = (SCx) ~ = 2r6( x) = nd (x). 


4 。 傅 时 时 变换 
4.5.3 ， 赫 维 塞 德 画 教 的 频谱 函 娄 


《1 有 
OI HE wr = rnd) iP = ad (ni 


证 因 昌 xz) = B(x), 利 用 微分 性 夺 可 得 


它 是 


其 中 


将 所 


为 贿 定 的 值 ,可 对 等 式 HEx) + RH{ -x)= 1 尖端 羽 铺 局 计 灾 摸 , 得 


~ iwi) = [Hx a) = [Bri Ta = 1. 


以 尹 为 未 知 滑 数 的 炙 拉 克 方程 ( 见 3.2.1) . 故 
[fw 
“十 个 常数 .再 由 者 负 性 质 可 往 
[HO x) = ctu)} -iPj* ul, 
得 两 式 相 加 ,就 有 
[Br a) RPR 


[Hix nu) + FHC x Nn) = 2rxd( nw), 


以 而 摸 知 二 区. 


事实 


即 得 


此 可 


4.5.4 符号 函数 的 频谱 玛 数 

利用 关系 式 Bgnx = Htx) - Ht- x%) 不 难 推 知 
[sgnx] Cn) = 2iPF, wt. 

4.5.5 海 森 伯 格 分 布 间 ,的 频谱 函数 


(1) [3 Cx} wu) = 再 (一 
(2) [全 《xz 所 有 = HLw). 
上 ， 
[2r6, Cr) tt = [Huy = 2rH(-. 1), 
第 一 式 , 同 法 可 推出 (2). 


4.5.6 PF.x-! 的 频谱 函数 


[PF x Tu) = inagn 上 
由 


Di Pr x tT = [CssnarYTs ay = 27 sen(- 1) 


推 得 . 


4.5.7 ee 和 ee 的 频谱 画 数 
《1) [ew f(r) = 2r8fa + a). 
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事实 上 ， 
[ew iay = [ad+ee) = 2rBfd+ a). 
(2) [ea = 2rd(w — a), 
4.5.8 cosax 和 sincx 的 频谱 函数 


利用 欧 拉 公式 易于 排出 
(1) [onswxrT fu) = ri(tuy + wl} + Olu -ww)]: 
2) [ainwx | ny) = -ixn[ Bu + wm) - Bn- wm)|. 


4.6 J) 义 图 数 的 千里 叶 变 换 公 式 表 


4.6.1 单 变量 汕 数 
】 义 沿 数 f*) 


中 3 1 
GOOD] (i) 
(x) Hi- rm) 
dG. (x) Hu) 
H(ix) Prnd, Tuy = mf{ie) + ia-! 
H(- x) 2nd, Cu) = WO) -ia 
1 2x0{1) 
名 项 式 Pix) 2 一 Ai) 
六 rt -让 恰 () 
EM niMe™ lagnu/( nm — 1)! 
| x [apnx DC TE) Ta! 
tx kt! 20— LIQk + 1 tn-2-? 


— Dsin(AmITCA + DD la 
Zicost m2 TA 41) | wb- -ilagnte 
ie + Dew + i0) "2-1 
-ie PA + Dn ~ i0) -2°! 


1 
| x ?| sgnxsA 天 一 了 一 下 
i 
i 1 -2 


由 (Cid) 

让 jx) DR 
x+ 褒 ) Yr eri A a) 
tx — 0 re in lA a) 


aditn ~ Hi) 
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续 表 

广 康 耳 数 人) 里 叶 杰 措 丰 他 (4) 晴晴 汪汪 量 师 

sinbx — ixf etn + by - Stw - $8}] 

coshr [eiw +r b) 二 全 fa 一 十) 

sinhbx netw bi) - dtw + &i)] 

cashbx nl Bt — biy + Sen + bj 

el ep 

Inx i OC) + in 

Inx -i -in -放下 na 一 而 


在 上 表 中 履 = 01.2, mm = 1 2， 
4.6.2 多 变量 函数 (n 个 变量 ) 
广 寂 函数 让) 


SE nr Kn 


1 
事项 式 PIzm 1) 


《2 只 (1 
QPp{ 1) 


ee 人 r 人 2 


~ 

Fr 

| 
ee, 

I 
|> 
ee 
i 
* 
和 
EF 


i 


2 
-1 本 时 二 2 ~ 一 
fa 4xe2| rl 了 } pT 
rn=3) dro”: 
r-2fn = 21 =- 2Wlnp — 2 
二 
c -| ap -| am 
和 


1 
全 fr 一 全 ) 1 人 -os2top) 


tr 一 Gin= 3 
(二 全 - a) 


本 da 


4rap™ sin(ao) 
D2/mo-! sint ap) 


(Cmte rite) 


.2 
Chins "ee i 交 辣 1 


在 上 表 中 ,rr = (xf + x 时， = 
2x"AT(AA2) 天 是 天 阶 贝 塞 尔 函 数 , mm = 0,1,…. 
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5.1 ”经 典 函 数 的 拉 普 拉 斯 变换 


5.1.1 拉 民 变换 的 定 又 


定理 1 设 函 数 (4) 满足 :中 4) 及 其 导数 f'(2) 在 + 0 时 除去 有 限 个 第 一 
类 不 连 悉 点 之 外 处 寻 连 续 ;2) 当 1 一 w 时 i170) 的 增长 速度 不 超过 茶 一 个 指数 孙 
数 , 即 存在 正常 数 本 >0 和 esf0 合 1 挛 间 1 二 有 We0< < wm) ,ce 称 为 交 4) 的 增 
长 指数 , 则 由 程 分 


je-rdt = FP(p) 《p 是 复数 ) 


所 定义 的 函数 Ftp) 在 半 平 面 Re p > c 上 一 定 存 在 ,而且 fip) 是 解析 靖 数 . 
定 兴 1 设 关 日 满足 定理 1 中 条 件 1 和 2), 则 称 积分 式 


i 了): /end 
为 fw) 的 拉 立 拉 斯 变换 式 (简称 拉 氏 变换 式 ). 广 (p) 称 为 拉 兵 变换 的 像 ,At) 称 
为 变 搞 的 像 源 . 记 
gr =inflec:AbDeE I- wm,w)}, 称 为 积分 式 5[ /的 可 和 性 模 坐 标 . 


定理 2 设 灰 虽 的 拉 氏 变换 式 为 FOp), 则 当 t > 0 时 在 了 (4) 的 每 一 个 连续 点 
处 有 


AD = lm | Flp)eridp, (5-1) 


其 中 积分 是 沿 着 任 一 直线 Re p = we > “= 取 的 , 且 当 上 < 0 有 ,上 式 右 端 等 于 零 . 
定居 2 称 积分 式 


FAO = LF p= lim | fF (Cnierdp 


为 上 {p) 的 拉 普 拉 斯 逆 变 换 式 , 其 中 = Re p. 
5.1.2 拉 民 变换 的 基本 性 质 


1 线性 人 性质 Err+ bg(0)] = af (p)+bg (p). 
z 微分 性 质 ”车 函数 A(41)n 次 连续 可 微 , 且 产品 (p) 存在 .2 = 0,1,… ,nn, 则 


LAM] = pF Gp) pr fe0) - pF 0) -oo fo 0). 
如 果 #00) 无 定义, 刚 补充 定 半 D060) = CF Oi = 0.1,2,"…,n-l. 


5 拉 普 拉 斯 变换 ，427 ， 


3 尺度 伸缩 性 质 ” 设 a > 0, 则 有 


FE[Aa)] = ar1 产 (pza) 
中 位 移 性 质 ”说 是 任意 复数 , 刚 


Le F(t) = 六 (5 -oo). 
5 延迟 牲 质 。 设 当 1 < 0 时 所 1 = 0, 则 对 任 一 5 0 有 


LF rHtr- r)] = e- Tf (p). 
5° 像 函 数 微分 性 质 ”车 Cp) 存在 , 则 
[F Cp = LO OAD], n= 0 


7 像 源 的 唯一 性 ”车 等 式 广 (p) = g {p) 在 它 的 收效 区 域 中 基 条 锚 垂 线 上 
成 立 , 则 41) = 中- 


$5.1.3 卷 积 定理 


定理 3 设 广 (p) 和 gg(p) 存在 , 则 L[(Ux g)(1)] 存在 , 且 
EL gt = 六 (ph， g (py ,Rep > maxtor, or). 


5.2 右 人 出 广 匀 了 酌 数 的 拉 普 拉 斯 人 换 


5.2.1 拉 普 拉 斯 变换 的 定义 

定义 3 设 f(1) 是 右 侧 广 孙 , 即 fFE 名 (R)( 见 3.7), 且 对 某 实数 cc 有 ee” 
€ .2 , 则 称 站 为 上 可 变 的 ,并 定义 其 拉 普 拉 斯 变换 式 六 

Fp) = If) = Cesf,e te) = 《re ,Rep>e. 

此 时 广 (p} 是 解析 函数 ,类 似 可 定 闵 左 侧 广 隙 的 拉 氏 变换 . 

例 1 [HD]~ = ) er = lp. 

例 2 [20]~ = (6(1),e my = 1， 

例 3 [S01~ = 严 ， 


例 4 [Br-a)]j~ = e”., 
定理 4 设 Ftp) 当 Rep c 时 为 解析 阔 数 , 且 
| Flp) le e WHIG(lp 1),Rep yc, 
为 某 实数 ,CLI p 1) 为 某 正 值 多 项 式 , 则 PP) 是 某 右 侧 广 函 了 的 垃 普 拉 斯 变换 


式 : Ftp) = fF (p), 且 suppf 在: = 了 右 侧 ,并 可 用 公式 :5-1) 计算 fs). 
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5.2.2 ” 柱 普 拉 斯 变换 的 基本 性 质 

经 典 国 数 的 拉 普 拉 斯 变换 基本 性 质 ( 除 微分 性 质 外 ) 利 卷 积 定理 都 可 以 直接 
转移 到 右 侧 广 消 的 控 普 拉 斯 变换 上 来 .关于 微分 性 质 有 

病 题 1 设 /(i) 在 (- m ,0 和 (0.o) 有 直到 闫 阶 的 连续 导数 ,AD(0 在 > = 
0 有 上 诸 度 FDI+D -FDC-0 = =01 ; 丙 一 1, 则 澡 阶 广西 导数 的 控 氏 变 
换 式 


FL = pf (po pf OO) 2 pf 0) oo fm 0). 
特别 地 , 当 :< 0 时 六 1) = 0, 则 有 


LOAN™) = pf (Cp). 
证 ”由 1.4.5 定 理 12 若 
[门人 = [FAA] + god mTD TB DD 
等 式 两 端 取 拉 氏 变态 ,利用 5.[.2 性 质 z2 即 可 推出 命题 结论 


5.3 ”重要 变换 公式 


(1 下] = lAp Rep > 0 
2) La] = TO + Dpl,Rep > OA -1,-2,. 
(3)》 下 [生生 = Co pT AER) Inpl/Ak 1)1,Rep > 0, 其 中 p(k) = -r+ 


[| 
ji,r = 0.577 9, = 2,3,4. 
:=1 


(4) Lllnts] =- (r+ lnp)/p,r = 0.577 2 ,Rep > 0. 
C5) [ti = (r+ np)sr = 0.5772.…,Rep > 0. 
(6) [Soft ao)] = i -mw < Rep< wm. 


(7) 2a - = 一 ,Re P > 0. 


(8) LE sb] = (- Ce Re p > dr 
(9) [RE - ea) = e PF(p),Rep > df 
(10) 设 当 t < 9 时 #2) = 0, 则 
LADCE)] = pF(p) ,Rep > dr 
(C11) Lhe “ti = Flp+ a),Rep > sr- Rea. 
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引 言 


稳定 性 概念 , 早 在 17 世纪 就 出 现 了 , 托 里 斯 利 (Torricei)y 原理 说 明 物 体 处 于 重 
心 位 置 最 低 时 是 稳定 的 , 稳定 性 概念 也 先后 被 拉 普 拉 斯 (Laplace), 近 格 朗 明 
{lagrange)、 麦 交 斯 书 {Maxwell), 汤姆 名 和 德 特 (Thomson and Tai)、 庞 加 莱 
{Poincaré} 等 用 过 ,但 无 精确 的 严格 的 数学 定义 . 达 度 由 四 (D'Alembert) ,位 烙 朗 日 、 
麦克 斯 韦 . 魏 施 涅 格 特 斯 基 (!EBumnerpnekuny . 蔓 可 去 斯 二 (站 yoscknf 及 斯 图 多 
{Ctodola) 等 采用 过 - -项 近似 方法 研究 稳定 性 ,但 未 证 明 卜 合理 性 . 

直到 1892 年 俄国 数学 力学 家 李 雅 普 诺 夫 的 博士 论 《运动 稳定 性 的 --… 般 问 
题 y 阿 世 , 才 给 了 稳定 性 严格 的 数学 定 兴 太一 般 理论 和 六 法, 莫 定 了 稳定 性 理论 的 
基础 .但 相当 长 的 时 期 内 ,稳定 性 理论 仅 在 苏联 发 展 . 

美国 著名 数学 家 拉萨 尔 (LaSalle) 说 过 : 在 某 种 牌 度 |. 可 以 说 , 李 雅 普 诺 大 的 
青 接 法 在 西方 重新 发 现 是 加 出 纪 务 年 代 中 期 的 事 , 至 少 贱 时 在 非 线性 控制 系统 的 
洪 计 中 已 广泛 地 承 议 了 它 的 重要 性 ,我 对 于 李 雅 普 诺 大 理论 的 理解 和 赏识 始末 
1959 年 .” 差不多 在 同时 期 ,稳定 性 理论 相继 在 中 国 、 门 森 、 罗 马 尼 亚 、 南 斯 拉夫 等 
许 名 国家 莲 坦 发 展 . 

近 十 密 年 来 ,人 工 神 经 了 网络 的 理论 和 应 用 的 研究 , 展 成 了 世界 性 的 热潮 ,其 中 
稳定 性 扮演 着 重要 衣 色 ,专家 信 利 用 动力 系统 的 吸引 池 利 电子 电 踏 的 实现 来 完成 
某 些 管 能 优化 计算 .联想 记忆 ,学 习 算法 .对 稳定 性 感 兴趣 的 人 已 远 适 不 止 数学 . 力 
学 .自动 控制 界 的 学 者 .无 线 电 . 计 算 机 ,生物 . 几 学 工作 者, 也 需要 用 到 稳定 性 方面 
的 知 诉 ， 

这 里 仅仅 介绍 常 徽 分 方程 稳定 性 理论 的 基本 理论 . 广 法 及 部 分 应 用 .现在 稳定 
性 理论 已 推广 到 用 各 种 非常 微分 方程 描述 的 动力 系统 . 古 兴 趣 的 读者 可 参考 本 简 
所 列 的 参 者 六 献 [6]. 


1 稳定 性 定义 与 近代 工具 


1.1 ”稳定 性 的 定义 


分 别 给 定 s 锥 自治 和 非 自治 微分 方程 组 


9 = git,¥). (1-2) 
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这 里 ,x EE RR",f; = col ph ,8 = col( eg 和 别 为 RR", ?x R" 1 
的 连 刍 向 量 函 数 ,i = [0, + m) 天 的 = 0,8(04,0) 三 站. 


1.1,1 稳定 性 


定 光 1 若 We>0Yw0eEl,I= {08)>0, 当 xl < en) 时 ,对 
一 切 1 ww 有 上 x(to;#0) 上 < 成立, 这 里 x(,io,x0) 表 {1-2) 式 过 始 值 (4o, x0) 
的 解 , 则 称 (1-2) 式 的 零 解 x = 0 是 稳定 的 . 

类 似 地 可 给 出 (11) 式 零 解 稳定 性 定义 . 若 (1-2) 式 、(1-1) 式 的 零 解 分 别 不 满 
足 稳 定性 的 定义 , 便 称 为 不 稳定 . 

定 久 2 若 定 尖 1 中 的 售 不 依赖 于 5, 则 称 (1-.2) 式 的 疏解 x = 0 是 - - 致 稳定 
的 . 

对 于 自治 系统 (1-1) 它 的 零 解 稳定 与 一 致 稳定 等 价 . 


1.1.2 吸引 性 


定 党 3 车 YEEfYer3cdwm) > 0,9Tie, t,x0) > 0, 使 得 当 上 上 xj < 

otolt 二 + T(E 时 ,有 
x(t, io to) ll < €, 

则 称 (1-2} 式 的 零 解 是 吸引 的 ， 

业 似 地 可 以 币 出 11-0 式 堆 解吸 引 的 定 忆 . 

定 光 4 着 定 义 3 中 的 g 不 依赖 于 iw, 了 仅 依 赖 于 # ,不 依赖 于 wj; 加 ; 则 称 (1-2) 
这 的 零 解 是 一 致 吸引 的 .( xo < ai) 即 当 -一 + 时 ,tp 0) 一 0 关于 jw， 
Xn 到 成 立 ， 

定 汉 5 阁 定 六 3[ 定 义 4] 中 的 stiw)[oj 可 以 任意 大, 天 称 (1-2) 式 的 零 解 全 
局 吸引 [全 局 一 致 咀 引 ] . 


1.1.3 渐 近 稳定 性 


定 巡 6 昔 (1-27 式 的 零 解 是 稳定 的 皇 是 吸引 [全 局 昭 相 | 的 , 则 称 (1-2) 式 的 
零 解 是 渐 近 稳定 [全 局 渐 近 稳定 ] 的 . 

定 兴 了 若 它 旺 一 致 稳定 的 , 绎 是 一 臻 骸 纤 全 局 一 致 贩 引 ] 的 , 则 和 软 (1-2) 式 
的 零 解 是 一 致 渐 近 稳定 {全 局 -一致 浙 近 稳 定 } 的 ， 

定 兴 8 荐 We>0,I4 >0,38(e) > 0,¥yxoE 1 xoll < 全 时 ,有 

| rt,io to) | a ee 和， 

则 称 (1-2) 式 的 零 解 是 指数 稳定 的 ， 

定 必 $ 车 8 > 0,IA4A>0, 当 x1 < 5 时 ,有 

i Xt, tn No) | EE kd) | Xn 1 ety 

则 称 {1-2) 式 的 零 解 是 全 局 指数 稳定 的 . 

注 1 对 于 自治 系统 (1-1), 它 的 零 解 的 稳定 性 与 一 致敬 定 等 价 ; 渐 近 稳定 与 
- 致 渐 近 稳定 等 价 . 


1 稳定 性 定 六 与 近代 工具 ，435 。 


1.2 ” 李 雅 器 诺 夫 函数 


证 只 CR 是 里 "空间 中 包含 原点 的 m 维 开 子 集 . Yi) E CLQ,R'] 表示 定义 
域 为 避 . 值 域 为 RI = (- ww) 的 达 续 孙 数 .Vit,x) E CTFx 各 ,RR .下 定义 域 为 
1 x 器 . 值 域 为 R' 的 连续 蚁 数 ， 

定 风 三 车 在 2 ,W(x) = 0f 一 于 (x) 二 0], 且 当 和 仅 当 x =0 时 .人 fx) = 
0. 则 称 隔 数 天 (x) 毛 CL 人 DA.,R'| 为 正定 [人 负 定 : 是 数 . 

正定 . 负 定 力 数 统称 为 定 号 函数 , 

定 久 让 若 在 只 上 印 (z) 有 人 -部 (r)0]. 且 Pr )=0 可 能 有 非 鹤 冬 = 
xo 关 人 Q. 则 称 下 (xz) 在 上 是 半 正 定 [ 半 代 定 ] 的 . 

半 正 定 { 半 负 定 ) 函数 称 为 常 正 [ 常 负 ] 函数 ,统称 为 剖 写 商 数 . 

例 1 W(x Xa) = Dxt 4 x x 
是 正定 蚂 数 ， 

Wx i) = xt + x Dr 
是 六 皮 定 序数 
定 攻 贡 若 耸 社 正 定 国 数 W(x) 所 人 入 ,RR ,使 得 不 x 得 上 有 有 
Vr xe) m= WA Vr, xr) a Wx}];H 1 0D) = 0, 
则 称 frrye CrxD,R] 为 正定 [ 负 定 ] 商 数 . 

洛 症 x 只 上 有 有 Nx) -zaO, 则 称 or) 在 fx 如 上 为 半 
正定 { 站 和 负 定 ) 畏 数 . 

定 久 13 车 Fi,x) ,W(x) 在 其 定义 域内 可 正 可 名 . 则 分 别称 V1,x) 在 |x 
代 工 . 环 (z) 人 在 总 于 为 变 号 函数 ， 

例 2 Wr wa) = x + 

VO, = (sint} xt + (eost} rs 

定 兴 到 若 和 (x) 正 害 , 朋 x 一 二 记 (x) > , 则 称 W(x) EE CR*， 
R'] 为 无 穷 大 正定 函数 . 

例 3 Wfxiyxz) = 21+283 + 250Y2008( WI + wy) 

宇和 + 这， 
故 Wx , x) 是 天 穷 太 正定 晴 数 . 
定 尖 三 ”条 存 在 正定 的 Wx) 万 上 ,RR'], 使 得 
| Vn, x | WY), 
则 称 Wi,x) 所 C[1x Nn,R'] 具有 无 穷 小 上 界 . 
若 存 在 无 穷 大 正定 冰 数 本 (r) ,使 得 : 
t,x) x 
网 称 cryE& C[Tx R',R'] 有 具有 :无穷 大 下 界 ， 
例 4 Vr rw) = (2 4 sint) rt + (2 — cont ) #4. 
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令 WEY = xt + B02; Wr) = xt + 2, 
显 的 有 
Wx) ee Vx) & WCx), 
故 Vti,x} 是 具有 无 穷 大 下 界 ,无 穷 小 上 界 的 函数 . 
正定 ,人 负 十 函数 常 称 为 李 雅 普 诺 夫 消 数 ， 


1.3 ” 模 男 数 (K 类 国 数 ) 


1.3.1 乾 末 数 定 闵 


定 流 声 若 风 是 连续 的 .严格 单调 上 上 升 的 郴 数 ,而 且 寿 wt0) = 0, 则 称 阔 数 地 
和 CR ,RR] 或 2E[[Ior],Rr+] 为 榨 函 数 ,或 称 为 天 类 国 烙 , 记 为 @E 天 ,车 加 区 


r= 


去 开展 . 这 里 R* 
1.3.2 坎 函 教 与 地 雅 普 诺 夫 函 数 
关于 和 李 菲 普 诺 去 函数 与 斥 类 困 数 有 如 下 重要 关系 . 
定理 1 任意 给 定 -- 个 在 上 xj 过 了 玉 上 正定 的 连续 函数 中 <), 必 存在 两 个 天 
类 国 数 g) .py, 使 得 
ptrl) se Wix) s pat x ). 
定理 2 ” 若 在 Re 上 任意 给 定 无 穷 大 正定 函数 下 (xz) ,出 必 存在 两 个 咎 类 靖 数 
| 人 x } ,Pal | x*| ) ,使 得 
外 关外) 过 开放 ) 


1.4 迪 尼 导数 


1.4.1 这 尼 导 数 
设 挛 站 后 CLD,R', Yi 二 1, 下 而 四 个 极 腿 : 
D' A jim Tf + h) A)): 
上 
D, OE iim T+ h) -AD); 
ht 
D- AD EE lm T+ h) AD) 
和 


D ADT 加 二 (e+ 人 -AD 
由 


1 稳定 性 定义 与 近 民 工具 :437 ， 


分 别称 为 f() 在 1 点 处 的 右上 、 右 下 ,左上 .左下 导数 , 统 你 为 过 尼 {Dini} 导数 . 

迪 尼 导数 有 证 能 为 + %w ,但 着 不 出 现 这 两 种 情况 , 巡 尼 导数 总 大 在 .特别 地 当 
应 引 满足 局 部 科普 希 获 (Lipsehitz) 条 件 时 ,四 个 迪 尼 学 数 均 有 限 . 当 且 仅 当 (24) 的 
这 四 个 迪 尼 导数 相等 时 ,ft1) 的 一 般 导 数 序 在. 


1.4.2 函数 的 音调 性 与 迪 尼 导数 定 导 性 的 关系 


连续 晴 数 的 单调 性 与 它 的 迪 尼 导数 的 定 号 性 有 以 下 者 要 关系; 
定理 3 设 挛 站 过 C[T,RI, 则 Rt) 在 1 上 单调 不 减 的 充 要 条 件 是 DD* /1) = 
Dt YE 1). 


1.4.3 活 徽 分 方程 组 的 解 求 函数 的 迪 尼 导数 


给 定 一 个 n 维 微 分 方程 组 : 
SE =- Fi) (1.3) 

定理 4 设 消 数 VOi,x) E CLIIx 吕 BR] 并 关于 = 村 1 -一致 地 满足 局 部 利 普 

希 荡 条 件 , 即 
Var) -Vitsy) ls Lx-yi, 
则 VCO,x) 沿 (1-3) 式 的 解 x (1) a x(t,io; 和 0) 的 夺 上 按 岂 避 数 及 右 下 迪 尼 导数 分 
别 为 
Dr* TY 人 EN)| 1, = lim tv + hE+ hx)) — Vr,¥)|; 


一 


Dr(9)| ny = lm HV + ht MU)) - Vex)l. 


ht 


1.5 闭 入 阵 


在 研究 微分 方程 .计算 数学 .数理 统计 时 , 邓 矩阵 是 -- -个 很 有 用 的 近代 数学 工 
具 . 朵 定 阵 有 许多 等 价 条 件 .这 里 列 出 几 个 实用 而 常见 的 学 价 条 人 性 . 

定义 17 “一 个 实 和 矩阵 4far)。。 如果 它 满足 下 列 条 件 : 

Pa>0 (= 12 EO ji = 1,2,..….,n), 

* 下列 个 行 到 式 : 
a 
def| : : 


:| re (i 


则 称 4 为 -一 个 性 窍 阵 . 
下 面 是 几 个 实用 的 分 别 等 价 于 好 矩阵 的 条 件 . 
{l} os>0 (= 120,n) a 0 人 六 = 1,2,.,n), 
4-1 3 0 即 4-! 是 一 个 非 负 和 矩阵 ; 
(2 al >0 0= 12m),ays0 人 zi) = 1,2,…,n), 且 存在 一 组 


。 学 3 和 。 第 上 篇 和 常 微分 方 种 的 稳定 性 理 这 


请 数 © > 0D, 一 1,2,… ,使 得 
ea >0 (i= 12) 只) 
r=1 


(3) 人 人 = 人 1,2… 8) ,存在 -- 给 和 
常 烙 Ci 0, 二 1,2, ,4, 鸽 得 


Daray > 0 人 = 2 
1 = 了 


(人 任 给 定 一 刘 

下 此 数 过 = cj 种 组 
4Y = 吕 
有 让 根 
= ATED = co gg hh) > 0 

(5 0 > 了 阵 - 4 是 一 -个 赫 尔 维 区 
(Hurwitzy 扶 阵 , 即 - 4 反 有 负 守 部 的 特征 值 ; 

(O) >D fi= 2 
定 阵 : 


1 和 

0, — a 一 

1 寻 |1 

性 籽 了 

def | 和， 0, 一 人 

起 2 性 各 
如 rn] 全 na 

本 站 申 "" 0 
dn it 


时 谱 琅 榜 pC6) < 1, 即 5 的 所 有 特征 值 的 模 小 于 !， 


2 线性 系统 的 稳定 性 


织 性 系统 成 谋 秋 有 原理 , 解 集 构成 线性 窑 间 ,而 引 通 解 避 以 由 标 礁 直 本 解 短 阵 | 
点 二战 纺 定 性 有 主攻 深 刘 的 结果 和 特殊 的 方法 . 原 常 系数 章 次 线性 系统 的 解 是 也 
训 世 与 指数 讷 歼 之 程 P(e 的 线性 组 合 组 成 ,未 解 过 程 二 以 化 数 和 站 , 故 稳 害 性 
问 洪 本 室 为 代数 眶 各 业 解 泼 ， 


2.1 当 又 数 线性 方程 级 


给 证 革 维 党 系数 线性 系统 : 
dx = Axr, xE RA (ni) en (2-[) 


J 生 、 


2 线性 系统 的 稳定 性 :4439 ， 


2.1.1 稳定 性 的 代数 判 据 


定义 1 若 有 的 所 有 特征 值 具有 人 灸 实 部 , 则 称 4 为 赫 尔 维 兹 矩阵 ,也 称 4 稳 
定 ; 者 4 没有 正 实 部 的 特征 值 ,但 具有 零 实 部 的 特征 值 ,只 对 应 4 的 简单 的 初等 因 
字 , 贡 称 4 拟 稳定 ， 

定理 1 当 且 人 妈 当 4 稳定 时 ,方程 组 (2-1) 的 零 解 淅 近 稳定 ; 当 且 仅 当 A 拟 稳 
定时 ,方程 组 (2-1) 的 零 解 稳定 . 

(1) 4 = (jnxn 稳定 的 充 要 条 人 忻 

a 


fA) EE det(AE - A) 三 0 十 站 | 向 寺 十 由 (2-2) 
其 中 
&| 一 《一 1) Dyas, 2 = (- Da 人 
| joj | 最， ds 
为 所 有 二 阶 主子 式 的 和 ， am = (- 1)i 这 14;1, 之) 1 4; 1 家 4 的 所 有 i 阶 主子 式 
的 和 ， 


| 站 0 性 
def 2 
My; 机 
人 2 
2 nn tn 


当 s < 0 或 ; > 0 时 , 取 a = 0， 
定理 并 赫 尔 扒 茨 判 据 } ” 当 且 仅 当 叶 的 各 阶 主子 行列 式 为 正 时 ,4 稳定 , 即 


怪 | ‘ny 厂 
21 in 
点 | 三 王 | > 个， 记 = 和 站， 太 ， 一 位 > 疗 | > 全 ，, 
’ ? 本 i 和 | 让 3 
习 | dr 心 
得 性 : 
A = Anian > 0. 
枉 m _23 
| Tin 站 nm 
一 | -lezt 一 el 
一 def | 一 | | 一 | | 
仿 取 “| 可 dn | 
一 1 enl | 四 一 nn 
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一 | & | 一 | a, | 
0 eel .二 ein 


| Q1l 
-| aa 1 ... 二 | aa2n 
pA | 0 a 
一 al 一 0 | 0 
定理 3 设 e<00 = 12…na), 则 下 列 四 个 条 件 彼此 等 价 , 且 任 何 一 个 成 
立 , 均 蕴涵 4( o ) 稳定 . 


1* 存在 实数 所 > 0 = 1,2,…，,m) ,使 得 
Say + > | oy < 0 7= 1,2,% ,ns; 
iml 
Inf 


2 4 为 村 拖 阵 ; 

人 二 非 疝 异 , 且 4-' > 0; 

人 8 的 谱 半 径 p(8) < 1. 

定理 4 设 a < 007 = 1,2,……;n), 则 下 列 六 个 条 件 之 … 均 蕴涵 4 为 村 算 阵 ， 
从 而 4 稳定. 


用 
只 . 
要 max > 和 < 1: 
1 | oy 
二 人 上 
是 
| 
¥ max — |<1 
stn jl a 


a 
-1 
| ) 
9 2 a | a sl (=,2 en); 
[| 下 二 了 于 
df 二 | a : 好 
$v ES i mx | 一 (Ff = 1,2,. ,7), 
no os ji 如 站 
上 def 
目 Zu Hy 1 
Ja= 1 


def 二 站 
9 oo i > 


本 二 下 
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的 稳定 性 . 
解 4 的 主 对 角 线 上 元 素 全 为 负 , 且 


def 1 2 2 5 ef 5 
g++etes= a la™ gxlt+ 


1 


wm | 
| 


3 
故 4 潢 足 定理 4 的 条 件 下 ,从 而 A4 稳定 . 


2.1.2 ”稳定 性 的 放 柯 判 据 


仍 考 虚 {2-2) 式 , 米 哈 依 诺 才 (Mnxotinoe) 根据 复 变 谓 数 中 的 幅 角 原理 ,给 出 了 
大 (4) 稳定 的 几何 判 据 ， 

定理 5 设 A(XA) = 0 无 纯 诬 根 , 则 4 =《m)axn 稳 定 的 充 要 茶 件 是 w 从 0 变 
到 + %,f(iw) 依 反 时 针 方 向 旋转 角 增 加 更 = Fn. 

这 个 定理 几何 直观 性 强 ,但 证 法 较 繁 ,要 求 m 从 0 到 + % 变化 ,计算 给 图 都 很 
难 , 设 有 充分 利用 实 系 数 多 项 式 零 点 的 共 斩 性 及 其 根 的 有 界 性 等 信息 . 为 此 ,下 面 
改进 和 简化 的 几何 判 据 , 颇 为 实用 . 

先 在 复 平面 上 作 以 0(0,0) 为 圆心 , = 1+ ,max 1 4 1 为 半径 的 图 3, 由 根 的 


界限 定理 , 知 (4) = 0 的 根 全 在 图 3 中 ,考虑 二 的 图 如 4 六 ,以 PAA fl) 


表示 f.(4) 当 4 沿 弧 48 和 替 轴 线段 80 从 4 到 0 幅 角 的 增 址 , 则 有 
定理 6 设 上 (在 058 上 上 无 零点 , 且 


和 -和 Arg 大 (1) = kn, 


则 当 且 仅 当 上 = 0 时 ,A(a) 公有 负 实 部 零点 , 即 4 稳定 ;> 且 促 当 a < 上 和 rn 时， 
上 (4) 有 天 个 正 实 部 零点 


2.2 ”周期 系数 线性 系统 


考虑 周期 系数 二 维 线性 系统 : 
= 4(Dx， (2-3) 
其 中 4 人 0) = (Cay(00) xn 在 1 上 连续 ,x EE R",Alt+ w) = 和 (1 
佛 罗 克 - 李 雅 普 庶 夫 理论 指出 (2-3) 式 的 标准 基本 和 解 窟 阵 ( 又 称 为 柯 西 盾 阵 ) 


可 表 为 
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Xt) = Flek, {2-4} 
其 中 F(t) 是 周期 为 w 的 非 奇 .连续 年 阵 , 旦 具有 -个 可 积 、 爱 段 连 续 的 导数 ,而 其 中 
= 一 ]nmXter)， 


定理 7 了 当 且 仅 当 下 稳定 时 ,(2-3) 式 零 解 指数 稳定 ; 当 且 仅 当 下 所 稳定 时 ， 
(2-3) 式 的 零 解 稳定 ;当日 反 当 p(Xtw)) < 1 时 ,上 稳定 ;当量 仅 当 p(XCw)) 和 = 上， 
且 ptX(Cw)) = 1 只 对 应 让 ww) 的 简单 初等 因子 时 ,下 所 稳定 ;这 里 p 为 Xiw) 的 谱 
半径 . 

一 般 求 出 (2-4) 式 下 (1) = F(t}es 是 很 困难 的 ,但 对 ]]:…- 些 特殊 的 周期 系统 ， 
本 较 方便 地 求 出 X({ 来 . 

定理 8 若 {2-3) 式 满足 下 列 两 个 条 件 : 


PA | 4(a)da 二 | 人 (ACE 


Blw) - BIO0) = | ad 稳定 ， 


则 {2-3) 式 的 零 解 指数 稳定 . 
例 2 判定 下 列 周 期 系统 


= {a + cosb) x 一 pe 
2 - 二 2 + {a + cosht) x 
的 稳定 性 . 

解 显然 


aco (| Adn) = (jadn)acn, 
必 

“1 人 -二 各 
直人 - BR(0) = | > 出 | 


ca | 一 
局 
一 | 
二 | 


当 且 仅 当 a < - 二 时 ,8( 至 | ) - 8(0) 稳定 ; 当 且 仅 当 a = -十 时 ,8(- 竺 -) - 
B(0) 拟 稳定 . 
帮 当 且 仅 当 。 < - 十 时 ,此 属 期 系统 是 指数 稳定 的 ; 当 且 仅 当 a = - 二 时 ,此 周期 
条 统 是 稳定 的 . 


2.3 ”一般 变 系数 线性 系统 


2,3,1 齐 次 与 非 齐 交 方程 组 稳定 性 的 关系 
考虑 nt 维 变 系数 章 次 线性 方程 组 : 
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衬 - A(x (2-5) 
和 非 齐 次 线性 方程 组 ， 
和 = A(t)xr + f(t). (2-6) 
这 里 x ER AC) = (Co)) es E CT Re ]， 


天 日 = col fey, PD FO) E CIHR"l. 
若 x,y 是 (2-5) 式 的 解 , 则 线性 组 合 ex + 启 也 蚌 (2-5) 式 的 解 .车 x,y 分 别 是 
2-6) 式 的 解 , 则 x -+r 便 基 (2-5) 式 的 解 . 
(2-5) 式 的 几 个 线性 无 关 的 解构 成 (2-5) 式 的 解 实 间 的 基底 , 设 (1) = 
《xft)nxn 是 (2-5) 起 的 基本 和 解 矩 阵 , 则 


Kt{i,to) = EC) R-II,) {2-7) 
便 是 (2-5) 式 的 标准 基本 解 和 矩阵 ,也 称 为 柯 丙 答 阵 ,{2-5) 不 的 通 解 可 天 为 
Rt, io) = F(t, to rn. {2-8) 


由 拉 格 朗 日 常数 变易 法 公式 可 知 ,(2- 6) 式 的 通 解 可 表 为 
Jo) = 天 (3 + | Reed， 


定 儿 2 车 方 往 组 (2-6) 的 所 有 解 具有 某 种 稳定 性 , 恒 称 方程 组 {2-6) 具有 该 
种 稳定 性 . 

定理 9 当 且 仅 当 (2-5) 式 的 零 解 具有 相同 的 稳定 性 时 , ¥ Fx) € CL1,R"] 
方程 组 (2-6) 具有 某 种 稳定 性 ， 

推论 1 当 且 仅 当 方程 组 (2-6) 的 某 一 个 解 #4(1) 县 让 同一 种 稳定 性 时 ,方程 
组 {2-6) 具有 某 种 稳定 性 . 

推论 2 当归 仅 当 方 程 组 (2-5) 具有 同一 稳定 性 , 当 且 权 当 (2-5) 式 的 零 解 共 
有 同一 种 稳定 性 时 ,方程 组 (2-6) 具有 某 种 稳定 性 . 


2.3.2 草 次 线性 方程 组 稳定 性 的 判 据 


定理 锥 ” 齐 次 线性 方程 组 (2-5) 零 解 稳定 (一致 稳定 ) 的 充 要 条 件 是 它 的 柯 西 
{Chuchy) 违 阵 天 人 加 11 二 160} 有 界 ( 一 臻 有 界 ). 

推论 3 车 方程 组 (2-6) 稳定 , 则 它 的 所 有 解 或 者 同时 有 界 ,或 者 同时 无 界 . 

定理 11 方程 组 (2-5)] 霍 解 认 近 稳定 等 价 于 零 解 吸引 ， 

推论 4 方程 组 (2-5) 零 解 一 致 订 近 稳定 等 价 于 替 解 一 至 吸引 , 且 KK(1, 40) 一 
致 有 界 . 

推论 5 方程 组 (2-5) 零 解 新 近 稳定 (一 致 新 近 稳 定 ! 等 价 于 全 局 渐 近 稳定 (全 
局 一 臻 攻 近 稳定 ). 

定理 12 方程 组 (2-5) 平凡 解 谣 近 稳定 (一 致 疡 近 黎 定 ) 等 价 于 {2-5) 式 的 柯 
西 矩 阵 和 (t,t0) -> 0( 当 1+ 四 时 )(KCt tb) 关 0 i+ 四 时 ,县 天 (tn) 


一 臻 有 界 .! 与)， 
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定理 13 方程 组 (2-5) 一 致 浙 近 稳定 等 价 于 指数 稳定 . 


2.4 ”线性 系统 扰动 理论 


考虑 线性 系统 : 


-= A (2-9) 


和 它 的 扰动 系统 : 
(A(t) + BUN)Y, (2-10) 

其 中 x RAt1) 和 Bit) 鸭 为 n x n 连续 录 数 算 阵 . 如 扫 (2-9) 式 和 (2-10) 式 的 
稳定 性 等 价 ,就 可 以 用 较 简 单 的 {2-9) 式 来 代替 较 复 杂 的 (2.10) 式 . 因此 等 价 性 问 
题 在 理论 和 应 用 上 都 有 意义 ， 

定理 14 车 | ”1 8(01d: < om , 则 (2-9) 式 与 (2-10) 式 一 至 稳定 性 等 价 . 

定理 5 车 存在 正常 数 旭 > 0, 使 得 

BG) dn < re- 人 + WM, 

其 中 0 < r < 1, 即 rr 足够 小 , 则 (2-9) 式 与 (2- 10) 式 的 零 般 指数 稳定 性 等 价 . 

推论 6 若 lim B(t} = 0, 则 定理 15 的 荣 件 成 立 ， 


对 于 非 线性 方程 组 ， 一 个 经 常 使 用 的 方法 就 是 局 部 线性 化 ,也 就 是 所 请 一 次 近 
做 理论 ,下 面 的 定理 将 提供 这 种 方法 台 理 性 的 理论 根据 . 
考虑 非 和 线性 系统 : 
EAC)x + f(x), (2-1U) 
其 中 fir) EE Clix FR] fC.0) = 0. 


a [xl xl < ol,tE€E fH 时, 
有 ft,x) | < x, 则 (2-9) 式 的 零 解 指数 稳定 蕴涵 (2-11) 式 的 零 解 指数 稳 
定 . 


推论 7 着 上 人 关于 w= 关于 4 一致 o( 当 | x1 一 w BH), 且 fC1,x) € C[I 


R",R"], 则 定理 16 的 条 人 满足 ， 
例 3 证 明 


这 = (Ae'+ PODB)x (2-12) 


ul 


Ax (2-13) 
的 零 解 指数 稳定 等 价 , 其 中 P.(7) 为 1 的 n 次 名 项 式 ， 
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证 “对 (2-12) 式 作 自 变 量变 换 = = et, 别 有 
性 A+) Bx, (2-14) 


其 中 fr) = 2 - PD 


因为 r 一 mest 一 名, 玫 (2- 12) 式 与 (2. 14) 式 的 稳定 性 等 价 . 将 (2-14) 式 的 = 


再 记 为 !, 便 为 
和 = (A+ f(D)B)Y, 


而 当 1 一 am 时 ,f( 1)B 一 0, 故 推论 1 的 条 御 成 立 .从 而 结 沦 真 ， 
2.5 线性 方程 给 谱 的 估计 
设 x 90{1) 为 {2-5) 式 的 任意 解 , 则 


ef 
a jim 工 ln rey 
Im 上 


称 为 解 “9 人 it) 的 特征 指数 , 除 上 w 外 ,一 切 特征 指数 的 侍 体 称 为 (2-5) 起 的 谱 . 
车 上 上 A001 sx< oa, 则 (2-5) 式 的 每 个 实 的 或 复 的 非 零 解 具有 有 限 的 特征 
指数 . 
1. 真 杜 夫 斯 贡 {Ba?rkeecreail 谱 居 计 式 
设 xb0 为 (2-5) 式 的 任意 非 零 解 , 则 有 估计 式 : 


| froy se tds < Exiles | rm) | pel Aa {2-15) 
这 里 4(4) A(4) 分 别 为 :4 -二 [4(9 + ATD] 的 最 小 和 最 大 特征 值 . 于 是 
{2-5) 式 的 谱 分 布 的 范围 为 [1, 上 ,其 中 
i = lim 1 aC)an 


1 =- Jim | Ai yd ， 
rim 0 


由 此 可 得 到 稳定 性 判 指 : 

1* 车 < 0, 则 (2-5) 式 是 指数 稳定 的 ; 

2 若 ! > 0, 则 (2-5) 式 是 不 稳定 的 . 

2. 改进 的 瓦 杜 夫 斯 基 谱 估 计 式 

车 (2 < dt) > m > 0, 则 称 算 阵 


L() = (三 (DO) ECLT.RY ] 为 李 雅 普 诺 夫 定 阵 .变换 y = LCL) x 称 为 李 雅 普 
诺 夫 变 换 . 
定理 17 对 (2-5) 式 作 适当 的 李 了 路 普 诺 夫 恋 换 ; 
y = diag( l(t) ,ba x Ta， (2- 16) 
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则 (2-57》 式 的 任何 解 xf 有 估计 式 


| EC Lt) x so) Nels YT tn 


< x LD NEGO) | el YT Han , 
这 里 .中 表 欧 氏 范 数 ,，X (1) (4) 分 别 为 
入- 方 [全 (人 + 诗人 5)] 
的 最 小 最 天 特征 值 , 而 
TC LNACOD LN LOD L(Y). (2.17) 
从 而 (2-5) 式 的 谱 分 市 范围 为 [ 售 , 癌 , 其 中 
7- Dim | A 【td ， = [Aa : 


推论 8 若 L(4) -2 工 为 肖 数 短 阵 , 则 (2. 17) 式 中 的 和 = (LAC)L-0); 若 


L(1) = 五 (单位 阵 ) , 则 上 = 1 ,LL = 上 ,这 便 是 思 杜 夫 斯 基 对 谱 的 上 、 下 界 导 计 ， 
例 4 考虑 方程 组 ; 


人 = -~【1 + a + SIEl + sint) x;: 
站 ， (2-18) 
=— (1l+sintx 一 (t+ a 
解 的 稳定 性 . 
被 玖 社 夫 斯 基 方 法 ,有 


- 1- 十 81(1 + sint) 
| 三 ! + 
- (t+sinty -1-— 


上 
-1- 二 4000+sing) 
lA + AA)] = ] ， 
OL + sint) -1 =- 
A(t1) =- 科 - 六 -40sint， 4 = 加- 一 + 40sint ， 
[= 物 , 上 = 加. 
这 个 方法 只 能 断言 谱 在 [ - 和 ,39] 之 间 , 对 稳定 性 不 能 下 任何 斯 育 . 
查 按 推论 2, 取 了 = diay(1,9),L-' = diay(1, 方 ). 
从 而 


2 线性 系统 的 稳定 性 .447 ， 


> [ 0 -1- 二 B11 + sinty| ri 0 
= lo 9 0 言 


- (1+a3int) -1- 一 
-1- 二 31 + sint 
— Ol + sint) -1- 一 


于 是 有 
XDA, 
故 (2-18) 式 是 指数 稳定 的 . 


2.6 ”标准 基本 解 矩 阵 的 表示 及 黎 定 性 


前 面 已 述 ,对 于 方程 组 (2- 引 ), 它 的 标准 基本 解 什 和 阵 ti, 10) 反映 了 所 有 解 的 
人 全貌 .可 是 只 有 4(4) 为 常数 矩阵 ,对 角 和 矩阵 ,三 角 和 矩 阵 易 下 写 出 下 (4, to) 来 ,对 于 
一 般 的 起 {) ,KK{+, to0) 不 能 表示 为 有 限 积 分 形式 .下 面 介 绍 对 于 满足 某 些 条 件 的 
4{t) 能 将 下 (14,10) 的 表达 式 写 出 来 . 

定理 18 ( 拉 甫 - 管 尼 列 夫 斯 基 (JIanno-Jannuneeckuitl 定理 ) 著 成 立 下 列 条 
件 : 

1* AC) €E Cf,R"]; 


2 AC | AC)dn = | aCenat) ; 
后 in 
def 


A lim 十 ] 4(60du 存在 , 且 4 稳定 ， 
则 (2-5) 式 的 标准 基本 解 矩 阵 为 
R(t,10) = an 
且 方 程 组 (2-5) 渐 近 稳定 . 
定理 89” 若 下 列 条 件 成 立 ， 


ra) Ad - acopdaa -和 KK(t) #0, 但 
后 向 
RO Aliddn -| aC)dnkee) = 0; 
名 


2 lim 上 | 4(eD)dn = 4 存在 ,上 且 4 稳定 ; 
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入 当 1->+ oo 时 ,天 一个， 
则 方程 组 (2-5) 新近 稳定 ， 
定理 加 若 (2-5) 式 满足 


ACE) E CLI,R" ,生存 在 实 常 短 阵 4， ,使 
六 - 磺 ( 生 疝 | 二 辣 【《 昌 | 


def 
2 令 届 一 6-0[ (to0) - 4]eaiw， 


def def 
& 一 一 maxRehif 41) ,有 一 一 maxReAj( 人 2 ， 
2 i 


入 
t+ < 0, 
则 (2.5) 式 的 标准 基本 解 什 阵 可 表 汶 
REL,t0) = ettetstt oe- io; 
方程 组 -5) 渐 近 稳定 . 
例 5 考虑 齐 次 线性 方程 组 


各 = -xz -eqy， 
下 = er - 47 
的 稳定 性 . 
这 里 
aA) = [ -el 
Le -4 
取 4 = [。)] ,有 


AIACt) Alt)AI = A (1). 


取 to =0, 有 A2= | 1 - .由 于 
a = max ReA{ A1) = 了 ， 


8 = max Reli(ha) =- SS, at+Be<o0. 
则 由 定理 17 知 (2-19) 式 渐 近 稳定 ， 
2.7 ”冻结 系数 法 


1 经典 床 结 系数 法 


{2- 19) 


对 于 {2-5) 式 ,如 果 再 加 上 系数 是 缓 变 的 限制 , 便 有 如 修 经 典 的 冻结 系数 法 ， 


定理 24 车 对 于 (2-5) 式 成 立 下 列 条 件 : 
Py = const > 站 ,使 得 


2 线性 系统 的 稳定 性 ， 449 ， 


>， 1 ~- qlt2) {ee 
r=1 
Y Reatdktp <-r< 人 0 
3 全 = 4(io)x 的 标准 基本 解 矩阵 及 (rt) = 《Kt4,40))swn 满足 


DE Te be tm), 
#1=1 


且 pe < 玫 , 则 (2-5) 式 的 任意 解 满足 


| 基 ( ab) xol 人 -二 (1 ， 
从 而 (2-5) 式 指数 稳定 . 
2. 改进 前 洒 靖 泰 数 法 
改进 的 湾 结 系数 法 从 以 下 四 个 方面 改进 了 经 典 的 洪 结 系数 法 . 
(1) 只 需 冻 结 的 系数 矩阵 4Atto } 稳定 , 放 讲 了 ReAtACD) ce-r<N0 对 一 切 : 
成 立 的 车 刘 要 求 ; 
(2) 利用 了 积分 的 平均 性 质 ,放宽 了 经 典 冻 结 法 对 缓 变 的 要 求 ; 
(3) 利用 弧 立 子 系统 冻结 后 的 妈 数 年 阵 不 同 的 稳定 度 来 控制 强 能 不 届 的 磷 
合 , 精 估 解 的 淘 近 性 质 ， 
《4) 改 计 算 高 维 的 冻结 系统 的 标准 基本 解 矩 阵 为 降 维 系统 的 标准 基本 解 延 
阵 , 增 加 了 计算 可 行 性 . 
将 (2-5) 式 改 写 为 
diag( A (to), An(10) ,7 Ar( so) x + 
diagt {CANE) — Ao + 
( A(x. 
这 里 Ay(1) 为 n; x nn 矩 阵 , 和 s(t0) 为 AsCDO(E = 1,2,…,7 让 在 + = 性 处 的 冻结 矩 
阵 ， 


rr 

四 
人 >, 机 三 nt{i 二 1 .2 Fr), 
1=1 


六 
- - Ti 

% 二 nl xf 人 全 x=| .|. 
aA. 


考虑 冻结 的 弧 立 于 系统 
dE = diag( An(10),, An(t0))x. (2-21) 
定理 加 车 


J* (2-21) 式 的 标准 基本 解 矩阵 
Pir,toy 三 diagt Pt, to Ptr, to)) 
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= diag( eat om) ,ett 0 ) 
有 情 计 式 ; | Plt,io) | Ea 村 eat 人 ,其 中 NM 为 正常 数 ， 
> AO -Al bh ,ADN < 0), 
其 中 (2 所 CLf,R'] 为 已 知 隙 数 ; 
3 存在 常数 e > 00< E < ,minai ,使 得 


dof 加 a 
| Me (a dn 志 b= conat, 【2-22) 
入 


具 短 降 站 《 方 的 谱 半 径 o( 着 ) < 1 特别 地 ‖ 站 1 < 10), 则 (2-20) 式 指数 稳 
定 . 
3 李 雅 普 诺 夫 直 接 法 的 基本 理论 

对 非 线 性 方程 组 ,线性 系统 许多 好 的 性 质 它 二 有 具有 ,到 日 前 为 止 ,研究 非 弘 性 
系统 稳定 性 的 最 一 般 方法 仍 是 傻 国 数学 力学 家 李 雅 普 庶 兴 首创 的 所 滑 直 接 法 ,也 
称 为 耻 画 数 法 .本 音 络 述 这 种 方法 的 基本 内 容 ， 

3.1 了 欣 数 法 的 几何 思想 
以 二 维 自治 系统 方 例 ,说 明 如 何 借 助 一 个 了 画 数 来 探测 锁 钱 的 走向 的 几何 思 


考虑 二 维 目 治 非 线 性 方程 组 


a 二 (x, ra}; 
dx O00) 二 A 二 0, {3-1) 
3 二 Ux, x2), 


其 中 fi, 万 连续 ,保证 解 的 唯一 性 . 

设 F(x) 是 正定 的 天 类 了 廿 数 , 且 Vix) E 
C1 ,虽然 (3-1) 式 的 解 x (10) = (xi (mt Wx(0)) 
无 法 具体 表示 出 来 ,但 它 航 导数 满足 关系 ; (x1， 
x2) 三 CAC, rp Cx, x2)). 站 且 把 任意 解 
好人 站 伐 大 人 xs), 得 到 xf 


FDCx(CD)， 
零 解 的 稳定 性 (包括 斯 近 稳 定 、 稳 定 、 不 稳 图 3-1 
定 ) 是 由 x(#)"“ 走 近 " 原点 “不 远离 ”原点 “远离 ”原点 来 决定 的 ,而 这 些 信 息 分 别 
等 价 于 VY(x( 站 ) 是 :的 下 降 ,不 增 、 上 升 函数 (图 3-1. 由 于 了 GE Cl 后 者 又 分 别 等 
检 于 


让 I 


3 李 雅 普 庶 夫 直接 法 的 基本 理论 - 451 ， 


dt < 0, dt 二 0, 4) > 0 


< 0, 当 9 > 时; 


dt 上 wn oF dx, _ _ Le 区 
= gx dt grady 六 =0， 汪 9= -> 时 ; (3-2) 


> 0, "gx 六 时 ， 


其 中 4 为 向 量 加 ady 与 /的 夹 攻 .这 样 最 后 的 表达 式 已 不 依 下 于 方程 组 的 解 x( 号 的 
信息 , 仪 依赖 于 WV 和 已 知 向 量 场 f, 这 就 是 直 法 法 的 几何 起 想 . 


3.2 ”稳定 与 一 致 稳定 性 判 撕 


考虑 一 - 般 的 = 维 非 自治 非 线 性 系统 ; 
至 fl,x). (3-3) 
这 里 ze Rn ,六 = col( 有 及)EC[IxR ,Re],F 连 线 , 并 保证 (3-3) 式 解 的 唯 
一 性 ,有 fi1,0) = 00. 
3.2.1 稳定 性 兰 握 


定理 1 (3-3) 式 的 霍 解 稳定 的 充 要 条 件 是 在 某 区 域 G4 ni 3 io， 
| xi < 中 上 存在 正定 函数 Kt,x), 司 得 
| +) < 0 (3-4) 


例 1 研究 系统 


= p(y- Fx + 他) 
(3-5) 


ple) gy + oy) 
零 解 的 稳定 性 ,此 处 p(t) 和 gt1) 是 对 所 有 的 1 六 to 都 有 定义 的 连续 单 值 明 数 ,是 
q(t) = 0. 
腾 VF= x*+ YY, 则 
dv 2 2 
此 | = 20f8 + Pe@0. 


由 定理 1 知 系 统 (3-5) 式 的 零 解 稳定 . 
定理 2 (马尔 人 金 (Miamxun) 定理 ) 若 丰 在 具有 无 穷 小 上 界 的 正定 函数 VC:,*) 
和 负 定 画 数 V(t,%) ,使 在 任何 固定 域 0 < 关上 zl 三 产 过 下 中 ,有 


Lb im (外 | -1) = 0， 
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则 {3-3) 式 的 零 解 稳定 . 

定理 3 马尔 金 定 理 的 改进 形式 ) ”车 存 在 具有 无 穷 小 上 界 的 正定 函数 V(t， 
x) 和 货 定 函数 Wi(t,x) ,使 在 任何 固定 域 0 < A xz 过 产 过 末 中 ,全 > 0， 
Jt* (98), 当 1 ww 1" 时 ,有 


gr < Vlt,x) + BH, 
{3-3) 
虽 (3-3) 式 的 零 解 稳 定 ， 


注 1 因为 lim 里 -W006 Y8>0,3: (6) 


当 时) -pe< oo < V(x) + 6, 显然 ,不 等 式 太 边 的 限制 是 多 
余 的 , 故 定理 3 是 定理 2 的 改进 形式 


例 2 考虑 方程 组 
学 = (T + Samt 一 | sint DOS Poe) vi) -于 


Ci 三 1,2,"",n), (3-6) 
其 中 P(x)(i,j = 1,2,…,n) 为 (ux 的 连续 有 界 函 数 , 且 广 义 二 次 型 


xiPr = DP 
是 半 正 定 的 , 则 {3-6) 式 的 零 解 稳定 . 
事实 上 令 Y = 去 袜 允 
dr = Ds 
= > + Sint 一 | sint 1) * DP en) - 地 ] 
= (T+ sint 1 sint |) xTPx - 2 


令 及 =- Dt, 则 有 


(3-6) 


下 = V+ (7 + sint -| sint | )x Px, 
容易 证 明定 理 3 的 条 件 成 立 ,从 而 (3-6) 式 的 堆 解 稳定 . 
下 面 考虑 a 维 自治 系统 ; 
得 = Am)， (3-7) 


这 里 x R", 扩 x) € CLD = (x ,x < ),R"], 保 证 (3-7) 式 解 的 唯一 性 , 且 
/(0) = 0. 
定理 4 若 在 人 2 上 存在 正定 的 多 x) € C[,R] 及 正 数 序 列 | re| ,其 中 limr 


3 ” 李 雅 普 诺 夫 直 接 法 的 基本 理论 + 453 ， 


= 0, 且 在 1 内 存在 区 域 
D= xin Von 0 = 1,2,.., 


使 得 
dv 


习 ， Dk = 1,2,., 
,< Fe 


则 (3-7) 式 的 雪 解 稳定 . 
这 个 定理 允许 生变 号 . 
例 3 考虑 下 列 系统 的 零 解 的 稳定 性 : 
dz 全 Y 十 区 全 十 Isin 三 二 于 当 闪 + 所 关 0 时 ; 


di 当 x + = 人 0 时 ; 
一 区 
| (3-8) 
dy _ x+ +sin 矶 二 证 当 x 关 + 说 天 0 时 
di x 当 x+ 关 = 人心 时 . 
令 Y= + ,网 有 
dr 本 2 2 1 2 2 . 
dt ia.g) = 2{% + ysin zy, pe + 他 关 人 0 时 ， 
取 
下 三 -> 在， 
25r + 这 
-下 
六 一 一 一 一 >0 Ck 1,2 ) 
i = ly rs 
【下 区 + 到)(2kr + 汉 十 4) 
则 有 
. dV 
inn Od {3-8) “ 


当时 ， 


故 定 理 4 条 件 满足 ,从 而 {3-3) 式 的 零 解 稳定 . 
3.2.2 一 埃 稳 定性 判 据 


定理 5 (3-3) 式 的 零 解 一 至 稳定 的 充 要 条 析 是 ,入 某 一 域 Gy = t,x)11 
注入 ,用 站 < Ht! 堪 存 在 正 定 有 无 穷 小 上 界 的 销 数 F(1,x), 司 得 成 立 下 列 不 等 
式 : | 

D* vl 3 实 

定理 6 若 存 在 函数 YI) ,98), Wtx) .使 Vii.x) 一 (1) W(x) -上 Vt, 

) ,并 有 
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dy < 
dt (3-3} 村 ” 


其 中 Wr(x) 是 正定 可 微 函 数 ,9(+) 为 + 的 单调 增 函 数 ,日 (10) = 1, lim 9(1) = 
+ om , 则 (3-3) 式 的 零 解 一 致 稳定 , 且 吸 引 、 


dx x 
例 4 di T+! (3-9) 
作 Vo (+ ,O02) = 1, W(x) = x*, 
由 2 0, Us) = Vi,xr) — Oi) Wa} = 1, 
0 


故 定 理 6 条 件 满 足 , 从 而 (3-9) 式 的 零 解 一 致 稳定 , 且 吸 引 . 
3.3 ” 渐 近 稳定 与 一 致 源 近 稳定 性 


由 于 一 至 稳定 委 泣 着 稳定 , 故 定理 也 基 一 个 活 近 稳定 的 着 据 ,下 面 再 手 述 一 
致 世 近 稳 定性 定理 . 

定理 7 (3-3) 式 零 解 一 致 病 近 稳定 的 充 要 条 件 是 在 某 域 G4 = 直人 卫 
tio; x < 开 上 疮 在 具有 无 穷 小 上 界 的 正定 函数 V(t,x) .使 得 
dy aF AF 
| = Fr+ p> Bx ts) 

是 贡 定 的 . 

注 2 定理 了 中 对 于 Vl:,x) 具有 无 穿 小 上 界 的 候 入 是 重要 的 . 马 塞 尔 
(Masseraif 1949) 管 举例 说 明 ,如 果 吊 有 无 穷 小 土 界 的 假设 ,直至 连 疡 近 稳 定 都 不 能 
保证 ， 

注 3 “ 李 雅 普 诺 夫 原 来 的 杀 近 稳定 定理 即 为 定理 3.7 的 条 件 满足 , 则 {3-3) 式 
的 零 解 为 淋 近 稳定 .然而 例如 


的 零 解 是 渐 近 稳定 的 ,但 不 具有 正定 的 有 无 穷 小 上 界 的 V(i、x) ,使 得 中 负 定 , 可 
见 李 雅 普 谱 夫 渐 近 稳定 性 定理 是 不 可 逆 的 . 

定理 3 车 存在 FCi,x) EC[Gr, 及 ] ,使 得 

lb VEX) - 6(t,x)w(x) 常 正 ,其 中 于 (x) 在 G4 上 正定 ,0(1,x) E€ CL G4R!]】 
为 连续 非 负 , 且 在 上 x < HH 中 ,8(i,x) 关 Tx + (ro); 

2° dy 
dilesa 
虽 (3-3) 式 零 解 汤 近 稳定 . 

例 5 讨论 方程 
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dx _ 省 
di 二 sinx ‘3-10) 
零 解 的 渐 近 稳定 性 ， 
和 解 陪 = ainr) x Et = 二 sinkt ,时 Cr) = x 则 
dr 一 二 .十 2 ， 一 计 
dr | 人 :10 = 2 + sinx)x[ : 二 二 | 十 区 (1 + osE ~ t 十 二 
_ 2 1 二 开局 号 二 
= 一 2 + (1 -et) 
_ + ST | 
= -2(1+ EE) <0 下 


全 TraHe1,tw 11 时 ,满足 定理 8 的 条 件 , 从 | 利 (3-10) 式 零 解 新 近 稳 


”定理 9 设 (3-3) 式 右 端 /jz) 在 :> 0, | zl < 用 上 有 界 ,县 存在 正定 函数 
V(4,x) ,使 得 型 | ，， 负 定 , 则 (3-3) 式 零 解 渐 近 稳定 


定理 协 若 在 :站 xl 三 下 上 ， 
]* 让 全 全 P(x) ,使 得 


-0 - ( 强 :Aoa] 


(3-3) 
有 上 界 或 有 于 界 ; 
2 存在 正定 函数 Vi,x) ,使 得 
dF 可 及 Ar 
和 05 a < 六 人 *) 
是 负 定 的 ， 
则 {3-3) 式 等 解 新 近 稳 定 . 
定理 则 包含 了 定理 9 作为 特例 . 
例 6 考虑 方程 组 
dx | ?x24-! 2r-1 1 站 
全 ”二 + 一 fx1 + A 
雪 l+t : 2 (3-11) 
了 = Te 一 fx rd! + 1 
零 解 的 饭 近 稳定 性 ,其 中 0 < rt1 <+ 的 ,rt 为 常数 ,r, 太 为 自然 数 ， 


解 “ 作 李 雅 普 诸 去 函数 : , 


Vr, xr) = (1+ txt 4 WN) Se 
则 VY 正定 ,但 不 具有 无 穷 小 上 界 .事实 上 


7 -一 工 泌 ， 站 2 2 让 
I 万 a 村 ,由 
4k(1 + 二 ) zi 六 = -2f1 + 二 )(x - x + LRCL + 到) + Xd) 


巡 一 2k(1 + T(t — x + E(t + x ), 
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有 
下 . 
de [3.11 = Cxt + xz3 十 2 1 4 {xt x 十 ET 1x2) 
= (x + 2) + 2kC1+ 2)|- st + ErD + 
x 蒜 tr + 全] 
< (1 -2k Cx x3) -2pr Cl + cL xf tt + dt ] + 
48(1+ 工 ) x 
- (2 人- -28rf1+ [w+r- D + wt ], 
即 I 
天 定 儿 。 W(x) = x .#2, 则 开 (x) 正定 , 且 
0 


本 Xx) = RExIkl x 十 乓 1 

ET 十 x TLE+r1) 2 1 之 28 
= 721- 一 Tv + ) + 之 六 霸 | 
< 人 2 


wk 
< (a + Xx) 和 0 


从 而 它 有 上 界 , 由 定理 I0 知 (3-11) 式 零 解 渐 近 稳定 . 
3.4 ”全 局 渐 近 稳定 与 全 局 一 致 渐 近 稳定 性 


对 满足 上 述 商 近 稳 定 和 一 致 新 近 稳 定性 定理 条 件 的 『 函数 ,只要 再 加 上 无 穷 
大 正定 条 件 , 便 可 得 到 全 局 性 结果 . 

定理 11 {3-3) 式 的 零 解 全 局 一 致 渐 近 稳定 的 充 要 条 人 忻 是 存在 Vl:,x) € 
Clix 及 "有 及 Pa 和 大限, 使 得 

Potlxl) ss Vr) a pl x):; 


dk Ea 
Ph = 人 + x) 


(3-3) 

负 定 . 
定理 过 ”车 存 症 Vit,x)€ CixR",R"| 及 oii x )€€ KR, 使 得 V(t, x) 

三 ol 上 x)》, 且 Ye > 0, 可 求 得 te), 合 当 1 二 6, 上 xi 8 肝 , 有 
dr 


dt 二 


(3-3 


则 (3-3) 式 是 全 局 渐 近 稳定 的 . 
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3.5 ”指数 稳定 与 全 局 指数 稳定 性 


设 。f,x) EE CLGnR" At,0) = 0, 且 所 t,x) 关上 x 满足 利 普 希 芯 条 性 . 
则 有 
定理 13 (3-3) 式 的 零 解 指 数 稳 定 的 充 要 条件 是 存在 Vix) ECew， 


R' ] ,满足 
Pxl es Vitxr)ya Kr) ,xE Ss = 1xrlxrl < H;; 
dV 
dr | 633 < Vx), gq > 0. 


车 Fix) EE CixR',R"], 且 fC,0) = 0,7C4,x) 关于 x 满足 利 善 希 艾 条 件 ， 
别 有 

定理 14 (3-3) 式 的 零 解 全 局 指数 稳定 的 充 要 和 茶 件 是 , 存在 Wit,x》 EE 
[fx 及 " ,R' ] ,满足 

x Vx ax vas om vxreS= lrlxl <a«l; 


dV 
re -— VV 二 生 心 ， 
dt | 0» 1 Cox), 9g> 


如 果 不 限定 记 1,x) 满足 利 普 希 芯 条 忻 , 则 有 
定理 二 ”车 存在 Vi,x) E CTGr RICE) EE CE x Rn ，,RI] ,满足 
x 区 5 天 和 rz&Sr= xxz < Hi, 
[yh > OxE sj: 
和 oY jn C V(t,x) ,人 C 为 常数 ， 
则 (3-3) 小 训 时 角 指 教 稳定 (全 局 指数 稳定 )。 
定 兴 1 于 设 wp,y 世 K[KR]. 若 存在 常数 > 0 及 上 > 0, 使 得 kp( 上 x|) 
志 x < p(x), 则 称 gp, 则 具有 局 部 [全 局 ] 四 级 增 势 . 
定理 6 若 存 在 Wi,x) E CT[G ,RVOx) € CT x R",R']] 上 友 与 
站 xs0a > 0) 具有 局 部 [全 局 ] 向 级 增 势 的 pi, p29 ,六 所 下 Lg;92 所 天 R] ,使 得 
gre Vo pr); 


dy 
| <- $C xl), 


则 (3-3) 式 的 堆 解 指数 稳定 [全 局 指数 稳定 j]. 
定理 15 与 定理 16 是 等 价 的 . 


例 7 讨论 方程 组 
和 =-2x%+37- x(r + +1), 
g (3-12) 
= 3- y+ +1) 


的 零 解 的 稳定 性 . 


，458 ， 第 10 简 常 微分 方程 的 稳定 性 理论 


2 ,2 
作 了 Y= 2, 可 g = 和 = 二 (x + 和 2] ， 
ot p=- 2 r+ y+ 1) 
24+ 六 + 方 - 3 
太一 x = 一 了 FF 
易 见 定理 16 的 条 件 成 立 , 从 而 {3-12) 式 的 零 解 是 金 局 指数 德 定 的 . 


3.6 ”不 稳定 性 定理 


本 节 介 绍 (3-3) 式 的 零 解 不 稳定 性 的 切 塔 耶 夫 (Lleraep) 定理 . 

定理 17 车 存在 定义 在 :2 ,x < 和 里 上 的 连续 可 微 函数 Vt,x), V(t,0) 
= 0, 并 满足 条 件 : 

lb 对 于 # 3 避 在 原点 任意 邻 域 内 有 > 0 的 区 域 存在; 

2 在 区 域 了 > D0 中 , Vi:,x) 丰 界 ; 

在 V> 0 中 ,于 | ,正定 , 即 ye>0,3L>0 合 得 在 了 > >» 0 中 ,对 一 


了 -3 


筷 ££ 芝 ,有 中 (3.3) je ! > 人 0， 


则 (3-3) 式 的 零 解 不 稳定 . 
推论 1( 李 雅 普 诺 夫 第 一 不 稳定 性 定理 )” 若 在 1 = io; 上 x 过 起 上 存在 可 德 
孙 数 VO, xX) ,Vi = DD, 使 得 
l 定理 17 的 条 件 上 成 立 ; 
> VY 具有 无 穷 小 上 界 ; 
dV 
dt | 63.3» 
则 (3-3) 式 堆 和 解 不 稳定 . 
推论 2{ 李 雅 普 诺 夫 第 二 不 稳定 性 定理 ) ”车 在 :3 io, x < 上 上 存在 可 短 
胃 数 Fr) VOD) = 0, 使 得 
lt 在 原点 任意 邻 域 内 有 > 0 的 区 域 ; 
关上 在 上 演 与 ,外 站 < 瑞 内 有 界 ; 
oY Gy 把 AV+ Wt, x#) ,其 中 计 > 0. WX) 守 0! 名， 
刚 {3-3) 式 零 解 不 稳定 . 
例 8 判定 系统 


‘ (3-.13) 
外 
Coie 


三 
他 三 2x1 一 Za} 
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的 零 解 的 稳定 性 ， 
和 解 取 Wix) = 二 一 方 x27, 得 

于 三 x (x 一 2 二 4x1 F. 

当 ”x > 0 时 ,有 TY> 0. 根 据 定理 17 知 (3-13) 式 的 零 解 不 稳定 . 
例 9 证明 方程 组 


dxi 


= 有 sinxi ,点 天 用 

零 解 不 稳定 . 

证 取 FF 三 xix2; 有 

三 kx + 2 + Wx), 

式 中 于 P(x) 最 低 为 四 项 , 故 Y 在 原点 某 邻 域内 正定 .根据 定理 17, 知 (3-14) 式 的 零 
解 不 稳定 . 

定理 8 若 在 区 域 Gy = ft,x) lt t,x 和 内存 站 VCs x》, Vt， 
0) = 0, 醒 得 


1* 在 原点 任意 小 的 邻 域 
Bs= ixl|xl < 8 < Hl 内 ,有 区 域 1 > 0; 
> 在 V> 0 内 ,VF 有 界 , 且 有 
| = KC) + Ur,x) = 0, 
t | (3.3) 
其 中 (1) 在 + > 任意 有 限 区 间 上 可 积 ,| &(s)dt = + w: K(V) 为 V 的 连续 画 
数 , 且 当 Y > 0 时 有 
KW > 0, Ut XN) = 0, 

则 (3-3) 式 的 零 解 是 不 稳定 的 . 

例 妈 ”讨论 方程 组 


d 0 

di x xr Ts 

dx vd (3-15) 
dr = Kiem + se (x 0) 


的 零 解 的 稳定 性 . 
解 令 Rs = 2 上 + 台风 Toy 的 正 区 域 为 
= i 0,x+ x2 > HH. 
dxI dx» 2 Cad + 1 


于 -六 dt = (x + Xx2)e 


+ Tae + 
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十 x2 Dom 和 1 十 33 


衬 
一 2 ttl ty) + Er 


(x1 + Tad 十 we dd 一 1 ， {3-16) 


def te 
在 p 中 #0 了 >0. 有 | :于 
= ( 


二 二 oo. 
党 | 二 x ets +t) >» 个 
2 
讲 | Es 
UC x xX} = wt] - 1)e te) 4 x 十 em + om 


以 而 定理 17 条 件 满足 , 故 (3- 16) 到 鹤 解 不 稳定 ， 
3.7 ” 李 雅 普 诺 夫 一 次 近似 理论 


考虑 如 下 形式 的 非 自治 系统 ， 
FE = ACOx + fr), (3-17) 
其 中 Fix) EE CIIx RRR], fli,MD = 0. 
5 A(x, (3-18) 


称 (3-18) 式 为 (3-17) 式 的 一 次 近似 系统 . 

人 们 常常 用 (3- 18) 式 的 稳定 性 来 推断 (3- 17) 式 的 稳定 性 . 理论 根据 便 是 下 列 
的 定理 , 称 为 一 次 近似 理论 ， 

定理 好 若 Ye>0,3jcfs)>0, 当 *E 呈 = [ridrl| <ol,tElm+ wm) 
时 ,有 | 疙 oz < 上 x 上 , 则 (3-18) 式 的 零 解 指数 稳定 总 洒 (3-17) 式 的 零 解 也 
指数 稳定 . 


推论 3 若 当 | zj 一 0 时 , 革 名 重 上 详 二 :于 0, 则 定理 19 的 条 件 成 
立 ， 
车 (3-17) 式 与 (3-18) 式 中 的 41) 二 有 ,而 f(t,x) 满足 定理 19 的 条 件 , 则 有 
定理 芭 车 4 为 赫 尔 维 黄 托 阵 , 则 (3-17) 式 的 零 解 指数 稳定 ; 著 4 至 少 有 一 
个 正 实 部 特征 值 , 刚 (3-17) 式 的 零 解 不 稳定 ， 
根据 一 次 近似 理论 ,人 们 通常 将 (3-3) 式 的 右边 的 六 4 ,x) 在 x = 0 处 进行 泰勒 
展开 , 删 去 非 线 性 项 而 用 线性 系统 的 稳定 性 来 推断 非 谎 拍 系 统 的 稳定 性 . 
出 11 给 定 如 下 方程 组 : 
dx dy 一 yt; 
y XY- (3.19) 
dy _ 
di 一 
斌 讨论 x = y =0 的 稳定 性 .显然 它 的 一 次 近似 系统 为 


— 3 -27 十 282 - 3xy + ay 
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和 二 一 和 十 4 
] {3-20) 
了 = 一 了 xf 一 27Y， 

而 4 = | - ;， 5] 为 赫 尔 维 区 甜 阵 , 故 (3-19) 式 的 零 解 指数 稳定 . 


注 4 一 次 近似 理论 是 工程 上 最 乐于 采用 的 方法 ,因为 它 简单 ,有 构造 性 的 计 
算 椎 序 .但 缺点 是 只 能 得 到 局 部 稳定 性 结论 ,一 般 不 能 推断 非 线 性 方程 组 的 全 局 稳 
定性 .其 次 当 和 有 零 实 部 特征 值 时 ,用 一 次 近似 系统 的 稳定 社 不 能 推断 非 线 性 系统 
的 稳定 性 .这 种 临界 情况 ,极为 复杂 ,这 里 就 不 介绍 本 . 
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李 团 普 诺 夫 站 接 法 不 仅 是 用 来 研究 李 雅 普 诺 夫 意 义 下 的 稳定 性 的 一 般 方法 ， 
而 有 卫 还 可 以 用 来 研究 动力 系统 的 有 界 性 、 耗 散 性 . 收 敏 性 .结构 扰动 下 的 鲁 捧 稳定 
性 ,有 界 性 .实用 稳定 性 .条件 稳定 .轨道 稳定 .相对 稳定 . 目 常 稳定 ,集合 稳定 等 等 . 
特别 与 其 他 方法 结合 可 以 得 到 许多 结果 ， 


4.1 拉萨 尔 不 变 原理 


1960 年 ,拉萨 尔 (Lasalle) 发 现 了 李 上 雅 普 诺 夫 函数 与 们 劳 堆 夫 极限 集 之 冯 的 关 
系 .他 认为 一 个 运动 极限 集 位 置 的 研究 ,实际 上 是 研究 这 动 的 渐 近 行为 ,适当 选 定 
李 雅 普 讲 天 沙 数 就 订 给 出 极限 集 人 太刀 的 痛 息 . 现 介 绍 拉 萨 尔 的 不 变 原 理 . 

考虑 (1-1) 式 ,假定 f(x) 连续 ,A0》= 0, 并 保证 解 征 在 与 唯一 ， 

定 当 1 车 YYx0 世 季 , 有 to;xo0) 己 订 (4 守 0) ; 则 称 集 合 半 己 RR" 为 (1-1) 
式 定义 的 轨 线 的 正 向 不 变 集 ;者 存在 户 记 利和 一 wtn -> %m), 使 得 x(s,,0, 
x0) -P| 一 0, 则 称 当 1 一 时 ,zt0,zoy-> 用. 称 户 为 x(i,0,x0) 的 w 极 限 点 . 

引 理 1 若 x{1,0,x0) 对 一 切 1 > 0 有 界 , 则 x{t,),xo) 的 wm 极限 点 组 成 的 
人 {xo) 集 有 下 烈性 质 ; 

?Q(xo) 非 空 ; 

(xo) 是 紧 集 { 有 界 闲 ); 

节 避 Lm0) 是 (1-1) 式 的 轨 线 的 不 变 集 ; 

人 当 上 -+ 名 时 ,区 ) 人) 

定理 1 (拉萨 尔 不 变 原 理 ) 设 甸 E R" 是 一 有 界 闭 上 集 ,从 萝 内 出 发 的 人 1) 
式 的 解 Yft,5zo0 GE 珀 停留 在 多 中 ), 并 存 让 V(x}) EE 妇 [殖民 ] ,使 

dF 

de | 03.3) <0; 


又 设 E: = [zx| 各 | = 0,xe 1 cE 是 最 大 不 变 集 , 则 当 4 一 时 ,有 (4， 
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tn, op) — 六 , 
特别 地 ,车 村 = 10|, 则 (1-1) 式 的 零 解 新 近 称 定 ， 
在 某 些 应 用 中 ,只 要 作出 了 满足 定理 ! 的 李 雅 善 庶 夫 坪 数 ,同时 也 就 给 出 了 集 
合 令 定 多 集 合 多 为 
= | Fx) se tt, 
车 倒是 有 界 集 ,是 在 spit 二 0, 则 对 任何 从 多 出 发 的 解 zx) ,FCxtt)) 是 非 增 的 
晒 数 ,因此 对 一 切 : > 0, 解 x(r) 恒 售 留 在 多 内 . 干 是 根据 定理 1, 有 
定理 2 设 各 = {1x1 V(x) < 上 吓 是 有 界 集 , V(x) 在: 光 中 有 连续 的 一 阶 偏 导 
数 , 且 在 欧 中 ,有 
dF 
dt | i. D 环 
则 人 1-1) 式 的 从 杀 出 发 的 每 一 个 解 x(1, 0,x0) 一 用, 当 1 一 加 时 (aoE 动 ， 其 中 六 
的 人 富 义 与 定义 1 中 定妆 相同 . 


__ 


例 1 讨论 方程 
和 e+ (a>0,6>0 (4-1) 
的 零 解 的 稳定 性 . 
化 为 方程 组 
de _ ys 
全 《4-2) 
于 = 一 Exr— 一 办， 
取 示 数 J 
收 下 烈 有 界 闲 区 域 ( 图 4-1) 
KY 二 六 对 了 ， Y= 
Wx 8 即 曲 钱 ABCD 
WW = y+ or o8p > 人 0. 


对 任意 加 巨 名 当 :产生 时 , 现 证 x{t， 
ior X0) 恒 停 留 在 种 内 . 
因为 当 y 0 时 ,下 
< 八 , 鼓 区 名 2) 
不 能 由 曲线 ABCD 由 里 向 外 穿 出 ， 图 4-1 
在 5 上 ,因为 了 >0, 故 
| _ dx 
dr x= -8 dt 省 一 
轨 线 xf 名 vol 的 走向 是 从 左 到 右 , 即 从 外 到 里 . 


三 一 辣 Er: = 一 
{4.2) > 由 青 线 hE 


= ¥ >» 人 0, 
a 区 
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在 4 四 上 ,因为 过 站 , 且 - > = 8+ 二 去 有, 故 当 0< 有 < 点 时 有 
PP>P8>-xip+xy>n0 当天 关 是 ， 


于 是 有 2 = > 0, 当天 总 时. 

这 表明 x(4, to,x0) 走向 地 是 由 外 向 里 ,从 而 轨 线 -一直 停 项 诗 作 中 .注意 
于 = 一 Ay , 

故 


E = | 7 = 0; = <+ 轴 ,机 = [0,0|. 
当 D0< 昌 < 训 时 ,rtt psi) 一 0 故 (4-1) 式 的 零 解 淹 近 向 定 ， 


4.2 比较 原理 


虽然 , 李 雅 普 诺 夫 函数 法 ,和 解 岂 了 不 少 实际 系统 的 租 定 性 ,但 有 些 问题 ,还 必 
须 结 合 其 他 方法 才能 解决 ,其 中 理论 上 最 完善 .应 用 上 最 ) 汉 的 便 是 比较 法 ,或 称 
为 比较 原理 ， 

先 叙 述 两 条 引 理 . 

引 理 2 设 1: = [a, + 名),g(t) EC 人, 克 ] 满足 下列 不 等 式 : 

D* gl) ea ft, ptt)) [DP, plD) a fi, tt))], 
Ft,x} EE Ci x R,R]; 

叉 设 十 (1)[ (1)] 为 方程 


ge fr,x) (4-2) 
过 (of to0)) 的 右 行 最 大 [最 小 ] 解 , 则 于 列 不 等 式 成 立 : 
pe) eB) [eta Bx)], re 了 (4-3) 


引 理 3 设 ft,x) 在 平面 区 域 RRR: 11- wl a,1+- ww| 妥 上 上 连续 ,月 关 
于 x 是 单调 处 站 的 ;又 设 wp( 由 在 11- m1! a 内 连续 ,日 (1, p01)) CR, 如 果 gp(#) 
满足 积分 不 等 式 ; 


pO) < w+| flr, pr))dr 
名 


[pli} 如 + | re(r))dr]， 二 二 二 + 由， 
从 
则 有 
PU) ED) [pi ， 志 1 和 + 上， 
其 中 钾 (2){ 硬 (1)) 是 微分 方程 (4-3) 式 过 始点 (0,xo0) 的 鸯 义 在 二 志 1 志 10+ 太 上 
的 最 太 [ 最 小 ] 解 , 此 处 


， 6 _ 
h = min(a, nr) M= max |/(x,*x}|. 
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现 讨论 r 维 非 自治 系统 ;: 


fx), (4-4) 


其 中 fx) EE CixR.R] ,AL0) = 0, 并 保证 解 存在 日 唯一 .同时 考虑 纯 量 比 
较 方程 ; 
= ptt,u), (4-5) 
其 中 gE CIIxR',R'], gli,0) = 0. 

定理 3 (比较 原理 ) ”车 存在 正定 连续 函数 Vt,x}E [rxR",R*],V(ii,0) = 
0, 且 FF 沿 (4-5) 式 解 的 迪 尼 右上 导数 满足 

Dr yl < g(t, P， {4-6) 

则 有 以 下 结论 : 

le (4-5) 式 的 零 解 稳定 , 覃 涵 (4-4) 式 的 零 解 稳定 ; 

> 若 V 还 具有 无 穷 小 上 界 , 则 (4-5) 式 的 零 解 一 致 稳定 复 涵 (4-4) 式 的 零 解 一 - 
致 稳定 ; 

了 (4-5) 式 的 零 解 疡 近 稳 定 , 草 涵 (4-4) 式 的 零 解 渐 近 稳定 ; 

中 VW 还 有 无 穷 小 上 异 , 则 {4-5) 式 的 零 解 一 致 渐 近 稳定 , 弟 涵 (4-4 式 的 零 解 一 
致 记 近 稳定 ; 

?车 存在 a > 0,45 > 站 .使 

al xl) s Vs, x), 

且 有 无 穷 小 上 界 , 则 14-5) 式 的 零 解 指数 稳定 ,看 涵 (4-4) 蕊 的 零 解 指 数 稳定 ; 

者 还 存在 yy 所 玉 R. 使 得 

pet|xl) a Vo,x) a w(x | ), 

则 (4-5) 式 的 零 解 全 局 一 致 浙 近 稳定 ,蕴涵 (4-4) 式 的 零 解 全 局 一 致 渐 近 稳定 . 

定理 4 设 人 Ni,x)€E ClixB,,R" ,g(t,u)E Clix BRI] ,其 中 中 = fx 
{|x < ah 有 = jxlx1< o), 且 在 ix 8, 上 存在 连 线 正定 具有 无 穷 小 上 界 
的 函数 (ix) ,使 得 

D, VE #) | 60.4) = gtt, 从， (Cf, x) Ex 8,， 

则 (4-5) 式 的 零 解 不 稳定 ,蕴涵 (4-4) 式 的 零 解 不 稳定 . 


例 2 研究 系统 
a = 【一 了 + Beint)x) + (sint) wx, 
{。 《4- 了 ) 
a = {cost) x + (~ 3+ Bsint) x 
的 零 解 的 稳定 性 . 
解 ” 作 李 和 雅 普 诺 夫 邱 数 : 
则 有 


ix} 二 二 (xi 十 2 ), 
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dr 


dt 


= (3+ Bsint) x + (sint}r /xa + 
14-7} 


(cost) x x7 + (— 3 + dsint} x7, 
它 是 变 号 的 ,因此 ,不 能 用 李 雅 普 诺 夫 直接 法 判定 .但 如 果 变 为 微分 不 等 式 , 则 有 
尝 DD 所 (—- 3+ Bsint}x + x + 2: + 了 +Ssint]x2 
= (224 sint) x + {~ 2 + Bsint) a 
= 2(— 2 1+ Bsint })K. 


利用 此 式 作 比较 方程 


= 20-24+ Bsint)u, 
(4-8) 
utio) = Viito), 
显然 (4-8) 式 的 解 为 


u(t) = uC toh 人 2r8an0d 
由 比较 原理 , 则 有 
Wi :) 所 wut} 一 ut tel 一 了 +8siny }r {4-97 


由 (4-9) 式 可 以 看 出 ,系统 (4-7) 的 零 解 不 仅 渐 近 稳定 ,而 且 是 指数 稳定 的 . 
4.3 ”微分 方程 解 的 有 界 性 


考虑 n 维 非 自 治 非 线 性 系统 : 


全 = Fi,X), (4- 10) 


其 中 fi,x) E CL[7 x R*,R*], 且 保证 解 的 唯一 性 

定 光 3 着 (4-10) 式 的 每 一 个 解 x(i,io,xo) 有 异 , 即 存在 Pii0,xo} = const > 
0, 使 得 

| X(t, to, Yo) | 于 Bliito, Xo). 

则 称 (4-10) 式 的 解 有 界 , 也 称 系 统 (4- I0) 是 拉 格 朗 昌 稳定 的 . 

定 穴 3 车 Ya >0,jBta) > 0, 使 得 YaoE5 = ixl1|xl < ea 有 

xfsioxn | < Bia) 1 in. 

由 称 (4-10} 式 的 解 是 -- 致 有 界 的 ,一致 有 界 性 .也 称 拉 格 名 日 -~ 致 稳定 性 . 

定理 5 (4-10) 式 的 解 有 界 的 充 要 条 件 是 存在 函数 Ft,x) EC[Tx R",R'], 
满足 下 列 条 件 : 

VO x) pr), ool xl) € KR; 

2 对 每 一 个 解 x(f,i0, ti to NW0)) 关于 4 小 增 ， 

注 1 作为 2° 的 充分 条 件 可 以 用 条 件 

B* Fo sn0 

来 代替 . 
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例 3 二 和 阶 非 绑 性 微分 方程 
9 + P() 守 + qt)F(x) = 0 (4-11) 
的 有 界 性 ,其 中 P(2) EE 四 [天 了] ,9 € COL,R]. 
x) EE CL- w+ oa),R], 且 下列 条 件 成 立 : 


PO qn) a NN; 
全 
2 六 一 20(1)' 
”| Kads = + om. 
证 化 (4-11) 式 为 方程 组 


dx 二 
1 (4-12) 
平 = plt}y -人 二 所 区 
设 
(CE yyY) = | eas 十 了 ， 
根据 条 件 te 有 


所 > .Aede+ 六 = Wx,y) + w+ wm 时 . 
故 存 在 p E KR ,使 得 
Vt,x, 7) 3 {x + 2). 


yO dy (De 


D* (区 人， 多》 | .12) = f(x): y(t) + q(t) dr ~ 242 
= f(x()) y(n) - Blp (yD) + 


27 | 9 (2) 
dA - PE 


-rt g(t 
= a Lp(p + Bl «0 


配 w(t) 和 YY(1) = x () 在 三 1 <+ % 内 有 异 ， 
定理 4 《4:10) 式 的 解 一 致 有 界 的 充 疫 条件 是 存在 Vi,x) € CEi x RR”, 
Pi,x) = opt)x|}), rE KR; 
对 每 一 解 x¥(f to, x0) ,Vt,x(t, ,XxX0)) 关于 + 不 增 : 
PF ya 20a > OVxES= jxl11lxl<ai, 有 
VEE) er). 
定理 7 车 扩 i,x) 关于 x* 满足 利 普 希 芯 条件, 即 | Aiz) -大生 站 和 二 
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工 上 x 下, 则 (4-10) 式 的 解 一 臻 有 界 的 充 要 条 件 是 存在 Ft,x) EE CixR",R] 
满足 条 件 ， 

ollxl)s Vx) spr) 其 中 gi ,v2 KR; 

PP: Var) 0. 

例 4 考虑 二 阶 韭 线性 方程 ; 

r+ fx,y) r+ gx) = pli). (4-13) 
牛 设 成 立 下 列 条 件 : 
PACx,Y) ,gtx) 对 所 有 变 元 连续 ， 


2p(t) 在 1 上 连续 , 旦 ”1p(D) 1d < = 
和 大 xy7) 对 一 要 x,y 成 立 ; 
C(x | elu)du >0, YrxA¥0, 且 当 | x 1 wm 了 时, G(x) 一 网 ， 


则 (4-13) 式 的 解 一 致 有 界 . 
证 ”化 (4-13) 式 为 方程 组 
dx 


1 《4-14) 
= fx, - g(x) + p(t), 


取 
Vix yl = 这 于 2 -上 | pits} | ds, 
当 + 六 1 时 ,有 
TV Fr2G) < Vt,z,y) < VF +2607), 


dF 1 
de 
PAODY -1 p(t 1 
由 定理 4. 12 知 {4- 14) 式 的 解 一 致 有 界 , 从 而 (4-13) 式 的 解 一 致 有 界 . 
在 某 些 情况 下 ,下面 的 充分 条 件 ,在 应 用 中 较 方便 .考虑 系统 


dx 
二 
人 (4-15) 


dy _ 
di = Gt, rT,y), 


这 里 rER,yER",HB Fit,r,y) tt y) 者 站: 了 x R" x R" 上 连续 ， 
定理 8 设 存在 Viix,y) EE CTx Ts 有] = Troyy | 和 上 2+ yl?:= 
K21 ,并 六 足 条 件 ; 
ii) + 时 yl + wm 时 ; 
其 中 b(tr,s) 为 连 沪 遇 数 ; 
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dV 
一 一 0. 
de | a-1s) 所 


此 外 , 设 对 每 个 时 > 0, 定 六 = ,px 二 CN) jy 寺村 |， 
设 存在 W(t,x,y) CL xc,RI ,满足 

Wry x 一 + ww 时; 

C(x 上》, 这 里 ce(7) 是 连续 的 ; 

四 dW 

dz 4-15) 二 

则 (4-15) 式 的 解 一 致 有 界 . 

例 5 ”考虑 二 阶 非 线性 方程 : 


gp (4-16) 


假设 
jp Pr) 于 民 ' 上 连续 , 生 当 “+ mm 持 , 有 

Pls) | de 一 + om 
glx) 于 RR' 上 连续 ,日 对 于 | x1> gy, 有 xg(x) > 0: 
p(t) 连 续 , 且 p(1) -jp(8)ds 有 办 


试 证 (4-16) 式 的 每 一 个 解 及 它 的 导数 均 有 界 ， 
证 化 (4-15) 式 为 方程 组 ; 


和 = Fy- Fr) + p(t), 
和 - a) {4- 17) 


适当 选取 常数 > 0,4b > 0. 令 
天 2 
G(x) = [gle)de ,V(r,y) = C(x) + 于， 
Vix,Y) (rari< nm), 
YX yy 一 和 十 人 (lxile a,r mb), 
TY] + 20 {zr <- or 外)， 


~ ef 
VC, ve,y) + 径 (ayYT< 6), 


Vx,y) ~ 2a {x -a 和)， 
Vxy)+x-a ttale ear 4), 
则 了 满足 定理 8 条 件 * - 3, 且 对 于 适当 的 各 ,在 1x1> 有 (1 和 1Hyis 灯 上 
有 定义 的 铺 数 : 
def 
Wx,y)——| x| 
满足 定理 8 的 条 件 4 ~ . 计 及 y(0), F(x(1)),p(1) 有 界 ,从 而 (4-16) 江 的 解 及 它 
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4.4 ”系统 的 耗 散 性 


定义 4 若 存 在 常数 BB > 0, 对 于 (4- 10}) 式 的 每 个 解 ri) ,都 存在 常数 
To No);y 当 这 w+ T(t0,xo) 时 ,有 
x(to,xo) | < B, 
则 称 (4-10) 式 为 一 耗 散 系统 , 称 (4- 10) 式 的 解 对 界限 5 感 终 有 界 , 若 Ya > 0,Yxo 
Es = rr ea)l,I Ta) > 0, 当 1 0 + 了 时 ,有 
| xt,to,xo} | < B, 
则 称 (4-10) 式 具 有 一 致 耗 散 性 , 称 (4-10) 式 的 解 对 界限 5 最 终 一 致 有 界 ， 
定理 9 (4-10) 式 一 致 耗 散 的 充 要 条 件 是 存在 常数 BB > 0, 函数 V(ti,x) EE 
CLTx OR NK = Ix, xl = Ki,K a BB}, 司 得 
ot xxl) a Vor,x) < gol x ), pip EE KR 人 FTx 0 上 成 立 ; 
TD Vow -Flr ,pe 在 fx 0% 上 上 成 立 . 
定理 加 若 存 在 常数 号 > 0 及 国 数 Vi,x) EE CL7 x 02%,R'], 使 得 
Pot lxl) se Vt,x) 在 Ix Di 上 成 立 , pp EE KR: 
PD Vom ea- ee = const > 0, 


则 (4-10) 式 是 一 耗 散 系统 . 


例 6 考虑 系统 : 
= XI — 3 一 XI 
{& {4-18) 
TE = xi + % 一 Xo 
的 耗 散 性 
作 
Y= 六 《2 十 各 2) ， 
9 (18 和 + 时 
故 (4-18) 式 是 一 耗 散 系统 . 
讽 7 证 明 系 统 : 
= x1 + x3 — I(T + r+ sint), 
{2 (4-19) 
a 二 一 YX 十 区 一 xat i + 3 + sint) 
的 一 致 耗 敬 性 . 


证 取 日 = 3， k = 2.5, 5 
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三 3 {xr 十 亦 2 ， 


= z+ a x+ a x + + inf) 


2 + sint + 1) 


= (x+ r(x + 2 
-0.5(x + va) 
= 一 和 x+ x2 }, 


当 x + x 2. 和 5 时, 易 见 定理 9 的 条件 会 满足 , 夏 (4- 19) 式 是 一 致 耗 散 的 . 
4.5 “系统 的 收 辫 性 


仍 考 碟 系统 (4-10) ,但 t,x) EE CL x Rr,R"]. 其 中 于 = (wm, + wf 
Fr) 基于 * 是 连续 可 微 的 ， 
定义 有 车 
l 系统 (4-10) 的 所 有 解 x(t,to,xo) 在 与 去 上 < oo 上 上 有 有 定义 ; 
2 惟一 存在 定义 于 上 /上 的 有 界 解 9(:), 即 
sup | 如 [的 有 <; 
3 (5) 全 局 渐 近 稳定 , 即 对 每 一 个 解 xtt, to,xo) 有 
lim xs, to, xo) =- Nt) = 0, 
则 称 系 统 (4-10} 具有 收 敏 性 . 
研究 收 合 性 的 重要 目的 之 一 是 研究 系统 的 周期 解 的 存 伯 性 . 
如 果 (4,x) 关于 1 以 w 为 周期 , 即 
A wt), 
且 (4-10) 式 具 有 收 全 性 , (1) 为 全 局 渐 近 稳定 的 有 界 解 , 则 g(r) 为 周期 解 . 因为 
dt wl = Ft+t wm, tw = Ft t+ w)), 


故 9(t + ww) 也 是 (4- 10) 式 的 和 解 , 且 在 f 上 有 界 .由 惟一 性 , 厅 引 人 + 加) 三 让 人, 故 
半 (+) 是 知 期 解 ， 
定理 11 设 (4-10) 式 满 足 条 忻 : 
1 sup | Fe 的 站 = 下 < oo 
2 AT -0 此 处 Ar 是 机 隆 
Ja 二) + Cf tt EIT 


的 量 大 特征 值 ， 
则 (4-10) 式 具有 收 误 性 . 
定理 这 ”和 仍 设 


ax + ff), (4-20) 


用 
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bp4 =《mjaxn 是 稳定 的 ; 
f(t) 三 eol te) ht 丘 CL ,R"] 有 界 ， 
再 (4-20) 式 具 有 收 笋 性 , 且 其 在 1 上 有 惟一 有 界 且 全 局 渐 近 稳定 的 解 为 


神 ( 1 = | seo rdr. 


4.6 ”非常 稳定 性 
仍 考 虑 系统 (4- 10)， 其 中 4,x) EE Cix Su,R" ]» 
Sm = fr rl < Hl,x = coltx/,.. x,). 


定 尖 看 荐 We > 0YioeE Ie) > Ovaro EE SAVYmoeE Sn = 1x: 
[x| sa Ft, 当 | xo -yoll < 8(e) 时 有 : 


| X(t to, Xo) 一 了 0 | < EL 


则 称 (4-10) 式 美 于 (H* ,日 )( 厅 < 六 用) 是 一 开 这 省 注定 中 落 W&>0,I>0 
和 T(te) > 加, 使 得 Vxo EE sr。， vyo € So" ,当知 一 上 < 刘 时 ,对 所 有 := 
tin + Tie), 有 : 


xttstoxo) - ylistoryo))| < ee， 
则 称 {4-10}) 趟 关于 (五 * ,万 ) 一 致 非常 吸引 、 
车 {4-10) 式 关于 (后 * ,HFH) 一 致 非常 稳定 , 且 一 致 非常 吸引 , 则 乏 (4-10) 式 关 于 
《于 " ,万 ) 一 致 非常 儿 近 稳定 ， 
定理 起 车 f(ti,x) EE CixR,R], 且 存在 
Ve, Xx:y) EOLIxR x RR",Rj, 满 中 
Po{tlr-yl}s Vr, “7 py) Fi: Fp2 E KBR:; 
i (|x- Me ye Kk], 
则 {4-10) 式 一 致 非常 稳定 [一 至 非常 源 近 稳定 ]. 
定 久 7 了 讶 入 =+%m. 荐 Wa>0,j8te)>D 当 xw-y%l < a 时 ,有 
| rr to xo) — yli,to,yo) || < Bla} (1 3 1), 
弄 称 {4-10) 式 是 一 致 距离 有 鼻 的 . 
若 对 于 给 定 的 常数 下 > 0,Ya>0,jTGa)>0, 当 | 加 -各 < a 时 ,对 所 
有 的 1 = + Tiau), 有 
| ret to xo) — ylt,toy0) | < 8B. 
则 称 {4- 10) 式 对 给 定 的 界 后 最 终 一 致 有 界 . 
定理 14 车 存 在 Vii,x,y)€ C[TxR",R"] 使 在 :€ I! 和 上 x-yl 3 大 上 ， 
满足 条 忻 : 
Protx yl}s Vrp) es ptr -| ), og, E KBR: 
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dy ay aF 了 
出 (0) 二 了 + gx f(b) + gy) <0- clx-yl], 


则 (4-10) 式 是 一 致 距离 有 界 的 [对 8 > 上 最 终 一 致 些 离 有 界 ]. 
例 $ 考虑 方程 ， 
x+ Nx) + x = elt,x), (4-21) 
其 中 fx) 连续 ,不 三 , 且 e(1,x) 连续 ,如 果 
{x = vetf i x) eff vr) + Fn) -Nx): a 0), 
则 {4-21) 式 的 解 一 致 距离 有 界 . 
证 :化 {4-21) 式 为 方程 组 
dx 
dx - ，， 
1 (4-22) 
= x fy) + elt,y), 
并 考虑 同一 形式 的 方程 组 : 
A 


令 
da _ 
人 = 了， 
di = fr) + elt,v). 


Hl 


刚 Vix, ys ut) = (Cx a) +- v), 
or -yA -二 w+T27 -velt,y} - etli,v)| < 0. 
根据 定理 4.13,(4-21) 式 的 解 是 一 致 距离 有 界 的 . 


4.7 ”相对 稳定 性 


非常 稳定 性 (有 界 性 ) 基 研 究 同一 方程 的 解 与 解 之 间 的 距离 关系 . 
下 面 交 介绍 两 个 不 同方 程 的 解 与 解 之 间 的 距离 关系 


考虑 两 个 不 同 的 系统 : 
至 = (ez)， 了 后 性 [了 x RR ,ER"; (4.23) 
= g(t,y), ECLIxR,R],y ER'. (4-24) 


定义 8 若 Ye > OVEI,Id= 0e) > 0 (= 80e)), 当 | - 
Po | < 时 ,有 
| x 0 Ko — yfstorpo) | < ee 1 
则 称 (4-23) 式 与 (4-24) 式 的 解 是 相对 稳定 的 {相对 一 致 稳定 的 ). 
车 Ye>0wmEl,jo= oc0 =o 和 T= Tito,a)(T= Tle)),S xo 
一 30 | < ao 时 ,有 
和 (ix 一 0 < 人 
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则 称 (4-23) 式 与 (4-24) 式 的 解 昨 相对 吸引 的 (相对 一 致 吸引 ). 

车 (4-23) 式 与 (4-24) 式 的 解 查 对 稳定 [一 致 稳定 ], 相对 吸引 | 相对 一 致 吸 
引 ], 称 为 相对 渐 近 稳定 [相对 一 致 半 近 稳定 ]. 

定理 起 ”车 存在 Vit,x,y) 蕊 CTx R" x R",R* 1], 使 得 

Potlr-rl) < Wo go x -p11), pp EE KR: 
dM def + "a x) + Fst, ,0 

[<- villx-yl) ye KR], 

则 (4-23) 起 与 (4-24) 式 的 解 相对 一 致 稳定 {相对 一 致 亲近 稳 十). 

相对 稳定 在 电力 系统 中 有 很 好 的 应 用 . 人们 需要 研究 几 台 电机 的 同步 运行 ,化 
为 微分 方程 便 是 相对 稳定 问题 . 


4.8 ”集合 稳定 性 


仍 考虑 {4-10) 起, 在 1x R" 空间 上 考虑 一 个 集合 笛 , 世 可以 是 一 个 任意 的 有 界 
或 无 界 点 集 . 
信服 (a) = rilfar)E 有 | 表示 超 平 面 上 = g 与 时 的 交集 ,zw 表示 讶 在 民 " 
上 的 投影 , d(x, 表示 xx 到 x, 的 最 小 距离 , 即 
dir:M) = inf x-yl. (4-25) 
r | 


设 时 (s ,8) 是 睹 (o) 在 R* 中 的 se 分 域 . 
以 下 关于 屠 的 稳定 性 .吸引 性 ,都 是 对 方程 44-10) 的 解 而 言 . 为 行文 简便 起 
见 .省 去 了 “对 方程 (4-10) 的 解 而 言 ” 一 语 ， 
定 交 9 车 Ye>0VYa>ngbET 习 Beyai[3 了 8e)], 使 得 ¥ vo 二 
= Ix,| ri «al, 
dxo, MEO)) < B10,e,.a)[ < 全 Ce] 
时 ,有 dr) < (i ¥ 0)， 
则 称 集合 好 稳定 (一 致 稳定 ). 
定义 旭 车 当 t-* w 时 ,(4-10) 式 的 每 一 个 解 x(i,1o0,xo) 一 时, 则 称 集合 林 
全 局 吸引 ;车 Ye > 0,v7>0Ya>0VvemeLIT(,7) > 0, 
mE = x|xrll < ol, drom(to)) 二 拉 


如 


时 ,有 
dntt, to xo), MI))} < Ee (t > to + T), 

则 称 好 为 全 局 一 致 吸引 ， 

若 集 人 台 半 稳 定 且 吸引 , 则 称 它 为 浙 近 稳定 ;着 征 一 致 仙 定 且 一 致 吸 引 , 则 称 它 
为 全 局 一 致 渐 近 稳定 . 

定理 二” 若 存 在 函数 

Ve, x) EE Ci x DaR ,Dr = {xl dr, Me 

满足 
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下 
Dt Vt,x) | (4-0) 蕊 0, 
则 集合 时 一 致 稳定 . 
定理 17 车 存在 Vii,x) EC[T x R",R!'] ,满足 
Pooldlr, MD) a Vx) € pl dx, MN)), pl, Pp EE KR; 


2 WE pldlx,M)), yER, 
则 好 全 局 一 致 亲近 稳 定 . 


4.9 ”条 件 稳定 性 


仍 考 虑 系统 {4- 10). 
定 久 1 车 在 RR 内 存在 上 维 流 形 
有 
风 称 {4-10) 式 的 解 & = 如 日 ” 当 上 一 的 时 条 件 稳定 . 
对 Ye > 0,j8te) >0, 当 初始 扰 动 xtt0) € 京 , 且 
xt) -= E(t0) | < SCs)， 
有 | w(t,to,xo) — (r,t0rg0) | < < (1 3 0), 
其 中 x fo) 二 204 二 [0) 三 各. 
者 (4-10) 靶 是 条 件 稳定 的 ,县 存 在 4 = const > 0, 当 | xtio) 一 {07 上 < 
时 ,有 
x) -Et 0 (t+ %), 
则 称 人 4- 10) 式 的 解 & = 有 是 当 : 一 w 时 条 件 渐 近 稳定 . 


考虑 系统 : 
党 = AX + pli,x), {4-26) 
其 中 4 = 《aj) ,为 常 答 阵 , wp E CL x R'*,R"]. 
定理 18 设 和 矩阵 4 有 个 贫 实 部 的 特征 值 ,其 他 特征 和 佣 的 实 部 非 负 ,ptt, x) 
关于 上 连续 (cr 3 站 ,关于 上 满足 
| 亲人) (xi 过 省? < 2a), 


其 中 当 4 一 0 时 ,5(4) 一 0, 则 方程 组 (4-26) 的 零 解 关 于 某 卡 维 流 形 5$ 是 条 
件 渐 近 稳定 的 . 
推论 1 设 第 阵 4 有 上 个 负 实 部 特征 值 和 (Cn - 已 个 正 实 部 的 特征 值 , 且 对 
Piz) 在 Et-o，+o) 内 满足 利 普 希 蒋 条 件 , 当 利 普 郑 欧 常数 充分 小 时 , 刚 在 
R” 的 原点 某 邻 域内 存在 站 维 流 形 引 和 na -上 维 流 形 5$;., ,个 方程 组 (4-26) 式 的 解 
x*{1) 成 立 下 列 极限 关系 : 
x 一 0, 当 1 一 + 名 时， 若 x (O00 EE 久 *， 
x 一 0, 当 1 一 -mm 时 ， 若 x(0) € Su 
例 9 下 列 方程 组 
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dx 


三 着 
dz ? 


dy __ 
一 了 


(4-27) 


的 通 解 为 

XCE DO, xn) = xnet， 

y(t,0, yo0) = yoe 
显然 (4-27) 式 的 鹤 解 是 不 稳定 的 ,但 同时 不 难看 出 , 若 取 xo = 0, yo 0, 则 有 当 : 
一 + ww 时 (x(t,0, x0) y(t,0,70)) 一 0; 车 取 x0 zz 0,y0 =0, 则 有 当 上 一 - w 时 ， 
{x 0) YC 0)) 一 上 0. 故 [4-7) 式 的 零 解 是 条 件 癌 近 稳 定 的 . 


4.10 ”和 鲁 棒 稳定 性 和 有 办 性 


仍 考虑 系统 {4-10), 且 设 fF,0) = 0fix) E CTx SR ,Sn = yl 
x < 上 Hi .同时 , 考 虚 扰 动 系统 ;: 


下 =- Ay) + ghty), (4-28) 


其 中 gE CLfx Sy,R"]. 

定 沉 和 车 We>0,I3/(e) > OBte) > 0, 当 | efttyyl < yol 
5 时,(4-28) 式 的 解 y(1,16,y0) 有 估计 式 

| yetstoyo) | <e (yw to), 

则 称 (4- 10) 式 的 零 解 是 经 常 干扰 下 稳定 的 . 

定理 9 ” 若 存 在 函数 VE CIT x Sp,R] 满足 条 件 : 

io 人 xz) 过) 二 站》 gp EK: 

?Driowm ee- CVi,x) C > 0; 

PE VERY -Vr yl as Kx-yl. 
则 (4-10) 式 的 零 解 是 经 常 干扰 下 稳定 的 . 

定理 加 ”对 于 线性 系统 


dx _ _ 
df = AAC X, (4-29) 


其 中 A(x) = {as(1)),.。 是 连续 函数 第 阵 . 若 (4-29) 式 的 零 解 是 经 常 干扰 下 稳定 
的 , 则 它 的 零 解 必 是 指数 稳定 的 . 
定 党 到 若 Wa>nD, 了 所 ai > 0,rlta) > 9, 使 当 = 上» | < 用 时 ,有 
yf) < ra)， 
且 若 YES= yy1l< col; 则 对 一 切 :3 0 有 
| yi to, yo) | < Bla), 
这 里 yfi, to,30) 是 (4-28) 式 的 解 , 则 称 (4-10) 式 是 经 常 十 扰 下 有 界 的 . 
定理 21 车 存在 函数 V(t,x) € Cli x Se RS = jx| 中 x 中 站 使 得 
Po lx) a Vt rx) & po x), pp €E KR: 
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PVOXA) -Vp < Lx-yl:; 
PD Veit,x)| oo -C(x ) (Cir) 连续 正定 )， 
则 (4- 10) 式 是 在 经 常 干扰 下 有 办 的. 


4.11 ”实用 稳定 性 


李 雅 普 诺 失 稳定 性 定义 中 的 是 任意 给 定 的 ,而 3(s) 只 要 存在 ,不 管 多 小 ,但 
实际 问题 中 , 今 太 小 ,以 致 要 求 初始 扰动 不 超过 3 ,本身 就 做 不 到 .同样 地 ,要 求 一 系 
统 实际 送行 状态 与 理想 的 运行 状态 相差 任意 小 ,是 不 可 能 ,也 不 必要 的 ,可 以 允许 
在 限定 误差 范围 内 运行 .因此 很 自然 地 提出 以 下 实用 稳定 性 问题 . 


全 = f(r), (4-30) 
全 = fx) + ptsx), (4-31) 


这 里 TD = OE Chix SR ,pi Xx) E CL x Sn,R"]. 

定义 14 ”预先 给 定 正 数 8 及 两 个 集合 0 与 如 ,其 中 0 是 包含 原点 的 有 界 闭 
集 , 9。 是 的 子 集 .车 YYxoE Qo Vio0 和 Vp(i,x)E Pa 1P,x)1 ll pt, 
zx) 二 61,(4-31) 式 的 解 xCt, t,x0) EQ (fei), 则 称 (4-30) 式 的 霍 解 关于 
分 ， 9, Uo 为 实用 稳定 . 

实用 稳定 概念 与 数 辣 及 集合 0,0Qo 有关 .9 是 许可 状态 集 , 20 是 初始 状态 集 ， 

定理 总 设 为 R"' 空 间 中 包 合 原点 的 紧 集 ,如 果 存 在 丙 数 V2,x) EE C[1x 
R" ,Rj ,使 对 一 切 上 E 05(G8 为 06 在 R* 中 的 余 集 }), 有 

D* VO,x) | 603 < 0, 
且 对 一 切 可 | 全 Oo, Xs CE Ot 0O* 为 0 的 余 集 ) 及 位 空 本 这 0, 有 
Vtirt) < Vz, #2), 

则 {4-3 式 的 从 Go 内 出 发 的 解 ,在 +t = iw 不 超出 9, 从 而 (4-31) 式 的 零 解 关于 人， 
Qo; 昌 为 实用 稳定 的 . 

定义 15 若 YpEP= 1P(t,x)1 p(t,z) | << 31, 从 O06 出 发 的 解 xY(1, i， 
xz0) 在 名 过 上 关 和 + 了 内 不 越 出 集 口 , 则 称 (4-30) 式 的 零 解 关于 3,06,0 在 有 限时 
间 [ ,7 了 ] 内 为 实用 稳定 的 . 

定理 233 车 存在 Vii,x) EE CLix R",Rj, 使 在 各 内 Va ,在 0 内 有 3 
1 , 且 

dr 
dt | nm) < CdoT, 

册 (4-30} 式 从 vy 出 发 的 解 在 丰 雪 上 近 和 十 了 内 保持 在 总 内 ， 

定义 16 若 (4-30) 式 的 零 解 是 关于 6, Qo0,8 为 实用 稳定 的 , 且 对 ¥p€€ PP， 
(4-30) 式 的 每 -- 个 解 x(i,io, x0) 最 终 要 进 人 0, 则 说 (4-31) 式 的 零 解 为 强 实用 千 
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定 的 . 
定理 4 车 存在 函数 (t,x) E€ Ce R], 当 Dx + om 时, Vx) + ~， 


对 YX 人 WB 和 YWpE PP, 半 ty wy 时， < € < OR Fx) < Vt,y) 


{4-31) 
对 所 有 *E 如 和 7yE 父 成 立 , 则 (4 -31) 式 的 零 解 关于 站 ,Qo0,9 其 有 强 实用 稳定 
性 ， 
注 3 ”实用 稳定 中 的 集合 0,% 比较 抽象 ,可 以 县 体 化 为 
= fxrlixl < *£|, Oo= fxl lxhl < iol. 
< ko < 上. 
这 使 用 起 来 就 方便 了 ， 


5 “特殊 系统 的 稳定 性 


5.1 分离 变 量 非 线性 系统 


考虑 # 维 分 离 变 量 非 线性 系统 ; 
= Pls ) = 2, (5-1) 


这 里 方 (0) = 0， Ac C[RLRUUi 7 = 1,2,…,n), 并 保证 (5-1) 式 解 的 唯 
一 性 . 

这 种 系统 是 定常 线性 系统 的 自然 推广 , 它 有 鲜明 的 实际 背景 .不 仅 一 般 非 线性 
控制 往往 可 化 为 (5-1) 式 , 而 且 一 般 的 生态 系统 ,甚至 一 般 神 经 网 络 系统 都 可 以 化 
为 (5-1) 的 形式 . 

定理 1 若 (5-1) 式 满足 下 列 条 件 : 

fx) 2 


2 hil)ds 三 一 总， r= ] 2, … n 
* 存在 常数 > Qi = 1,2,…, 片 ;使 得 矩阵 Alast x I) nn 负 定 ,其 中 


一 4 + 
d(x) = WW 1 (2 0) 
-Zp + Fm) fh #0, 


则 系统 (5-1) 式 的 零 解 全 局 稳定 . 
注 1 定理 1 中 4A{ay(x)) 的 元 素 可 以 取 为 较 保守 但 昂 验 证 的 形式 .例如 评 取 


二 一 由 {i= 1,2 ni = 站， 
人 1 六 人 和》 ， 


fi{x) Y f(s) | i xi #0 
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LM 
i . 拉 . 和 出 f= ,2 ,nn, := = 1,2, ,Nn, 
或 省 i 二 Le， ce 二) ， i 六 
入 中 
bi > Cx) ， 碳 宇 pw) | 


这 梓 , 果 适当 选取 易 个 计 的 育 数 {特别 是 常数 ) 来 简化 {ay *)) 负 定 的 验证 . 


例 1 试 判定 
ee = 一 4 十 ainx} 一 16x3; 
ji (5-2) 
ge = 可 (sinx1zi + 和 一 人 对 
的 零 解 的 稳定 性 . 
令 


(x) 三 一 和 ， 人 二 一 2 这 ， 
Fx) = (sins ) + x1, f(r) = sinx: ~ 16x3, 


显然 定理 的 条 件 ,2 成 立 .又 如 取 c = 1, cs = 8, 则 根据 定理 1 中 A(a5) 的 定义 ， 
求 得 


all =- 1, 0 二 一 名， 


1 ,3 
dl2 = — |- (sin — 1Gx3) 2 4 (sinxl) xf + %1) 
2 3 十 TT 
一 2x3 一 | 


于 (an un) 1 sinxz sn% 
2 2 好 %i 4 *| 


易 见 


1 sinx sing 1 
qi2 02| += <8 


故 拖 阵 (mjasz 负 定 .由 定理 1 知 例 1 的 零 解 全 局 稳定 . 
例 2 试 判 定 系统 


1 ry 


dx 2x1 3 (5-3) 
di l+xt “1 
的 霍 解 的 稳定 性 . 
邻 


f(x1) = fl x2) = 一 了 ， 


2 2 
zi = Ta fr{x2) = 一 了 


1 + > 
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显然 定理 ] 的 条 件 1 ,2 成 立 . 取 fl 三 Cy 二 1. 于 是 
2 
al = 42 = 1, ou = ou < 村 [| 
故 矩 阵 ( ay)zxz 负 定 .从 而 例 2 的 零 解 全 局 稳定 . 
定理 2 若 (5-1) 式 满足 下 列 条 件 ， 
过 所 1 
2 存在 常数 上 > 0, 使 得 


& 1 f(x 1- Dy | ft | > 0, 


则 (5-1) 式 的 零 解 全 局 稳定 . 

定理 3 车 (5-1) 式 满足 条 件 : 

Pix) x < Om 0,i= 1,2,",n: 
f(t) 
lv) 
加 宅 阵 六 {a 站 an 是 一 个 时 第 阵 ,其 中 

一 | i 二 /= 1l,.**,n, 
-i i = ln 


3 
1 + 地 


|<2. 


* ] 


A 


则 (5-1) 式 零 解 全 局 稳定 . 
例 3 考虑 方程 组 ;: 


de = 一 1.2xj + (sinri) rs, 
(5-4) 


的 零 解 的 稳定 性 ， 
显然 
fn} = 1:2xt <0, zx: 人 0, 
(ao =- 着 


fl x2) | Csinxy ) x2 | 


= 一 一 一 一 1 ， 
fn{ x2) Ixrl 大 4 所 


PA) | 
| 


故 {5-4) 式 零 解 全 局 稳定 ， 
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5.2 一 类 更 特殊 的 非 线 性 分 离 变 晤 系统 


考虑 一 类 更 特殊 的 非 线性 变量 分 离 系 统 : 
= os), i = 1,2,,n, (5-5) 


其 中 f(0) = 0,f(%) 人 = 1 2 4) 连续 ,保证 解 的 内-… 性 ， 
定理 4 若 下 列 条 件 满 足 ; 
1 站 


?| ”Fas 二 访 ， i 心 ， 三 了 ,了 ,有 
3j 存在 常数 ee > 0, 二 Et ,2,… ,nx 使 得 扎 阵 Blbs) nxn 负 定 ,其 中 


; [=m i=j= 1 .2 ,Rn: 
” {cay + ci), ijij = 1,2,. ,7 


赠 (5-5) 式 的 零 解 全 局 稳定 ， 
定理 5 车 (5-5) 式 满 足下 列 条 件 ; 
和 
gainnn 为 型 定 阵 ,其 中 
= _ |， 上 二 = 1 了 
Se | ,i = 2 
则 (5-5) 式 的 零 解 全 局 稳定 ， 


5.3 ”一 类 可 化 为 变量 分 离 的 非 线性 系统 


考虑 系统 


dz; 
fe = Ros), (5-6) 


F(0) = 0， Pt > On #0 = 1,2,.,n 
连续 ,并 保证 (5.6) 式 解 的 唯一 性 . 
定理 4” 若 !5-6) 式 满足 条 忻 ，; 


本 吧 
-| Fly dy; 二 二 名 (i 三 1.2 ,nn)s 


之 是 史 0， i 三 1,2,"*,n, 且 detA( ay) 天 0: 
EE 存在 > 0, 使 得 披 阵 Bt by) axn 负 定 ,其 中 


人 i= 1 2， 
by = 1 ， 
-六 (eay+ om), 天 六 让 = 12，a 
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则 (5-6) 式 的 零 解 全 局 稳定 . 
定理 7 若 成 立 下 列 条 件 : 
1 Fy > 0 ,0 < 0,+t= 1,2, eta * 0: 


2 4 (aoxa 为 好 矩阵 ,其 中 


1 ， 
et t= = 1 ,2 ns 
y= _ 


,ji = 12 nm, 
则 (5-6) 式 的 零 解 全 局 稳定 . 
例 4 考虑 系统 
和 三 《一 Dr] _ 4o)2 < FI(- 立交 | =-- ra) ， 
i 
dx def (5-7) 
3 = (Bx ~ 2x2) —— Fol8x) - 2x2). 
显然 (5-7) 式 满足 定理 6 条 件 上 了 , 忆 , 今 取 
|] 三 了 = 1, bt 三 一 4, by = 一 了， 
bs = ba =- 方 [8-8] = 0， 
故 B(by) 负 定 .从 午 (5-7) 式 的 零 解 全 局 稳定 ， 
5.4 ”和 鲁 里 叶 型 非 线 性 控制 系统 
着 里 叶 ({Lariey 型 非 线 性 控制 系统 为 
华 二 此 十 blio), 
{5-8) 
g = Clx= Dj em, 
这 里 
t= cory Es Ka) = ool hb), by, bs), 
C= ecole ess en),A = Coy}nn. 
令 


F= {F100) =0Rala>0iaz0Ora)E CR ,BRI]II 
Fo w= ftA0) = 0N0 < A 过 下 < fo) EE CLR Ri 


Fro 有 = IFA0) = 0.0 < 用] <A< EE CR ,RR]}, 


(5-8) 式 中 ,有 ,上 ,5 是 已 知 的 ,fg) FL Fio,4] 或 Fio,w)1, 但 是 未 稍 切 知道 的 精 数 . 
定 多 1 车 YA) E€ F(R 和 或 Fro),(5-8) 式 的 备 解 是 全 局 稳定 的 , 则 称 
(5-8) 趟 的 零 和 解 是 绝对 稳定 的 (在 赫 尔 维 芯 角 域 [0, 上 &] 或 10,4) 绝对 稳定 的 }. 
著名 胸章 里 叶 问 题 提 法 为 : 问 (S$-8) 式 的 掌 解 绝对 杭 定 的 充 要 条 件 基 什么 ? 
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守 于 (5-8) 式 有 以 下 传统 的 分 类 ， 

(1) 若 4 为 严 尔 维 蕊 矩阵, 则 称 (5-8) 式 为 直接 控制 系统 ; 

{2) 若 4 投 有 一 个 零 特征 值 ,其 他 特征 值 均 具有 人 负 实 部 , 则 称 (5-8) 式 为 间接 
控制 系统 ; 

(3) 着 4 无 正 实 部 特征 值 , 则 称 (5-3) 式 为 临界 控制 系统 ， 


5.4.1 绝对 稳定 的 充分 条 件 一 一 积分 项 加 二 次 型 的 丰 函 教 法 


对 于 直接 控制 系统 (5-8) 式 , 鲁 里 叶 得 到 ; 
定理 8$ 车 存在 对 称 正定 矩阵 P 和 常数 让 关 0 且 王 为 厄 雅 昔 诺 夫 矩 阵 方程 
PA+ATP--8 5-9) 
的 解 , 此 处 B 为 给 定 的 4 x n 正定 矩阵 ,使 得 


V(x) = wYTPx + 28 | fo)do 
沿 {5-8) 式 的 和 解 , 即 


于 2 本 + AAcT) to) + 2BeTh pla) (5-10) 
是 负 定 的 , 则 (5-8) 式 的 零 解 绝对 稳定 . 
要 验证 {5- 了 区) 关于 x 为 负 定 ,往往 是 不 易 的 ,于 是 鲁 里 叶 又 提出 了 所 谓 3 方 
法 ,对 于 (5- 10) 式 加 减 同 一 项 2reTx, 则 变 为 


| 8 x Br +2r (Ph + Bae + [e] xflo) + 2pe Bf (a) - 2re flo) 


g(x,f) - 2raf(0). (5-11) 


显然 ,S(*,/) 的 正定 性 ,可 保证 侦 | ,的 负 定 性 .而 前 者 的 正定 性 的 验证 有 著名 


的 {Selvester) 条 件 . 
定理 9 ”如果 存在 一 个 对 称 正定 矩阵 # 和 正 数 8 > 0,r > 0, 使 得 
—- 2th > (AATe + Ph + re) Bitfid e+ b+ re), 
则 (5-8) 式 的 零 解 绝对 稳定 ,其 中 P 为 李 雅 普 诺 夫 和 宅 阵 方程 (5-9) 式 的 解 . 
定理 0 ”如果 存在 一 个 对 称 正 定 算 阵 BB 和 正 数 8 > 0,r > 0, 合 得 
~- of PT 二 人生) > {ATe + Ph + ree) BtiAc + Ph+re), 
则 (5-8) 式 的 零 解 在 赫 尔 维 芯 角 域 [0, 1 内 绝对 稳定 .其 中 闫 为 (5-9) 式 的 解 . 


定理 9 和 定理 10, 仅 仅 是 定理 8 中 9 负 定 的 充分 而 不 必要 的 条 件 . 


下 列 三 个 条 件 之 一 均 是 (5-10) 式 负 定 的 等 价 条 件 .在 (5-10) 中 到 = 过. 

定理 13 下列 三 个 条 件 , 被 此 等 价 , 且 它 的 任何 一 个 都 是 (5-10) 式 负 定 的 充 
要 条 件 : 

PerB-inm + v ciBicen BN + eb 0; (5-12) 
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Tp-l 罗 
人 9 eB <0 


a ， (5-13} 
《下 -天 < 0; 
长 ery = Oux) AxBr- 20 x -zx 3 人 时， (5-14) 
cB < 0, 
其 中 = 方 (4Trc + 2Pb). 


5.4.2 绝对 稳定 的 另 一 充分 条 件 - 波 波 夫 (Popov) 准则 
定理 二 ” 设 4 为 赫 尔 维 贡 和 矩阵 ,如 果 存 在 一 个 实数 9 ,使 得 


Rel(1+ igo) Wliw)} + 二 >0 (wo > 9， 
出 5-8) 式 的 零 解 在 赫 尔 维 荧 角 域 [0,£] 内 绝对 稳定 ,这 纪 
iwE -A pb 
.del KkK(iw) | er el 
Wtiw) De = “DeriwE A) 
前 人 已 证 明定 理 12 和 定理 1 等 价 . 
5.4.3 绝对 稳定 的 充 要 条 件 芭 推广 的 充分 条 件 
定 灾 2 车 
= 0,x¥ 0, -0 xE€En, 
vin{ 7 0 En [vn{io xy 人 Dj: 


则 称 VCx) EC[R2,RI] 关于 集合 全 = lzloc=ex= 人 0 正定 [ 负 定 ]. 
称 上 关于 站 为 无 穷 大 正定 ,关于 吕 正 定 , 且 当 1e 1 一 + 名 时 , V(x) 一 + w. 
定理 13 (5-8) 式 的 替 解 绝对 稳定 的 充 要 条 件 是 


ip [4 二 beT9) -于 BB 稳定 ,其 中 9 = 1 或 9 =0; 
2 (5-8) 式 的 堆 解 关于 集合 间 净 对 稳定 . 
定 更 14 (5-8) 式 的 零 解 钨 对 稳定 的 充 要 条 件 基 


PB 4 + pb5c7 稳 定 ,6 = 1 或 9 = 0; 
z 存在 可 微 娩 数 Vx) E CR ,Ri], V0) = 0, 满 足 


Vx) 2 pl oh), |,, < on!), 


其 中 p(t1 so 1) EE KR,y(tlo1)€&. 
定理 炮 ” 若 下 列 条 件 涨 足 : 


1* {总 十 er) -2 8B 稳定 ,#8 三 0 或 #8 三 1 ; 
2 存在 对 称 垂 隆 忆 ,常数 > 0 和 a > 0, 以 至 Vn) = wrPx + 8] fo)a 
有 估计 式 
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Te >» or 


Vix) 之 8| Ka)de p> 0,H8 [oyas =+ mm} 
PRPA + ATP)x + (2Ph + AATe) Txf(o) + BeT™hf NG) ser, 


其 中 re ls,oflo) ,fiio)|,， 0xeel, 

则 (5-4) 式 的 零 解 绝对 稿 定 . 
定理 5 包含 了 定理 8 定理 39. 定理 区 作为 特例 ， 
例 5 考虑 系统 


dx 
a = x — N21 — ZAC xL + wy) 


的 零 解 的 次 对 稳定 性 ,其 中 关 志 F. 
解 (D0D 令 让 vi + x2) = x + x 人 人 {5-15) 式 , 便 得 到 


d 
2 = Xx 二 和 + x + X23)， 


(5-15) 


def 0 2 
p=| 
稳定 . 
[21 作 FIzy = 【2 + 22 关 , 刚 
于 (5 四 三 一 24 si 十 Xa f(x + x2) 
关于 0 = jx1a = x + zz = 人 0 稳定 ,定理 5 的 全 部 条 件 满足 .从 而 (5-15) 的 零 
解 是 绝对 稳定 交 . 
例 6 考虑 系统 
dzxizd 0 1 1 1 
2 2 
dxa/dt |=|- 六 0 太 x -| Axit ws + x4) (5-16) 
1 
dx dt 2 一 > ~ 1 x3 1 
的 零 解 的 绝对 稳定 性 ,Ff EE F. 
容易 验证 
1 1 
9 2 -二 
1 E 
怠 二 | - 2 0 2 
t 1 
六 -人 1 


称 定 . 作 F = (x + ra + x3)》, 有 有 
dy 


~ DR 4 RA 
dt 15.6) < [ 2 所 所 3 9 
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它 关 于 人 = x|4+ w+ #3 = 01 负 定 .定理 15 条 件 全 满足 ,大 (5-16) 式 的 零 
解 弧 对 稳定 ， 


例 7 考虑 系统 
人 = Ox + 2 - A(xI 一 Ts 
dx ‘5-17) 
J =- x1+ Orr+ fAxi— wa) 


的 零 解 的 绝对 稳定 性 ,f € FF. 


4 = [_” 中 有 一 对 纯 虚 特征 值 , 故 (5-17) 式 既 未 是 直接 控制 系统 ,也 不 是 
间接 控制 系统 ,而 是 更 复杂 的 临界 系统 . 
令 Am -ia) = 和 1 -3 代 人 (5-17) 式 得 到 


| 2 
B=| 0 | 
稳定 ,第 V = 方 (zi2 + 0?), 则 
= 一 【和 一 rdf tx — x2), 


它 关 = ix | 站 | 一 将 2 三 如 | 负 定 :从 而 (5-17) 式 的 零 解 绝对 稳定 ， 
例 8 考虑 系统 


| 

= Dx + x2 -Ast 

人 -RD p>0No EF. (5-18) 
dxa 


dd aflo), 
这 里 。 > 0,f EE F, 且 | fa)do + wm 


注意 此 处 4 = | _” 。] 不 稳定 , 故 传统 方法 失效 . 


令 la) = oo 代 人 (5-18) 式 得 


0 1 -1 


1 -TI -pp 
易 证 8B 为 稳定 . 
作 下 = 二 (地 + x3) + [Reddo ,有 
oT =- pf Ao) < 0, 当 a #10 时, 


{S$- 18} 


故 (5-18) 式 的 等 解 绝 对 稳定 . 
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5.4.4 第 一 标准 型 的 简便 代数 判 据 
考虑 控制 系统 的 第 一 标准 型 ; 


x, 

dr 二 一 Pr + Fo),i 三 ,之 ,下 {5-19) 
其 中 A > Qo 三 Pa 三 D exis f E Fro, x] - 

=l 

不 妨 设 

巡 . 0 : 三 1 2 

= 二 站 十 让， 1 < 芝 吕 执 员 . 
>0 =i+l, ,nn, 


定理 16 有 mm>28n- bc (= 名 +1,,n) 则 (5-19) 式 的 零 解 在 赫 尔 
维 茨 前 城 [0,] 内 绝对 稳定 . 

特别 地 车 ci < 0 = 1,2,…,n), 则 定理 16 结论 成 立 . 

定理 好 若 s<0 0= 1,2,…,n), 则 (5-19) 式 的 零 解 弧 对 稳定 . 

定理 8 着 p> O00 = 1,2,,n -起 ,po = 0,c < 0, 有 8 

ci < 了 (= 1,2,.,n -1), 

则 {5-19) 式 的 等 解 在 [0 上] 内 绝对 稳定 ， 

推论 1 车 p> 0 = 12 -To =0,6<0,8 

Re tii= 1,2,…,n- 1), 

则 (5-19) 式 的 零 解 在 [0 ] 内 绝对 稳定 . 

推论 2 车 pp > 0 (i= 1,2, ,nn- Dp = Oc < 人 
则 (5-19) 式 的 等 解 绝 对 稳定 ， 


5.4.5 第 二 标准 型 的 简便 代数 判 据 
控制 系统 第 二 标准 型 为 

dx, 

de = 

da = Den - Ps- flo), 


这 里 mo) € Fp > Or > 0,5 > 0 = 1,2,… ,nn) 均 为 常数 . 
定理 她 若 


二 了 (5$-.20) 


p > > (1) 


机“ 
则 (5-20) 式 的 党 解 绝对 稳定 ， 
例 9 考虑 下 列 飞 机 纵向 运动 方程 : 
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ox- 
UT 一 一 ii 十 他 之 1 2.3,3， 


dt 
- px- m20 - Alo), 
这 里 py > 0,p > 站 ne < F. "显然 它 是 (5- 20) 趟 的 特例 ,从 而 车 
Th2 六 3 + > nf 全 


则 飞机 纵向 运动 方程 的 平衡 位 置 二 = of = 0(i = 1,2,3,4) 是 绝对 稳定 的 . 
5.5 起 普 费 德 神经 网 络 系统 


赫 普 费 搞 {Hopfield) 神经 网 络 系统 为 
CE - 7- 是 +1 i = 1,2,. (5-21) 


其 中 6 为 电容 , 品 为 电阻 , 斤 为 电流 ， 为 电压 ， Tj 为 神经 元 之 间 的 联结 强度 ,= 
si) 为 单调 函数 . 


5.5.1 有 埠 兽 费 德 意义 下 的 稳定 性 


定 必 3 设 五 为 (5-21) 式 的 平衡 点 集 , 若 五 是 吸引 的 , 称 (5-21) 式 在 堆 普 费 德 
意义 下 是 稳定 的 ,简称 为 H 稳定 . 

H 稳定 与 李 雅 普 诺 去 稳定 性 的 还 市 基 显 然 的 .下 面 给 出 {5-21) 式 H 稳定 的 条 
件 . 

定理 2 若 存 在 常数 BB > 0(i = 1,2, mn) 使 得 矩阵 (有 六 和 xs 基 对 称 的 , 则 
(5-21) 式 是 H 稳定 的 . 

推论 3 车 (TT) ,a 是 对 称 的 , 则 (5-21) 式 是 日 稳定 的 . 

例 10 考虑 神经 网 络 : 


[= 记 匀 :2 相向 :全 Ga 
权 短 阵 了 = | | 非 对 称 .者 到 局 = 3,B& = 1 则 
(BT) = 2 | 


是 对 称 的 , 故 (5-22) 式 是 H 稳定 的 . 
例 11 考虑 一 个 3 维 神经 网 络 


— 功 1 1 1f『 五 
芝 |- ur | + 2 2 | ya |1+1 1 Bl. {5-23) 
， UL b, 
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取 记 =2 记 = 1; 启 = 4;, 则 
2 2 2 
(BT,) = EF 2 4 
2 4 4 
为 对 称 拭 上阵 ,从 而 录 - 闻 ) 式 是 匡 稳 定 . 


设 gi (ww) 存在 , 令 y = 9 . 则 (5-20) 式 化 为 


村 Yi "7 . 
2 三 一 EA + 了 > | C8 (wy (5-24) 
Et rat * 


少 


. 了 一 TT. 
三 三 inf {Tig (5) | , Ty 于 sop {2g C0) 1. 
ER Ci ER oi 
定理 2 设 
a+ <0, 二 
def 1 一 = gel 
B 革 L 赤 - 元 } - (1 ~ dy) maxl | Tal, 1 a oho 


为 一 时 拭 阵 , 则 15-21) 式 是 日 稳定 的 . 


例 过 考虑 网 络 ; 
du] 
Er =- w+ Tug(u) + Tiogat wr) + hi 
du (5-25) 
He = + Tg to) + Tog2( th) + hh 


(i = 1,2),7, = 2,T, =-2(i= 1,2), 


1 1 
Tn = 3.5, Ty = 一 3, 21 二 斗 ， 


t ee— 一 一 
"| py - max(1 Tiz t, | Ts 1) 
- max(| Ty |, | Ti 1), ey 
_ | 4 25] 
=|_, 4 。 
显然 它 是 村 矩阵 , 故 (5-25) 式 是 H 稳 定 的 . 
定理 这 令 
1 趟 ， ，， 
bh. 兰 ch, 一 于， F 到 1,2, + 几 ， 
T+ T+ ， ， 
|||], ee 


若 呈 = (5)sxn 正定 , 则 (5-21) 式 H 稳定 . 
例 13 考虑 一 个 三 维 网 络 : 
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di 1 3 
Co = Rt 2 Ty) + 下 i = 1,2,3 
证 
C =, 启 = 卫 ,而 = 1 123 
i 


Tw 二 1 Ys, 之 一 2, Tl 三 2, 7 三 i， 


1.4 1.3 3 
大 正定 的 , 故 (5-25) 式 HH 稳定 . 


改写 (5-21) 式 为 
dS 五 ，- 
dt = ER + T+: = fi 
令 
3 ..， 纹 
Ey Du, 
了 = : : |. 
2 Dn 
dw] Dm 


Ta = 太 = -1.4,73 = Ta = 
T= Ty =-1.2,7T = Ty» = 


3 1.5 1.4 
是 = [is 3 1.3 


l, 
1.3, 


定理 和 区 ” 若 个 在 对 称 正定 矩阵 p = (pa) x, 使 得 


QC (p+ re) 
负 定 , 则 !5-27) 式 壬 稳定 ， 


推论 4 若 ( 了 + 万) 负 定 , 则 (5-27) 式 日 稳定 . 


推论 $5 车 


则 人-277 式 了 稳定 . 
5.5.2 李 雅 普 诺 夫 冲 处 下 的 稳定 性 


抽 上 = = col(u ,ez 


,us") 是 (5-21) 式 的 平衡 位 置 . 


4 寸 生 协 


《5-26) 


定理 站 车 存在 正定 第 阵 PP = diagl( pl,pz,…,p) >0. 使 得 P+ PT 半 
负 定 ,此 处 7 为 了 为 转 置 矩 咽 , 则 w = ku ”是 全 局 稳定 的 ， 


推论 5 若 下 列 条 件 之 一 满足 : 
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?T= T' 且 半 负 定 ; 

T+4 下 半 黄 定 ， 

委 负 入 对 称 ， 
则 点 = ”全 局 稳定 . 

推论 7 若 下 <0， = 12…nm: 且 ( -全 1 7 1 为 -- 个 赫 尔 维 英 矩 阵 , 则 
z = W” 是 全 局 稳定 的 . 

定理 站 车 下 列 条 件 之 一 满足 : 

fp 存在 常数 总 > 0 i = 1,2,.…,n, 使 得 


ET + Dé IT le)0; 
+=1 
Zh+o iTIlgo0, 
1=1| 
J 
则 nH=u" 全 局 稳定 . 


注 2 定理 25 的 条 件 比 定理 34 的 条 件 重 弱 , 但 验证 定 碧 和 4 的 条 忻 更 方便 . 
定理 站 今 


下) 1 , 

C, Qu, R 4 二 /= 1] .> nh 

1 1 1 时 4 + 
i = = | 将 


若 ((- 11 xn 为 一 个 赫 尔 维 芯 矩 阵 , 则 有 
1 当 呈 <0 tf=12a 时 ,aa = wu" 是 稳定 的 ; 
2 当 b > (mE 和 ,2,…,n]) 时 ,uw = “上 ”是 不 稳定 的 . 


5.6 ”一般 生态 系统 


考虑 一 般 生 态 系统 : 
= bm) - Pads)]. (5-28) 

这 里 q(x 和 (Cx) ,d(xi) 均 是 RR* 上 的 连续 函数 ， 且 当 > 0 时 as) > 0, 而 cy 
为 常数 . 

系统 (5-28) 式 包含 了 许 密生 态 系 统 { 如 办 特 卡 - 活 尔 泰 拉 {Lotka-Yolterra) 生态 
系统 . 基 尔 平 (Gipin) , 亚 拉 (Ayala) 竞争 生态 模型 ) 以 及 许多 神经 网 络 作 为 特例 . 

基于 生态 学 意义 , 仅 在 RB? = [x1 > 0,7 = 12……nl 内 考虑 问题 ， 

设 x= ”> 0 妈 x > 04175 = 1,2,… ,nn) 为 系统 (5-28) 式 的 平衡 位 置 ,并 记 
为 =” ER,". 

定 光 4 如 果 存 在 正定 矩阵 Ps diagt Pi, Py,***, P,) 使 得 PP + CP 半 负 定 
{ 负 定 ), 则 称 实 算 阵 © 为 所 上 LY 稳 (LVY 稳 ). 


5 特殊 系统 的 稳定 性 + 491 . 


LV 稳定 为 李 雅 普 诺 夫 - 话 尔 泰 拉 稳 定 的 简称 ， 
5.6.1 在 Rr 内 的 全 局 稳定 性 
定义 5 车 Ye > 0,38> 0, 使 得 y E R*, 且 上 -x* 有 < 时 ,有 


|| XL tor Kn) 一 着 ” | < Ett 入 to)s 
YE Rr, 有 
limx(t, to ro) = k", 
则 称 x = xY”E R* 内 是 全 局 稳定 的 . 
定理 37 车 (5-28) 式 满足 下 列 条 件 : 
1 当 % 产 和 ”时 ,有 
下 和 -x Dr > 0; 
(bir) 一 bt{xi” ) 并 二 一 好 ) < D, 
了 当 wy 一 0 或 x% 一 + 时 ,有 


Fg- 4) FE + 


Qt xi) 

了 窍 阵 - R 为 拆 二 了 稳定 的 ， 
则 x = x* 在 R' 内 全 局 稳定 . 

下 列 四 个 条 件 之 一 成 立 可 保证 定理 加 的 条 件 成 立 . 

?为 LF 稳定 ; 

2 +EtTI 半 正定 

3 为 对 称 半 正 定 ; 

中 居 为 反对 称 阵 . 

定理 好 若 (5-28) 式 满 足 

* 定理 各” 条件 上; 

2ee > 0 = 1.2…m), 且 (人 (- 1) 人 1 es 1) 为 赫 尔 维 茨 矩 阵 ， 
出 *= x 稳 " 在 有 Rs 内 络 对 稳定 . 

讽 如 下列 条 件 之 一 成 立 可 保证 定理 23 的 条 件 了 Y 成立 . 


j= 1,2,. ,ns 


boy > Dlel, j= 1,2,ns: 
ial 


Tj 
2 er 3 | cy 1， 了 三 1 之 
学: 
fl dc? 
?6 >080( es) < 11， = 1.2，…，ni 
trys=1 Ci 


Pe > FO cy 1+l el), j= 二 之， 下 
Ja1 


定理 罗 ” 若 (5-28) 式 满足 
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i? 定理 39 的 菜 件 1°, 和 有 ec > 0,i = 让 让 
? 当 ww 一 0+: 或 x 一 + m 时 ,有 


扣 dv 
1 ca) 一 bl x D aay + on: 


产 存在 常数 上 a > Oi 二 1,2……,m), 司 得 拭 竹 © 三 { 下 站 ax 半 负 定 , 这 里 
a (Fi= = 1,2,.…,n), 
Bi = [1 cum) Bs) -二 Dy (ti), 
2 由 的) 一 bi(xt ) " bi(%i) — B(x? ) 
则 {5-28) 式 的 x = x* 在 R* 内 全 局 稳定 . 
定理 3 着 (5-28) 式 满足 
p 定理 如 的 条 件 卫 成立; 
> 存在 常数 a zz ji,j = 1,2,…,n, 使 得 
culd(r) - d(x )) . 
Dr) bl") | hid= Ldns 
3 存在 常数 a， > 0(i = 1,2,…,n), 使 得 
Qi 一 之 Am 节 0， 
则 x = x" E€ Rs 在 R* 内 全 局 稳定 . 
定理 3 若 (5-28) 式 满足 


bp# 定理 好 的 条 件 ?成 立 ; 
z 存在 常数 a > Qi = 1,2,'…,n) ,使 得 


qty — Djal es lm0, j= 1,2,,n, 
i 


则 x* 。x* 在 Re 内 全 局 稳定 
例 14 ”考虑 三 种 群 模型 


d 

3 = wi(2.5 -2x ~ wa 4 Ky)i 

d 

和 = 4.5 -xi -3z -好 )) (5-29) 
dx3 


d= x 一 下 十 x + x — 2x3). 


其 平衡 位 置 为 x, ”= x，”= 1,x3”= 0.5. 应 用 定理 5.27 可 验证 此 僻 平 衡 位 置 在 


了 内 全 局 稳定 ， 
例 15 ”海上 趟 上 维基 尔 平和 亚 拉 竞 争 模型 ， 
经 = rel (Cw kG > jay( s/h)], (5-0) 


1 
k= 


参考 立 献 + 493 ， 
设 有 正 的 平 狂 点 汐 ( x ,wi 
若 吕 节 了 (人 = 1 ,2 全 
by = (Cx /hs-! i = 1,2 
by = ey i ji = 1.2,°,n. 
如 果 存 在 正定 乱 阵 = dag( pi1,p2:… ,bp) ;使 得 从 阵 PB + BTP 正 定 , 则 (5-30) 式 
的 平衡 位 置 (x? ,ze ,… ,x;*) 在 R* 内 绝对 稳定 . 
例 16 考虑 另 一 个 r 种 群 的 生态 模型 ; 


0 ] 
3 二 rzxi i- Dy es wb)s] Cr > 和 一 1 2 (5-31) 
t 


这 里 总 > O01 = 1.2 ,nx = x+ > 人 为 一 平衡 位 置 . 
若 存 在 天 = diag(pi;P2 ,Pao)> 0, 司 得 PE + EP > 0， 
则 x = x' 在 RR,”> 0 全 局 稳定 . 


参考 文献 


JInnyHoa AM .opuian ayara Op ycTroiinuBocsTH 1959. 

秦 元 勋 , 王 联 等 .运动 稳定 性 理论 和 应 用 .北京 :科学 出 版 社 ,1981 . 

许 淞 庆 . 常 微分 方程 稳定 性 ,上 海 : 上 海 科技 出 版 社 , 1962. 

黄 琳 .稳定 性 理论 .北京 ;北京 大 学 出 版 社 ,1992. 

密 晓 昕 .稳定 性 的 数学 理论 与 应 用 .武汉 :华中 项 范 大 学 出 版 社 , 1988. 

窗 晓 昕 . 李 立 脱 . 邹 应 泽 .动力 系统 的 稳定 性 .武汉 :华中 理工 大 学 出 版 社 ,1983. 


人 


“近代 数学 学 


第 11 该 


常人 微分 方程 的 几何 理论 


编 者 孙建华 
审 校 者 ”和 雁 伟 转 


基地 分 误解 的 一 - 角 性 质 
科 面 和 治 系统 针线 的 性 


中 心 和 焦点 的 判别 
两 类 高 阶 奇 点 邻 域 


日 


: {497) 


上 对 参 数 和 人 的 


《499) 


* (500) 


‘S01Y 
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(S10) 
"+ (517) 


录 


了 在 奇 太 指数 和 {522} 
极限 环 … a * (523) 
3.1 基本 概念 ， 闭 办 线 不 存在 

的 准则 a (523) 


3,2 极限 环 的 存在 柱 …… (525) 
3.3 极限 环 的 稳定 村 一 …… {527) 
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竺 项 式 系 统 的 几 昼 理论 …… (531) 
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一 般 履 夺 pe {536) 
4.3 包 项 式 系 统 的 极限 环 

et 9) 


引 谨 


常 微分 方程 的 几何 理论 ! 或 定性 理论 ) 通 过 微分 方程 直接 研究 和 和 判断 其 解 的 性 
质 ,在 常 微分 方程 研究 中 具有 独到 的 功能 . 

一 站 多 年 来 ,由 斋 加 芋 (Henri poineart) 开 创 的 这 一 理论 得 到 了 荔 勃 的 发 展 , 已 
域 为 从 事 许 才 学 科 和 尖端 技术 ,诸如 自动 控制 .航天 技术 .生物 科学 和 经 济 学 等 研 
究 的 不 可 册 少 的 数学 工具 ;其 思想 与 技巧 已 逐渐 渗 踪 到 其 他 数学 分 支 , 对 于 诺 如 线 
性 代数 、 李 (ie) 群 理论 ,江东 分 析 和 量子 力学 等 学 科 的 发 渡 具 有 重大 的 意义 . 

迄今 为 止 ,这 一 理论 仅 对 平面 系统 发 展 得 比较 完整 .特别 是 ,以 叶 府 廊 教 授 为 
首 的 中 国学 派 所 建立 的 平面 二 次 系统 的 几何 理论 处 于 国际 领先 水 平 ,但 这 一 理论 
的 最 新 发 展 表明 ,正如 常 微分 方程 的 显 式 求 积 一 般 是 不 可 能 的 一 样 ,对 高 维 相 空间 
的 一 般 微 分 方程 的 定性 研究 也 是 不 可 能 的 .尽管 如 此 ,由 下 计算 机 技术 的 迅速 发 
展 , 给 常 微分 方程 的 几何 理论 研究 提供 了 有 力 的 辅助 工具 .向 时 定 娃 理论 分 析 往 往 
给 这 一 工具 的 使 用 提供 重要 的 理论 依据 . 


1 常 微分 方程 解 的 一 般 性 质 


1.1 解 的 存在 唯一 性 


1.1.1 柯 西 问题 解 的 概念 


给 定常 微分 方程 
和 二 内) (1-1) 

其 中 /ER,xER",f: CGR?" 为 r 维 向 量 值 汕 数 , 而 56cC Rx R" 为 某 一 区 域 . 

如 颗 存 在 :的 区 间 1 以 及 可 微 向 量 函 数 gq :I>R", 使 得 当 1:E1 上 肝 满 足 

Pt pt) EO; 

P(t)= ft, p(t)), 
则 向 量 明 数 pt:) 称 为 方程 组 (1-1) 在 I 上 的 -个 解 ， 

访 { toyX0} 为 和 中 一 个 给 定 的 点 ， 方程 11-1) 的 柯 西 1Canochy] 问题 或 霹 值 问题 
就 是 找到 包含 i 的 ;区间 I 上 的 一 个 解 g(t) 使 得 g(t0) = xo. 


1.1.2 解 的 存在 唯一 性 
考虑 柯 西 问题 
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r= f(t, x); 
已。 i0) = 如. (I-20) 

定理 站 柯 西 - 候 亚 诺 [Cauehy-Peano) 定 理 ) 设 了 (t,x 在 区 域 G6: 11- wi 和 Ea， 

1x = xol 志 古 上 连续 , 则 柯 西 问题 (1-2) 在 区 间 1t ~- wl 志和 小 存在 解 x = 站 (1), 其 中 


h= min(a 站) M= mif(t, x). 
定理 2 皮卡 6 - 林 德 勒 夫 (Picard-Lindel5D) 定 理 ) 设 f(t,*) 在 区 域 中: 和 | 
sa 二- 321s 训 上 连续 ,上 且 关于 “上 满足 利 普 希 茨 (Dipschitz} 条 件 : 
(fe, x ft, x) Lx rl, 
YR)ECG, i=1,2, 
寺中 上 >0 称 为 利 普 希 蕊 常数 , 则 柯 西 问题 (1-2) 在 区 局 1 ~ iol < 上 存在 唯一 的 


解 *= g(t) ,其 中 k= min(a,B), NM = mallu, x)1. 
1.2 解 的 延 拓 


1.2.1 延 拓 的 概念 


设 g(:) 是 方程 (1-1) 在 区 间 I1 上 的 解 .如果 风 ( 的 也 是 方程 (1-1) 在 区 间 村上 的 
解 ,JI 且 在 [上 gt 与 wb 相等 , 则 称 凡是 和 (9 的 一 个 延 拓 .如 果 和 解 有 ( 
没有 延 扩 , 则 称 旭 ( 是 不 可 延 拓 的 ,并 称 区 间 工 是 解 gy(i) 的 最 大 存在 区 间 . 

如 果 对 任意 给 定 的 点 4(50,azoIE CCRxR" ,都 存在 财 有 界 集 ,AE ,使 得 
ff,X) 在 中 天 于 x 满足 利 善 希 芯 条 件 , 则 称 f(i,x) 丰 (+ 上 对 x 满足 局 部 利 普 
希 茨 条 件 . 


1.2.2 延 拓 定 理 


定理 3 设 fi1,x) 在 区 域 5 内 有 界 , 且 对 x 满足 局 部 则 普 希 荡 条 件 . 苦 柯 西 

问题 (1-2) 的 解 x = g(1) 的 最 大 存在 区 间 为 a < < 及, 则 极 邮 
par)= lin pl), pp-0)= lim q(t) 

存在 , 且 (e ,gla+0)) 与 (8,g(8 一 人 站) 是 避 的 边界 点 ， 

定理 4 设 fi,*) 在 区 域 上 上 连 继 , 且 对 x 满足 局 部 利 普 希 芯 条 人 忻 , 则 柯 西 
问题 (1-2) 的 解 可 拓 到 号 的 边界 (也 许 是 mo )， 

定理 5 设 f(i,x*) 在 区 域 6 上 连续 . 若 柯 西 问 题 (1-2) 的 解 x= pC 疏 的 最大 
存在 区 间 为 <1<8, 则 当 1 一 8- 00 一 a + 人 0) 时 或 liml (1)| = o ,或 limd{1) =0， 
其 中 (由 表示 点 (1,4) 到 G 的 边界 的 距离 . 

定理 大 设 f(1,x) 对 一 切 t,x 连续 , 且 对 x 满足 局 部 利 普 希 荧 笨 件 , 又 设 
Fw) NIx1, 其 中 常数 入 >0, 则 柯 西 问 题 (1-2) 的 所 有 解 的 存在 区 间 为 
【一 加 oo) 


定理 7 ( 温 特 纳 ( Wintme 定理 )〗 设 大 ix 对 一 切 1,x 证 续 , 瑟 对 xx 驻足 局 部 


1 常 微分 方程 解 的 -- 般 性 质 :499 - 


利 普 希 艾 条 件 . 又 设 
[ForresLtr), r=t 3 Ti) 
其 中 LC) 在 r>0 时 为 正 , 且 一 
三 T= +mta> 人 00, 
出 柯 西 问题 (1-2) 的 解 的 存在 区 间 为 (-- %,%). 


1.3 解 对 参数 和 初 值 的 连续 性 与 可 微 性 


考 虚 合 参 数 柯 西 问题 
T= fx); 
人 (1-3) 
其 中 (i ,xX)E CCRxR',nEDCcR" 为 参数 向 量 .如 对 任 总 的 (16, #0, 人 如 x 五 ， 
柯 西 问题 (1-3) 存 在 解 , 则 该 解 应 为 +: 及 初 值 i iw, xo)、 晤 丈 w 的 畏 数 , 记 交 = 


PC 是) ， 
1.3.1 解 对 参 救 与 初 值 的 连续 性 
定理 8 设 记 6Gx DR 连续, 关于 满足 局 部 利 普 着 落 条 件 , 且 利 普 希 芯 党 


数 与 参数 让 无 美 , 出 柯 西 问 题 (1-3) 存 在 唯一 的 解 了 = p(to, 加 ,Ww) ,对 所 有 的 吕 
E 号 .进而 解 9(i; to,xo,#) 在 其 定 浆 域内 关于 ,wo,# 连 淡 . 


1.3.2 解 对 参数 与 初 值 的 可 微 性 


定理 和 设 六 1,x ,WW) 关 于 x,n 一 阶 达 续 可 微 , 则 柯 本 问题 (1-3) 的 解 p(w; 
xo: 忆 ) 在 定义 域内 关于 1, 46, X60, tw 连 急 可 被 ,此 和 外, 算 阵 ? pie; to, xo,&#}A9w 满足 
pio To; R= 人 0 以 及 和 矩阵 微分 方程 


人 
= Dx T+ dn * 


算 阵 2 gt [ fo ns #0 En 满足 2 和 (io; fos M0, HWA, = 五 (单位 方 几 ) 以 不 线性 


变 分 方程 
y= ee 


并 上 及 ， 
dp (ttn, ro, ) dp (rt;to, Xo, KH) 


ET = -和 
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1.4 平面 自治 系统 轨 线 的 性 质 


1.4.1 动力 系统 的 一 般 报 您 


考虑 微分 方程 (1-1) 
X= ft, x), 
其 中 ER,xE GCR",f:Rx GR". 当 方 程 (1- 1) 描 写 质 点 运动 时 ,t 代表 时 间 ,r 
代表 速度 向 醒 ;R" 称 为 相 空 间 ; 方 程 (1-1) 的 解 x = 9 代表 质点 的 运动 ,如果 方 
程 (1-1) 中 的 函数 了 不 依赖 于 #:, 即 
x= f(x), {1-4) 
揽 称 为 自治 系统 ,否则 称 为 非 自治 系统 . 

设 (1-4) 式 中 的 fix) 在 GcR"* 上 连续 , 且 洪 足 解 的 唯 -… 性 条 件 . 如 令 和 fp ,5 
表示 自治 系统 (1-4) 的 当 1=0 村 过 点 p 的 解 , 且 设 plip, 1) 的 定义 区 间 为 ( - %， 
+ 和 %), 则 对 每 个 固定 的 i,Y(p ,由 定义 了 区 域 到 恕 自身 的 变换 着 :CEx RC. 变 
换 池 具 胆 下列 性 质 : 

Poetp,0)=p: 

色香 (p ,对 pt 一 并 连续 ; 

FP pip(p, ti) ,52) = PLP, t+ 2), 

即 变换 的 人 全体 1g9 人 (1L-o<e<+o 组 成 从 G 到 6 的 单 参数 连续 变换 群 .这 些 
变换 的 全 体 称 为 一 个 动力 系统 .有 时 也 把 (1-4}) 式 称 为 动力 条 统 . 

对 固定 的 p, plp,1) 称 为 过 p 的 运动 .集合 Lp, =19fp,t1- oo < 
< + 名 | 称 为 运动 PCp ,由 的 轴线 .集合 bfp, 扩 )= 19(p,1I0<E< + | 和 集合 
Pp ) = 1 人 pH- 中 < 过时 分 别称 为 正 半 雪线 和 负 半 轨 线 . 

定 开 麻 点 ) 车 加 ER 满足 Fao)=0, 则 二 = 贡 称 为 方程 (1.4) 的 一 个 奇 点 . 

定义 交 周 期 运动 ) 若 存 在 了 >0, 使 得 对 一 切 :, 有 

Pipit+ T)= 和 (Pr)》， 
则 wtp, 电 称 为 周期 运动 ,其 中 最 小 的 正 实 数 了 称 为 周期 运动 %Lp，, 昌 的 周期 ， 

定义 3{ 极 限 集 } ”如 果 存 在 时 间 序 列 一 + wmw(- mm) ,n+ wm ,使 得 

lim ?tp,th}= 好 ， 
则 点 * 称 为 wp ,1 的 wtaj) 极 限 点 ;p(tp, 引 的 所 有 wo) 极限 点 的 全 体 称 为 m{eal] 
概 假 售 , 记 为 2,(4,). 

定 光 4( 不 变 集 ) ”如 果 对 一 切 :E€({ - e+ 扣 ) 集合 4 满足 gt4,1) = 由 ,其 中 
(A= pp, tpE A| ,MN 称 4 为 8 的 不 变 集 合 . 

定理 10{ 极 限 集 的 性 质 ) 极限 集 2, 为 财 ,不 变 集 合 ; 划 jp 六 ) 有 界 ,出 9 
连通 .极限 集 4 亦 有 类 做 性 质 . 

定义 续 轨 线 分 类 ) 按 (向) 的 性 质 ,可 将 动力 系统 (1- 小 的 罗 线 分 成 三 大 类 . 

如 QA)= BF, 则 ptp ,也 称 为 正 ( 久 ) 启 远离 拱 线 ; 巾 下 向 又 负 同 远离 的 胃 
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缕 称 为 远 商 辆 线 . 

如 DA) Netp ,=e pT = 后 ) 则 节 (P, 廊 称 
为 正 { 负 ) 向 渐 近 轨 线 ; 既 正 向 又 负 向 的 浙 近 轴线 称 为 浙 近 轨 线 . 

如 闻 们 gip 1 了) 人 B( 志 人 tp, 天 0O), 则 tp, 呈 称 为 正 ( 仙 ) 向 泊 松 
(Poisson) 稳 定 轨 线 ,简称 p* (p" ) 稳 定 轨 线 ; 既 正 向 又 负 问 泊 松 稳定 的 轨 线 称 为 泊 
松 稳定 轴线 ,简称 为 p 式 稳定 轨 线 ， 


1.4.2 平面 自治 系统 轨 线 的 性 质 


设 自治 系统 (] -4) 的 相 空间 为 欧 氏 平面 取 . 函数 户 R- 下 连续 , 且 满 足 数 值 问 
题解 的 唯一 性 条 件 . 又 不 妨 设 方程 (1-4) 的 每 个 解 的 存在 区 间 为 {- m ,+ %), 则 方 
程 届 -4) 在 民 下 定义 了 一 个 动力 系统 . 

由 解 的 存在 唯一 性 和 约 当 {Jordan} 定 理 可 推 得 平面 自治 系统 (1-4) 轩 线 的 以 下 
性 质 . 

定理 1 方程 (1-4) 的 所 有 音 点 组 戌 闭 集 ， 

定理 此 设 w(p,D 是 方程 (1-4) 的 p*1p-) 稳 定 轨 线 , 则 ptp, 中 是 冯 点 或 闭 
轨 线 ， 

定理 13 如 工 为 闭 轨 组 ,LE D4), 则 说 = 上 (4 = 上)， 

定理 雪 若 2,(4,) 有 界 非 空 , 且 不 包含 这 点 , 则 虽 ,( 3) 必 为 闭 轨 线 . 

定理 4 在 平面 上 任何 闭 轨 线 工 所 包围 的 区 域 中 必 有 奇 点 ， 

定理 由 ( 旋 加 莱 - 本 迪克 松 (Poincare'" -Bendixson) 定 理 ) 设 Dp 是 由 两 条 单 闭 曲 
线 五 和 瑟 所 包围 的 环 域 .并 且 在 D 内 无 奇 点 ;又 设 当 ! 增加 时 从 五 ,三 上 出发 的 
轨 线 都 进入 (或 都 离开 )D, 则 在 D 内 存在 闭 辆 线 上 ,其 相对 位 置 是 LCic . 

定理 地 设 DD 是 由 两 条 闭 轨 线 LC 所 力 成 的 区 城 ,D 中 无 育 点 也 无 其 他 
闭 轨 线 , 则 对 一 切 PE 万 , 必 有 人 = 五 ,机 = 天 (或 者 僻 = 生机 = 已 让 


2 平面 育 点 


2.1 线性 系统 的 奇 点 


给 定常 系数 线性 系统 
Ya 
人 (2-1) 
其 中 a,b5, c,d 为 实 常数 , 邻 
如 贞 
4-[* 可 


并 记 4 的 特征 慎 为 4,,1;. 设 det#4 0, 则 原点 日 为 人 2- 了 0) 式 的 唯一 订 点 .此 时 , 称 原 
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点 0 为 (2-1) 式 的 初等 麻 点 .甘于 系统 (2-1) 的 初等 育 点 总 的 类 型 以 下 在 邻近 的 轨 
线 结构 , 按 4 的 特征 值 1 ,2 的 不 同情 形 , 有 下 述 结果 : 

情形 1 41,24; 为 实数 ,A < 1. 设 4 对 应 于 特征 值 , .az 的 单位 特征 向 量 分 
别 为 由, 呈 , 而 辣 , 天 为 过 原点 且 分 别 包 舍 特 征 向 量 ,vz 的 直线 . 

pyA2<At< 信 稳定 结 点 ) 存在 奇 点 0 的 一 个 邻 域 , 共 中 一 切 轴 线 当 1 一 +% 
时 均 趋向 原点 ; 除 号 上 的 轨 钱 外 ,其 他 所 有 轨 线 均 切 于 万 进入 原点 .此 时 奇 点 0 
称 为 稳定 结 点 . 见 图 2-1. 


Ez 


图 2-1 图 2-2 


20< < 不 稳定 结 点 ) 存在 奇 点 0 的 一 个 分 域 ,其 中 一 切 轨 线 当 :一 
- m 时 均 赵 于 原点 ; 除 i 上 的 罗 线 外 ,其 他 所 有 轨 线 均 切 5 进入 原点 ,此 时 原 
点 0 称 为 不 稳定 结 点 . 见 图 2-2. 

AO< AL 鞍点) 存在 奇 点 上 0 的 一 个 什 域 , 上 的 轴线 当 1 一 + wm 时 赵 于 
原点 ;上 上 的 轨 线 当 (> - % 时 趋 于 原点 ;而 其 他 胃 线 均 交 泡 界 ,有 旦 以 三 , 为 渐 
近 线 ,此 有 时, 闸 点 日 称 为 蒜 点 , 见 图 2-3. _ 

情形 2 站 1 站 7 为 复 笋 . 因 岂 为 实 矩 阵 , 故 必 有 AL 一 下 了 二 个 十 认 , 其 中 和 月 为 宝 
数 ,8>0. 从 而 对 应 的 特征 向 量 必 有 = py= w+iv, 其 中 ww,» 为 实 向 量 , 有 目 wy 
线性 无 关 , 记 也, 为 过 原点 且 分 别 包 会 向 量 w#,r 的 直线 . 

iu = 入 中心). 轨 线 是 一 篇 围绕 奇 点 0 的 封闭 曲线 . 吉 ! ,VY 相互 正 交 ,这 些 
曲线 是 中 心 在 原点 的 椭圆 ,此 时 , 奇 点 口 称 为 中 心 . 见 图 2-4. 

wo <0( 稳 定 焦 点 ) .每 一 条 雪线 都 在 (> + mwm 笠 绕 原 点 0 必 无 数 砍 的 旋转 而 
进 人 它 . 此 时 , 奇 点 0 称 为 稳定 焦点 . 见 图 2-5. 

Po > QO( 不 稳定 焦点 ) .每 一 条 轨 线 都 在 :一 - % 时 绕 奇 点 0 和 作 无 数 次 的 旋转 
而 进 人 它 .此 时 , 奇 点 0 称 为 不 稳定 焦点 . 见 图 2-6. 

情形 3 4| = 32{ 韭 正常 结 点 ). 如果 4 对 应 于 重 特征 值 4, 有 两 个 线性 无 关 的 
特征 向 量 , 则 所 有 轨 线 为 通过 原点 的 直线 .此 时 ,初等 坷 点 站 当 A < 中 > 人 0) 时, 称 
为 稳定 的 (不 稳定 的 ) 临 界 结 点 或 星 形 结 点 . 见 图 2-7. 如 果 4 对 应 于 重 特 征 值 
可 有 一 个 线性 无 美的 特征 向量 , 则 对 Xj <0(>0) 时 , 岳 有 有 轨 线 当 ft 一 + (> 


- 史 ) 肝 , 均 切 于 工 进 人 原点 .此 时 , 奇 点 0 当 A <0(>0) 叶 称 为 稳定 的 (不 稳定 
的 ) 退 化 辕 点 ,或 单 向 结 点 . 见 图 2-8. 以 上 两 情形 下 , 奇 点 0 统称 为 非 正 带 结 点 . 


图 2-5 的 2-6 
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可 以 根据 (2-1) 式 的 系数 (4 的 元 素 ) 直 接 判 别 奇 点 0 的 类 型 .4 的 特征 方程 为 
+ 和 = 人， 
其 中 p= - {a+ qd),q=141. 奇 点 0 的 性 质 可 用 参数 p,q( 见 图 2-9) 表 示 如 下 : 
Pg <0,0 为 鞍点 ; 
p> 0,0 为 稳定 结 点 ， 
2 9>0,p 一 49 >o? < 吕 ,0 为 不 稳定 结 点 ; 
P> 人 0,0 为 稳定 焦点 ， 
Pq>0,p -4g <o|p<on 为 不 稳定 焦点 ， 
p=0,0 为 中 心 ; 
os0 Ld =0{?>0°0 为 稳定 临界 或 退化 结 点 ， 
4 Lp<0,0 为 不 稳定 临界 或 退化 结 点 ; 
gq = 人 0,(2-1) 式 至 少 有 一 条 至 线 (由 奇 点 组 成 的 直线 ). 


不 稳定 ， 


图 2-9 
2.2” 非 线性 系统 的 粗 奇 点 


给 定 系 统 
全 Plxsy): 
Y= Q(x,7), 
其 中 P,0 在 6cR 中 定义 ,不 条 设 系 统 (2-2) 的 奇 点 为 010,0), 且 P, 人 在 点 0 邻 
近 连 续 可 徽 . 
将 系统 (2-2) 写 成 


(2:2) 


全 or 二 二 
y= 
其 中 a = P.(0,0),#= 记 (0,0) ,c= 0.(0,0) ,d= 00,(0,00. 称 系统 
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- 2-3 
Y=o+o (2-3) 


为 系统 (2-2) 的 一 次 近似 . 记 
P=-(a+d), gq= 


在 ;| 
c dl 
对 系统 (2-2) 来 说 ,如 果 相 应 于 奇 点 如 的 ?天 0, 则 称奇 点 0 为 初 竺 奇 点 (或 简 
单 奇 点 ) , 否则 称 为 高 阶 硼 点 (或 复杂 刘 点 }; 如 果 奇 点 口 相 应 的 一 次 近似 方程 的 特 
征 根 有 非 零 的 实 部 , 则 称 坷 点 0 为 粗 麻 点 , 杏 则 称 为 经 ( 非 粗 ) 奇 点 . 
定理 1 如 果 B(x,y), 守 (x17) 在 系统 (2-2) 的 奇 点 4 的 邻近 连续 可 微 ,系统 
(2- 了 以 点 日 为 鞍点 、 焦 点 . 惑 结 点 (不 包括 韭 正常 结 点 ), 用 -- 致 地 有 
lim Ps = jim LAR = 必 
则 在 奇 点 0 的 邻近 ,系统 (2-2) 与 系统 (2-3) 的 轨 线 有 相同 的 拓扑 结构 . 
定理 2 如 果 菠 (*,y), 芋 (xy 在 系统 (2-2) 的 碍 点 六 的 邻近 连续 可 徽 ,并 存 
在 一 个 58>30, 使 当 + 一 0 时 ,一 致 地 有 
Jom I+ 0 
| (Vv wi + 
则 除 两 种 (9 >0,p =0 及 了 = 站 情形 外 ,在 其 余 溃 情形 下 ,系统 (2-2) 与 系统 (2-3) 在 
育 点 如 的 邻近 的 定性 特性 相同 . 


2.3 中心 和 焦点 的 判别 


给 定 系统 (2-2) 
和 = P(x,Y); 
y= Q(x,y), 
其 中 FF,0 为 解析 栖 数 . 设 系统 (2-2) 的 坷 点 为 000,0) ,二 相应 的 特征 根 是 + 5 ,5 
>0, 则 奇 点 0 是 系统 (2-2) 对 应 的 一 次 近似 方程 的 中 心 , 称 为 线性 中 心 . 
关于 奇 点 如 是 系统 (2-2) 的 中 心 还 是 焦点 的 判别 问题 ,有 了 以 下 几 种 方法 . 


2.3.1 后 继 浮 数 判 别 法 
将 系统 (2-2) 写 成 


( — by + D(x, (2.4) 
y= b+ tx, Y), 
其 中 名 ,时 是 关于 xy 的 不 低 于 二 次 的 级 数 , 且 在 原点 的 某 个 邻 域内 收 策 . 
令 x= reosg,y= reing. 将 系统 (2-4) 化 为 极 坐 标 方程 
由- -一 Seoel 二 于 sine .Rp(,.0), (2-5) 


d0 6+ {eos - ain ) 
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其 中 R(r,6) 对 所 有 8 及 所 有 充分 小 的 + 为 解析 函数 , 且 关 于 6 是 周期 为 2r 的 周 


期 聘 数 , 
将 REr,9) 展 为 r 的 之 级 数 , 得 
$5 = RCO) + PRO) + (2-6) 


其 中 右 端 对 所 有 8 和 充分 小 的 7 收 化 ,上 且 RC(9) =0, 岂 (9) (i =2,3,…) 都 是 周期 为 
2x 的 冰期 鸭 数 ， 
设 系统 {2-6) 请 足 上 = 外 时 r= ro 的 和解 为 
r= N60, ro), 
则 所 8; 辣 ,rm) 为 解析 娩 数 ,上 且 A698;0,0)=0. 令 %=0, 并 记 
r= r= /0;0, ro). 
展开 /8;r) 为 mo 的 寅 级 数 , 得 
r=f0:ro= utd) ret wt 0) r+. {2-7) 
对 所 有 8€[0,2x],1rl < r*(r” >0 为 某 一 充分 小 量 ) ,此 级 数 收 策 . 代 人 系统 (2. 
6) ,得 
tL1 三 六， 
: 2 
2 Ryu, 《2-8) 
w= Ryul + 2R2 ui wo, 
其 中 mi 人 0 =1,6(0) = (7=2,3,…)， 
由 系统 (2-8) 递 推 地 确定 韦 (9) .特别 ,wi( 站 = 1. 称 函数 
r= f(2n;70) = ero+ or + 
为 正 半 x 轴 ( 半 直线 8=0) 上 的 对 应 于 值 1ro1 < ”的 后 继 函 数 ,而 系数 a = 上 (2r) 
(= 1,2,…) 称 为 能 点 量 . 
今 
pm) = Fnsro) 一 ro= arrd + eard t+, (2-9) 
则 有 | 
定理 3 在 yi( mm) 的 展开 式 中 第 一 个 不 为 零 的 系数 必 有 具有 奇数 下 标 ， 
在 背 点 0 的 邻 域 中 系统 (2-2) 的 轨 线 有 如 下 特性 . 
{1) 如 果 和 系数 a.(i32) 至 少 有 一 个 不 为 零 , 不 航 设 oi 是 第 一 个 不 为 零 的 系数 ， 
这 时 ,在 奇 点 0 的 令 域 中 所 有 轨 线 均 为 趋 于 育 点 D 的 螺 线 . 

le 当 aa <0 压 , 螺 线 在 1-> + o 时 趋 于 奇 点 口 , 即 为 稳定 焦点 ; 

2 当 xn>0 时 , 螺 线 在 1 一 - 党 时 赵 于 奇 点 中, 却 奇 点 0 为 不 稳定 焦点 . 

(2) 如 a=0CYis=2), 则 在 奇 点 0 的 邻 域 中 所 有 轨 线 均 为 闭 的 , 即 末 点 0 为 
中 心 . 
当 a; 寺 0,i6=2k+1 时 , 奇 点 0 称 为 记 阶 细 焦 点 . 
例 1 考虑 系统 
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x 
(Se, my + or, 
其 中 a,8,r 为 常数 ,原点 口 是 唯 一 的 奇 点 , 且 为 线性 中 心 . 这 里 a= 1. 作 极 坐 标 变 
换 x = reosg,y = raing, 得 
r= - Booe Osnty? + (asins8 — roosdsin Or, 
日 =1- Bcos tr + (asimOcosd - reos sv 0) 7. 
消去 + ,得 


do Rt Rr + 


其 中 R= - poos:psing , Rs = asin'd - roostdsin  - eoe’ Osind. 
由 Ri 二 0, tw() =1, ut0}=09 及 (2- 划 式 的 第 二 式 , 解 得 


ua(0) = Peon — 椰 有 ， 
最 然 ， [mr 二 必 3 一 曲 ， wat Oy = 吃 , 又 由 (人 2- 人 ) 式 的 第 三 起 , 盘 得 
尼 3 二 ual 2 三 {2 Ru Hz+ Ra dg 


mn. 3 
-| sin dO = xa 人. 
据 定理 3, 奇 点 D00,0) 为 一 防风 焦点 ; 当 a>0 时 ,六 为 不 稳定 焦点 , 当 w<n0 
时 .为 稳定 焦点 . 
2.3.2 形 芭 级 数 判 别 法 
不 和 失 一 般 性 , 设 $= 1( 否 则 作 变 搞 r+ = 是) 将 系统 (2-2) 写 成 如 下 形式 
全 — y+ P(xsy)}+ Pty, YF) + 


. 2-10) 
= hx) + Q(x) + ' 


其 中 已 , Q@ 为 x,y 的 次 齐 次 式 ， 
取 形 式 级 数 


Fx y= x+ y+ > (x,y). 
Pe 
dE| -3 9Ey (r+ DT y+ > Po + (2y+ 
和 L343 ee 


dit| dx 9 
> e+ > 0 
合并 同 次 项 , 则 二 次 项 为 零 ; 三 次 项 为 
(于 -| + 2 Py yi 
四 次 项 为 
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dF aF dF 
[过 +2(xPy + 0 + (Py So + 中 本 有 
一 般 地 ,nn A 
aF, aF, 2 
Dy 7 nt yO 1 十 《2 了 + 0 
3 3 


人 ) ， 


将 n 次 项 中 第 一 个 插 号 以 外 的 齐 次 式 记 为 所 (x ,7y). 
邻 工 = roosd ,Y= raing, 央 次 项 的 第 一 个 括 导 北 为 


了 下 9 dF (eosd ,eind ) 
“ay YI 5 ， 
其 余 各 项 化 为 再 【xyy) = mm 有 Tonosg , sind). 
如 


| H{c080 ,sing) de =0， 
则 可 找 芭 三 次 齐 次 式 户 (x,Y) ,使 (cos8 ,sin9) 满 足 方程 
(oo00 ,sind) = - Hlcoad , sind). 


从 而 ,上 面 的 三 次 项 为 餐 . 
求 出 F(x,7), 则 于 (x ,YY 为 已 知 辫 数 , 如 


| sen, sing)d0 = 0， 
久 可 找到 Pi(xz,y) ,使 所 (cos8,sin9) 满 足 方程 
(e000 ,sing) = -Hcond, sind). 


从 而 ,四 次 项 为 苓 . 
继续 进行 下 去 .显然 ,对 一 切 奇 数 2m 1, 有 


| Hn_ ooed, snd) dd =0. 
如 存在 革 个 偶数 2m ,使 

网 Hn (cos6,sing)d49 0， 
则 取 2m 次 齐 次 式 所, 了) ,后 三 (cos8 ,sin9) 满 足 上 方程 


Ss (cos0 ,sind) = - Ham cos0 ,sind) + Cn, 


其 中 Cn = 二 | Hy de. 
用 上 面 得 到 的 函数 请 , F，…, Fm, 构 作 函 数 由 (xyy): 
Plx,y)= x y+ Ft Ft + Fon, 
二 {x ,7) 在 (0, 站 的 一 邻 域 内 连 钱 ,可 微 、 正 定 . 则 


2 衬 面 奇 点 ，509 ， 
d@ 
ds 
从 而 .有 下 述 结 论 : 
如 G56 <0,00, 人 0) 沪 (2-10) 式 的 稳定 焦点 ;如 如。 >0D, 0 的 为 12-10) 起 的 不 稳 
定 焦点 ， 
如 对 一 切 n, 有 


= 次 数 大 于 2m 的 项 )， 


{2. 10} 


1 H, (cosd ,sing]d8 =0, 
网 C0,0) 海 (2-10} 式 的 中 心 . 


例 2 仍然 考虑 系统 
全 一 下 
y=x*- pr yey + ay. 
令 
Fx+y thh+h+ 
则 
dF AF LaF dFy oF 
de a BE 73y (2x dx * Ox y+ 
(tt te fe p+ oo) 
令 三 次 项 为 零 ,得 
aFs aF 
37 “7 92 “IR y=0 
取 极 坐标 ,上 式 化 为 
5 cos ,sind) = 2pcos Dsing. 
因 
| 28coszbgsingd8 = 0， 
故 Fifeoag ,sing) = - 全 posg， 
由 此 得 三 次 齐 次 函数 记 (x,y) = - 字 px*. 
令 四 次 项 为 堆 , 得 
8 oF oF ， 
“37 YB B37 27 +2ay' =0. 
取 报 举 标 ,得 
a (ooad ,sind) = 2rooadsim 0d — 2osin!d., 
但 


Zn Pr 
| (Dreoosdsin fd - Dasintd)d = - 2 中 Sirojd 0D 
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改 取 总 满足 方程 
fs (e080, sing) =2reosdsin 8 — Zasi 0 + Cs， 


成 由 ce] sim6dft ,es 与 a 间 号. 
他 种 = 寻 + 记 + 有 + 天 ,有 
有 0 呈 

dr 1) Ca or). 


故 ,(0,0) 海 (x 的 焦点 ;a <0 时 稳定 ,a >0 时 不 稳定 ， 
2.4 两 类 高 防 奇 点 贫 域 的 轴线 结构 
络 定 系 统 


= Plx,Y): 
[ (2-11) 
三 人 


其 中 P 和 如 为 解析 了 销 数 , 设 DI0,0) 是 系统 (2-11) 亚 立 的 商 防 奇 点 , 刚 在 0 邻近 系 

统 {2-10) 可 写成 如 下 形式 

人 by+ 有 
{2-12) 


人 e+ y+ Q(x, YY), 


其 中 症 三 P.O,0), b= P,{0, 0), 必 二 D0,0 ;二 = 0,(0,0), n, 和 > 解析 ,其 级 数 展 
开 式 中 只 含 不 低 于 2 次 的 项 .此 外 , 奇 点 0(0,0) 的 特征 方程 + + q=0 至 少 有 
-个 堆 根 ,其 中 p= (a+td),g=ad- bc=0. 


在 这 情形 下 ,对 应 的 特征 根 有 一 个 为 零 , 另 一 个 不 为 堆 . 此 时 ,可 作 下 列 非 奇 异 
线性 变换 : 


1 如 bz0 令 = 
令 = xy 


如 5=0 且 6=0, 令 =xy = r+ 
加 5 =0 且 d=0, 令 x = -rty,y =x 
把 系统 (2-12) 化 为 如 下 形式 
de ~ -~ ~ 
旺 - 
dy 


2 平面 奇 点 ， Sil: 


其 中 r = ot(o 为 常数 ), 且 函数 户 ; 和 0 ,满足 如 户 和 0; 同样 的 条 忻 . 
因而 ,不 失 一 般 性 , 设 系统 人 2-11) 已 化 为 下 列 形式 


和 = P(xr,y); 
dy (2-13) 
d+ Qt y), 


其 中 P; 各 心 在 原点 邻 域 中 解析 ,其 级 数 展开 式 只 会 不 扰 于 2 次 的 项 . 
研究 系统 (2-13) 在 奇 点 0(0,0) 邻 近 轨 线 的 拓扑 结构 可 采用 下 述 方 法 . 
tf 求 方程 
y+ Qlx,y)=0 
在 900.0) 邻 近 所 确定 的 显 医 数 = p(x), 其 中 g(x} 解析 且 满 足 wt0)} =0 和 
p' (0) =0. 
> 把 y= gtx) 代 入 菠 数 已 (x,Y) ,并 记 
tx) = Px, Ur)}). 
把 p(x) 表 为 下 列 形式 
px) = d+ [x jn 
其 中 a0, m2, 则 成 立 下 列 结 论 . 
定理 4 le 当 m 为 奇数 且 a >0 时, 麻 点 000,0) 是 不 稳定 结 点 ; 
2 当 碳 为 奇数 是 a < 人 时 ,000,0} 是 鞍点 ,其 四 条 分 界 弘 分 别 沿 方 向 8 =0， 


各 ,和 -进入 O(0.0); 


六 当 m 为 偶数 时 ,010,0) 是 鞍 结 点 , 即 它 的 全 部 域 100) 由 奇 点 0 以 及 分 别 
沿 正 半 y 轴 和 负 半 y 轴 进 人 00, 的 的 两 条 分 界线 组 成 的 出线 分 成 两 部 分 :一 部 分 
是 抛物 向 形 ( 不 稳定 结 点 区 ), 一 部 分 是 两 个 双 曲 扇形 (鞍点 区 ) ,另外 , 当 a,>0 
《< 们 时 ,两 个 双 曲 扇形 的 公共 边界 线 沿 负 { 正 )x 轴 进 人 O50,0) .如 图 2-10 与 图 2- 
1L 所 示 . 


图 2-10 图 2.-11 
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2.4.2 9=pp=0, 但 Gatec;d 不 全 为 零 


在 这 情形 下 ,两 个 特征 根 均 为 零 , 伸 线性 项 的 系数 不 全 为 车 .此 时 ,可 作 下 列 非 
奇异 线性 变换 : 


]* 如 吕 关 站 , 念 ey 二 -yy = + 
2 如 =0,bx0, 令 TtT= 楷 ; 


如 2 = 上 = 人 0, 令 x = 了 ,了 = cx. 
把 系统 (2- 12) 化 为 如 十 形式 


其 中 ;和 如 ;满足 如 P; 和 0, 同样 的 条 件 . 
因而 ,不 失 一 般 性 , 设 系 统 (2-12) 已 化 为 下 列 形式 


机 =y+ P(r,y); 
-0,5), 


其 中 Ps 和 在 日 邻近 解析 ,其 级 数 展开 式 中 内 含 不 低 于 2 次 的 项 . 
表 作 变换 


{2-14) 


gE=x, n=y+ P(x,y), 
将 系统 (2-14) 化 为 如 下 形式 ( 仍 以 x,y 为 相 变 量 ) 


dx 
(2-15) 
df = Qz(x,y)， 
其 中 0; 解析 ,其 级 数 展 式 中 只 含 不 低 于 2 次 的 项 . 
将 系统 (2- 15} 写 成 如 下 形式 


dx _,, 
多 一 
dy aasflya(]+ ay[1+g(] zz， 


其 中 函数 Cx) ,g(x) ,A(x,Y) 在 0 邻近 解析 ,h(0) =0,g(0) =0,£>2, a 0, 如 
可 能 为 零 ,但 如 ,#0 则 有 n= 1. 

系统 (2- 157 在 奇 点 0(0,0) 邻 近 轨 线 的 拓扑 结构 由 下 曾 两 个 定理 给 出 . 

定理 5 设 在 系统 (2-15) 中 ,=2m+itm 衬 1), 自 令 和 A= 扣 +4(m+ 1)， 
azm+1; 则 麻 点 DD 的 性 态 由 表 2-1 确定 . 


(2- 15) 


2 平面 奇 点 。 S13 ， 


表 2-1 
mn +1 | :NE 的 各 种 可 能 的 关系 


_ 奇 点 0 的 性 态 
鞍点 {图 2-12) 


ba-0 中心 或 焦点 
中 心 或 焦点 
品 实 中 或 
dm+ i <0 b,x0 "为 向 数量 ;0 结扎 
sot 0 由 一 个 双 曲 外形 
"为 奇数 "<0 | 和 - -个 精 困 山形 组 成 


(图 2.13》 


7 * 
A Es 对 


图 2-12 图 2-13 
注 : 图 2-13 中 >0; 如 <0, 图 形 可 由 图 2-13 通过 对 x 辖 反射 变换 而 得 到 . 
定理 6 设 在 系统 (2-15) 中 ,=2m(m 产 1, 则 冶 点 0 的 性 态 由 下 表 确 定 . 
吉 2-2 
bnrm 的 和 者 种 可 能 的 关系 
二 = 由 


直 化 奇 点 (图 2-14) 


及 注册 


由 站 7 
对 号 结 点 (图 2-15) 


注 : 在 应 用 定理 5 和 定理 5 时 ,可 从 系统 (2-14) 出 发 ,用 下 述 步 又 求 出 上, a， 
NN, Bw; 并 用 WW, Bs 分 别人 代替 ,5.. 
.下 求 方程 y+ P(x,Y) =0 的 解 ¥Y= p(x), 且 pt0) =0. 为 此 ,可 令 
Pir) = Dag, 
代入 y+ P(x,y) =0. 比 较 同 次 项 系数 逐次 求 出 a ,n= 1,2,…. 
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2 令 交 x) = 0.(x ,p(x)) ,并 展开 之 ; 


站 


【az > 0 【0 
图 2-14 度 | 2- 15 


vx) = om + [xliert, 夫人 
了 作 函 数 


将 y= ofz) 代 和 ,并 展开 之 : 
ox)=oCx, P(x)) = Ba + Lxly,i 
【如 or? =0, 则 By =). 


例 3 
(Ry): 
dq | (2- 16) 
人 = -~ +a, 
其 中 必 >0,8>0. 


对 应 于 系统 (2-12), 有 a= 6=c-0,d= -十 ,而 9=0,pP= 寸 =<0. 疙 于 定理 4 
券 虑 的 类 型 ， 
为 把 (2- 16) 式 化 成 (2-13] 式 的 形式 ,只 要 令 += - 一 :, 得 
全 
y+ ay 一 tri. 
人 y+ay ax = 人 0 的 解 y= p(x)., 为 此 ， 


(£2.17) 


Ptr) 三 2 Cx , 


2 平面 毅 点 “515 - 


易 得 ,C= 0 =0C = 人 = -0 ,于 是 ， 
PR) = x a 
px) = Pol x px)}= — a + olrl 4 , 
大 而 m= 2,4 = 一 8< 人 0 由 定理 4 知 , 麻 统 
(2-17) 的 奇 点 0 为 鞍 结 点 . 
因 x=0.y>0 和 x=0,y<0 为 轴线 ,又 


考虑 到 时 间 变换 + = - 11, 所 以 ,系统 (2-16) 

在 奇 点 已 邻近 的 轨 线 拓扑 铺 构 如 图 2- 16. 
例 4 方程 

人 

少 二 3 十 和 一 证 二 站 十 35 

与 (2-12) 式 比较 ,这 里 4&2= =0,c=3,d=1，, 

故 9=0,p= -1, 属 于 定理 4 的 类 型 .为 把 方 

程 (2-18) 化 为 形 如 {2-13) 式 , 令 图 2-16 


XI=X, YI=3x+Y¥, 


> 


(2- 148) 


得 
全 一 AL 3 一 3 三 和 十 2 = 天 (7 (19) 
yi 三 + Bxf ~ 3x1 yl - 3x 1+ n= + Ut X11). 
解 方程 
1 + Qa x1,y1) =0 
得 


ptr} = -Gxt— Wri + 
pr) = Pt x), PUx)) = 3x? + , 
因而 m=2,as =3>0. 由 泪 理 4 知 ,(2-19) 式 的 奇 点 
} 0(0,0) 为 磅 结 点 ;从 而 (2-.18) 式 的 音 点 040,0) 也 
旺 获 结 点 . 见 图 2-17. 
例 5 考虑 方程 
T= py ~ 32; 
和 (2-20) 
y= -rlr+ 人 yy) 
这 里 =e=d=0,b=1. 收 gg=0,p=0. 属 于 定理 5 
或 定理 6 的 类 型 . 
易 见 , (2-20) 式 已 为 (2-14}) 式 的 形式 , 其 中 


Plx,y)= - 方 邓 -3z2、 


图 2-17 
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Q(x, 7) = -区 -立交 


方程 y 4 Ptx,¥} =0 的 解 是 


2 


y= p(x) =3 和 P+ 二 


于 是 ， 


Pix) = Ox PLR = -3 LS 
oz) = T(r, pC%)) + Fo,9(4)) 


了 = -7xz- 于 


圳 上 =2m+1=3,m=1,a= -3<0,n= 1 0 
= 7<0, 有 HA=+tAim+1l)ant=25> 
个. 因 久 为 奇数 ,a <0,m=n,A >00 且 nr 为 奇 
数 , 由 定理 5 知 ,{2-20) 上 或 的 奇 点 000,0) 的 邻 
域 由 一 个 椭 因 扇形 和 - :个 双 曲 扇形 组 成 . 注 
意 到 ,y=0,x<10 和 7y=0.z>0 为 轴线 . 奇 点 
0(0,0) 信 近 的 轨 线 结构 如 图 2- 18. 
例 6 考虑 方程 


图 2-18 


易 见 ,{2-21) 式 有 (2-14) 式 的 形式 , 且 有 
Px)= x A + 
[ea = — Ir r+ 
(x) = Ix — 18 + 
因而 ,=2m,m=4,n=6,n> 了 页 关 3 尖 
0. 由 定理 6 知 ,0(0,0) 为 退化 奇 点 . 见 图 
2-19, 
例 7 考虑 方程 
f = x; 
y=xr+ (24 Bry + y. 
易 见 ,a = 让 =g=1,c=|1. 从 而 ,y=p=0. 
为 把 {2- 巡 )} 式 化 为 (2- 14) 式 的 形式 ， 
他 区 = YYl=# 得 


(2-22) 


人 = + t+) x + Ys 


yi = x + Dry 


易 得 ， 


华人 (2-21) 


Y=3riy+ -3x 


(2-23) 


2 平面 奇 点 - 517 ， 


px) = -rit 
[seo- 一 人 xz1 + 


好 这 区 1 一 母语 | 十， . 
硬 丰 =2m+1=3,m=1m<c -2<0n=1=42>0n 为 奇数 ,1 =0. 由 定理 咎 知 ， 
(2-33) 式 的 尊 点 00.0) 基 具有 梢 师 扇 形 的 麻 点 . 


2.5 ”无穷 远 奇 点 


2.5.1 上 谍 加 莱 卖 换 


过 相 平 面 a 的 党 标 原 点 作 一 个 与 之 相 切 的 单位 球 桓 2: 瑟 + 了 达 + 下 =1 切 点 
坐标 为 10.0, -1). 见 图 2-20. 


2-20 


对 a 上任 一 点 和 N(x,Y) , 球 心 0 与 入 的 连 线 必 交 芋 于 两 对 径 点 到 , 扩 ; 反 之 ， 
对 三 上 任意 两 个 对 径 点 ,只 要 它们 不 落 在 大 园 2? =0, 让 + 了 = 1 上 ,它们 的 连 线 延 
长 后 必 交 平面 a 于 一 点 .2 =0, 信 + 了 去 1 称 为 赤道 平面 ;而 和 =0, 刀 + 玖 =1 称 
为 赤道 , 记 作 存 . 这样 ,除了 赤道 下 上 的 点 外 ,就 建立 了 三 上 的 对 径 点 与 相 平 面 e 
上 的 点 之 间 的 对 应 关系 .a 上 的 点 (x ,7Y) ,车 x+ 了 产 越 大 , 它 在 王 上 的 对 应 对 径 点 
就 越 接近 赤道 . 自然 ,也 将 赤道 中 上 的 对 径 点 与 上 和 此 对 径 点 连 线 相 平 行 的 方 
向 上 的 无 穷 远 点 相对 庶 . 这 样 的 单位 球面 称 为 庞 加 莱 球 面 . 由 于 赤道 将 单位 球面 分 
成 两 半 ,因而 上 述 对 应 也 可 看 作 ,将 相 平 面 a 映 到 下 半球 面 , 然 后 人 忆 无 穷 还 点 与 赤 
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遵 上 对 径 点 相对 应 ， 
设 基 轴 与 耻 交 于 C, 妆 两 点 ,了 轴 与 外 变 于 五 , 几 两 点 . 作 平 而 w :天 =1 ,与 工 
相 切 于 点 C. 在 a* 上 忆 局 为 举 标 原点 引进 坐标 系 (wu,z),& 轴 与 7 轴 平 行 且 同 向 ， 
z 轴 与 2 轴 平 行 但 反 向 .这 样 ,3 上 在 两 个 不 在 zx: =0, 六 + 深 =1 大 辕 上 的 对 径 点 
NWA, 经 过 以 芋 球 心 0 为 中 心 竟 投影 ,放映 射 到 a* 上 的 -点 入 * ;于 上 的 对 和 色 点 
( 除 睛 ,六 证 ) ,也 了 映 射 到 = 的 二 轴 上 .这 样 相 平 面 < 上 的 点 N( 只 要 不 在 yy 轴 上 )， 
便 与 a 上 的 点 N' 相对 应 .对 应 关系 为 
x*= 一 ， y= 一. {2-.24) 
作 平 面 a:Y=1, 与 了 相 切 于 点 DD. 宇 a 上 以 DD 为 举 标 原点 引进 举 标 系 (5,2z). 
类 做 可 得 a 平面 上 { 除 x 轴 和 外 } 的 点 与 ag 平面 上 的 点 的 对 应 医 系 ; 
x= 一 ， y=. (2-25} 


之 
变换 (2-24) 式 (2-25) 式 均 称 为 庞 加 莱 变 撞 . 
再 将 三 的 下 半 开 球 垂直 投影 到 相 平 面 as 二 以 0 为 中 心 的 单位 加 周 广 的 内 部 
记 作 kK). 这样 就 把 相 平 面 a 怠 射 到 外 ,a 工 的 无 穷 远 点 对 庶 于 厂 上 的 对 应 点 . 
设 户 , 妈 为 WR 上 ( 异 于 DD, ) 的 两 个 对 径 点 ,其 中 zp. >0,z-<0 它 们 与 


二 的 点 B* 相对 应 ,而 8', 记 叉 分 别 与 上 的 对 径 点 8 ,地 神 对 应 ,有 "的 任何 邻 域 
9 被 :=0 分 成 两 部 分 o ,tz 宇 0) 和 a tz 和 < 人 0) ,在 论 加 葬 变 换 下 ,oz ,和 aa 分别 对 应 


于 詹 上 上 和 访 的 半 邻 域 f ,和 = _{ 见 图 2-21). 如果 B8' 存 a" 上 的 举 标 是 (wu"， 
0), 则 让, 寡 是 直线 y= u* x 与 本 的 交点 ,同样 4 平面 上 上 D 点 的 邻 域 f 被 :=0 分 
成 两 部 分 了, (zz 所 和 了 (zs0) ,它们 分 别 对 应 于 和 上 瑟 和 六 的 半 邻 域 o。 ,和 
0 -《 见 图 2-227》. 


图 2.21 


* S19 ， 


图 2-22 
2.5.2 无 穷 远 奇 点 的 研究 方法 
给 定 平面 詹 统 
旦 = P(x,)); 
] {2-26) 
T= Cx,y), 


其 中 P,Q 均 为 x,Y 的 不 可 约 儿 项 式 ,最 高 次 数 为 rR. 为 研究 系统 (2-26) 的 无 穷 远 


背 点 ,可 按 下 列 步骤 进行 . 
{1 由 作 论 加 莱 变 换 


则 系统 (2-26) 变 为 
各 -人 (二 汪 2 二 区 -人 全 汪 
ri nt 


其 中 一 为 非 负 整数 ,P* ,0* 为 不 可 约 多 项 式 ， 
(2) 令 tr= 只 ,得 
和 = p(n,z), 于 = 0 (nu,s). 


求 出 它 在 z=0 轴 上 的 所 有 奇 点 , 即 解 方程 
Pm0}=0, 人 (= 人 


讨论 每 个 奇 点 B(u,0) 的 性 质 ， 
(3) 求 出 Bu,0) 在 天上 的 对 应 点 2 ,让 .它们 是 直线 y= ux 与 厂 的 交点 入 《x 


>0) ,六 (x <0). 和 将 B 的 半分 域 so (zs 站 和 afzs<s0) 分 刊 号 到 吾 和 六 的 半 邻 域 
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5 ,和 oa _ . 
(4) 若 = 为 奇数 ,将 e- 胰 到 > -时 轨 线 的 走向 要 翻转 . 


(细作 席 加 莱 变 换 
“= 了 = 二 
则 系统 (2-26) 式 变 为 
时 (二 ) a0) -全 有， 
苇 = -0( 二 于) = 


其 中 m 是 非 负 整数 , 户 ,日 为 不 可 约 多 项 式 . 
(6) 信 dr = ,试问 D(0,0) 是 香 汶 
dv 人 dz 入 
= Plyv,z), de = OQ(v,2) 


d 
的 奇 点 , 且 讨 论 p(0,0) 的 性 质 .将 D 的 半 邻 域 六 ,(z 宇 0) 和 个 .(z 万 0) 分 别 峡 到 DD 


在 才 上 的 对 应 点 互 和 瑟 的 半 邻 域 ,和 a- 
(7) 若 m 为 奇数 , 则 当 o_ 映 到 = _ 时 轨 线 的 走向 要 翻转 . 


例 8 研究 下 列 系统 的 无 穷 远 奇 点 
9 = x(3- 4 ny)s 
4 (2-27) 
=7(-1+s+y), n>3. 
解 作 庞 加 菜 变 换 x = 十 ,y= 总. 系统 (2-27) 变 为 
de _ 2u- dwt+ (tnt) 
dr 了 “ 
人 
di * " 
令 dr= 些 ,得 
(2-28) 


du _ _ 2， 
I 4 + (Cnt+1) wu; 


gE nue 一 了 3 


在 “平面 上 解 出 >=0 时 的 奇 点 是 C(0,0) ,8{ -二 二,0】 . C 为 不 稳定 结 点 ,8 为 稳 


定 结 点 ， 


2 平面 奇 点 ，521 ， 


将 作 庞 加 莱 变 换 x = 卫 ,y= 十 .系统 (2-27) 变 为 

dy _ — (n+t+Dv+tdw—2r. 
di £ " 

dz -x~ 志 二 并 

i 了 ， 

令 dr= 旦 ,得 

位 -十 1) 和 十 是 个 一 2 人 2 

至 = 一 ZF 一 起 十 


在 “平面 上 的 奇 点 D(0,0) 为 稳定 结 点 . 因 
zx=0 是 系统 (2-28) 的 解 , 故 赤道 由 奇 点 和 


轴线 组 成 . 又 因 dr = 坐 , 故 在 于 上 , 奇 点 


C ,万 ,五 在 半 邻 域内 的 稳定 性 分 别 与 奇 点 


C,D, 有 的 稳定 手相 同 ;而 奇 点 安 , 癌 , 状 
在 半 邻 域内 前 稳定 性 分 别 与 奇 点 C,D,8 


的 相反 . 因而 ,六 ,万 ,f 为 稳定 结 点 ,四 ， 


万 ,6 为 不 稳定 结 点 , 见 图 2-23. 
例 3 研究 下 列 系统 的 无 穷 远亲 点 : 


dx 
|: =2x(l + x - 2); 


3 (2-29) 
二 一 一 | 一 站 2 十 377). 
解 ” 作 庞 加 莱 变 换 x= 一 ,7 = 翌 ,及 变换 dr = 些 ,(2-29) 式 化 为 
3 = 24 3 + 
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D0,0) 为 坷 点 , 且 为 鞍点 ， 

不 难得 到 ,无 穷 和 还 坷 点 邻近 的 轨 线 分 
布 ,如 图 2-24， 

例 10 求 下 列 系 统 的 无 穿 远 奇 点 : 


人 +2y- 1): 


g (2-30) 
= ylx+2y -2). 
解 作 变 换 z= ,y= ,dr= 尘 ， 
社 2z 各 
系统 (2-30} 化 为 
de - 3 
dr 
=—-1-2u-z 
鲜 2-24 
再 作 变换 += 卫 ,y= 二 ,dz = 此 ,系统 (2-30) 化 为 
dy 
= Fv; 
和 =—-2-»+2s 
上 述 两 系统 在 = 日 上 均 无 奇 点 , 故 系统 (2-30) 没 有 无 窗 还 行 点 . 
2.6 奇 点 指数 


2.6.1 奇 点 指数 的 概念 


给 定 -个 平面 连续 癌 量 场 4(x,y) = (Er yj (0x, +. 如 果 点 Wolxoyo) 
使 得 4(x0,y0) =0, 则 称 WW 为 向 量 场 4(xz,y) 的 奇 点 ， 
由 疝 盟 场 Atx,y) 可 确定 平面 微分 方程 
人 
y= Yr,y). 
显然 ,Wo 为 向 量 场 4A(x,y) 的 奇 点 等 价 于 Mo 为 系统 (2-41) 的 奇 点 . 
设 工 己 R 为 逐 段 光滑 的 定向 封闭 曲线 , 且 其 上 无 4txryy) 的 奇 点 , 当 动 点 
M(x,Y) 在 上 上 道 时 针 方 向 绕 上 一周 时 ,向 量 4A(x,y) ,就 其 方向 来 说 ,一 定 旋 转 整 
数 圈 ,所 旋转 的 轴 数 的 代数 和 !{ 道 时 针 方 向 为 正 , 顺 时 针 方向 为 侦 ) 称 为 向 量 场 
4txz yj 了 了 工 的 旋转 数 , 记 为 4, 上 .围绕 系统 (2-31) 的 坷 点 jiofxo, 加 ) ,而 不 围 
化 其 他 奇 点 的 闭 曲线 上 关于 向 量 场 A4(x,y) = (XX, 了 的 旋转 数 称 为 系统 (2-31) 的 
奇 点 Mot Ts Y0) 的 指数 ,或 指标 , 记 作 Ju 4) 成 Ja 半 ， 7 ) 


{ 全 -3j ) 
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2.6.2 和 性质 
【和 车 让 ,YE 出 
1 Y 
1(4.DD= 二 中 darotg 革 . 


(2) 奋 有 界 域 吕 的 内 部 仅 含 方程 (2-31) 的 有 限 个 奇 点 时 (i= 14,R), 有 是 在 2D 上 
无 青 点 , 则 


站 
1(4,0D)= 2) Iu (4). 


(3) 若 方程 (2-31) 仅 有 孤立 奇 点 , 则 方程 (2- 31) 的 性 何 闭 轨 上 所 围 的 区 域内 
部 所 有 奇 点 的 指数 和 为 上， 

(4) 方 程 (2-31) 的 闭 轨 二 所 围 成 的 区 域 五 内 部 一 定 包 念 奇 点 ， 

(5) J (aX, Y) = sa 人 Tarx0. 

(6) J X,Y) = — J (YY). 

(7) J CX+ YY)= Su CX, Y). 

(3) 结 点 ,焦点 和 中 心 的 指数 为 1, 鞍点 的 指数 为 - 1. 


3 极 限 环 


3.1 基本 概念 , 闭 轨 线 不 存在 的 准则 


3.1.1 基本 概念 


给 定 平 面 系统 


器 
= P(r,y); 


| (3-17 
= Q(x,y), 


其 中 x,y,t 为 实 变 基 ,P,0 为 x,y 的 连续 单 值 实 晒 数 ,此 能 保证 解 的 唯一 性 ， 

(1) 若 系 统 (3-1) 的 和 解 x = ef,yr= 久 提 是 上 的 非常 数 的 周期 函数 , 则 称 此 解 
在 1x,y)y 相 平面 上 的 轨迹 为 系统 (3-1) 的 闭 轨 线 .由 若干 疗 点 以 及 两 端 进 人 奇 点 的 
轨 线 所 构成 的 单 闭 曲 线 称 为 系统 (3-1) 的 奇 闭 轨 线 . 

(2) 如 在 系统 (3- 上 的 闲 轨 线 全 的 任意 小 的 外 (内) 邻 城中 都 存在 非 闭 轨 线 , 则 
称 醋 为 外 侧 { 内 侧 } 极 限 环 . 

(3) 如 本 是 系统 (3-1) 的 闭 轨 线 , 且 存在 本 的 一 个 外 {| 丹 ) 千 域 , 它 全 部 由 闭 轨 
线 所 充满 , 则 称 三 为 外 (内 )} 俩 周期 环 ， 

(4) 如 存在 闭 较 线 丁 的 足 艾 小 的 外 (内 ) 邻 域 ,使 其 中 - 切 轨 线 皆 为 非 闲 , 且 以 


，524 。 第 11 篇 常 微 分 方程 的 几何 理论 


个 为 w 极限 集 , 则 称 本 为 外 (内 ) 稳 定 极限 环 . 

(5) 如 存在 闭 轨 线 的 足够 小 的 外 (内 }) 刍 域 ,使 其 中 --- 切 轨 线 簿 为 非 闭 , 且 以 
矿 为 a 极限 集 , 划 称 丁 为 外 {内 ] 不 稳定 极限 环 . 

《6) 如 闭 轨 线 荆 苔 为 外 (不 ) 稳 定 环 , 又 为 内 (不) 稳定 环 , 则 称 厂 为! 不) 稳定 
环 .如 在 三 的 内 .人 外侧 具 有 不 同 的 稳定 性 , 则 称 厂 为 半 稳 定 极限 环 . 

(7) 如 在 闭 轨 线 卫 的 任意 小 的 外 (内 ) 邻 域 中 , 师 存 在 启 轨 线 色 存在 非 闵 轨 线 ， 
则 称 卫 为 外 (上 内) 复合 极限 环 . 

{8) 如 果 当 1 增加 时 矿 上 的 动 点 党 着 T 以 逆 时 针 ( 果 时针) 方向 运动 , 则 称 闭 
雪线 厂 为 正 { 负 ) 定 向 的 . 


3.1.2 判别 闭 罗 线 不 存在 的 准则 


(1) 施加 莱 线 性 曲线 法 设 F(z,y) = <c 为 一 曲线 艇 ,其 中 FE 局 .加 果 在 区 
域 @ 中 


保持 常 号 , 且 曲 线 


不 含 系统 (3-1) 的 整 条 闭 轨 线 或 不 含 闭 分 支 , 则 系统 (3-1) 不 年 在 全 部 位 于 G 中 的 
闭 轨 线 与 只 合 一 个 奇 点 的 奇 财 雪线 . 


(2) 本 迪 亮 松 (Bendixson) 准 则 ”车 在 单 连通 域 C 中 系统 (3- 1 ) 的 发 数量 5 + 


3 保持 常 号 . 且 不 在 6 的 任何 子 区 域 中 便 等 于 零 , 则 系统 (3-1) 不 存在 全 部 位 于 6 


中 的 闭 轨 线 与 奇 闭 轴 线 ( 这 里 假设 P,0E€ C ). 
(3) 杜 拉克 (Dulac) 函数 法 ” 若 在 单 连通 域 6 中 存在 清 数 B(x,Y) 人 € 品 ,使 


2 +， 区 纪 保 竺 党 号 , 且 不 在 任何 于 区 域 中 便 等 于 等, 虽 系 统 (3- 1) 不 存在 全 


部 位 于 G 中 的 闭 轨 线 与 奇 闭 轨 线 ， 
(4) 陈 翔 炎 方 法 ” 设 存 在 单 连通 起 6 以 及 函数 Warmwicy)E 人 ,使 在 
人 如 中 有 
E(x,Y)= NP+ NO=0, 
F(x yp) = -0 («0). 
如 在 五 的 任何 子 区 域 中 , F(x,yY) 寺 0, 那 和 必 ， 
1 若 在 6 内 E(x,7) 寺 9, 则 系统 (3-1) 在 上 © 中 不 存在 闭 轴线 和 琳 闭 轨 线 . 
2 若 在 6G 肉 Ex,Y) 亚 人, 则 系统 (3-1) 在 6 中 不 存在 本 ( 负 ) 定 向 的 闭 轨 线 和 
奇 闭 轨 线 . 
如 在 在 内 Fx,y)=0, 则 系统 (3-1) 不 存在 著 轨 线 和 坷 闭 轨 线 ,除非 它 整 个 包 
含 在 使 E{x,yY) = 人 0 的 点 集中 . 
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(5) 若 在 单 连通 域 e 中 ,P,OERC , 且 存 在 函数 B(x ,vr), F(z,yY) EO ,使 得 
况 (BP) + 六 (BQ) + B( P+ 和) 
在 互 中 保持 常 号 , 且 不 在 6 的 任何 子 区 域内 恒 等 于 零 , 旭 系 统 (3- 1) 不 存在 全 部 位 
于 @ 中 的 闭 轴线 和 麻 闭 轨 线 . 

对 科 纳 德 ! Diknard) 方 程 

人 fx 
y= - g(x) 
成 立 下 列 两 个 结论 . 

6) 车 曲线 PCxi) = F(x2) 与 曲线 CGIs = G(x2) 在 区 成 上 = iwi, wo) lx 
<0,0< xu < xj 内 无 交点 ,这 里 C(y) = 上 g(4)ge, 则 ( x ) 在 带 域 sw < < zo 中 
没有 极限 环 . 

(7) 设 F(x) 分 别 在 两 区 闻 ( xw,0) 与 从 , zol 中 严格 单调 ,又 曲线 Ft x) = 
x) 与 曲线 六 x)Agtx1) = fx2)7gtx2) 在 区 域 D 中 无 交点 , 则 t * ) 在 带 域 xm < 


x < x 中 汕 有 报 腿 环 . 
3.2 极限 环 的 存在 性 


证 明 极 限 环 存在 性 的 主要 方法 是 运用 庞 加 羔 - 本 迪克 松 环 域 定理 ,其 关键 是 如 
何必 出 符合 定理 要 求 的 内 外 境界 线 . 


3.2.1 利 纳 德 方 程 极限 环 的 疮 在 性 
利 纳 德 方程 为 
T+f(x)x+ g(r) =0. 
作 利 纳 德 变换 
x=x, Y=x+ F(x), 
其 中 F(x) = | A(x)dx, 则 它 等 价 于 系统 
{= F(x); 


. (3-2) 
Y= - g(x), 


定理 1 设 系 统 (3-2) 满 足 
F(x) , sxz) 连 续 , 且 保证 解 的 存在 唯一 性 ; 
xs0H, wg(x) >0, CCY) = | glx}dr, Gm i+ ms 


ocr<r 时 F(x) «<0, 
当 wo < 0 
存在 时 > mea( x rz1) ,< #1; 硬 
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当 bE 六 时, F(x) = |, 
当 x< -和 时 , F(x) 上， 
则 系统 (3-2) 至 少 存在 一 个 极限 环 . 
定理 2 设 系统 (3-2) 中 F(x) ,glx) 连 续 , 且 保证 解 的 唯一 性 ; 当 xz0 且 | xl 
充分 小 时 ,xF(x) <0(>0); 叉 存在 常数 于 >0,x1>0 及 x; <0, 使 得 
]? 当 x < x < 有 Ore wl 时 , xg (x) > 0; 
2 当 0< <AI 时 Fir} NF(lx) MM), 
而 Fx) M+tv2( FD) -MM- v2D); 
Px <0N, Fx) NOCFCx) - MH), 
而 F(x) -MM-v2 Fv) M+ 2), 
其 中 5= max( G(x1) ,G(x2)) , 则 系统 (3-2) 存 在 稳定 (不 稳定 ) 极 限 环 . 
定理 孔 菲 利 波 夫 (4.F. Filippor) 定 理 ) 设 系统 (3-2) 中 glx) 满足 
当天 0 时 ,和 娄 (e >0,0 reo)= oo 
义 设 经 过 变量 代 挤 


[ gC)ae= x), Ae)d= FCs)= Fi(n), «>0; 


altae= se), | A 8)ds- Fe = Fw), <0, 
之 后 ,函数 Fi(z) 利 所 (sz) 满 足 条 性 
PF 对 于 小 的 z(0< z< 闪 有 (2) 有 (x), 但 不 是 FC 二 而 (z) 及 (2) < 
qajz, Fz) > - a ,其 中 0« a <y8; 
之 存在 一 教 和 >0, 使 
| Cm) F(a))dz>0, 


且 当 :> 吉 时 ,有 (2) 忆 (2) ,FI(2)> -a ,性 (z) < a 由 , 则 系统 (3-2) 存 在 稳 
定 极 限 环 ， 


3.2.2 广义 利 纳 德 方程 报 限 环 的 存在 性 


广 尽 利 纳 德 方程 为 
z+f(x xr)rt gtx)=0. 
它 等 价 于 系统 
人 和 (3-3) 
v= f(x,v)e- g(x), | 
其 中 /,g 是 连续 函数 . 


定理 4 设 系统 (3-3) 满 足 

1* 当 x #0 时 ,re (x) >0, 和 丰 ( 土 的 ) 一 十 虽 ; 
AOD < 站; 

3 3x0>0, 梗 当 |x1 > xn0 时 Fr, 0; 
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如 习 开 >0, 司 当 1z1 芝 如 时 大 zol> - NM; 
人 x1> x0; 使 对 x 的 尾 一 减少 正 函 数 v(x), 有 


站 fxsvtxi dr dM + a (o> 人 0), 
“0 


则 系统 (3-3) 存 在 稳定 极限 环 . 
定理 5 设 系统 (3-3) 满 足 
1 xz0N, xe( x) > 0; 
2 10,0) <0; 


子 记 5(eJ= If(%,0), 设 | F(x)senxdx 存在 且 有 下 界 ,又 
十 | [g(x) + Flx)sgnx |dx = 十 起 | 
中 存在 c>0 及 杆 >0, 使 
| [eg(x) — FOr)sgnx dr < M(x>0, 
风 系 统 (3-3) 存 在 稳定 极限 环 . 


3.3 极限 环 的 稳定 性 
定理 6 设 丁 为 系统 (3-3) 的 闭 轨 线 .如 


中 (+)ar< o>0), (3-4} 
册 荆 为 稳定 (相称 定 ) 模 限 环 . 
注 : 屠 轨 绪 卫 为 半期 环 . 半 稳 定 环 或 复合 极限 环 的 必 上 又 答 件 为 
$+ (E+)ar=0. (3-5) 


如 呈 满 足 条 件 (3-4), 则 称 了 为 单 量 环 或 双 曲 环 ; 如 了 满足 条 件 (3-5), 称 开 
为 多 重 丈 或 非 双 曲 环 . 


3.4 极限 环 随 参 数 变化 的 规 稚 
考虑 售 参 数 a 的 平面 系统 


{3-6) 


3.4.1 炮 点 产生 极限 环 ( 埠 普 夫 (Hopf) 分 区 ) 


设 系 统 (3- 昌 中 Plx,y,a) oftx ya 关于 ,ya :次 连续 可 微 , 且 Pi0,0， 
na) = 和 (0,0,0) =0, 则 在 奇 点 000,0) 邻 近 可 将 系统 (3-6) 写 成 
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= ota}zt+ bio)y + P(x ye); 
(3-7) 


华 = cia)x + dta}y + Ox, yo), 


其 中 户 ,四 =ogr)rew x+ yr0. 

定理 了 设 系统 (3-7) 中 gfano) = afao}j doo0) -biavje(ao) >0,a{fag)+ 
dtao) =0, 叉 原点 0 是 系统 (3-7) 的 稳定 焦点 ; 当 a> wo 时 ,pla)= - (ala)+ 
to) <00, 则 当 a 从 ao 增加 时 ,在 奇 点 0 的 分 域内 ,系统 [3-7) 至 少 存在 -- 个 外 稳 
定 环 和 一 个 内 稳定 环 ( 可 能 重合 为 一 个 稳定 环 ). 


3.4.2 旋转 向 量 场 中 极限 生 的 更 化 


车 当 a 变动 时 , 癌 明 场 ( P(x,y,o) ,Olzr,Y,0)) 的 奇 点 不 变 , P, 昌 是 x ,YY,a 
的 连续 函数 , 户 ,, 0, 存在 且 连 续 , 并 且 在 一 切 常 号 处 恒 有 


(4) >>0. 并 沿 任 一 闭 曲线 了 4 二 0, 其 中 Q = at 区 
{2) 对 任意 caafel< az) ,有 
0 六 52ac<r， 


则 称 由 系统 (3-6) 所 确定 的 向 量 场 构成 广义 旋转 向 量 场 . 

定理 8 设 系统 (3-7) 构 成 广义 旋转 向 量 场 , 则 系统 (3-7) 的 单 量 环 ( 稳 定 或 不 
稳定 ) 的 位 置 是 a 的 连续 函数 ; 当 a 单调 增加 时 ,这 个 位 置 不 断 扩 张 或 不 断 收 缩 . 
对 学 稿 定 环 来 说 , 当 a 千 某 一 方向 变化 时 ,至 少 分 裂 为 两 个 极限 环 ,其 中 一 个 稳 
定 , 另 一 个 不 稳定 ;而 当 & 问 另 一 方 各 变化 时 ,这 个 半 稳 定 环 消失 . 

注 “在 广义 旋转 向 量 场 中 , 当 参 数 单调 变动 时 , 单 重 环 半 不 消失 ,而 是 六 大 或 
缩小 ,根据 单 重 环 的 定向 和 稳定 性 , 当 a 增加 时 它 的 变动 情况 如 表 3-1 所 示 . 

这 1 


和 
况 如 表 3-2 所 示 . 


_ 外 稳 内 奈 稳 四 让 
消失 | 


5 短小 时 | 分 解 成 两 个 以 . F 环 | 消失 | 


3 极限 环 。529 ， 


3.5 极限 环 的 唯一 性 


关 干 极限 环 的 唯一 性 ,只 有 对 利 纳 德 方程 的 结果 还 多 - - 些 ,还 有 些 可 行 的 判定 
方法 ,对 一 般 平 面 系统 至 今 还 缺少 办 法 ,还 有 待人 们 去 研究 . 


3.5.1 利 纳 德 方 程 极限 环 的 唯一 性 


考虑 利 纳 德 系统 (3-2) 
全 Fix): 
Y= - g(x), 
其 中 F(x)= | fw). 


定理 9 设 系 统 (3-2) 满 足 

la 及 xz 和 gx 在 任 条 有 办 区 间 上 满足 利 普 希 菠 条 件 : 

2 g(x) 为 奇 了 前 数 ; 当 x 产 0 时 , xg( x) > 0; 

3 FU 为 坷 函数 ;并 存在 xo0>0, 当 0O< x < 时, F(x) <0; 当 > x0 了 时 , F(x) 
宇 0 且 单调 递增 ， 


#F(m)= Cm)= | s(x)dx= + %, 


则 系统 [3-2) 有 唯一 的 极限 环 , 且 为 稳定 的 . 
定理 加 设 系统 (3-2) 中 g(x) = *，, 并 且 满 足 
PARAIE CR I <0c<H ,GH cxy< 人 时 ,Ax)<0O 雪 > 太 Y< 
#1 时 , f(x) > 0 
?IA>0 F(A)= PF(- A)=0; 
F(tm)=+ wm 或 Fi-w)=-%, 
曙 系 统 (3-2) 有 唯一 的 极限 环 , 且 为 稳定 的 . 
定理 il 设 系统 (3-2) 中 g(x) = xs, 并 日 满足 
PAXECURI Ar) <O, xt < OA#) >0,1xl > 他; 
PFC+m)=+m 或 Fn)= -的 ， 
则 系统 (3-2) 有 唯一 的 极限 环 , 且 为 稳定 的 . 
定理 也 设 系 统 (3-2) 中 glx) = x, 并 量 满 足 
AXAIECHAR I ND) OB xO Nx) > Or o> 0 0 
2 当 ix1 增 加 时 , fix} 不 下 降 ， 
刚 系 统 (3-2) 有 唯一 的 极限 环 , 且 为 稳定 的 ， 
定理 13 设 系 统 (3-2) 满 足 
I* g(x) 连 续 且 在 任何 有 限 区 间 上 满足 利 普 希 艾 条件 ; zg (x) > 0, x #0; 


Ct)=+ 扣 ,其 中 C(x) = | glx) dy; 
P(x) 连 续 , 且 当 141 增 加 时 ,全 并 中 2 不 下 降 ,其 中 F(x) = | (x)ax,x = 
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x(w} 是 二 = ultx) = vy 2Crzhsenx 的 应 函 竹 ， 
则 系统 (3-2) 至 多 有 一 个 极限 环 ， 
定理 由 ( 张 茎 芬 定 理 ) 设 系统 (3-2)} 满 足 
I? g(x) 连续, 且 在 任何 有 限 区 间 上 满足 利 普 希 苞 条 件 ; xg (x*) > 0, 关 人 


十)=+ 多 ,其 中 Cix}= | BUXIdx: 


症 缠 ，: 4 Ux) .二 Jlx) 
A(x) 连 续 ; 当 x 增加 时 ,0t 不 下 降 , x 万 RR 1404 ;在 = 0 的 邻 域内 , 
兰 0， 


则 (3-2) 式 至 多 有 一 个 极限 环 ; 如 存在 ,为 稳定 环 ， 

定理 荡 ( 曾 宪 武 定理 ) 设 系统 (3-2) 中 的 放 x), g(x) 在 (xm, xo) 内 连续 , 当 x 
关 0 时 ,xg{x) >0, 并 县 满足 (其 中 F(z), F(z) 见 定理 3): 

?存在 4,0&<& 和 zw6= min(26 ,zs00) ;这 里 20, = CUxp;) ,1=1,2, 使 得 当 0<z<a 
HF) 0 Polz) ,YO sl FB a<z ar, Fx) 0 
且 F(a0; 

pa 

六 对 往 何 常数 庆幸 1, 当 本 (2) = ow) ,wz> 6 时 ,有 于 光 7 守 六 4) ;其 中 
于 (zs) 为 

Hz) =k F(z — a) + 你， 
ax2< he= ki{z0 ~- a)+a, 
出 系统 (3-2) 在 带 域 EF xol 内 至 密 有 一 个 极限 环 ;如 右 在 ,为 稳定 环 . 

定理 二 设 系 统 (3-2) 中 fx), g(x) 在 xm < x< xo 内 入 续 , 当 xz#0 时 ,x(x) 
>0, 并 满足 (记号 何 定理 15). 

口 存 在 0sa< 如 当 D<z<e 时 站 (z) 二 0 过 把 (z) ,人 得当 O< zl 村 F(z) 
Ra), a 时 > 

PR O00 zm F(z) 0; 

FF(z) 在 z> a 上 不 威 (或 所 (2z2) 所 (zz) 在 :>0 上 不 减 且 Fitzo -0) 
< Ptsm -00): 

4 当 F = Pu us> 6, F(a Fs), 

则 系统 (3-2) 在 带 域 ve < x < xo 内 至 多 有 一 个 极限 环 ;如 存在 , 鸭 稳 定 环 . 


3.5.2 证 明 极 限 环 唯一 性 的 方法 


证 明 极限 环 崔 一 性 的 现 有 方法 大 体 上 可 归纳 为 以 下 几 种 ， 

(1) 点 变换 如果 在 相 平面 上 存在 一 闭 的 无 切 线 眉 好 .县 从 超出 发 的 办 线 必 
再 次 与 48 相 交 , 则 由 解 对 接 值 的 连续 性 ,可 以 定义 一 个 起 到 自身 的 连续 映射 7. 由 
布 劳 威 尔 (Brouwer) 不 动 点 定理 ,如 果 映 射 存在 不 动 点 PE 贴 , 则 过 点 的 轨 线 
Frp，,D 就 是 闭 轨 .如 果 了 为 压 短 肌 射 , 即 对 任何 41, BE AB, 有 PLT(AWD ,TCB)) 
< Pd BB1); 则 映射 了 存在 唯一 不 动 点 . 即 f(p, 4) 为 唯一 的 闭 轨 . 

(2) 比较 全 微分 的 积分 “对 任何 单 值 连续 可 微 画 数 V(x ,7Y) , 它 的 全 微分 党 闭 
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轨 线 一周 的 积分 值 为 零 , 即 中 dy = 0. 如 果 对 于 互相 包含 的 闭 轨 线 FiC r?, 能 
证 明 小 “dy 是 单调 的 , 则 这 样 的 闭 轨 线 只 能 有 一 条 


(3) 计算 发 散 量 的 积分 当 div( P,Q)dr《0)0 时 .稳定 (不 稳定 ). 而 两 个 
相 邻 极限 环 PC Ta, 如 其 围 成 的 环 域 中 无 奇 点 , 则 它们 不 能 具有 相同 的 稳定 性 . 故 
若 能 证 明 中 “dhv(P, 0)dt 同 号 ,i= 1,2, 则 就 证 明了 极限 环 唯一 


(4) 地 形 系 法 ”在 闭 轨 线 厂 附 近 构 造 一 族 无 接触 闭 出线 , 称 为 地 形 系 .这 样 在 
闭 胃 线 卫 附近 就 不 可 能 有 别 的 财 轨 线 . 
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形 如 
人 Pilr,y); 
y= (x, 7), 
的 系统 称 为 n 次 多 项 式 系统 ,其 中 PP ,0, 为 zy 的 mn 次 过 款式， 
痛 定 -一 个 平面 动力 系统 雪线 的 全 局 几何 结构 ,关键 是 研究 其 奇 点 ,极限 环 { 个 
数 及 分 布 ) ,分 界线 (相对 位 置 及 走向 ) 以 及 轴线 在 “无 穷 远 " 的 性 态 等 。 


4.1 多 项 式 系统 轨 线 的 几何 与 动力 学 性 质 


(4-1) 


4.1.1 二 次 系统 


(1) 有 一 积分 直线 和 一 细 焦 点 的 二 次 多 项 式 系 统 没有 瓜 限 环 ， 
(2) 有 一 积分 直线 的 二 次 系统 最 多 有 一 个 极限 环 ， 
(3) 着 二 次 系统 的 发 散 量 不 但 等 于 志 , 刚 安 散 量 为 等 的 点 的 红斑 富 -直线 { 称 


为 发 散 量 直线 ). 闭 轨 厂 车 存在 , 必 与 此 直线 相交 , 且 发 散 1 直线 + = = 0 必 通 


过 了 的 内 部 区 域 的 重心 

(4) 若 二 次 系统 的 发 散 量 直线 通过 两 奇 点 , 则 不 存在 由 轴线 . 又 若 发 散 量 直线 
是 积分 直线 , 亦 不 存在 闭 轨 线 . 

(5) 具有 两 个 焦点 的 二 次 系统 若 其 中 之 一 为 细 焦 点 , 折 且 还 存在 第 三 个 有 限 
远 奇 点 , 则 极限 环 必 集 中 分 布 ; 若 细 焦 点 为 二 阶 的 , 则 不 存在 极限 环 . 

(6) 二 次 系统 的 闭 轨 线 内 部 只 能 有 一 个 焦点 或 中 心 ， 

(7) 二 次 系统 的 奇 闭 轨 线 若 过 两 个 有 限 远 奇 点 P 和 , 则 直线 眉 Pw 必 定 是 它 
的 一 部 分 ， 

(8) 一 -次 或 二 次 系统 的 闭 轨 以 及 过 有 有限 远 或 无 限 远 奇 点 的 奇 闭 轨 必 为 严格 贞 
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闭 曲 线 , 即 它 在 任何 一 方向 最 多 只 有 两 个 极 值 点 . 
(9) 二 次 系统 不 存在 和 (和 型 的 闭 加 分 布 


《10) 有 对 称 中 心 的 二 次 系统 最 密 只 能 有 两 个 单 重 辍 限 环 ; 若 存 在 , 则 必 为 (1， 
日 分 布 . 一 般 二 次 系统 的 极 眼 环 , 据 猜 想 , 有 (1,0) (2.0 130) 11 12 (1， 
3)} 等 分 布 ,但 不 能 有 (2,2) 分 布 , 它 的 闭 轨 或 集中 分 布 在 一 焦点 型 奇 点 外 转 ,或 分 别 
出 现 于 两 个 焦点 型 奇 点 的 外 围 . 

(11) 二 次 系统 最 密 可 以 有 三 个 指标 为 + 1 的 初等 奇 点 ,但 其 中 盟 多 只 能 有 两 
个 是 焦点 型 的 . 

(12) 一 次 系统 不 可 能 赋 有 中 心 又 有 极限 环 , 或 购 有 中 心 允 有 细 焦 点 ， 

(13) 线性 部 分 以 原点 为 星 形 结 点 的 二 次 系统 

x=x+ 0x + AN + dy 
(2 box t+ Bixy + by (4-2) 

没有 极限 环 , 且 可 积 . 

(14) 车 二 次 系统 


= 愉 1 塞 店 ha + ta 魏 导 和 二 qs 
上 Bxt by+ bri + bery + bay’ (4 3 
被 化 成 (1 ,y,z) 或 (x ,1,z) 坐 标 下 的 方程 中 不 富 常 数 项 与 … 次 项 , 则 上 述 系 统 可 
积 . 

(15) 二 次 系统 的 焦点 的 最 高 阶 数 为 3; 具 有 三 阶 细 焦点 的 二 次 系统 ,没有 极限 
环 与 分 界 钱 环 ; 有 二 阶 及 三 阶 细 焦 点 的 二 次 系统 没有 直线 和 解 . 

{16) 二 次 系统 的 奇 闭 轨 线 上 若 有 三 个 有 限 远 鞍 点 , 则 它 必 是 以 这 些 鞍 点 为 项 
点 的 三 角形 ,内 部 为 中 心 区 域 . 

(17) 车 所 都 是 上 面 只 有 一 个 束 点 的 奇 闭 轨 , 则 它们 不 能 共有 一 个 著 点 . 
站 和 的 内 部 可 能 都 是 中 心 ,也 可 能 都 是 焦点 . 及 车 与 户 都 过 两 个 鞍点 , 则 
它们 必 有 一 公共 直线 段 , 目 它们 的 内 部 都 是 中 心 . 

(18) 任 一 直线 与 二 次 系统 的 轨 线 最 多 只 能 有 两 个 切 点 (包括 奇 点 ,有 限 远 或 
无 限 远 ) ,否则 ,该 直线 本 身 便 是 辆 线 .友之 , 任 一 :积分 直线 着 不 是 充满 了 奇 点 , 则 其 
上 有 限 远 膏 点 最 才 只 能 有 两 个 ,和 茎 于 无 限 远 青 点 , 则 可 有 可 元 . 

(19) 任 一 直线 工 与 一 线性 系统 或 二 次 系统 的 任 一 轨 线 y(Y x 工 ) 最 名 只 能 有 
-~ 个 切 点 . 

{20) 若 一 曲线 y = 六 x) 是 一 线 手 系统 或 二 次 系统 的 轨 线 , 则 它 上 面 最 密 只 有 
Y 的 两 个 极 值 点 . 

(21) 二 次 系统 若 有 有 涛 个 焦点 ,其 一 为 三 阶 细 焦 点 , 则 另 -… 必 为 租 焦 点 ,二 焦点 
必 有 相 忆 的 稳定 性 , 旦 无 其 他 实 的 有 限 奇 点 . 

(22) 二 次 系统 不 存在 图 4 - 1 所 示 的 三 种 无 界 分 界线 环 . 
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号 EE 
/EN 
Dp 
| 
[a) th} fc 


图 4-1 
(23) 二 次 系统 的 有 界 背 闭 轨 只 有 3 种 ( 若 央 分 可 得 6 种 ) ,无界 坷 闭 辆 只 有 5 
种 . 

{24) 二 次 系统 的 一 个 中 心 区 域 不 能 充满 全 平面 . 

(25) 车 二 次 系统 在 有 限 运 次 点 已 有 两 个 实 特 征 根 , 多 或 是 过 P 至 少 有 一 积 
前 直线 ,或 是 存在 一 过 呈 的 直线 1 ,使 对 上 上 的 -- 切 蜡 于 的 点 , 轨 线 都 从 局 一 方 
阿 穿 过 !. 在 后 一 情形 ,至 少 存 在 -- 进 人 P 的 罗 线 , 它 在 P 点 与 1! 精 切 . 

(26)】 若 一 非 齐 二 次 系统 在 一 有 上 很 厅 点 天 有 一 栅 加 区 战 , 则 它 在 PF 只 有 一 个 
栅 轿 域 和 一 个 双 曲 域 .中 应 是 三 重 裔 点 , 即 它 基 P(x,y) = 人 0 与 Oy(x,Y) =0 的 三 
重 交 点 ,这 时 过 P 有 -一 积 分 直线 i, 使 椭圆 域 中 一 切 轨 线 都 与 1 苇 于 PP 点 ,又 杀 统 
除 P 外 ,最 多 只 能 有 一 个 有 限 远 奇 点 9 ,9 必 不 在 上 上. 

(27)《 工 ) 类 二 次 系统 


人 (4-4) 
二 广 
最 者 有 一 个 极限 环 ,焦点 0(0,0) 最 多 只 能 是 一 阶 的 .和 否则. 便 是 中 心 .( 卫 ) 的 无 限 
远 冶 点 中 晤 多 只 能 有 一 个 是 初等 奇 点 . 
(了 ) 类 二 次 系统 
{tm (4.5) 
y= + ax), na 
的 有 限 远 硒 点 的 指标 之 和 为 零 或 2, 它 不 可 能 有 了 两 个 无 穷 远 初 等 鞍点 .([) -6 的 
极限 环 必 集 中 分 布 .([E).o 若 在 一 癌 点 外 国有 麻 数 个 极限 挟 , 则 必 为 唯一 . 
{28) 有 一 条 积分 直线 的 二 次 系统 必 可 化 为 
全 y+ r+ t+ ny 二 
y= xtl+ by), 80. 
它 最 多 有 一 个 极限 环 ;焦点 0(0,0) 最 多 只 能 是 一 阶 的 .否则 , 便 是 中 心 . 
(29) 有 界 二 次 系统 最 多 有 三 个 有 限 远 奇 点 ; 它 的 网 焦 氮 最 多 只 能 是 二 阶 的 ; 
车 有 一 阶 细 焦点 和 极限 环 , 则 环 是 唯一 的 .只 有 一 个 或 两 个 奇 点 的 有 界 二 次 系统 最 
儿 能 有 一 个 极限 环 . 有 界 系 统 可 以 有 (1,1) 分 布 的 极限 环 ,但 (1,2) 分 布 是 不 可 能 
的 . 


(4-6) 
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(30) 有 网 装点 s 的 二 次 系统 其 极限 环 若 存在 , 必 为 唯 -…- 移 , 若 还 有 积分 直线 
1 , 则 当 上 不 通过 * 时 ,二 次 系统 没有 环 . 

{31) 二 次 系统 的 细 能 点 和 细 鞍 点 的 最 高 阶 数 均 为 3. 有 一 和 防 数 大 于 | 的 继 贰 
点 的 二 次 系统 或 为 可 积 , 或 无 极 眼 环 与 分 界线 环 ， 

{32) 过 二 次 系统 的 每 一 无 穷 远 奇 点 必 有 一 条 无 切 直线 . 

(33) 有 一 个 有 限 远 奇 点 和 一 个 无 限 远 奇 点 的 二 次 系统 最 镍 有 一 个 极限 环 . 

(34) 齐 “次 系统 本 积 , 无 极限 环 , 相 图 有 有 7 种 不 局 的 后 护 结 构 ， 

(35) 次 系统 过 一 鞍点 的 分 界线 环 经 微 扰 动 后 ,至 龟 能 产生 三 个 极 腿 环 , 而 
晶 确 实 可 以 产生 二 个 极限 环 ， 

(367 当 二 次 系统 


(i C47) 


y 0 y}+ Ot x, ry) 
的 户 .0; 可 被 div( ,0) 的 … 次 项 2 + 3 整除 时 ， 它 或 是 没有 极限 环 ,或 是 有 唯 


-的 单 重 环 . 

(37) 二 次 系统 车 有 有 限 远 或 无 限 远 退化 育 点 (在 此 奇 点 有 两 个 零 特征 根 ,但 
系统 的 线性 部 分 不 全 为 汰 ) 时 ,或 无 极限 环 ,或 有 了 唯 … 的 极限 环 ， 

(38) 有 重 数 大 于 2 的 半 接 等 有 限 青 点 { 即 只 有 一 个 专 祥 征 根 的 奇 点 ) 的 二 次 
系统 或 无 极限 不 ,或 有 唯一 的 单 重 环 . 

(39}) 车 二 次 系统 全 有 存 限 条 积分 直线 , 则 它 最 多 只 能 和 有 5 条. 

(40) 若 一 次 系统 有 4 个 有 限 远 奇 点 , 则 其 中 最 案 有 3 个 指标 为 + 1( -1) ,至 人 少 
有 -- 个 指标 为 - 1 + 1). 

(41) 特 跌 { 几 )? 娄 方程 

人 -y+8r+ ny 
y=xtl+ar- yr) ,0c<cn<l 

最 多 愉 有 一 个 极限 环 , 车 设 a <0, 刚 当 闻 > 0 < 中 时 , 宕 只 能 出 现在 000,0)( N09， 


十) 外国 ， 
(42) 特殊 ( 帮 ) 类 方程 


(4-8) 


r= dx + et; 
人 y+ 人 十 (4-9) 


y= x(l+art by) 
最 多 只 能 有 一 个 极限 环 . 
(43) 二 次 系统 的 任 一 条 积分 线 最 多 有 三 个 无 界 分 冯 . 
(44) 有 界 二 次 系统 的 无 穷 远 奇 点 只 能 有 一 个 ,除非 有 过 修 贰 点 的 积分 直线 . 
(45) 如 有 界 一 次 系统 有 三 个 有 限 远 再 点 , 则 必 有 一 个 为 鞍点 , 另 两 个 为 非 贰 


点 . 
(46) 如 二 次 系统 有 两 个 细 焦 点 ,或 一 个 细 焦 点 和 -- 个 细 鞍 点 , 则 必 不 存在 分 
界线 环 . 


4 多 项 式 系 统 的 几何 理论 535 ， 


(47) 二 次 系统 的 有 返回 蜡 射 的 有 界 分 界线 环 , 若 其 上 只 有 一 个 或 两 个 奇 点 ， 
且 其 内 部 不 是 中 心 . 则 只 可 能 有 下 列 五 种 ( 见 图 4-2): 


2 
nil ZA 


EN -4 \ 一 
YA mC 人 NC 
如 5 


图 4-2 

Si 其 上 有 一 个 一 阶 带 点 的 同 答 环 ; 

$，。 其 上 有 一 个 二 阶 蒜 点 的 同 宿 环 ; 

$; 上 其 上 有 一 个 三 阶 蒜 点 {在 该 点 发 散 量 不 为 竺 ) 的 同 六 环 ; 

S4 其 上 有 两 个 一 阶 装点 的 异 宿 环 ; 

$s 其 上 有 一 个 一 阶 鞍 点 ,一 个 二 阶 鞍 点 的 异 宿 环 . 

(48) 若 二 次 系统 有 分 界线 环 3 , 则 3 内 部 的 奇 点 可 能 为 粗 焦 点 ,一 阶 组 焦点 
如 二 阶 风 焦点; 若 设 焦 点 外 围 最 多 只 能 存在 三 个 极限 环 , 则 $| 内 部 至 儿 ( 而 且 能 ) 
有 两 个 极限 环 . 当 发 散 量 在 鞍点 不 为 零 时 ,5 的 内 稳定 性 可 由 发 散 量 在 鞍点 的 符 
号 沃 定 . 

49) 车 二 次 系统 有 分 界线 环 全 , 则 3 内 部 的 硒 点 可 能 为 粗 焦 点 或 一 春 细 焦 
点 . 3 内 部 最 密 兵 能 有 一 个 极限 环 . 3: 的 内 稳定 性 可 由 发 散 量 ( 关 呈 在 5, 上 的 鞍 
结 点 的 符号 决定 . 

(50) 着 二 次 系统 有 分 界线 环 5;, 当 发 散 量 在 鞍点 不 为 零 时 , 53 内 部 的 奇 点 只 
能 是 粗 焦 点 ,3 内 部 不 含 极限 环 . 3 的 内 稳定 性 由 发 散 量 乔 贰 点 的 符号 决定 . 

{51) 阁 二 次 系统 有 分 界线 环 5 和 5s, 则 它们 内 部 都 不 也 含 极限 环 ,其 中 的 首 
点 车 不 是 中 心 , 则 必 为 粗 焦 点 . ss 的 内 稳定 性 由 发 散 量 在 鞍 冰 点 的 符 卫 决定 ， 

(52) 二 次 系统 

恒 -Fy-Gx- dr + (r+ ; 


。 4- 人 
y=x(1+ 间 xz-37) ( ) 
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当 O < dl 时 出 现 忆 ,3) 分 布 . 
4.1.2 nn 次 (nm 之 3) 了 条 统 


以 上 所 列 的 二 次 系统 轨 线 的 几何 与 动力 学 性 质 友 名 数 不 能 推广 到 5 次 (n= 
3} 系 统 .但 n 次 系统 具有 下 烈 几 条 相应 性 贰 ， 

(18') 任 一 直线 上 与 n 次 多 项 式 系统 的 轴线 最 多 只 能 有 个 切 点 (包括 育 点 )， 
否则 ,上 本 身 便 是 轨 线 ,-- 般 地 , 任 一 mm 次 代数 曲 厂 与 rn 次 系统 的 轩 线 最 名 只 能 有 
mm -1+ nn) 个 切 点 ， 

(19 ) 仔 一 直线 工 与 32m 一 1 次 或 2n 也 要 项 式 系 统 的 丰 一 确定 的 轨 线 最 过 上 兵 
能 有 nm 个 二 点 ， 

(20 》 车- 开 曲线 y= 六 zx) 是 2 -1 次 或 2n 次 系统 的 轨 线 , 则 它 最 多 只 能 有 
2n 个 极 值 点 . 

(24 ) 奇 次 多项式 系统 的 一 个 中 心 区 域 有 可 能 充满 他 斗 而 ; 侦 次 名 项 式 系统 的 

:个 中 心 区 域 决 不 能 充满 全 平面 . 


(40 ) 车 4 次 系统 有 n? 个 奇 点 , 则 其 中 最 多 有 -六 n(n+ 1) 个 指标 为 + 1( 或 


- 1) 的 奇 点 ,至 少 有 -六 n(n - ]) 个 指标 为 - 1( 或 + 口 的 奇 点 ， 
(43 ) 4 次 多 项 式 系统 的 任 -- 积 分 线 最 多 有 n+ 1 个 无 闪 分 支 和 心 个 有 界 分 


+t- 


4.2 多 项 式 系 统 奇 点 的 一 般 性 质 


4.2.1 奇 点 性 质 的 牛 互 影响 


(1) 设 次 系统 (4-1} 只 有 有 限 个 奇 点 , 则 在 庞 加 莱 半 款 面 上 一 切 亲 点 ( 即 包 
括 赤 道上 的 奇 点 在 内 ,但 直径 相对 的 两 冶 点 内 取 其 中 之 -  ) 的 指标 之 和 为 1. 

(2) 车 nn 次 系统 (4-1) 的 疝 点 都 是 初等 的 , 则 有 限 远 奇 点 最 针 为 a 个, 无限 还 
奇 点 最 者 有 n+ 1 个 ;以 上 这 两 个 上 上田 询 可 以 达到 (这 里 指 富 奇 点 》. 

{3) 二 次 系统 若 有 两 个 细 焦 点 , 则 它们 都 只 能 是 一 阶 的 . 旦 有 不 同 的 稳定 牲 ; 若 
有 -一 中心 点 ,还 育 一 焦点 , 则 焦点 必 为 粗 的 . 又 当 n 次 系统 (4-1) 有 三 个 措 标 + 1 的 
初等 奇 点 时 ,其 中 最 多 只 能 有 两 个 是 焦点 或 中 心 ， 

{4) 对 二 次 系统 

人 Ga20y + 2 十 Bory (iD 
y= Box+ by + ousy + boy 

当 0(0,0) 为 正常 结 点 时 ,除了 以 外 ,还 可 以 有 两 实 奇 点 41 与 和 ,一 个 为 结 点 ， 
另 一 为 畦 点 .这 里 有 两 种 情形 ; 

4 关 4; 都 是 朋 限 远 奇 点 ; 

z 4i 关 42, 其 -- 为 有 限 远 表 点 , 另 一 为 无 限 远 奇 点 . 
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其 次 . 当 4bioam+ (bw 一 aoi=0 时 ,车 aolm- empn>0: 则 咏 为 单 向 缚 点 ， 
4 = 4, 为 鞍 结 点 , 它 可 能 在 有 限 远 , 也 可 能 在 无 限 远 .特别 . 当 ama x0 有 8 bio= 
am = 总 = 有 时 ,4 = 42 = 人 0. 

及 车 a0bw -an0o<D, 测 已 为 鞍点 , 另 两 个 奇 点 为 绩 点 ,可 能 重合 ,也 可 能 有 
一 在 无 限 远 ， 

车 gob -am = 人 Th,aio+ bn0; 旧 0 为 蒂 结 点 ,另外 还 有 一 个 缚 点 , 它 也 可 
能 在 无 限 远 . 

当 0 为 焦点 或 中 心 时 , 则 0 为 唯一 的 实 奇 点 ， 

车 0 为 集 点 , 则 必 为 粗 焦点 . 

(5} 若 二 次 系统 有 三 个 奇 点 ,其 中 之 一 为 中 心 , 则 只 可 能 出 现下 列 三 种 情况 : 

一 中 心 ,两 鞍点 ; 

> -一 中 心 , 一 鞍 结 点 ,一 单 向 结 点 ; 

3 一 中 心 ,一 鞍点 ,一 退化 鞍点 (只 有 了 两 条 分 界线 )， 

(6) 若 二 区 系统 有 三 个 蒜 点 和 一 个 非 鞍点 , 则 无 限 远 奇 点 必 均 为 单 奇 点 , 且 都 
汶 结 点 ， 

(7) 考虑 二 次 系统 

人 + hrt eyt dat + exy + Fr; 


r= + bx+ ec + dx + ea + 3， 
y 7 . 


记 
fu = put etd ft en + di); 
ea hh _ 放出 _ ds 6 
ef A 
D= FPF- AC, 
则 有 表 4- 1. 
表 4-1 


及 0 二 个 结 点 ; 
虑 < 人 :一 绪 点 ,两 莹 点 


一 络 点 
(ay = 人 0 只 有 一个 单 实 
根 时 


fu) =0 的 重 根 不 是 


站 A CD 让 + elu+ di = 的 要 . 
eo 一 结 点 时 :一 鞍 结 点 ,一 本 氏 首 ， 让 + C=0; 一 结 点 ; 
0 :一 结 点 ， 点 ， 4+ 全 天 人 :一事 民间 
wu) =0 的 重 根 是 fw 点 


+ e+ 二 二 司 的 根 时 : .Auy =0 有 一 二 重 根 
一 单 奇 点 ,一 高 阶 奇 点 | 。 时 :一 高 阶 奇 点 
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注 关于 李 雅 普 诺 夫 型 奇 点 和 其 它 高 次 奇 点 , 均 另 有 方法 判别 类 型 (是 结 点 、 
鞍点 还 是 鞍 结 点 ). 


4.2.2 坷 点 分 布 的 几何 构 形 


设 二 次 系统 有 四 个 有 限 远 奇 点 .如 果 以 它们 为 项 点 的 四 地形 是 凸 的 , 则 两 个 对 
顶 的 奇 点 是 鞍点 , 男 两 个 对 顶 的 奇 点 是 非 鞍 点 .如 果 四 边 撒 是 加 的 , 则 三 个 外 顶点 
其 鞍点 ( 非 鞍 点 ) ,而 一 个 内 顶点 是 非 鞍点 (鞍点 }). 


4.2.3 再 点 的 指标 
nn 次 系统 (4-1) 车 有 到 个 前 点 0;,i=1,2,… ,让 , 则 


下 机 
max| 3) ind0,| = n， min| > no:| = 全 要 
设 克 项 式 系统 


= P(r,Yy): 
| “tx, y) (4- 12) 


y= Oxy), 
其 中 P,, 0 分 别 为 n 与 m 次 多 项 式 , 有 最 多 个 数 的 nm 个 谍 等 奇 点 , 则 其 中 指标 
+ 1 或 - 1) 的 背 点 的 最 多 个 数 为 
s mt 
Rm™ 了 


设 (4- 2) 式 只 有 孤立 奇 点 , 则 其 有 限 远 奇 点 的 指标 总 和 满足 关系 式 
Fliesmin(n,m): 
Pn mmd 2}W 时 ,27 = 0 
入 人 11 过 nm， 
其 中 i 表示 任 一 奇 点 的 指标 . 
4.2.4 二 次 系统 [ 开 2) 的 优点 本 


考虑 二 次 系统 
一 本 x + bE 
| Yo my (4-13) 
Y= + bor: + bywy + Boy’. 


引 人 判 定量 
W=A- 印 ， 
多 := YR(SA -B+a(5B— eo)], 
= (B+ Be), 

其 中 ， A= am+ mB = bn + hm, 

=a +2hbm, P= b+2om, 

y= bnAs- (ep bu)ALB+ (bo — a AB’ — am PF, 

$= ah+ bit+ md + bwB, 
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则 当 且 仅 当 下 列 第 天 组 条 件 成 立时 ,原点 是 k= 1,2,3) 阶 组 焦点 . 


je Wi 天 0 

WW=0, WW =0; 

Wi= WP =0, Wz0. 

上 阶 细 焦点 的 稳定 性 由 sgn 凤 , 决定 ; 且 <0 时 稳定 , 琴 >0 时 不 稳定 . 
当 且 仅 当 两 = 人 B= 了 =0 时 ,原点 是 中 心 点 ， 


4.3 多 项 式 系统 的 极限 环 


4.3.] 二 次 系统 的 极限 环 
(1) 叶 半 谦 分 类 法 ” 任 一 可 能 有 极限 环 的 二 次 系统 必 等 价 于 下 列 三 类 方程 之 


|。 人 4.14) 
y=, 
{ys C4.15) 
y=x(l+ dx ) ,4 #0. - 
y {i (4-16) 
Y= xtl+art+ by),b a0. 


(2) 方 程 (4-14) 当 mii+n)=0,5 关 0 或 Bm(L+ n) > 0 时 无 闭 较 与 奇 逆 轩 ; 当 


Sm(tt+ n) < 习 且 181l 时 存在 唯一 的 极限 环 ; 对 任意 的 ! .43,a, 方 程 ( 工 ) 至 密 有 
一 个 极限 环 . 


(3) 对 方程 {4-15}(a <0,mz0) 
l* 当下 > -a> 人 0 时 ,两 指标 + 1 的 奇 点 外 围 可 同时 存在 棋 限 环 ; 


2 当 0<m< 下 -a 时 ,对 在 某 一 区 间 (31,6;),0 外 围 至 少 有 两 个 极限 环 ; 


对 5 在 另 一 区 间 (5,,5) ,大 外 围 至 少 有 两 个 极限 环 . 但 只 要 站 < mm< -a,-ay 
1,0 与 叱 外 围 不 可 能 同时 存在 极限 环 ; 


3 当 e<m<0 时 ,0 与 且 外 国 也 不 可 能 同时 存在 极限 环 ; 

站 当 mm< a 时 ,RR' 外 围 无 极限 环 ， 

(4) 对 方程 (4- 15)(a <0) 

le 车 盛 0,141 + 151z0, 则 全 平面 无 闭 轨 ; 

宛若 [20,0 这 21+2Vv +4, 或 1>0,6- 二 < — 全 (Ci + 5 ), 则 至 多 存在 


@@2 十 


一 个 极限 环 (不 稳定 ); 


着 1<0,07+41>4, 或 1<0,8+ 生 < 于 +4, 则 革 多 存在 一 个 极限 环 


‘稳定 ); 


中 当 ! 2e 时 ,如 存在 包围 原点 的 极限 环 , 则 对 某 些 人 ,它们 至 少 有 两 个 ; 
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5 在 两 指标 + 1 的 奇 点 外 围 不 能 同时 存在 极限 环 ， 

(5) 对 方程 (4-153)(1>0,n=0) 

中 车 Se0,0sm<2, 或 51, 或 LL+ 二 ) 志 人 , 则 全 平 间 无 环 ; 

宛若 5=0.m<<0, 则 原点 外 国 无 环 ; 

PP 当 5=0,m>2 且 mm-2el 时 ,或 当 m<2,0<8<] 时 ,在 原点 外 围 至 少 丰 
在 -一 个 环 ， 

不当 5<0,.m>2 且 0<161<m~2<l 时 ,在 原点 外 转 至 少 存 在 两 个 极限 环 ; 

FF 当 =0,m< -2 且 |Im+211 时 ,或 当 mm= -20<8e1 时 ,在 只 外 围 至 
少 存在 一 个 环 ，; 

外 当 =0 或 m<0 时 ,在 原点 外 国 至 多 存在 一 -个 环 ; 

7 当 8=0, 或 当 0<ms2 或 当 m>2, 了 > 一 六 +4 -7 时 ,该 方程 至 几 存 在 


一 个 环 { 稳 定 ). 
6) 如 果 方 程 (4-16) 除 了 两 个 指标 + 1 的 焦点 型 奇 点 以 外 ,还 存在 第 三 个 有 限 
远 奇 点 , 则 极限 环 必 集 中 分 布 ;反之 , 如果 方 程 (4-16) 只 有 两 个 有 限 远 的 焦点 型 奇 
点 , 刚 极 限 环 可 能 不 是 集中 分 布 的 . 
(7} 对 方程 [4-16) (a = 全， 
Pn+ti>0m>01<00<necl,m -4n(i+1)>0, 则 当 且 位 当 
0> 83> te —m+v mi 4n(tt+1)) 


时 存在 包 图 原点 的 极限 环 ; 
n+ 1) >0, 则 当 且 私 当 


+n 加 四 一 
0<5< 了 CT miv mi -dn(tl+1)) 


时 存在 包围 原点 的 极限 环 ; 
如 如 n=0,m>0,-1a1<0,m+i>0, 则 当 且 仅 当 
QH<— 二 
m 
时 存在 极限 环 ; 


站 如 a=0,m>0, -si<0m+yisn0 则 当日 仅 当 
0< 交 < ~-m+2w -1 

时 存在 极限 环 . 

(8) 方 程 (4-16) {n= 人 0 至 包 存 在 一 个 极限 环 . 

(9) 有 两 条 或 三 条 积分 直线 的 二 次 系统 没有 极限 环 ,但 可 以 有 中 心 ， 

(10) 有 >4 条 积分 直线 的 二 次 系统 没有 了 闭 轨 线 . 

(11) 有 一 对 共 斩 复 积分 直线 的 二 次 系统 可 能 有 极限 环 : 若 存在 必 为 瞧 一 . 

(12) 有 机 男 解 的 二 次 和 柔 统 戎 在 刚 园 上 无 音 点 ,出 它 是 瞧 一 的 极 恨 环 . 若 椭 册 上 
有 疝 点 , 则 必 有 两 个 单 奇 点 或 一 个 著 结 点 ;这 时 二 次 系统 记 极限 环 , 椭 贺 也 不 可 能 
成 为 二 次 系统 的 有 返回 映射 的 分 界线 环 . 


4 款项 式 系 统 的 几何 理论 -541 ， 


f13) 有 双 曲 线 解 的 二 次 系统 无 极 痕 环 . 双 曲 线 的 一 交 或 两 支 都 可 能 成 为 二 次 
系统 的 无 限 大 分 界线 环 的 一 部 分 . 

《14) 有 抛物 线 解 的 二 次 系统 可 以 有 极限 环 , 若 存 在 必 为 唯一 . 

{15) 有 卵 形 三 次 曲线 解 的 二 次 系统 必 可 积 , 没 有 极限 到:. 

注 ”其 他 性 质 参 见 4.1.1 节 ， 


4.3.2 nn 次 (nn 之 3) 系 统 的 极限 环 
考虑 n 次 多 项 式 系统 


w= ur + P(x,y); 
f (4- 17) 
Y=x+art+ (xr,Y), 
以 及 
ed 0 或 1 20 (4- £8) 
| 三 = 。 4- 
y=B + Wal rt,Y), > 和 


其 中 PP, 训 为 章 n 汪 2 深 名 项 式 ， 
把 (4- 17) 和 (4-18) 化 为 极 华 标 方程 
{7 0 A 
0= 080) + g(t) !, 
其 中 
fi0) = eoagP (cosd ,sind) + sindOn cost, und ); 
ECHO) = cosd0, (cosd ,sind) — sinBO, (costd .sin9)， 


tg) = r,t)=1 {对 于 (4- 17): 式 )， 
qd) = ocos d+ sin ,bd)= (PB- a)rodring 
(对 于 (4-18) 式 ,a >0,azB)， 
ald)=a,b(0)=0 
(对 于 (4-18) 式 ,a = 0). 
令 
FiO = atO gO) bOIFO), ACO) = gt 1 HO), 

则 对 于 方程 (4-17}) 和 (4-18) ,成 立 下 列 四 个 结论 . 

(1) 设 在 方 称 (4-17) 和 (4-18) 中 ,40 不 变 号 , 则 

FP 方程 的 任 一 闭 执 必 包 图 0(0,0}. 

2 若是 非 退 化 焦点 或 线性 中 心 , 则 当 nm 为 偶数 时 方程 最 多 有 -一 个 极限 环 ; 
当 ” 为 奇数 时 晤 多 有 两 个 极限 环 ., 又 若 g(9) 不 取 零 值 , 则 方程 至 多 一 个 极限 环 , 则 
n 必 为 奇数 ， 

3 车 侣 是 非 退 化 结 点 , 则 当 n 为 偶数 时 无 环 , 当 为 奇数 时 量 多 有 两 个 环 . 

(2) 设 在 方程 (4- 1 和 {4-18) 中 天 9 不 变 号 , 则 mn 必 为 奇数 ,这 时 方程 的 任 
闭 轨 必 包 围 0, 且 着 如是 非 退 化 焦点 或 线性 中 心 , 则 最 村 有 -个 极限 环 . 
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{3) 设 方程 (4-17) 和 {4-18) 在 赤道 上 有 无 数 客 个 奇 点 , 藻 如 是 非 退 化 焦点 或 线 
性 中 心 , 则 当 a 为 偶数 时 ,方程 不 存在 极限 环 ; 当 = 为 奇数 时 ,至 多 存在 一 个 极限 
环 . 反 之 , 若 方程 有 一 极限 环 , 峙 0 是 唯一 的 有 限 远 奇 点 ,是 赤 道上 充满 了 奇 点 . 
(41 设 方程 (4-17) 和 (4-18) 有 了 唯一 的 有 限 远 奇 点 和 唯一 的 无 穷 远 奇 点 , 刚 
I? 车 为 偶数 , 则 当 0 为 非 退 化 奇 点 或 线性 中 心 时 ,方程 最 多 有 一 个 极限 环 ; 
当 加 为 非 退 化 结 点 时 不 存在 闭 轨 ; 
?车 为 衣 数 ,g(t9) < 人 0 对 某 一 上 8, 且 D0 是 非 退 化 厌 点 或 线性 中 心 , 则 方程 最 
多 只 有 一 个 极限 环 ， 


(3 方程 
和 = Fexteytr ry (4-19) 
对 一 切 el ,62, 至 多 存 在 一 个 极限 环 ; 若 存 在 , 必 为 稳定 环 . 
(6) 方 程 


Xp, FE EY + EN y+ 一 
对 一 切 e1 ,#2, 至 名 存在 两 个 极限 环 ， 
(7) 方 程 
区 二 一 各 十 四 ， 
y= -x r+ata>0,6>0)) 
的 极 轨 环 存在 唯一 的 充 要 条 件 为 a -b> (a+b)?. 
(8) 三 次 系统 


x 三 > yy, 了 = biox + #01 《4-20) 


车 有 椭圆 解 , 则 至 多 有 -…… 个 极限 环 , 即 椭 贺 本 身 . 若 有 两 条 实 直 线 解 , 则 无 环 .车 有 
双 曲 线 解 , 则 无 环 , 若 有 -- 对 共 斩 复 直线 解 , 则 最 密 有 一 个 极限 环 . 

{9 三 次 科 尔 莫 龙 轴 去 { Kolmopgorov) 系 统 

t= P(x y), 7y= yafty) {4-21) 

特有 一 次 代数 曲 线 解 不 与 坐标 轴 相 切 , 则 必 可 积 ;没有 要 上限 环 : 知 有 非 退 化 有 心 一 
次 昌 绕 解 与 两 坐标 轴 相 急 ,出 可 以 存在 极限 环 . 

【10)? 有 四 条 实 积分 直线 的 三 次 系统 可 以 存在 极限 环 . 

(1 至 少 有 五 条 实 积分 直线 的 三 次 系统 不 存在 闭 轨 ,有 1 可 以 存在 奇 闭 轨 ,而 有 
两 对 共 柄 复 直 线 解 和 一 条 实 直 线 解 的 三 次 系统 却 可 能 有 极 眼 环 . 
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对 常 微 分 方程 

X= 所 上, 和) 攻关 
其 中 xz 和 ER=(- ao) 或 x 了 ,只 有 一 个 自 变 量 :, 在 很 多 场合 下 上 表示 时 间 , 用 
方程 ( * ) 来 描述 -一 个 动力 学 系统 ,通常 只 是 一 种 近似 .因为 ' 般 地 说 时 溺 是 不 可 避 
免 的 ,即使 以 光速 传递 的 信和 号 也 不 例外 .在 近代 的 技术 本 洲 之 下 , 略 去 江 量 将 失去 
必需 的 精确 度 甚至 导致 错误 . 另 一 种 情况 是 ,近年 来 不 少 口 然 科 学 与 人 文科 学 中 不 
断 育 现 大 基 新 的 问题 ,这些 问 题 的 数学 模型 一 经 提出 ,就 芋 带 有 时 涪 的 微分 方程 ， 
而 不 仅仅 是 精确 度 问 题 .总 之 ,在 动力 学 系统 中 引进 时 滞 以 后 ,方程 (* ) 必 须 作 出 
修正 ,例如 
z= ,x(t xt rr)), rr»0. {A ) 
显然 ,处理 方程 { * * } 会 带 来 许 儿 攻 的 困难 ,但 也 因此 发 展 六 数学 的 一 个 新 分 支 
一 一 泛 针 微分 方程 . 

在 随后 的 发 展 过 程 中 , 像 方程 ( * * ) 这 种 带 有 时 河和 的 微分 方程 进一步 概括 为 
更 广汉 的 "请 后 型 汉 函 微分 方程 " ,并且 扩 展 了 中 立 开 . 超 前 型 .混合 型 以 及 具有 复 
杂 偏 差 的 沦 孙 微分 方程 类 .和 担 无 论 从 理论 或 应 用 角度 来 看 ,时 洁 条 统 仍 然 是 泛 洱 得 
分 方程 的 主 栖 ， 

泛 冰 微分 方程 的 发 展 途 径 大 体 上 与 常 微分 方程 平行 . 评 即 有 大 致 相 同 的 研究 
课题 .例如 研究 解 的 在 在 唯一 性 与 连续 依赖 性 的 基本 理论 , 介 定 性 .振动 性 .周期 解 
与 概 周 期 解 的 存在 性 以 及 相对 完整 的 线 斤 系统 理论 ， 


1 概 述 
1.1 时 河 微 分 方程 


1.1.1 动力 学 系统 中 的 时 湾 
竹 虚 麻疹 传播 的 数学 模型 
a = PIDsCA L(t — 12) ~ s(t 14) ~ 2r(0)] + rt), 


其 中 st 41) 表示 在 时 刻 上 无 免疫 力 的 个 体 数 目 ,rf5 是 这 种 个 体 在 人 口中 所 占 的 比 
例 ,8(1) 是 人 人口 特征 函数 ,两 个 滞 量 tr， = 12, rt; = 14 分 别 为 麻 癌 传 染 的 潜伏 期 上 
限 与 下 限 ,是 不 可 以 省 略 的 .对 于 病人 盖 有 有 终生 免 痊 力 的 入 染病 也 有 有 类似 模型 . 而 淋 
病 的 传播 方程 则 为 
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dent) = gtslt — tr1)) 一 号 人 — rT))}, Tivry > 0, 


其 中 g 是 在 某 闭 区 间 之 外 为 零 的 非 负 函数 . 
米 庶 斯 奇 (Minorsky) 给 出 的 船 艇 播 摆 运动 方程 为 
mx 十 二 和 人 = 人 ， z+» 内， 
其 中 + 是 采取 镇 定 措施 到 生效 的 时 洁 . 
在 经 济 学 中 对 资本 主义 经 济 的 周期 性 危机 有 如 下 方程 
Ee) = autt} + batit -Ty + DN, rt» 0. 
这 些 者 是 时 济 微 分 方程 ,注意 到 诸 方 各 中 同时 出 现 有 未 知 函 数 的 微分 与 差分 的 项 ， 
所 以 也 叫做 “ 卷 分 微分 方程 ”. 与 常 徽 分 方程 一 样 ,它们 可 以 写成 普遍 的 方程 组 形 
式 ,… 个 滞 量 的 情形 为 
X= Fx, x) rT> R {1-1) 
m 个 请 基 的 情形 为 
站 = 所 2 mm (1-2) 


1.1.2 初 值 问题 的 解 


方程 (1-1) 的 基本 初 革 问题 ;给 定 初 始 时 刻 ,在 [to - r+ ,tio 上 给 定 一 个 连续 
明 数 pt), 要求 方 程 (1-1) 的 一 个 解 x(#8) 在 [to - T+, 如] 上 等 于 gp(), 在 :> 如 时 
满足 方程 (1-1), 记 为 

X= At xtt)xtt - cr)); 

{i Pt EL r,tl. (1-3) 

区 间 [ 6 ,twj 时 做 初始 集 ,以 后 记 为 .车 = 0, 则 玉 = |io! 是 一 个 单 点 集 ， 

即 带 微分 方程 的 初 值 问 题 .为 简单 计 , 设 = 0 时 , 解 x(2) 窜 义 在 [- r, + wm》 上 . 
对 多 洁 量 方程 (1-2) , 设 = = ，max =，, 则 初 值 问题 写成 


全 所 


吉 二 ple}, 允 [to 一 r,tio]. 
方程 (1-3) 与 (1-4) 的 解 通常 记 为 x(1,myP) ,或 x(io, FF}(4) ,或 x(#). 


1.1.3 分 步 法 求解 方程 (1-3) 


设 ,= 0, 求 方 程 (1-3) 在 [0,r] .上 的 解 :由 于 t€ [0,rl 时 1:-rE[-r,0], 
此 时 xf - r) 须 用 ptt- 7) 代入 ,得 到 一 个 常 微分 方程 的 初 值 问题 
X= Mt, rt), pt - rT)); 
(0; - yp(0). (1.5) 
方程 (1-5) 的 解 记 为 x(t),t E [0,r]. 把 x(t) 视 为 方程 定 父 在 [0,r] 上 已 知 的 初 
姑 沙 数 , 可 类 似 地 求 出 方程 (1.3) 在 [r ,2r] 上 的 解 x2(4). 如 此 继续 下 去 可 以 使 衣 
延展 到 任意 这 间 [0, 中 ] 上 ,上 为 任 一 正 整 数 . 如 图 1-1 所 示 . 
例 1 在 [0,2] 上 求解 初 值 问 题 


(1-4) 


1 概述 * S40 + 


un x 


图 1-1 
tL) =— x(t 1 ， 
r= tcE[- 1.01. 


要 上 述 做 法 在 [0,1] 上 相应 的 方程 [1-5 为 #=- 01- 1 在 [0 上 wt{1) 


= 一 六 ({t -tel;, 由 v0) = 0e = 二 .第 二 步 ,以 上 = 1 为 初始 时 刻 , 在 [1,2] 
上 相应 的 方程 {1-5) 化 为 


t= [- -1-1+3 本] = F(t 2 二 
一 在 [1 ,2] 的 解 x = 击 ({ 一 2》- + fas 
由 zi(1) = 十 =- ma(D=e = 十 + 在 
一 在 [12] 上 的 解 ma(0) = 省 (4 23 -二 + 当 ， 
例 2 对 基本 初 值 问题 
[CD = < 


xf = 1,t€ [0,1] 
可 用 分 步 法 求 得 解 的 普遍 表示 


上 nm 
0) = PE, ENN+ HN = 0 
可 至 全 " 


1.1.4 分 步 法 求解 方程 (1-4) 


多 湛 基 初 值 问题 (1-4) 的 求解 过 程 与 单 滞 量 的 情形 -- 祥 ， 只 不 过 每 一 步 的 延 
拓 长 度 不 再 是 r = ax 加 而 是 + = ，min Ti- 

例 3 设 避 0 ao = 3r.r > 0 求 初 值 问题 

人 arfi -r+ br(lt - 3r);: 
x = PHFEE{- 3r,0] 

在 [0,3r] 上 的 解 ,其 中 a,8 ER. 由 于 minjr ,yrs} = 17, 记 yp(0) 在 [- ri0j,[-2 
~ rj,L~ 3r，- 2r] 上 的 限制 为 9 9， 939 如 国 1-2 所 示 . 

在 [0,r] 上 ,和 解 x(1) 的 一 段 记 为 x1() ,问题 化 为 常 油分 方程 的 初 秆 问题 
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疼 1-2 
人 = apt- r+ bet 3 Deter; 
YI 的 = pO = p00)). 
直接 积分 之 便 得 x1{1) 的 解析 表示 . 
在 Er,2r] 上 上 ,x(t) 的 一 段 记 为 x2(#) ,相应 的 初 值 问题 为 
人 = af r+ oil -3ryrc ts2r 
x2alr) = wilr}, 


同 理 可 直接 积分 得 出 x2(1). 类似 地 可 得 在 [2r,3r] 上 解 的 -… 段 zf 
1.1.5 解 的 疮 在 唯一 性 


由 于 在 每 -- 区 间 [ i ,(k + 1)r](# 为 正 整数 ) 上 问题 (1-3) 或 (1-4) 都 化 为 常 
微分 方程 的 初 值 问题 ,所 以 只 要 石 端 阔 数 /满足 类 似 于 常 微分 方程 的 条 件 便 可 保 
证 和 解 的 存在 唯一 性 ， 

定理 1 设 方程 (1-3)( 或 (1-4)) 满足 

lp 关于 所 有 变 元 连续 ; 

2 关于 xf 满足 局 部 利 普 镑 芯 (Lipschtz) 条 件 ， 

删 方 程 (1-3)( 或 (1-4)) 的 解 存 在 且 唯 一 ， 

可 用 分 步 法 直接 证 明 这 一 结论 . 

1.1.6 省 略 时 灌 问 题 

国 为 研究 时 滞 微 分 方程 远 册 处理 带 微 分 方程 复杂 ,所 以 设法 免除 时 滞 的 直接 
影响 旺 工程 技术 工作 中 十 分 诱 估 的 处 理 方式 ,例如 不 能 简单 地 略 去 河 量 .但 这 入 容 
易 出 错 ,务必 小 心 ， 

例 4 ”对 一 阶 时 法 方程 2 (0) = - x(t -Tr),r > 0, 当 = 人 0 时 ,方程 化 为 x = 
-x{1), 通 解 为 x(1) = ce!',e 为 任意 常数 ,任何 解 都 不 振动 .日 都 单调 趋 于 0, 当 


一 ,而 + = 了 时 ,有 周期 解 sint 与 cost ,当然 它 是 振动 的 , 非 单调 衰减 的 .反之 有 
如 下 例子 . 
例 5 对 二 阶 时 兴 方 程 
x t+ tt -rxtt- Tt) -xtt)) >- 0, 
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当 z = 0 时 ,化 为 (0) + 十 xs() = 0, 营 解 是 中 心切 化 堆 解 振动 ,而 当 < = 4 
时 ,有 非 振 动 解 . 因 次 相应 的 特征 方程 有 有 实 根 ,而 e* 非 扒 动 . 
可 网, 随便 略 去 河 量 可 能 会 得 出 完全 相反 的 结果 . 舅 ， :种 很 不 妥 当 的 做 法 是 有 人 
把 xf - r) 关于 rc 展开 为 胡 克 劳 林 级 数 , 取 其 有 限 项 代入 方 典 使 之 化 为 党 微分 方程 . 
例 § ”在 第 3 章 中 将 证 朋 一 阶 方程 
Xt) = x tr) r= ronst > 时 


的 零 解 是 渐 近 稳定 的 ,一切 解 是 有 界 的 ,但 着 把 xtt - 5) 属 为 寡 级 数 


2 r+ -- 
rf rr) = xtt) -rr (i) + aT xX) = 


取 前 三 项 到 x (0 为止. 代入 方程 后 得 到 -一 个 常 微分 方程 


XE) = Dx) TIt Tx 1) 二 3 x(t)) 


= tt -rr (lt)+ Ht). 


不 论 如 何 地 小 , 它 总 存在 指数 解 ce ,六 > 0,c 是 任意 共 数 ,其 淮 解 是 不 稳定 的 . 
正好 相反 .车 只 取 头 两 项 到 (1) 为 止 , 则 原 方程 化 为 
Et =- Tek). 
此 时 零 解 是 羔 近 稳定 的 ,与 原 方 程 的 稳定 性 一 致 -这 表 有 时 几 这 种 开 法 必须 给 出 合理 
的 条 件 限 制 才 可 纪 进 行 . 
1.1.7 其 他 求解 方法 
时 潍 微 分 方程 很 难 求 出 解析 解 ,除了 分 步 法 以 外 ,对 - 些 特别 类 型 的 方程 可 以 
寻求 特别 的 求解 方法 .例如 级 数 解 法 . 
例 了 7 若 r = rongst> 中 geR,ie€eR 是 参数 , 方 和 
YI) = AGE 一 全 1 
假定 它 有 形式 级 数 解 yt) = 之 mi(9, 诸 %(9 是 待定 的 ,由 它 及 了 (9 代入 方程 
比较 系数 可 以 确定 y.{4) .又 如 毕 奥 (Biot) 方程 
RO) 2 a) D+ DY. 
全 
y= xtr) 一 tt 1)， 
则 方程 化 为 -一 个 常 微分 方程 
FO) = y(t) + 4 


求解 这 个 方程 得 到 y( 昌 ,代入 人 善 分 方程 y = xf -x(t -全 后 可 村 代 求 解 区 六， 
此 外 ,对 常 系数 及 固定 灌 量 的 方程 也 可 以 用 拉 普 拉 斯 (Laplace) 变换 法 求解 . 
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1.2 懈 差 变 元 微分 方程 


1.2.1 篇 差 变 元 的 定义 与 应 用 背景 
在 前 面 的 讨论 中 ,若是 : 的 连续 晒 数 且 rft 二 0, 则 xf 也 是 计量 ,所 以 方程 
= Fx x rt)); (1-6) 
t= 所 (1-7) 
是 更 -- 般 的 时 于 微分 方程 ,其 中 :ETCR,rit 人 或 rt0i = 1,2,. 1 坎 )， 
此 时 -rt < 或 上- zf 1 并非 独立 变 元 但 不 同 于 上 , 称 之 为 滞后 手 :或 者 偏 
离 ! ,所 以 称 (-1) 式 (1-2) 式 (1-6) 式 (1-7) 式 为 偏差 变 元 微分 方程 是 很 自然 
的 .即时 请 微分 方程 是 一 种 具有 仿 状 变 元 微分 方程 , 当 r( 0 0 不 成 立时 ,1 -rl(#) 
傅 是 -一 种 偏差 变 元 ,例如 工 < 0 或 zf = 0, 相 应 地 1 -二 > 或 1: - rlt) wt 时 方 
程 便 具有 超前 性 质 而 不 是 时 滞 .方程 
= Ft att) x{t + Cet))) vet) s 0 (1-8) 
便 称 为 超前 型 微分 方程 .最 一 般 的 情形 r 还 可 以 是 xfo 万 下 时 昌 各 阶 导 数 的 男 
数 . 山 如 
x= ft x(t) ,x(t - Tit, x))), {1-9) 
X= Fr xtt), x(t — ett,x, x))) (1-10) 
等 等 ,无 论 如 何 , 在 偏差 变 元 微分 方程 中 要 指定 一 个 基准 变 元 ,和 枫 如 :, 其 他 变 元 是 
否 偏 差 以 及 偏差 多 少 都 是 同 它 比 较 的 结果 . 
下 面 介 绍 凡 个 基本 概念 . 
偏差 变 元 微分 方程 的 防 是 它 所 舍 未 知 男 数 的 最 高 阶 导 数 的 阶 ， 
所 请 线性 偏差 变 元 微分 方程 是 指 方程 中 关于 未 知 菌 数 x(1) ,xtt -zt(2) 以 
及 x 的 各 阶 导 数 是 一 次 的 .例如 x= ax(t) 4+ 如 人 - 5) 是 线性 的 ,而 *= xf 
"x(t - 1) 则 是 非 线 性 的 . 
所 谓 自治 { 或 定常 ) 偏差 变 元 微分 方程 是 措 方程 中 不 显 含 1, 并且 必 差 是 常数 . 
例如 方程 (1-1).(1-2) 是 自治 的 ,而 x = xf -simt) 则 是 非 自 治 的 . 


1.2.2 状 分 和 分 方程 的 分 类 


微分 方程 中 仿 差 变 元 写成 1 - rfi,rfti 叫做 偏差 ,这 类 具有 偏差 变 元 的 微分 
方程 遂 常 叫 司 “差分 酸 分 方程 "(difierential 出 fference equation’) 今后 略称 DDE. 

现在 把 DDE 分 为 四 种 类 型 , 污 以 一 阶 系 统 为 例 铬 述 分 类 的 含义 . 

例 8 对 方程 

ax (i} + br to) + eli) + dt 1} + ertt + 1) = 0, 1-11) 

其 中 四 .per,aeE 及. 分 4 种 情况 . 

车 a x# 0,8 = 0,e = 0, 则 方程 (1-11) 化 为 

ar Ct elt) + drtt- 1) = 0. 
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其 特点 是 最 高 附 导 数 (这 里 是 工 阶 ) 没有 出 现 偏差 变 元 ,并 上 且 偏 差 变 元 都 小 于 基 淮 
变 元 , 即 1 - 1 < 上 此 时 称 为 汪 后 型 差分 微分 方程 (retarded DDE) ,今后 略称 RDDE. 

了 车 a 0,5 = 0,d = 0, 方 程 (1-11) 化 为 

ay (Ct) + egft) + extt + 1) = 0, 

其 特点 是 最 高 阶 导数 (这 里 是 1 阶 } 没有 出 现 丛 差 变 元 ,并 日 偏差 变 元 都 大 于 基准 
变 元 , 即 :+ 1 > 上 此 时 称 之 为 超前 型 差分 微分 方程 (advanced DDE) ,今后 略称 
ADDE. 

入 车 erF05rzne = 几 , 方 程 (1-11) 化 为 

ax Ci + bx to 1}+ ett) + dxtt- 1) = 0, {1-12} 

其 特点 是 最 高 阶 导 数 {这 里 是 1 阶 ) 同时 出 更 有 含 差 和 无 偶 差 变 元 . 且 方 程 中 只 有 
滞后 变 元 而 没有 超前 变 元 .此 时 称 之 为 中 立 型 差分 微分 方 公 (neutral DDE) .今后 略 
称 NDDE. 

六 车 a 关 0,8 关 0,e 关 0, 则 方程 (1-11) 的 特点 是 最 向 阶 导数 (这 里 是 1 阶 ) 有 
无 偏差 变 元 , 且 同 时 出 现 有 滞后 变 元 和 超前 变 元 的 项 , 这 称 之 为 混合 型 差分 微分 方 
程 {fecompound DDE) ,今后 略称 CPDE. 

系数 a,5,c,t,e 的 其 他 可 能 组 合 均 可 化 汶 这 4 种 情形 之 -一 . 例如 车 方程 
©1- 141) 中 和 二 日 ,二 关口 ,e = 0 出 它 是 方程 

bx tt)+t extt}+r dtt a 1) = 0, 
作 民 换 ; = 上 - 1, 上 式 化 为 
bx (Cs) 4 erts + + drts) = 0 

是 一 个 ADDE. 若 * 也 等 于 霍 , 则 变 为 常 微分 方程 , 凡 此 等 等 不 再 列 出 . 

对 更 一 般 的 方程 可 类 似 分 类 . 

例 9 考虑 方程 

x Me) = ft xt ss, x Ty ,1-13) 

其 中 同志 1- 1; 了 j 均 为 非 负 整 数 , 则 

1 当 上 < mr>0 时 ,方程 (1-13) 北 为 RDDE; 

2 当 上 = nr > 0 时 ,方程 (1-13) 化 为 NDDE; 

jp 当 上 > nr >0 时 ,方程 (1-13) 化 为 ADDE. 
显然 ,中 > air < 有 时 仍 为 RDDE, 和 < mr < 人 0 时 仍 为 ADDE. 


1.2.3 NDBE 的 初 值 问题 


RDDE 的 初 值 问题 (1-3) 及 (1-4) 中 要 求 给 定 -一 个 初 闹 南 数 p(t) ,1E€ [oo- r， 
lo] ;这 葡 含 两 个 部 分 :除了 与 常 微 一 样 的 初始 时 刻 1 时 的 x 的 值 x(to) ,还 包含 
[to -rto) 上 上 的 函数 p(t), 它 表达 了 历史 部 分 对 未 来 状态 的 影响 . 这 -- 构 想 对 
NDDE 也 一 样 , 例 如 对 中 立 型 方程 

T= f(x(t) ,x(t r,t(t -7)), r+>0, (1-14) 
给 定 初始 时 刻 如 后 颁 设 在 [to - r,bl 上 存在 连续 可 微 图 数 gp(1) 使 (1-14) 式 的 初 
值 问题 号 成 
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全 Ar at rt Trt rr > 0; 
x = PON, X= (t,t [to0— r,to], 
其 中 82 在 如 -= 及 避 处 的 导数 分 别 为 右 导 数 和 左 导数 . 方程 (1-15) 同样 可 用 分 
例 10 求解 初 值 问题 
TE 1) x = 0; 
x = -1+teE[-1,0i. 
盯 中 gt) = 在 [0,1] 上 ,用 p00) 及 gpg (1) 代入 方程 得 
人 
XO = 0. 
解 这 个 韭 齐 次 常 微分 方程 得 到 
] 


车 人 = coet 十 方 + 才 . 


C1-15) 


由 x(0) = 0 确定 co = - 才 , 所 以 在 [0,1] 上 问题 的 解 为 x( 0 = 一 贞 e+ 六 + 证 - 


同 理 可 计算 [1,2],[2,3],… 上 的 解 . 

对 ADBE 车 补 负 向 求解 , 则 完全 与 RDDE 类 似 , 若 沿 正 名 求解 , 它 只 是 徽 分 延 
拓 ,因而 通常 是 不 存在 的 ,只 有 极 个 别 的 情形 可 延展 到 + %w .此 外 依 应 用 背景 不 阿 
述 有 各 种 新 的 担 法. 


1.2.4 ” 览 型 形式 的 NDDE 
中 立 型 方程 (1-. 12) 可 雇 写 成 
号 [ax() + bxte 1 = 一 (ex 日 十 三 人 -人 


左边 是 一 个 差分 式 ( 差 分 算 于 ), 这 是 NDDE 的 -- 种 更 型 彤 过 . 一 般 地 , 设 Tt， 
xixzft 一 +)) 是 一 个 差分 算 了 于 ,右边 为 1, xtDOxtt -1 时 ,方程 


Ds x x(t)) = tx(t) ,s(t - 5)), (1-16) 
的 初 值 问题 中 并 不 强求 初始 函数 p(t) 可 微 .此 时 初 值 问题 1 成 
人 re 
= PDE[m— t,tol. 
注意 到 NDDE(1-14) 只 有 一 部 分 可 以 写成 方程 (1-16) 形式 ,所 以 并 二 是 总 可 以 去 
掉 对 p(t?) 的 可 微 性 要 求 .以 后 可 以 看 出 ,方程 (1-17) 更 接近 上 RDDE 的 初 值 问 题 ， 
1.2.5 ”初始 集 与 滞 兹 集 


为 简单 计 , 号 考虑 RDDE 的 情形 ,NDDE 的 情形 可 类 伏 定 立 . 方 程 
T= At, rt) , wtf — cet))), {1-18) 


to ~ 


(1-17) 


其 中 rr) = 0 连 镑 . 
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定义 1 给 定 初 始 时 刻 ,方程 (1-18) 的 初始 集 5 种 灌 效 集 下 分 别 由 下 陈 
定义 ， 
E = i rt rt et tito iiots 1-19) 
六 = 人 {1-20) 
所 表示 初始 时 肇 以 及 对 系统 未 来 状态 有 影响 的 全 部 历史 资料 , 换 句 话说 , 蔡 系 统 
的 解 存在 且 唯 一 . 则 只 须 在 及 上 给 定 初始 函数 (+) 便 寺 以 完全 确定 系统 的 一 个 
解 .而 所 则 表示 汪 贡 对 未 来 状态 的 影响 范围 . 潜 用 分 步 法 求解 则 每 一 步 可 延展 的 
步 长 是 由 Fy 决定 的 , 步 长 由 包含 i 且 落 在 FF, 中 的 最 大 这 通 区 间 的 长 度 决 定 . 若 
长 度 不 等 于 零 , 则 分 步 法 可 以 进行 . 
车 4cC RR 是 一 个 闭 区 间 且 本 C 了 ,在 ! 上 的 连续 函数 Pf 昌 与 g(t) 在 Eh 上 的 
腿 制 沁 定 系统 的 同一 个 解 .换言之 ,在 7- E, 上 2 人 5 的 作对 系统 的 解 没 有 影响 . 
若 rz(1) 是 无 界 函 数 ,已 和 的 构造 可 能 相当 复杂 ,人 有 时 = [m, + m)， 
用 分 步 法 只 需 进行 -次 便 可 得 [ih, + wm】 上 的 解 . 
例 1 设 r(1) = 1- ie, 考虑 方程 


(tt 二 (1-21) 
若 避 = 1; 则 E, = (Oe J UNI,F = [+ 加) 
1.2,6 车 干 注 炎 
1. 偏差 变 元 gf) 


在 许多 场合 下 记 ! -rz(t) -ae , 则 
g(t) trT(t) mw 0.g() 3 torlt) E00, 
此 时 RDDE(1-6) 写成 
T= Ft att) ,x gC) gt) 1 (1-22) 
2. 平展 性 
RDDE 用 分 步 法 求解 时 由 于 积分 次 数 不 断 增加 ,所 以 除了 点 起 (为 正 整 数 ) 
处 的 光 油 性 不 变 以 外 ,xfg9 的 光滑 性 不 断 增加 . 这 种 枚 质 叫 做 解 的 平展 性 . 由 
NDDE 的 构造 可 以 看 出 它 通常 不 具备 平展 性 ， 
3. 尚 未 确定 初 值 问题 的 方程 
类 但 (1-9),(1-10) 的 方程 运 令 尚 无 公 斌 的 初 什 问题 可 法 ,因而 没有 完整 的 基 
本 理论 .在 应 用 中 通常 只 沿用 常 徽 分 方程 的 初 值 问 题 , 而 这 并 没有 加 以 论证 . 另 一 
类 是 混合 型 方程 ,如 方程 
x (tartt- 1) + brtr+1)=0 (1-23) 
就 没有 公认 的 初 值 问题 提 法 .有 一 种 做 法 是 在 [to 一 1,w] 和 LT,T+1] 上 分 别 给 定 
连续 函数 g(t) 和 (4), 要求 一 个 在 [0,7T] 上 满足 方程 (1-23), 在 两 端 分 别 等 十 
pt{t) 和 六 (4 的 解 x(0). 这 类 似 于 某 种 边 值 问题 的 提 法 ， 


* 556 ， 第 12 篇 泛 函 微分 方程 


4. 与 偏 微分 方程 的 比较 

综 上 分 析 ,RDDE 光正 向 求解 类 似 于 表述 耗 散 过 程 的 抛物 型 偏 微分 方程 
NDPE 出 类 伴 于 观 曲 型 偏 微分 方程 .而 混合 理 方 竹 11-237 可 以 认为 类 做 于 椭圆 型 仿 
微分 方程 ， 


1.2.7 解 的 存在 唯一 性 定理 
若 rti) 0 而 且 存 在 二 使 ri ) =0, 则 当 司 = :1" 时 不 可 以 用 分 步 法 ,但 我 
们 鸽 哥 羽 直 接 证 明 初 值 问 题解 的 存在 唯一 性 .例如 沽 虑 方 称 
人 Ft}, rt — tt))); 
x = POAE BE Clio-r,t]= 1, 
由 1.2.5, 不 妨 设 EC [Lio - ;to]. 为 简单 计 , 设 x Rix ER 的 情形 可 上 类似 证 


(1-24) 


1 pt) 1= supl ple) 1= 册 ， 
售 >2m 记 DD= un: feltlvlec di,J = [+ 的 ), 有 
定理 2 若 方 程 (1-24) 中 了 满足 : 
在 jx DFE, 4,v) 连 急 和 且 | #0) 1< 时 = eunat; 
fF 关于 s,s 满 是 利 普 希 蕊 条 忻 ;: 
At um fm le Lu wlrlo- w1), 
t= const (u,v) E D, t= 1,2, 1 


则 对 4 < 3 下 ,方程 (1-24) 在 [tw - r,to + 4] 上 存在 唯 - 的 连续 解 z(t.i0,9)， 
它 在 [tw -r,tw] 上 等 于 p, 在 [总 ,与 + 二 上 满足 方程 . 
证 明 与 常 微分 方程 类 似 , 所 用 的 簿 步 逼 近 序 列 为 
PE), on-retein: 
so 全 = {20>. 上 > 加， 
pl, -rate; 
wrt) = | 


pt0) + | Fs, m5) mls - rls)))ds, 
名 


上 3 

依次 证 明 诸 x60) 仍 在 定义 域内 -> 证 x,(7) 一致 收效 于 解 cl 4) 一 用 利 普 希 芯 条 
件 证 明 解 的 队 一 性 . 

1.2.8 解 唯一 性 的 含义 

以 RDDE(1.6) 为 全, 设 解 在 [0 - r, + o) 上 存在 ,把 存在 区 间 分 为 两 个 部 分 ; 
[to 一 +;,to0] 和 [Lio, + 加 ). 解 的 瞧 一 性 是 说 : 若 在 [Lo - ro] 土 给 定 两 个 连续 质数 
Pe) 和 BE , Sp = EE [i -r,t 时 相应 的 解 x (4,t0, 9) = y(t, 0， 
少 ) 3 to- 这 里 并 设 有 说 当 多 日 产 (1) 时 一 定 皮 成立 z(tm ,多 ) 六 (fo; 由) ， 


事实 是 区 可, 到 可 以 相交 ,甚至 自 某 个 时 刻 以 后 完全 征 合 在 一 起 而 
不 改 坏 唯一 性 .这 与 常 微分 方程 根本 不 同 , 因 为 常 微分 方程 的 两 积分 曲线 在 非 麻 点 
处 是 不 能 相交 的 . 


例 二 对 方程 
w(t = b(tYxtt — 1), (1]-25) 
心 ， f 起; 
pC) = {evar -1 Oc<rte 1]: 
0, tft»1., 


显 热 b(t) 在 起 上 连续 . 
当 上 二 0 时 , 令 xf 昌 王 站 = const. 它 是 方程 (1-25) 在 仙 半 轴 上 的 解 { 如 图 1-3)， 


当 上 E [0 本 时 ,方程 为 
(= 【cosa2zrl -Jk, x(0) = £, 
积分 之 得 


Xx) = + b| Ceos2rs, - Ddn = 8(2-sin2rt -+t+1); 
x{]) = k+ k] Ceos2rs, -dn = 0. 
及 1 时 (01) 二 0% (1) = 0x (1) 2 0,7 之 1, 肥 和 解 自 1 m1 以 后 完全 与 零 解 
和 粘 合 .但 方程 人 1-25) 满足 解 的 存在 叭 一 性 定理 (定理 1). 


1.3 ” 泛 函 微分 方程 


1.3.1 分 布 时 滞 与 后 效 过 程 


在 差分 微分 方程 中 ,时 滞 以 常数 或 者 上 的 连续 函数 的 形式 出 现 , 通 常 叫做 "高 
散 时 汪 ” 或 者 "离散 滞 量 ", 但 在 许多 应 用 问题 中 时 汪 可 能 以 连续 分 布 的 方式 出 现 ， 
例如 设 NC) 为 基 一 物种 的 总 数 , A(6) 不 仅 依 加 于 上- r 时 的 种 群 数量 ,而 且 由 整 
个 历史 过 乏 中 的 因素 决定 ,由 此 得 


。558 ， 第 辽 篇 泛 函 微分 方程 


NO) = MO] Kw a),P(u))du, (1-26) 


其 中 Pt&) 是 概率 分 布 函 数 , 可 以 取 弱 核 P(u) = ke ,也 可 以 取 强 核 Pa) = 
kue .这 恒 是 一 个 分 布 时 灌 方 程 ,又 如 设 x 所 了 ,zf 莹 由 时 ,方程 为 


#00) = fal - dr (1 27] 
在 一 些 物理 与 工程 问题 中 ,分 布 时 灌 方 程 所 描述 的 过 程 叫做 “后 效 过 程 ”. 
1.3.2 斯 荫 录 切 斯 积分 表示 的 方程 
离散 时 滞 系 统 与 分 布 时 潍 系 统 之 间 并 无 相互 包含 关系 ,但 可 以 在 斯 带 尔 切 其 
(stieljes) 积分 意义 之 下 予以 统一 . 为 明确 起 网, 以 (;)| 表示 以 区 别 于 黎 曼 
(Riemann) 意 关 下 的 积分 记号 ;考察 方程 
xz (0 = Gf x _ Oden(1,0). (1-28) 


其 中 站 和 R*, 和 {1,0) 是 有 x nn 有 界 变 差 函 数 阵 ,车 和 (1,9) 关于 如 可 微 , 则 (1L-28) 
式 是 -- 个 分 布 洁 量 方程 ,适当 选择 wy(1, 间 ) 便 可 凡 把 (1-28) 式 化 党 离 散 请 量 的 差分 
微分 方程 .例如 


0, dg = 0: 
nid) = | 0< 昌 < ri 
壬 十 内， 如 r, 


则 由 方程 (1-28) 计算 如 下 : 
2 (0) = (| se — 9)dm(00) = | Wi,0)x(1 ~ 0)d0 + 
st Opt 0 — nt,0) oot st — OF p20 - pi, -0) 1],. 


由 此 得 * = arti) + bxtt - 门 ; 这 是 一 个 腐 散 时 请 方程 . 
分 布 河 生 方程 的 分 型 法 删 完全 类 似 于 差分 微分 方程 ,不 情 重 复 ， 


1.3.3 ”两 种 解 映射 
以 RDDE 为 例 来 说 明 积 分 曲线 的 两 种 表示 方法 .考虑 方 积 
a) = ft, x(t), xtt — r)), (1-29) 


其 中 EE R( 或 x EER"),rf = const > 0. 迄 今 为 止 ,对 (11-29) 式 无 论 是 初 值 问题 提 
法 还 是 用 分 步 法 求解 的 过 程 ,都 是 在 Rx R{ 或 Rx R*) 中 描 省 它 的 积分 曲线 ,如 图 
1-1 所 示 ， 

现在 设 初始 时 刻 go = 0, 则 YY1E R,= [0,+ 名 ) ,可 所 从 积分 曲线 上 截取 一 让 


长 度 为 r 的 曲线 段 表示 为 (t+ 昌 一 x, E€ [- r0]( 如 图 1.4 所 示 ). 即 每 一 个 
fi 的 值 与 一 个 [rr,0] 上 的 连续 盖 娄 x+ 的 对 应 . 

设 CO- r,0],R}( 或 C(O[ 7,0],R")) 是 [ - r,0] 上 连 雏 函数 全 体 , 简 记 之 为 
C, 在 C 中 定义 范 数 ,+1 


1 概述 SS9 
单据 C 19 1= ,po | p40) 1, (1-30) 


于 是 C 是 一 个 巴 拿 赫 (Banach) 空间 ,方程 (1.29) 的 积分 出 线 在 C 中 得 到 另 一 种 表 
示 ( 如 图 1-5 所 示 ). 


1.3.4 RFDE 


现在 设 C(E r,0],Ro -SLC, 由 上 -一 节 , 定 义 范 数 (30) 以 后 C 是 一 个 巴 拿 


赫 空 间 ., 记 初始 时 刻 为 s,s 后 有.4 >0 是 指定 的 常数 或 为 +m ,YiE [ao,a+ 4] 
记 “ ”为 右 导 数 ,x(1) Ct[e rq + 4],R") ,同样 记 x = (98) = x(t + 8).0 
志 [-r,0].N cc Rx CC 是 开 集 .f 是 给 定 的 算 于 ,一 R ,出 
站 (= 和 上 区] (1-31) 
叫 懂 人 上 的 "滞后 型 活 画 微分 方程 ”fretarded functional :lifferential equation) . 略称 
RFDE. 有 时 为 了 强调 {1-31) 式 的 右 端 , 记 之 为 RFDEL7). 
这 是 一 非常 广汉 的 微分 形式 , 它 涵盖 所 有 具有 界河 部 的 潍 后 系统 ， 
若 选 取 算 子 fg) = op(0) + 好 (~ ,方程 (1-31) 化 为 
OEY = ltt) + bt rr 
若 取 fp = Wipf0) ,pt 一 了), 则 方程 (1-31) 化 为 


EE) = Fr Rt x re 人 0. 


车 取代 tf,#$) = | A pt8)d8, 则 方程 (1-31) 化 为 


Xt) = ACE OI FEE + OO, 
对 斯 蒂 尔 切 斯 积分 意义 下 的 方程 也 包括 在 方程 (] .31) 之 中 .例如 取代 1, gp) = 
站 _g(0ydoR(4,6), 则 方程 (1-31) 化 为 


£0) = x OdR(.0). 
其 中 了 中 的 pg 用 = xf+ ,8E[- 0 代入 ,pt0) = x (+0 = XC) ,9(- 
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ri = X(t - 了), 几 此 等 等 . 
1.3.3 NFDE 


除了 RFDE 的 各 种 记号 以 外 , 设 4 CRRx Cx C 为 开 集 ,x = 于 (和 + 多,j:9 
一 民 * 是 络 定 的 算 子 ,出 方程 
FO = ft, x) (1-32) 
叫 局 中 立 型 泛 函 微分 方程 (neutral FDE) ,以 后 简称 NFDE. 
若 选 取 fi,g,p) = ft p00 ,pC rT), (rr), 则 有 
EE) = A XO XE rr) x rc)). 
若 选 取 Je,9,2) = | [apog(- + BC)g(-r)]dr, 则 (1-32) 式 化 
a 
lL) = i {Ae rxtt -r+r 再 [tf - cyldr. 
现在 没 虽 cc Rx C0,D;0 一 RR",f:02 一 R* 为 两 个 给 定 的 算 子 , 则 方程 
Dr) = Kr) (1-33) 


是 -个 卸 型 形式 的 NEDE, 有 时 记 为 NFDE(D, 人 7. 
普选 取 Di,g) = ogp00) + bp(- ry fy) = fw) ,gp(- r)), 则 方程 
{1-337 化 为 


A Tart) + brle = 1)) = fa x(x 7)). 


2 线性 差分 微分 方程 


2.1 基本 性 质 
2.1.1 一 维 情 形 
对 一 航 RDDE, 设 a 六 0,8,c,T > 人 0 入 为 实数 ,/:R 一 Rl 八 线 社 血 子 L(x) 为 
Lix} = ax CA + drtt) 4 extt - rt) = 0, (2-1) 
Lx) = 所 和 【2-2) 
与 常 向 分 方程 类 似 , 有 如 下 5 个 性 质 ， 


全 车 x 0 1 to, fo) 是 方 穆 (2-1) 的 两 个 解 ,a .8B 所 RR, 则 改 先 | 二 应 : 
仿 为 方程 42-1) 的 解 , 记 为 
La + Bx) = ox} + BLEx2} = Ot Eto r+ 2), 


2 厂 性 差分 微分 方程 + S61 ， 
其 中 避 计 | 十 Hx, 一 dp + Bo t 亡 [5 一 t,tol., 
2 若 x(1,40, 由 ) 为 方程 (2-1) 的 解 ,X(i,40, 信 ) 为 方程 (2-2) 的 解 , 则 x + 2 为 方 
程 (2-2) 的 解 , 即 L(x + 2) = Lx) +4) = /2 ,tet t+ %), 其 中 x+x= 
p+ te ro]， 


节 (得 加 原理 ) 设 拓 :及 一 RG = 1,2,…,m) 诸 方 程 
Lix} = f(t) (i = 1,2," ,mm). 


在 初始 条 件 4 = 内 ,t 6E [ao - rt] 之 下 的 解 分 别 为 (1.10 如), 则 之 x 是 方 和 


以 x) = >F(9 在 区 间 [io - x，+ “) 上 的 解 , 且 满 足 初始 条 件 4E [46 ,人 0] 时 


Dn) 三 Da. 
中 车 a ,5b,¢ 是 实数 ,f 为 复 函 数 , 则 方程 (2-2) 以 冰 = 内 + i 为 初始 函数 的 解 


x (1 to g) at + iv(t) 的 实 部 和 虚 部 u,v 分别 为 Lix} = Ref(1) 和 Lx) = 
ImAt) 的 和 解 ,它们 满足 初始 条 和 件 = 让 := 由 直 和 二 -rtp]， 

SP 对 方程 (2-1}、(?-2} 作 变量 的 线性 代 换 或 自 变 量 1 的 代 换 均 使 L 保 持 线性 性 
质 . 


fp 在 [to - r, + %m) 土 选 定 方程 (2-2) 的 解 x(4,10, .Y= 六 ,1E Lig- cr,bo]， 
作 民 换 x() = (C0) + (人 , 则 可 把 方程 (2-2) 代为 方程 (2-1) ,或 者 说 新 变量 y( 2) 
满足 方程 (2-1), 车 x) = DE fiw- rio jy 则 yO = pi) BN).tE Lm 


一 fi0]. 


2.1.2 莫 地 工 的 推广 


对 非 自 治 级 性 系统 ,高 界线 性 系统 与 方程 组 的 情形 ,由 于 不 会 混 活 , 仍 用 工 表 
示 算 子 ， 
* 设 afi) 关 0,Ttf) 二 0,b(1),clt) 为 :万 及 的 实 沿 , 记 
Lix) = a iet) 4 bOI) wtt) + ett)xtt — rt)) = 0, 
L(x) = A0), 
其 中 关口:R 一 了 .把 [oo - rgb] 换 为 品 或 者 包含 吕 的 区 间 Lto -7,0], 则 2.1.1 
中 性 质 I? ~ 名 仍 成 立 . 
2 设 t ER',A(H) ,fi Ci) 为 xn 实力 数 阵 ,iettatti1z 关 Dr ba0， 
{ER,F:R*— RR, 
Lix)y = ACAO WCE) + BOF YOU) + CCF rir = Ct) = 0 
ltx)y = F(t), 
把 [6 - +, tj 换 为 玉 或 包含 的 区 间 [16 一 r,t0j, 则 2.1.1 中 性 质 1 ~ 仍 成 
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3 多 清寺 高 阶 方程 组 
全” = OD 了 De 之) 全) 克 (Da cl(DO) = 0; 
i= ja j= 
Ux) = F(t), 
其 中 XE R",rtt) OA BE) 都 是 NR n 实 阻 数 阵 ti 三 好] 之， 站 一 
{j= 2 Eo :如 2.1.1 计 论 可 知 PP ~- 人 铝 仍 咸 立 ， 
中 中 立 型 方程 
人 = 站 二 
LI 1) 三 Fn), 
其 中 xx, 下 ER" ,rtt) 守 0,4,, 人 为 nx nn 实 函 数 阵 , 在 初始 集 忆 上 ,或 者 包 合 后 
的 区 间 [m - r,to] 上 给 定 初 始 函 数 p,2.1.1 中 性 质 ~ 邵 仍 成 立 ， 


2.1.3 ”线性 RDDE 解 的 估计 


引 理 E 若 wti) 与 a(i1) 都 是 [a,81 上 的 连续 实 霄 数 ,811} > 0, 在 [a,8] 上 要 
积 具 成 立 


uD) < a(d) + {BOs)a(s), 1€ La.d), (2-3) 
则 必 有 
u(t) < alt) + {BCs)a(s exp (hea) ds. (2-4) 
车 wy) 非 减 , 则 成 立 
wt) 过 ef texpl Bd, (2-5) 


证 记 R(D = | 8(s)u(syds, 则 由 方程 (2-3) 有 


R(t) = PODut) & Ptelt) + BU RC): 
RO) ~ BOD RGD se Blt)alt). 


上 式 两 边 乘 以 exp( - | (sd ) ,并 把 1 改 为 * 得 
HL RCs)erp(- | PCs)ds)] < BCs)aCs)exp( ~ | BCs1)ds1), 
自 a 到 :积分 之 ,得 
及 (1 < | [a(s)als)erp(| pt s1}ds1) J ds 
一 方程 (2-4) 成 立 .车 a 非 减 ,由 方程 (2-4) 有 
ut) < eC DOs 站 [BCo)emp(| pCa5) lds) 


= ay (ad ell)) =- a(tyexp| B(s)ds. 
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eT 


对 线性 门 治 RDDE 


0) 2 AxCOD) +4 SB ny 大 (2.6) 
1 下 
其 中 xyE Re ,4 为 上 xn 常数 阵 ,1 为 R" 中 的 范 数 .人 121= sup, | ef) |， 


r= max 三 为 初 始 育 数 , | ， 上 为 矩阵 的 模 , 即 A 上 = > a1. 
定理 1 车 方程 (2-6) 过 (40,9) 的 解 为 x(t 10,9). 则 作 在 正常 数 .使 
| x{i, to pF) | ef yp 1+ #1) | ds}. 
上 成立 ,其 中 :=0.k = ol. 
证 不 妨 设 霹 = 0. 解 x(1) = x*(t,0,9) ,由 方程 (2.6) 有 
ff = p00) + | hr(ods + [Sax — Ts + jiras. 
注意 到 1 EE [7.0] 时 x(1) = 9{1f), 当 1 产 0. 有 
| x [| pt0) fp ds + la xlts)ldst+ 


> Bl 1x) lds, 
其 中 z 
[AA 


A A 
再 注意 到 | pt0) 1 过 1 71= Jsp | P88) 1, 则 有 


ft ls [(1l+ > HBr}ilvy + | 0) 1 + 
i=1 


ji 1 4 + > 全 By 1 xtsy | ds. 
由 引 理 1 并 记 | 


el ,PB = PAA 


推论 1 各 /1) 三 0 则 定理 的 结论 为 
| xft) le a lpg!. 


2.1.4 线性 NDDE 解 的 估计 
考 虚 中 立 型 方程 ; 
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x - ert 5] = hr(D + Br(t ~ r) + f(1). (2.7) 
定理 2 设 方程 2-7) 的 解 为 x() = 2 则 存在 常数 ,使 成 立 
| x{t, to P) ls aef tl pl+ 对 I Fis) | ds}.o = 和 这 二 
证 角 与 定理 1 类 似 ， 


2.2 特征 方程 及 其 根 链 


2.2.1 一 阶 RDDE 


对 方程 
Fe) = ortt) + hrtt — t+), {2-8) 
上 其 中 a5,r > 0 为 常数 ,与 常 微分 方程 一 样 棚 定 它 具有 形 如 上 的 解 ,代入 方程 
{2-8) 得 到 
hiAY =A-a- be =0. 
此 式 叫 做 方术 {2-8) 式 的 特征 方程 . h.(4) 是 超越 函数 , 故 hi,(4) 通常 有 可 列 个 零 
点 而 且 零 点 是 移 立 的 .容易 验证 当 4 为 (4) 的 零点 时 ,e* 为 {2.8) 的 解 ,并 且 零 点 
的 全 体力 ] 有 如 下 分 布 方式 . 
定理 3 对 有 (3), 存 在 8E R 使 ReX; < 8,j = 1,2.… 并 且 在 任 一 条 形 域 mn 
< ReA < 启 (ao, 记 所 R) 中 只 有 有 限 个 零点 ， 
证 ”车 不 然 , 把 各 (4) = 0 写成 4 - a = be-* 两 边 取 措 得 
1A-al=|lble Re, (2-9) 
阁 诸 的 实 部 Rehj 一 m 雪 (2-9) 式 在 边 11-@1 一 巴 , 在 过 151e ri 一 和 > 下 
盾 . 故 8 存在 .车 在 条 形 域 ao < ReA 专 如 中 41 一 wm, 则 (2-9) 式 左边 1 入 -al 
m 而 右边 小 于 某 个 常数 = 芋 盾 , 即 此 条 形 域 中 成 立志 Ima 所 BB, 由 委 点 的 称 立 
性 二 htA) 在 此 条 形 域 中 只 有 有 限 个 党 点 . 
il 叫做 CA = 0 的 根 链 , 它 的 分 布 状 况 决 定 了 解 的 性 态 ,特别 是 稳定 性 . 


2.2.2 一 阶 ADDE 


设 ab,r > 0 为 常数 ,方程 
TH) = ort) + hxtt + 5). ‘2-10) 
与 RDDE 类 似 ,相应 的 特征 方程 为 
RAAY =A- a ber = 0. 
同 理 它 的 可 到 个 零点 i141 构成 有 (4) = 0 的 根 链 , 它 的 分 布 状况 是 : 
定理 4 对 hh.(4), 存 在 x ER 使 ReAli > ay = 1,2,… 于 且 在 任 ~~- 条 形 域 co 
< Rei < Bolavo;Pri EE 有 R) 中 只 有 有 中 个 零点 . 
证 ”把 加 (A) =0 写 成 4- a = be* ,两 边 取 模 得 
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1A al=s|b| en, 


与 定理 3 类 似 推 得 所 述 结论 . 
2.2.3 一 阶 NDDE 


同样 设 a,b,e,rz > 0 为 常数 ,方程 
x er fr = axtt) + Prtt - rc). 《2-11) 
相应 的 特征 方程 为 
Ra) = 六 + 以 ee = 0. 

它 的 根 链 414 | 的 分 布 状况 是 : 

定理 5 对 必 人 14) ,存在 aa, 使 o < Rel < 有 ,对 4. 有 和 及 ,在 4< ima <B 
中 具有 有 限 个 零点 . 

证 ”把 和 (4) = 0 改写 并 两 边 取 模 得 


A Rra 


ce 天 和， 【他 -12) 
其 中 设 4 关 0t 即 使 A = 0 是 (4) = 0 的 -个 根 也 不 党 啊 绪 论 ). 着 Rehi -* 
+ 中 车 全-]2) 式 左 过 一 + mw ,而 右边 一 1 e1 = 平 慎 . 状 Rehj 一 -wm, 则 2-12) 大 
过 -人 0, 右边 ->| < 1 0 不 盾 . 寺 a .8 存在 . 肯 由 零点 的 王立 性 = 在 术 < ma < 
上 # 只 有 有 限 个 零点 . 

2.2.4 一 阶 CpDE 


由 
1- 广 = | 之 -。 ， 


设 混 会 型 方 称 
TA) = af TH brtt+ry} (2-13) 
中 ,Tr > 为 常数 , 它 的 持 征 方程 为 
haA) = A ae -ec (2-14) 


它 的 根 链 1 的 分 布 状 况 如 定理 6 表述 . 

定理 6 (4) 的 零点 分 布 在 全 面 上 , 即 存 在 子 序 列 1 与 14"1 使 Re 一 
-ReA" 一 + 的 : 当 ) 一 扣 , 介 在 任 一 条 形 域 

ao < Rea < Potao Po € R) 

中 只 有 有 限 个 零点 . 

证 ”对 (2-13) 式 , 记 4 - ee 的 皮 点 序列 为 [4 , 则 ReAl 一 - 名 /一 
+ %. 福 记 》- bexx 的 零点 序列 为 14 人 91, 则 ReA 引 一 wm,j 一 wm. 青 记 (4) 的 零 
点 金 位 为 4 ,Ye > 0, 在 在 N(e) 充 分 大 ,使 当 j > NWN 时 1;,| 有 子 序列 4 有 cc 1 
且 满 足 14' A401< .以 及 另 -- 子 序列 IA" 忆 14 满足 1 -- 2423 1< e. 即 得 
定理 的 第 一 部 分 ,后 一 部 分 由 零点 的 王立 性 推测. 


2.2.5 严 阶 系统 的 相应 结果 


设 六 所 中, 有 ,全 ,下 为 mx 常数 阵 ,rr = const > 0, 葵 虑 4 类 自治 线性 DpE 
(Ci) Tt) = AxCLt) + Br(lt - r), RDDE 
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【2) TEE) = Art) + Drtt + cr}, DDE 
(37 Yi = fi + rt +) + Crits-r), NDDE 
(C4) EC) = TEL) + rit rr Critit-r). CDDE 


记 于 为 4 x r 单位 阵 , 则 相应 的 特征 方程 为 

HA = det| A - A- Be*|= 0, 

A) = dal AT- A4- Pel|=0, 

Ha) = det [AT -A- Be - Cet | = 0), 

Pi) = det | A - A- Be Oe Derit= 0. 
有 A (A), 定理 3 ~- 定理 6 的 结论 均 可 依次 推广 . 


2.2.6 分 类 法 则 的 数学 特征 


综合 小 面 关 十 特征 方程 的 根 链 在 复 平 面 上 的 分 布 定 埋 , 林 以 把 线性 自治 DDE 
的 特征 方程 由 链 妇 纳 汶 3 种 淆 型 . 

(1) (Aji Bed’; ~. 

(2) 1a4"1 ,ReA” + %, 

(3) 1A, 存在 常数 a， 8 使 < Rei < Pi 但 1471r+ 的， 
本 是 定理 3 ~ 定理 6 可 以 说 成 ; 

车 特征 方 稳 只 存在 {1} 型 根 链 . 旭 对 应 的 方程 是 RDDE: 

苔 特征 方程 号 存在 {2}) 型 根 链 , 则 对 应 的 方程 是 ADDE; 

若 特 征 衣 程 的 根 链 局 下 下 述 两 种 情况 之 一 ， 

中 从 有 (3) 型 租 链 ， 

加 具有 {DD 型 与 (3) 型 根 链 ， 
则 对 应 的 方程 即 为 NDDE; 

此 外 .对 特征 方程 的 根 链 的 其 他 组 合 ,都 对 应 十 CDDF. 

由 立 型 名 称 的 由 来 . 

RDDE 的 根 链 必 在 复 疗 面 上 某 -- 平 行 于 虚 轴 直线 的 赫 持 平面 ,而 ADDE 正 好 相 
反 , 必 在 某 “平行 于 虚 轴 直线 的 右 半 平面 了.NDDE 的 根 链 其 蒂 在 复 平面 的 -个 条 
形 区 域 a 所 Rea 过 及 中 , 媳 不 伍 癌 左 懿 鹿 不 偏向 右边 ,所 以 你 之 为 “中立 型 ,这 是 
很 自然 的 事 ， 

特征 根 只 有 有 限 个 的 DDE. 

在 前 面 关于 特征 根 的 儿 述 中 曾 提 到 ;一 般 地 说 诸 和 C4) 厅 可 列 个 根 .这 个 结 
是 基于 ' 亚 纯 郴 数 的 性 质 .这 里 存在 非 一 般 的 极 个 别 的 启 外 情形 , 即 特征 根 只 有 有限 
个 的 情形 . 

例 1] 考虑 .二 维系 统 


| | - [1 i | 
[0 ee wait 一 


它 的 特征 方程 为 Ri) = 入 下 R 有 一 个 重 根 4 = 必 . 
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2.3 ”自治 差分 微分 方程 的 通 解 


2.3.1 用 拉 普 拉 斯 变换 法 求解 DDE 
与 常 微 分 方程 类 似 , 可 以 用 拉 普 拉 斯 变换 法 求解 线性 自治 DDE. 这 里 用 几 个 例 
子 予 以 人 说明 
例 2 求解 RDDE 的 初 值 问题 
{* {fy = xlt 1); 
a(t) = ptE[-1,0]. 
对 方程 两 边 施 行 拉 善 拉 斯 变 模 , 即 条 以 @* 从 0 到 m 积分 之 ,得 


三 : 【te- = | x 一 1)e-*dr. 
0 0 


上 式 左边 用 工 变 换 的 微分 人 性质. 右边 作 代 换 /= 上- 1, 并 沁 xtt) 的 工 变 摸 式 为 
LLxt bj] .得 


(A -ea431L[ xtt)] = xt0) + | (De-xdt 
设 A-e i 关 0, 由 1 EE[~-1,0] 时 xtf) = oO 有 


Ux] = ji + 一 | (De-ed: 4 (2-15) 
用 反 演 公式 得 到 
2 | 一 让 
xft)》= | ) Te ed + 7 (| (sy ds}dA, 


其 中 x(0) = 2801. 上 式 表 明 ea 依赖 于 ptr)e-* 在 区 间 : - 1,0] 上 的 积分 值 . 当 
?8 取 一 些 较为 特别 的 画 数 时 ,有 可 能 由 (2-1S) 式 查 表 得 出 xt1) 的 解析 表示 . 
例 3 求解 初 什 问题 
在 = Xtft— 1) + 1; 
x(t} = 人 0 人 [- 1,0]. 


对 方程 施行 上 变换 并 把 初 值 代 人 得 
a 
Ux(D] = 二 :一 Li -= 而 :于 上 运 
= 
查 表 得 


rt) = tp) + 和 (一 pt})+ + 


Ci ne 
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_ 《一 KOk+l 古寺 | 
- 人 + IT 和， 
其 中 ! 关 0, 且 
二 
"+- = 0， 上 < 4， 
例 4 求解 NDDE 的 初 值 问题 
全 和 = 区 一 二 
wt) = gx = PEE[L- cr,0l. 
同样 对 方程 施行 L 变换 得 
- x{0) + AL[ x{r}] = 全 x{i— rje vde+ | (ff ce sdt. (2-16) 
上 式 右 边 作 变量 代 换 癌 = 上 -= 则 右边 为 
eA Dx)e an +) te tidrl + 


el] Ce man + | $e udil] 
=e [AL x tt)] - xt0) + Lx{r)] + 
et p00) + 9 Cuemdn), 


故 !2-16) 式 化 为 
{A et Ae Tr) xd)] = SONL - ert) + 


ex Cp + YG)e sda] 
sD) = | Ce(9G- es) + os) (Cpl) + oDemdnl. 


车 p= 0,P= 0. 则 上 式 化 为 
x(D = | CD)GL- er)1I+ td, 


其 中 
后 (AL) = A- er Ae tr, 


2.3.2 RDDE 的 基础 解 


考虑 一 阶 RDDE 
XE = oxtt} + bxtt — rT), ‘2-17) 
其 中 mbr >0 洁 带 数 ,其 特征 方程 为 
上 
如 上 所 述 ,A(4) = 0 的 可 列 个 零点 i1 对 应 了 原 方程 的 一 列 解 e 池 ,由 2.1 的 基本 
性 质 推 知 谱 ex 的 任何 有 限 组 会 ce t+ ezei+ + ee 仍 是 方程 的 解 .不 侈 如 
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此 ,ey 的 无 穷 组 全 浓 )aef 只要 收 全 也 是 方程 的 解 .但 是 , 仍 无 法 证 明 方程 的 一 切 


解 均 可 直上 ed 的 适当 线性 组 合 表示 ， 亦 即 无 法 直接 推广 常 徽 分 方程 的 已 知 结果 ， 
但 可 以 用 工 变换 给 出 一 种 通 解 的 表示 .为 此 , 须 给 出 RDDE 的 基础 解 定 义 . 
定 尽 二 由 于 方程 (2-17) 是 自治 的 ,不 妨 设 = 0, 称 闭 始 条 件 
xD = polt) = 位 ‘< 凡 (2-18) 


所 决定 的 解 吧 做 方程 (2-17) 的 基础 解 . 记 为 
所有 = X(t,0, po). 
用 分 步 法 可 以 证 明 (1) 存在 县 唯一 ,并 县 2.1.3 中 的 指数 估计 仍 成 立 .此 外 于 ( 
在 任何 紧 集 上 是 有 界 变 差 的 . 故 有 
定理 7 方程 (2-17) 的 基础 解 X(1) 满足 


X20) = { hr)erda st > 0， (2-19) 
LEX(CD] = hi'(A), 


其 中 。 > 5,8 是 (4) 的 指数 界限 ， 
证 ”出 方程 (2,17) 南边 施行 拉 普 拉 斯 变换 得 


[x (i)}e- "dr = a| xz(perxdt 十 s| zt 一 Te 上 td ， 
0 0 


注意 到 在 [- r+,0) 上 yp = 0, 有 

hrUAILL XE] = XC0) = 1 
或 LL XCE)] = pr). 
由 反 演 公式 即 得 (2-19) 式 . 


2.3.3 RDDE 的 通 解 


利用 2.3.2 定义 的 基础 解 给 出 (2-17) 式 的 通 解 的 工 变 换 式 . 
定理 8 方程 (2-17) 的 通 解 可 表示 成 


x(1,0,9) = X(t)g(0) + s] x -0 -rp(0)de. (2-20) 
证 YepEC- ro,R), 由 方程 (2-17) 两 边 施 行 1 变换 ,并 把 p 代 人 得 
ALLx] - #60) = aLLz(D] + botT[s( I+ be *| p60)e-*de, 
整理 得 
RL x] = p(0) + so-*| (8)e-xae 

或 

L[x(0)] = HA)ef0) + bhr' (A)e-*| yp{0)ewde. (2-21) 
由 (2-21) 式 求 北 变 换 左边 妈 x(1) ,右边 第 一 项 即 Y(t1) gt0) ,右边 第 二 项 的 计算 稍 
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为 复杂 一 点 ,为 此 定妆 四 上 [- r+, + 多) 一 [0,1) 如 下 


0, = 0; 
“(0) = 由 9 <0, 
再 把 初始 苯 数 扩充 定 习 为 | 
~ _ PH), 8 一 tT,0); 
P40) = geo 用 = 0. 


此 时 右边 第 二 项 写成 
oh" CA)e*|" BLO) wd 0)e- wde 


= hi (2)] es pls — rwts - r}ds 
= bL[ ets — rw(ts — rhr' ta)l]. 
由 卷 积 定理 = 
sj x - i) PU — Twltl - rdti = pl x - 是 9 — ridr. 


令 4 = c+ 98, 上 式 即 化 为 | BX(4- 8 - r)p(9)d6. 


2.3.4 RDDE 的 常 教 变易 法 


同时 考 虐 齐 砍 和 非 齐 次 RDDE, 除 方程 (2-17) 外 ,方程 
TE = arte} + brtt - r+ i), {2-22) 
其 中 拟 昌 可 积 且 1 成 虽 1 芝 oo0e%' mm 加 后 及 .所 以 对 非 齐 次 方程 (2-22) 可 稻 征 LL 
变换 记 相 应 的 齐 次 方程 的 基础 解 为 X(t) , 通 解 记 为 x(1,0,9) 由 (2-20) 式 表示 . 
定理 9 记 方 程 (2-22) 的 通 解 为 x% "00,Pp), 则 有 
x* (1,0,09) = x(1,0,09) + | x ss) f(s)ds. (2-23) 
证 ”对 方程 (2-22) 两 边 施 行 拉 普 拉 戎 变换 ,与 定理 8 的 做 法 类 似 , 可 得 
LIx*] = ACTe(O) + pe*| (0)d0] + hr'CAVLEA]. 
由 (2-21) 式 及 hri(A) = LL X(#)], 得 
Ux*]= Lx]+ Ux). 【2-24) 
对 {2-24) 式 用 反 演 公式 和 眷 积 定理 便 可 推出 (42-23) 式 . 


2.3.5 NDDE 的 相应 结 采 


对 NDDE 的 齐 次 与 非 齐 次 方程 
和 《= DT 和 人) (2-25) 
Te) = ortt} + rtt -r+ ertt- rr) + fA), (2-26) 


其 中 ,86,c,r > 0 为 常数 ,4) 有 指数 估计 .方程 (2-25) 的 特征 方程 为 
A =A- a be Ace ™, 
与 2.3.2 类 似 定 六 方程 (2-23) 的 基础 解 , 同 一 初 值 间 题 得 到 的 解 也 祀 为 (1) 则 


XC) = j is'G)e*a 或 XC0)] = AD 
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为 1 的 指数 估计 上 限 ,证 明 类 似 . 
定理 册 设 下 0 为 方程 (2-25) 的 基础 解 , xft0, 人 ) 是 方程 信 -25) 以 9 为 初 
始 函 数 的 解 , 则 通 解 公式 为 


z(t,0,9) = X(T PO op +8) Xs- 0 -rp(0)d0 + 


epi ot r+e] Xi-0- rp(0)d9, (2-27) 
其 中 对 8 < 0,w(6) = 1,6 守 0,w(8) =0. 若 上 3, 则 出 现 舍 有 的 项 . 若 上 < r， 
则 这 种 项 为 op(! - r). 它 正好 是 斯 蒂 尔 吉 斯 积分 -| [dX(t - 9 - z]p(6) 的 


值 .所 以 xf(i0,9) 的 表达 式 (2-27) 可 写成 
x(t.0,0) = XC gO) - opt— rr) + 


| xei- 0- pod -el [daxG-6-r]dg 
证 明 与 RDDE 的 情形 类 似 . 同 理 有 常数 变易 公式 . 


定理 11 对 非 齐 次 NDDE. 若 x (1,0,9) 为 (2-26) 式 的 过 (0,9) 的 解 ,x(1,0， 
9) 是 方程 介 - 加 ) 的 通 解 ,X(1) 是 它 的 基础 解 , 则 有 


2 (2,0,9) = zl1,0,9) + | XC — fls)ds. (2-29) 


2.3.6 和 解 的 精确 指数 界限 


定理 羡 ” 设 RDDE(2.17) 的 特征 根 全 体 为 11 ,ae = maxj Re ; 则 Ya > ao0， 
存在 常数 5(a) 使 方程 (2-17) 的 基础 解 满足 不 等 式 


(2-28) 


| (#8) | ke®,t 0. {2-30) 
证 ”由 定理 7 有 X(t) = | hi'(4)e*dx, 其 中 <。 是 充分 大 的 实数 .证 
X02) = | Briemda. 《2.31] 


注意 到 和 扼 形 所 村 严 时 的 内 部 和 边界 上 后 (4) 均 无 稚 

点 二 471(4)e* 解析 , 即 
|, + | | = 0. 

上 ;是 2; 再; 作为 点 集 ,如 图 2-1 所 示 : 
Dterit:- Tatue Tl; 
botetrii:- Tati Tl; 

Mi:lo + iT:a eo eee); 


Ma — iTras oe el. 


要 证 [2.31) 式 , 只 要 证 了 T 了 一 各 时 
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| AICaJenda >0,| ht(A)erdA >0 
Mn 地 


避 


zz 1 | 
(1+ 气 ) -F(tleltlble”")» 7 
车 EN 条, 且 了 3 而 ; 则 由 (4) 的 表达 式 得 


| AT Ts 一 一 一 一 一 一 一 一 一 < 去 ， 


(a2 + TZ -| al-) bl expt— or) 
于 是 有 


J) hr (CAD)edA ] < 这 ee - a) 一 0, 当 7 一 时 , 同 理 可 证 | 一 0, 当 7 
1 出 


一 m 时 .对 这 样 的 元 , 作 函 数 
SA) = hICA) (A —- ao) ， 
则 由 A = ac+i7, 了 了 > TD 时 成 立 


b -ar _ 
1 g(tA)Y1= | hr'(A) ee 
从 而 有 


or 


二 1] 立 眉 1)， 


< Hl lrlble 


| tgta}ld<%m 有 是 {| pCa)erdx Ie kr,t 0, 
其 中 向 = const. 又 已 知 积分 | (2 - ao) -lexdh 存在 ,由 反 演 公 式 即 得 估计 式 


中 -oo 


取 £ = 此 十 k= 定理 成 立 . 
这 一 结果 可 推广 到 NDDE 上 去 . 
对 方程 组 的 商 维 情形 ,本章 结 论 仍 成 立 . 


下 ke™,t > 心 . 


3 ”稳定 性 与 有 界 性 


3.1 泛 函 微分 方程 稳定 性 的 概念 和 定 光 


3,1.1 稳定 性 的 定义 
下 面 的 定 各 种 范 娄 都 记 汶 117 个 别 情 形 如 下 标 ) ,只要 稍为 留意 便 不 致 福清 . 
考虑 RR 型 方程 
UF) = ft xtt), rtt - r)); {3-1) 
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三 fi rs (4-2) 

对 方程 (3-1} 或 (3-2) 均 设 有 替 艇 , 即 站 1,0,0) = 0, 六 1,0) = 人 0 初始 时 刻 记 为 z( 或 
to). 

定义 1 记 191= ,入 p19(9) 1,1x(1) 1 取 R" 中 的 模 , 则 Yo€ R, 有 

PP 若 We > 0,38(e,0) > 0 便当 Fpl< 8 时 Trtit,7, gp) | < et 09, 则 方 
程 (3-1}{ 或 (3-2)) 的 零 解 称 为 稳定 的 . 

2 若 1 中 的 8 不依 球 于 a, 则 方程 (3- (或 (3-2)) 的 告解 称 为 一 臻 稳定 的 . 

3j 若 jo) > 0, 使 当 jpls ot 一 时 有 a(1,o,p) 一 0, 或 者 说 
“jbolo) > OYe >0,3To,e,9) 使 当 | pls Bolo) Hl, Yimo+ To,e,9P) 
上 成立 Txtag) 1 < ee", 则 方程 (3-1)( 或 (3-2)) 的 零 解 称 为 吸引 的 . 

若 了 与 g 无 关 , 则 零 解 称 为 等 度 吸 引 的 ; 

若 了 仅 与 : 有 关 , 嫩 与 9 无关 , 则 零 解 称 为 一 用 吸 引 的 ; 

若 bo = + 多, 则 零 解 称 为 全 启 吸 引 的 . 

中 车 堂 解 是 稳定 的 ,吸引 的 , 风 方 程 (3-1){ 或 (3-2)) 的 零 解 称 为 渐 近 稳定 的 ， 

车 零 和 解 是 稳定 的 ,等 度 吸 引 的 , 则 方程 (3-1) (或 (3-2)) 的 零 解 称 为 等 度 渐 近 稳 
定 的 . 

若 零 解 是 一 致 稳定 的 ,一 致 吸 引 的 , 则 方程 (3-1)( 或 (3-2)) 的 零 解 称 为 ~-- 致 渐 
近 稳 定 的 . 

定 灸 2 若 38>0,yYe>n0,36le)>0, 使 当 1p1<G 时 ,Yeta 成 立 

| rtso, p) | Eexpt - Plt — 0)), 

则 乏 方程 (3-1)( 或 143-2)) 的 零 解 是 指数 新 近 稳 定 的 ， 

定义 3 若 零 解 是 稳定 的 ,全 局 吸引 的 , 虽 方 程 (3-1)( 或 (3-2 式 )) 的 零 解 是 全 
局 (大 范围 ) 汤 近 稳定 的 . 若 埠 解 一 致 稳定 上 且 全 局 一 致 吸引 则 为 全 局 一 致 毅 近 稳 定 
的 ， 


3.1.2 与 常 微分 方程 稳定 性 的 比较 


从 形式 上 看 ,定义 1 ~ 3 与 常 微分 方程 无 异 , 而 实际 上 : :者 育 许 密 不 同 之 处 , 主 
要 表现 如 下 ， 

)” 在 常 微分 方程 的 诸 定 义 中 , 初 值 x 现在 是 EE 上 的 初始 晴 数 pt 方程 (3-1)、 
(3-2) 的 5。 取 为 [ - r,0]) .因而 初始 值 的 范 数 可 以 不 同 于 * 的 范 数 .例如 1 yp 1 是 
c 中 的 上 确 界 模 , 而 1x(b | 则 表示 R" 中 的 模 ， 

2 常 微分 方程 相当 于 光量 r* = 0 的 情形 .对 FDE 而 言 ,rz 不 惜 等 于 0. 当 r 变动 
时 ,系统 的 稳定 性 可 能 不 同 , 即 出 现 一 个 新 的 稳定 性 问题 -一 - 稳定 性 恢 壤 于 时 淳 
问题 . 

Y# 在 常 微分 方程 中 , 零 解 的 稳定 与 否 周 初始 时 刻 的 选取 无 关 , 而 FDE 蓝 出 现 
一 种 叫做 “变异 "的 系统 , 它 存 在 一 个 上 > 和 0 当 ww < 1” 时 零 解 是 稳定 的 , 丽 与 > 
上” 时 零 解 却 是 不 稳定 的 ， 
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3.1.3 ”稳定 性 依赖 于 初始 时 刘 


在 专著 [1] 中 指出 一 类 应 用 中 的 时 清 系 统 , 选 择 不 同 的 初始 时 刻 零 解 的 稳定 
性 完全 不 司 . 

例 1 方程 

XE) = xf) - Ye 
取 bw = 0, Eo。 = 10] .方程 的 通 解 为 x(t) = c = const= 零 解 稳 定 ,着 取 1 > 1, 则 志 
= 【0,tpe 9] LU | oj , 取 -- 艇 初始 国 数 
个 ， £t = fo. 
9 人 = {3 ‘ € (0,t0,e-%]. 

此 时 方程 有 一 簇 解 


Xt) 二 [er +1]，t2 机 


由 手语 可 联 任 意 小 的 正 数 ,而 上 式 右 边 无 界 全 零 解 是 不 稳定 的 ， 
例 2 考虑 方程 
x = xf) + bai)rtt — rlt)), {3-3) 
其 中 bt) 是 周期 为 1 的 周期 函数 
bes) = 31001, EL-1,0): 
blr+1) = b(t}, tcER, 
而 当 上 > 0 时 rt) 等 于 0, 当 上 0 时 是 周期 为 1 的 周期 汕 数 
rtt+ 1), - 色 丸和 -1 
rt) ti -lstia0l; 
0, 1 > 0. 
取 初 始 时 刻 i = - 2, 在 [- 2, - 1] 中 ,方程 (3-3) 有 解 
at) = wotl + fH x = x(- 2), {3-44) 
事实 上 ,把 (3-4) 式 代 人 方程 (3-3) 即 可 推出 ,由 于 iw = 一 2 ,8 = 1- 2| 是 一 单 点 
集 ,由 唯一 性 ,(3-4) 式 即 方程 (3-3) 自 - 2 出 发 的 全 部 解 . 而 雪上- 工时, 不论 z 
如 何 选取 , x(- 1) = 0 恒 成 立 ,再 由 下- = 1- 1 一 一切 解 在 x- 1 处 全 部 粘 合 为 
零 解 .+ 3 0 以 后 方程 (3-3) 退化 为 常 微 分 方程 ,其 解 已 全 部 求 出 ,并 表示 为 
v1) - 人 xotl tt, tetE€E[-2,-1]; 
0, +*>-1, 
二 当 io = -2 时 零 解 是 稳定 的 . 
再 取 多 = 0, 则 方程 (3-3) 化 为 
£0 = [3+ br) lxtt), 
其 解 可 表示 成 


rx(t) = xoexp( [Ke + bn)da) . (3-5) 
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不 问 xo 如 柯 地 小 ,(3-5) 式 在 及 , = [0, + oa) 上 是 无 界 的 . 即 以 t= 0 为 初始 时 刻 
时 零 解 是 不 稳定 的 . 

车 自 出 发 零 解 稳定 , 则 自 i < 4 出 恬 零 解 也 是 稳 兴 的 . 著 自 ty 出 发 堆 解 不 
稳定 , 则 自 i > 出 发 零 解 也 是 不 稳定 的 .因而 存在 :1”, 半 自 tw < 1" 出 发 时 零 解 
稳定 ,而 自 m > 1:” 出 发 时 , 零 解 是 不 稳定 的 . 


3.1.4 稳定 性 俊 炉 于 时 灌 


设 方 程 自 身 的 结构 不 改变 , 仅 公 变动 计量 的 值 , 则 稳定 性 性 质 可 能 改变 . 换 馈 
话说 ,把 E RR, 视 为 参数 , 当 参 数 变化 时 稳定 性 可 能 改变 .而 且 民 , 由 两 个 集合 组 
成 ,一 个 是 使 办 解 稳定 的 r 全 体 .# ,而 RR, - .有 % 是 使 零 解 不 稳定 的 r+ 全体 . 国 而 可 
以 讨论 稳定 性 关于 r 的 分 支 问题 {bifurcation). 

例 3 给 定 方 程 

wt = wit)— wit rt). (3-6} 
当 r = 1 时 ,方程 (3-6) 零 解 是 不 稳定 的 .这 只 要 注意 到 x = :是 它 的 一 个 特 解 .x = 
入 也 是 它 的 解 = 零 解 是 不 稳定 的 . 当 0 < rr < 1 时 ,方程 13-6) 零 解 稳定 . 
lp? 当 = 0. 方 程 为 x (1) = 0. 二 零 解 稳定 . 
2 方程 (3-6) 的 特征 方程 为 
) -1 +eA = {0, {3-3》 
{3-7) 式 除 了 一 个 单 根 4 = 0 外 ,其 他 根 都 满足 
ReAi < -<0, E>0. 
一 堆 解 是 稳定 的 .此 时 .A = [0,1),R,-. 必 = [1,+ %m).| 几 rz = 1 是 方程 (3-6) 零 
解 稳 定性 的 一 个 分 支点 . 


3.2 ”线性 自治 差分 微分 方程 的 稳定 性 


3.2,1 特征 根 与 稳定 性 的 关系 


以 一 阶 系统 为 例 列 出 特征 根 与 稳定 性 的 关系 ,所 得 结 朵 均 可 推广 到 rn 阶 方程 
及 方程 组 上 去 . 即 考虑 2.2.5 中 的 4 类 DDE 及 其 特征 方程 A) = 0 htA4) = 小 
由 2.2.6 的 结论 任 一 特征 方程 的 根 的 全 体 有 | 电 是 村 ， 辣 术 让 这 茎 种 根 链 
的 组 合 . 此 外 ,车 A 是 特征 根 , 则 e 为 相应 方程 的 解 .由 此 存 : 

(1) 因 上 型 和 型 方程 至 少 有 一 个 具 正 实 部 的 根 链 , 故 零 解 不 稳定 ,有 时 叫做 
不 稳 型 DDE， 

(2) 对 RDDE 

Et) = grtt) + brtt — ry). (3-8} 

设 它 的 特征 根 全 体 为 || , 则 

lp (3-8) 式 的 解 稳定 的 充 要 条 件 是 h.{A) = 0 的 根 只 有 有限 个 {或 者 没有 ) 单 
重 纯 虚 根 ,而 其 他 覃 皆 且 负 实 部 (或 者 含有 一 个 单 重 零 根 ); 
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> (3-8) 式 的 零 解 为 渐 近 稳定 的 充 要 条 件 是 h.(4) = 0 所 有 根 丝 具 负 实 部 ; 

3 (3-8) 式 的 零 解 为 不 稳定 的 充分 条 人 忻 是 h.(A) = 0 有 正 实 部 的 根 . 

(3) 对 NDDE. 

tt = af 二 族人 -人 (3-9) 

的 特征 根 全 体 141, 则 

l 存在 一 个 六 使 ReX; > 0, 则 方程 (3-9) 等 解 不 稳定 ; 

2 存在 常数 > 0, 使 Y7 成 立 Re 去 -人 < 0, 则 (3-9) 式 的 零 解 是 一 致 渐 近 
稳定 的 . 

除 此 以 外 ,NDDE 的 特征 方程 与 稳定 性 之 间 还 有 更 为 复杂 的 情况 有 待 进一步 
研究 . 即 

3 3 使 Rei 一 0.ReN < 0. 此 时 有 例子 表明 零 解 仍 是 新 近 稳 定 的 .也 有 上 反 
例证 明 零 解 是 不 稳定 的 ,可 见 对 NDDE 不 能 认为 ReX < 斌 能 保证 零 解 的 稳定 性 . 

P11 中 可 能 有 可 列 个 单 重 纯 虚 根 而 其 余 的 4 满足 He < 0,. 则 零 解 的 稳定 
性 不 明 . 


3.2.2 全 时 沾 稳 定性 


对 RDDE 
t= Fi RC), Ft ~ rT)), (3- 10) 
其 中 x EE R".r EER, 作为 参数 ， 
定义 4 若 Y¥YrE€ER, 方程 (3-10) 的 零 解 都 是 渐 近 稳 定 的 , 则 方程 (3-10) 的 零 
解 电 做 全 时 滞 稳 定 的 (或 者 称 方 程 (3-10) 是 全 时 灌 稳 定 的 . 电 有 文献 称 为 无 举 件 稳 
定 的 ). 
车 方程 (3. 10) 是 线性 前 , 即 方 穆 玉 其 特征 方程 分 别 为 
WE = Axtit) + Bx(lt - r), {3-11) 
hiAT} = det | AF—- A- Be |= 省 (3-12} 
定理 1 系统 方程 (3- 11) 为 全 时 河 稳 定 韵 充 要 条 件 是 特征 方程 上 C4 ,zr》= 0 满 
中 
AOY = det[47 -4 -下 ] = 区 的 要 缘 具 负 实 部 ; 
2 YYER 及 YT ER, 恒 成 立 
h{iy,t) = detliyf A- Be J]=0. 
证 ”必要 性 ;车 不成立 二 z = 0 时 方程 (3-11) 零 和解 不 是 源 近 稳定 移 一 予 
慎 , 充分 性 ;要 证 ¥ tr E R, 方程 (3-12) 的 所 有 特征 根 皆 具 负 实 部 ,为 此 把 h(X ,rr} 
展开 为 4 的 多 项 式 
站 (Ar) = CC— DM + + 二 =， 
其 中 4; 是 e-* 的 多项式 ,由 4,8 的 元 ay, 己 组 成 多 项 式 的 条 数 . 当 ER, 及 Ren 
衬 人 时 有 1 er 1 过 rr 和 民 .Rek30 时 14 1 有 界 , 记 为 
Ki= max | Al, +ER,, ReX>0, 


他 皮 max(LCn 1k) > 0, 则 当 1 4 1 到 及 Real 20 时 有 
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| 4 i 
1 DARA -人 - 


| A | 


he nk 
> [1- cei|>0 
二 在 14 1 六 ,ReX 0 时 ,Yr EE RR,. 方 程 (3-12) 没有 根 . 
再 由 条 件 lj" 二 当下 = 0 时 方程 (3-12) 的 根 都 落 在 左 半 平 面 Rea < 0 上 . 当 + 


由 0 增加 时 , 当 且 仅 当 有 某 一 个 = 使 4 在 - 二 到 过 之 间 穿 过 虚 轴 时 ,特征 根 要 落 在 右 
半 平 面 土 ,而 条 件 z 不 允许 这 种 情况 发 生 . 故 Yr ERR, 方程 (3-12) 的 一 切 根 随 着 
r 的 增加 永远 停留 在 左 半 平面 内 . 
注意 到 定理 1 的 条 人 忻 了 是 超越 的 , 故 在 实际 应 用 中 很 不 方便 ,从 和 年 代 开 始 
人 们 就 一 直 在 寻求 代替 定理 的 代数 判别 法 ,例如 mn = 1 时 有 
x CH) = axtt) + brtt — 5) 
hilarT) = 可 二 ke A=0. 
条 件 ljs 即 ku,0) = a+ 了 -=0. 二 4+ 上 < 人 0 时 2 为 负 , 而 条 件 表示 用 iy 代 
人 得 Riy,r) = 0, 记 zy = ww, 分 开 实 部 与 虚 部 得 到 
Riya) = a + bceosw = 0, 
于 了) = 7+ bsinw = 0, 
消去 w 得 
H(iy) 三 y+ a =0, 
Hly) 无 非 0 实 根 的 充 要 条 件 是 中 - a < 0. 当 HH(y) 有 非 零 袜 根 时 , 产 = 六 -a 
> 0 一 天 0. 于 基 由 Riy,w) 三 0 与 (yw) 三 0 解 得 tatlw = 一 yxe, 对 任何 实 的 
yo 都 有 实 解 一 有 = 0 及 了 虐 =0 都 有 实 的 ww 公 根 = 全 时 滞 稳 定 的 充 要 条 忻 是 
a+b<06 -aec0atrb<0,b-a0. {3-13) 
{3-13) 式 是 代数 判 据 . 人 迄今 m = 2 时 已 完全 解决 . 


3.2.3 稳定 性 的 全 泰 醒 分析 


考虑 方程 
TE t+ brtt - 5) = 0, (3-14) 
其 中 a,b EE 及 ,r € RR, 都 看 做 参数 .特征 方程 为 
A+a+ be = 人 0. {3-15) 
所 谓 全 参量 分 析 应 包含 两 点 . 


1? 在 以 a, 上 8 为 参数 的 平面 {a,b8) 上 ,用 方程 (3-15) 实 部 等 于 浊 的 根 的 点 Ca"， 
5° ) 作为 边界 ,把 (a,5) 平面 划分 为 若干 个 区 域 ,在 这 些 区 域 中 的 (a,8) 点 所 对 应 
的 方程 (3- 14) 的 零 解 分 别 为 全 时 滞 稳 定 , 渐 近 稳定 和 不 稳定 的 ,而 在 区 域 的 边 漠 点 
处 ,车 实 部 为 零 的 根 是 单 重 的 则 零 解 稳定 , 阁 为 重 根 则 零 解 不 稳定 . 

2 当 a,5 取 定 , 以 rE RR, 为 参数 ,这 时 稳定 性 表现 得 相当 和 多样 化 ,大 致 可 归纳 
为 三 类 ， 

Yr EER, ,方程 (3-14) 零 解 是 渐 近 稳定 的 ，; 
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Yr ce 及 ,方程 (3-14) 党 解 是 不 稳定 的 ; 

YrtEscR,. 方 程 (3-14) 零 解 稳 定 ,而 YrE€Es = RR,-:, 方 程 (3-14) 零 解 是 
不 稳定 的 . 

所 以 , 若 对 一 个 方程 完成 全 大 量 分 析 就 等 于 说 彻底 解雇 了 稳定 性 问题 (对 商 维 
的 情形 ,稳定 性 的 情况 更 为 复杂 ). 

划分 区 域 的 方法 有 帆 相 法 和 了 D 划分 法 .现在 以 方程 (3-14)、(3-15) 为 例 用 D 划 
分 法 给 出 完整 的 结果 ,如 图 3-1 所 示 . 因 方程 (3-15) 当 a 4+ 58 = 时 有 根 4 = 0, 故 2 
+ 忆 = 0 是 了 D 划 分 边界 之 一 ,再 设 方程 (3-15) 有 纯 虚 根 , 即 以 iy 代 入 (可 设 y 关 目 
方程 (3-15) 并 分 开 实 部 与 虚 部 得 


好 二 beosry = 0,y — basinry = 0 


或 者 
b= -上 二 二 YcosTy 
sinry” sinry “ 
ry # kT = 0, + 1 (3-16) 


易 线 [3-16) 以 y 为 参数 , 记 为 荆 , 它 与 a + 5 = 了 0 共同 组 成 4 的 边界 , 当 7 阁 定时 r 
便 确定 下 来 . 若 令 参数 + 一 0 一 一 ,图 中 研 向 上 方 移动 ,例如 移 至 PP 以 至 二 


万 鹤 远 .反之 , 当 Tr 一 wm 时 ,六 重合 于 直线 - 8 = 0, 稳 定 区 即 全 时 湾 稳 定 区 . 这 样 
- 米 , 当 7 挛 动 时 稳定 区 也 变动 ,对 固定 一 点 (oo, 如 ) 对 来 涪 零 解 不 稳定 ,而 对 
来 说 则 是 渐 近 稳定 的 一 一 稳定 人 性 依赖 于 时 江 ， 


3.3 下 博 数 与 VY 泛 用 方法 


3.3.1 元 类 辅助 函数 
在 下 文中 要 用 到 的 辅助 函 数 有 
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(1) 李 雅 善 庶 去 函数 FI sa VL wi #2 加】 或 简 记 为 F(x)， 
Vf,*). 与 常 微分 方程 类 似 , 若 RDDE 为 
Xe) = ft 一 


i= 1 ,2,0 ,Rr = eont » OO, (3-17) 
车 了 是 可 微 的 , 则 定 文 了 关于 方程 (3. 17) 的 全 导数 为 
Vo. = 全 =- + 
=- 三 寻 = 六 
f F317} { (3-18) 


> A 一 Tu tt 一 工 ) } ， 


(2) 李 雅 普 诺 夫 谤 画 Vio}:C— RV PRx CE RC = CU- 7,0],R'), 
设 方程 
t= 成 直入) C3-19) 


过 (to,y) 的 解 为 x (oP) rn(o Pp) (e+ ,0, 9), OE [- rr,0j, 定 文 V(t, vp) 
关于 方程 (3- 19) 前 全 导数 为 


Vo = im TLV + hven(t,0)) ~ 11,9)] (3-20) 


或 者 说 了 (tp) 是 李 雅 普 诺 夫 泛 了 阔 V(t,wp) 沿 方程 (3- 1 和) 的 上 石 导 数 , 记 为 
Vi (tp). 

(3) 类 活 数 ,车 a EE CCR,,R,) ,al0) = 0,ats) 严格 单调 增加 , 则 称 a{3) 是 
一 个 斥 类 函数 ,其 全 体 记 为 KK. 

(4) KC 类 函数 , 若 afs) E 下 且 a 蚌 贞 旺 数 , 则 称 als) 是 一 个 KC 类 阴 数 ,其 全 
体 记 为 KC. 

显然 KC C K. 


3.3.2 常 徽 稳定 性 的 直接 推广 


对 RDDE(3.17) 式 可 以 把 常 微 的 李 雅 普 诺 夫 第 二 方法 谱 定 理 丰 加 变动 地 应 
用 .但 效果 不 支 理想 ,例如 有 

定理 2 ”对 {3.17) 式 , 若 存 在 正定 函数 F(t,x), 它 关 (3-17) 式 的 全 导数 是 常 
负 的 , 则 (3-17) 式 的 零 解 是 稳定 的 ， 


例 4 对 方程 
和 一) {3_21) 
瞩 Fir) 一 方志 , 则 
YaaY = 一 人 人 一) 
二 (3-17) 式 的 零 解 是 稳定 的 . 


例 5 方程 
x {2) = axrtt) + br(t) (3-22) 
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仍 到 Kxz) = 六 妇 , 则 


Vom (tx) = 二 人 ft 一 下 )， 

上 式 石 边 第 -… 项 的 正 负 号 难以 判断 ， 
即使 a < 0,5 < 0 也 无 法 肯定 Fy.w) 
是 否 满 足 稳 完 性 定理 的 条 件 .可 见 直 
接 化 形式 推广 是 效果 林 大 的 ,但 只 要 
细心 分 析 一 个 便 会 发 现 ,用 常 徽 的 定 
理 条 件 去 直 镁 蔚 求 DDE 是 过 分 苛刻 
的 .六 为 站 是 沿 着 解 来 判断 正 负 号 
的 ,所 以 如 留 3-2 所 示 , 只 须要 求 
| x(t) | >1 rt rc) 时 Fs 0 或 
Y< 人 即 可 .因为 在 村 一 时 刻 4 , 例 
如 x(f) 守 0, 车 | xf2) 1 <] x(5 一 +) 1, 则 ztn) 的 后 继 值 在 适当 小 的 邻 域内 交 
许 上 升 而 不 越 出 “e 范围 ”, 即 不 必要 WY 0. 这 对 方程 本 身 并 没有 加 上 上 什么 新 的 很 
市 .于 是 把 定理 中 (如 定理 2) 的 条 件 改 成 下 述 样 式 , 仍 可 保持 结论 不 立 ， 


图 3-2 


当 | xtt- rl<1d rd) 时 Ya 0 或 < 0. {3-23) 
(3-23) 式 叫 做 Razumikhin 条 忻 ,基于 这 一 思想 ,(3- 冯 ) 还 可 推广 为 ; 设 PE 
当 P(| wt- rr) 1) < Pxzftil 时 en0( 或 < 四 (3.24) 


或 者 
妆 WExfE) < bt REE Li 时 < 和 0 或 了 < 个. 
在 这 样 的 条 件 下 ,重新 考察 例 5 中 右边 第 二 项 ,由 (3- 好 3) 成 有 
Von{x) 过 -af + BI wt) = (| 61- ae)x2ft)， 
那么 当 15 1- a 过 0 时 了 < 0- 方程 (3-22) 零 解 是 稳定 的 . 
3.3.3 Razumikhin 型 定理 及 其 应 用 


所 请 Razumikhin 型 定理 是 指 在 下 述 的 Razumikhin 条 件 上 与 常 微 分 方程 平行 的 
各 种 稳定 性 定理 , 它 的 优点 在 于 下 郴 数 是 通常 意义 下 的 李 雅 普 诺 夫 函 数 ,为 了 保持 
定理 应 用 的 普遍 性 ,一 - 律 考虑 RFDE(3-19) 式 . 

注意 到 , 当 用 方程 (3- 19) 的 解 zx) 代 人 F(t,x) 时 得 F(t,x(10). 当 改 用 x = 
zt+t 代入 Vii,gp) 中 的 时 ,得 Wi) = Vt,x(t + 9)). 另 一 方面 有 

P16) = x{tt + 0), pl0) = rtt). 

由 x oT) = x Cito px t+ ht pp) = x p(t + h), 

现在 把 方程 (3-19) 的 解 代 人 了 ,使 (3-18) 式 与 (3-20) 式 一 起 写成 


V(t, x(t)) = jm [Vt + hox(t + htsp)) - Vs,g)] 
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Vr p00)) = Tim FEV + hzles g(t + h)) Vtg)]. (3-25) 


现在 叙述 两 个 Razumikhin 型 定理 如 下 ， 
定理 3 设 方程 (3-19) 中 /Rx CC 一 R" 把 Rx(C 中 有 界 集 ) 映 人 R" 中 的 有 
界 集 .u,v 所 天 :下 ,一 及, 连续 ,车 存在 一 个 连续 沙 数 使 得 : ER, E R" 时 有 
utl x Vr) vil x 1)., (3-26) 
VO p00) s- wll pO0) 1). (3-27) 
(3-27} 式 当 Ft Do 二 Vi,w(0)),8 E[- r,0 时 成 立 , 则 方程 (3-19) 的 
零 解 是 一 致 稳定 的 . 
定理 4 设 定 理 3 的 条 件 全 部 满足 , 且 设 3 > 0 时 Hts) > 0, 若 了 -个 连续 
非 不 函数 pts) > sts > 0) ,使 得 (3-27) 式 加 强 为 
VO p00) a WE pl0) 1}. (3-28) 
当 
Vrr om) < PIVOE, GIO OE -rr,0] 
时 . 则 证 程 (3-19) 的 零 解 是 一 致 新 近 稳 定 的 . 
若 s 一 匀 时 xs) 一 上 , 则 零 解 是 全 局 吸引 的 . 
例 丰 对 方程 
《ro (3-20) 
其 中 x € RR,a,b,ro 都 是 RR 中 有 界 连 续 阔 数 且 
| 外 和 上 之 站 和 过 rt 区 下， 
取 玉 滑 数 为 Vx) = x2, 则 当 | x(0) ilxt- mo0) | 时 ,有 六 的 估计 
Voz Catt)) = 一 GE 一 RE 
和 -at 二 EC TEST || x(t ny | 
a- [ati} 一 | bey xf s ), 
而 Vx) = /2 XD Vx (时 V(x(10) ss 0, 由 定理 3=>(3-14) 
式 的 零 解 是 一 致 居 近 稳 定 的 . 
呈 计 ,车 att) 5 >0, 且 存在 上 E [0,1), 使 得 1 501) 1 征 , 则 方程 (3-29) 的 
零 解 也 是 一 致 浙 近 稳定 的 . 
事实 上 , 对 某 常 数 9 > 1, 设 Vix) = 如 72, 则 当 (V(x(2))) > Cs - 
rtf))) 时 ,有 
VEOxta)) a- (1- ok)dxi(). 
因为 上 < 1 二 39 > 1 使 1 ~ 忧 > 0. 由 定理 4 方程 (3-39) 的 零 解 是 一 致 靳 近 稳 
定 的 . 
这 个 结果 可 推广 到 雪 滞 量 的 情形 ,对 方程 


£0) = -ax(9- D(a -nD)) (3-30) 
仍 取 ¥ 尔 数 为 x*2, 类 位 地 可 以 证 明 方程 (3-30) 的 零 解 一 政 源 近 稳 定 .其 中 ee 三 ,rr 
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是 有 和 办 连续 函数 ,并 且 要 求 ¥ + € FR 成立 


a a6>0, 1&()1< 着， 
U 


Oc<k<1, < rr 
例 7 考虑 一 附 非 线性 方程 
TF) = Fi rt rt))), 
PtO =0, Oarn)er, (3-31) 
其 中 x 七 R,r(lt) 是 4 的 连续 晒 数 ,ft,x):R,x 及 一 及 连续 ,关于 < 有 连续 篇 导数 
且 
iaflt,x)/ax I< LIER,rER. 
对 :zz2r, 可 以 把 方程 (3.31) 写成 
下 (= 所 [一 


=- oax(O) -| bg, (0 - r(6)))d6， 


二 9Y 
取 F = xz, 有 | 
Ps) = 2 O05) -人 sx(D LN, #00 - 0))) ey 


< 2 fis) +22) 1 (xl0 ~ (0)) 1dg 


2x A x + 2 xt) | gn) 1 ¥ 2r. 
车 9 > 1 是 固定 的 数 . 考 虑 所 有 满足 
Ea) Osée2r 
的 x(4) 的 集合 . 若 


则 有 


(fit rx) + Dirttg < -p< 0, 


Veoan (ss) [和 + Lr) gq | < pratt), 


对 >0,tER,,x 人 ER 及 p(s) = 人 5 由 定 理 4 一 方程 (3-31) 的 零 解 是 一 致 浙 近 
稳定 的 . 并且 是 全 局 吸引 的 . 
类 似 的 Razumikhin 型 定理 有 很 儿 推 广 . 


3.3.4 下 泛 隔 法 定理 及 其 应 用 


设 对 方程 43-19) 的 基本 假定 与 3.3.3 相同 ,有 一 系列 用 泛 晒 法 判别 稳定 性 
的 定理 ,举例 如 下 . 
定理 5 设 w,v E 天 ,加 :及 ,一 取 ,. 若 疗 一 个 连续 证 丽 H(i,p):RxC-* 民 使 
得 
ul pO DD) ae Vs,p) a ttl pg 1); (3-32) 
Vogt P) ea- wl p(t0) 1), (3-33) 
则 方程 (3- 19) 的 志 解 是 一 致 稳定 的 .车 当 s > 0 时 w(s) > 0, 则 方 竹 (3-19) 的 零 解 
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是 …- 致 渐 近 稳定 的 ， 
例 8 考虑 自治 线性 RDDE 
F(t) = Artt) + Bx(lt - r), (3-34) 

其 中 xy 所 Ri.4, 百 为 mx 上 常数 阵 ,r = const > 0. 它 的 专 解 的 稳定 性 问题 可 以 用 
特征 根 的 分 布 去 讨论 ,不 过 显然 是 国难 的 .这 里 用 了 座 胃 来 判别 . 把 方程 (3-34) 本 
成 

X= 4900) + Bot— Th 
设 4 的 ”个 特征 根 皆 具 负 实 部 , 取 对 称 阵 C, 设 局 为 正定 的 (此 时 记 CC > 由 ,使 满足 

AC+CA=-D<0, 
妃 1 为 4 的 转 置 阵 , 又 设 E 为 正定 阵 , 作 FYF 汉 隙 为 


Vg) = yO Cp(0) + | y (0) Ep( 40. (3-35) 


由 KM) 的 表达 式 =3 3 了 正 数 bv, 后 得 
vi oO a Vp)aktlel. 
现在 计算 WP) 沿 方 程 (3-34) 的 全 导数 
Veo.an (Co¥) 三 一 ot0) Dpid) 十 2B (0) chat — r) 十 
PO Ep0) - pt- rr) Ep(l— 7), 
把 上 式 右 边 看 做 是 关于 pt0) .pf - r) 的 二 次 型 , 且 对 阵 4 , 召 峙 加 条 件 以 保证 阵 方 
程 可 解 得 C,E, 使 这 一 二 次 型 是 负 定 的 .由 定理 5= 方程 (3-34) 的 替 解 是 这 近 稳定 
的 . 换 句 话说 ,要 确定 4,8, 侣 ,EE ,使 得 对 称 阵 
DE -CB 
pe | (3.36) 
是 正定 的 .已 知 D > 0,E>0. 基 DD-E>0, 则 当 B8B = 0 时 (3-36) 式 是 正定 的 .于 
是 当 吾 的 模 | 号 上 充分 小 时 (3-36) 式 哥 持 是 正定 的 = 方程 (3-34) 零 解 浙 近 稳定 . 
例 9 用 VY 汉 耳 讨论 3.2.3 中 的 方程 
x = ar(tt} + ft rr = conad > 0, 《3-37) 
其 中 x 声 R. 取 VY 为 


Vig) = 二 pz(0) + p| p80)d0 ,1 > 0 (3-38) 


Vlq} 关于 方程 (3-37) 的 全 导数 为 

Vm (gp) = Ce- pet0) -pf0pf- r) - pp r). 
相应 的 (3- 折 ) 式 为 正定 的 条 件 是 

ayg>0, 4a- n> 人 
当 py = py 时 由 上 式 所 确定 的 18 1 到 值 范围 最 大 ,此 时 可 得 出 , 若 151< a, 则 
(3- 打 ) 式 的 零 解 Yr E 有, 都 是 渐 近 稳定 的 ,与 3.2.3 得 到 同一 结论 ， 
例 10 对 非 自 治 纯 量 方程 
XH) = (Cal)r(tt} + 再 (3 — r)), (3-39) 
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其 中 a( ,8(4) 当局 RR 时 有 和 界 连续 ,并 且 Ye R,ali) = 6 > 人 0 成 立 . 
仍 到 泛 函 为 (3-38) ,但 取 x = 廓 ,Vy) 关于 方程 (3-39) 的 导数 为 


Vamp = tatt} -ppt0) — Bio(O pt 7) - pp 站) 
苦 不 等 式 (2a(1) - 5)6 > (2) 关于 :+ 一致 成立 , 则 方程 (3-39) 的 零 解 是 一 致 源 近 
稳定 的 . 
用 Kg) 的 判 斌 定理 也 有 很 多 推广 


3.4 ”和 解 的 有 界 性 


3.4.1 有 和 界 性 与 最 终 有 界 的 定义 


定义 S$ 对 (ec.6p)6 人 CRxC, 若 存在 常数 村 = 和 (oo,w), 使 方程 (3-19) 过 
《az 的 的 解 光 056 当时 ,满足 1x(0tcvgp)1< 开 , 则 称 xt1,s yo 有 
办 

定 党 和 TH > 0,o 世 RR, 车 存在 币 = 村 fo, 厅 ) ,使 当 1pl< 上 时 ,Ya 有 
xsay9) | 季 , 则 称 方程 (3-19) 的 解 xftayy) 是 等 度 有 界 的 .车 放 与 9 无关, 则 
称 方程 (3- 19) 的 解 是 一 致 育 界 的 . 

定 必 7 车 存在 常数 时 > 0, 使 对 Yio,g) E Rx CC 总 存在 T= Tla,gp) > 
0 当 1 二 +T 时 ,有 |xtti,o,p) 1 < 机, 则 称 方程 (3-19) 的 解 为 最 疼 育 界 ( 或 半 竟 
有 界 )， 

定义 8 ” 若 存 在 常数 上 材 > 0, 且 对 旦 >0 及 ceE 及 ,存在 了 = T(ts,H) > 0, 使 
当 1ple 旦 时,wes+7 威 立 1zfcaollec 村 , 则 称 站 程 (3-19) 的 解 等 度 最 
终 有 界 .车 了 与 a 无关 , 则 称 方程 (3-19) 的 解 是 一 臻 最终 有 界 . 

这 些 定义 对 NFDE 也 成 立 . 


3.4.2 有 界 性 的 判别 准则 


对 于 生态 时 讲 系 统 , 正 解 非 和 加 上 在 界 , 构 成 了 生态 茶 统 持久 性 的 完整 合 尽 ， 
不 充 如 此 ,在 很 老 应 用 领域 中 解 的 有 界 性 以 及 这 种 界 的 估计 星人 对 关 重 要 的 .举例 说 
明 判 别 方法 .， 

定理 6 若 存 在 泛 函 及 w EE 友 , 正 常数 a,8,w 满足 条 件 

Vp el EREC: 

PL rx) laa 时 Fon na)} -pl /tx) 1: 

3 各 当 | xti1} 1< ww 时 Vo mt ts x) BB, 
则 方程 (3- 17) 的 解 一 致 有 有 界 . 

定理 7 设 定理 6 的 条 件 成 立 , 且 存在 常数 < > 0, 使 当 | x 1 a 时 ,V(t， 
2 声 -c, 则 方程 (3- 17) 的 解 是 一 致 最 终 有 界 的 . 

此 外 也 可 以 把 贝尔 曼 (R. Bellman) 关于 常 微 分 方程 的 不 等 式 估 计 方 法 用 于 时 
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洁 系 统 ， 
例 11 对 二 阶 方程 
XL) + ati)r(t) + BAFCrtt — T(t))) = ptt), {3- 和 0) 
其 中 eft ,B80 ,ff 连续 ,0 二 Tr{1) 有 T= conat. 方程 13-40) 的 线性 近似 方程 为 
ai) + qi)yaxtt) = 0. {3-41) 


它 有 了 两 个 解 x/(1) ,x2t1) 满足 


xi) x 

Ti) wot) 

反之 , 若 有 两 个 这 样 的 解 x1(0) ,xz(2) , 则 方程 (3-40) 过 点 to ,yp) 的 解 可 表示 为 
Nt Fp) = eriCE) 十 coxaft)} + 


| ao — x sre) pts) — bts)f xts — rts))) as， 


由 (3-42) 式 来 估计 解 的 界限 ,结果 是 在 下 述 条 件 成 立时 方程 (3-40? 的 一 切 解 有 界 ， 
即 


(3-42) 


1 方程 (3-41) 的 一 切 解 有 界 ; 


| | it} ldi< wm; 
当时 沁 x) 正 值 单 增 ; 


于 | 考 = 的 - 
事实 上 ,YeER,pEC 记 = ct+e, 且 
MH = max[ sup, | 二 上 (sup, | xat£) . | b(t) ER 1 p(t) | de], 
则 当 sz+zr 时 ,由 (3-42) 式 , 有 
(tr) 1 M+ 20 2M (5) 1 fsbs — el tds 


< CH+2 + l | bE) TF wths = Ts)) [Dds. (3-43) 


再 记 4 = CM + 2M3,B = 2i2. 由 条 件 3 ,有 
A xe (OD eAA+ BB] 1 AL zs rs)) Das). 
由 此 得 


| [ato | < 吾 | 0) 1 
A+ 下 50D IA x(s - es)) Dds) 


记 $(u) = | 7 ,4 < ' 则 上 式 为 


pA + sl | Bs) {FO x Cs 73)) Dds) & BBE), 
上 式 两 边 自 o 到 st > o) 积分 之 ,得 
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三 {4 + 引 | Bs) LA x{s — Ts) 1)ds) <|B | B{s) | ds. 
由 于 对 (w) 单 增 ,页 
和 + a| | BCs) EAL xts - rs) [ds 二 oa | 下 3) | ds), 


注意 到 4 的 定义 及 (3-49) 二 当 上 zat+z 时 ,有 最 后 个 式 
[x(t re)) le BCBN). 


4 振动 性 与 周期 解 


4.1 ”振动 性 的 定义 问题 


4.1.1 解 拔 动 定 闵 的 直接 推广 


考虑 常 微分 方程 
x + pANs CE) + qlt)x{t)} = fi). (4-1) 
称 方 程 (4-1) 的 解 且 振动 的 . 若 对 方程 (4-1) 的 非 零 解 x( 在 在 序列 [1,4 一， 
上 二 w 使 得 x(a) = 0 = 1,2,… 则 称 x(1) 是 振动 的 .反之 称 为 非 振动 的 . 
对 泛 函 微分 方程 


(CD = fts), (4-2) 
Ds os,). (4-3) 


下 文 以 方程 (4-2) 为 例 , 相 关 的 定义 与 方法 对 方程 (4-3) 也 让 肯 , 党 用 常 微分 方程 
的 定义 如 下 . 

定义 1 若 对 方程 .4-2) 的 非 零 解 x{1,o,8) 存在 1 ,Yi KK 一 和 一 时 
使 得 xfa) = 0,k = 1,2,… 则 称 x(t,a ,gp) 是 振动 的 .否则 你 为 非 振动 的 . 

若 方程 (4-2) 的 一 切 非 零 解 都 是 振动 的 , 则 称 方程 (4-2) 是 振动 的 . 

稍为 留意 “下 便 可 以 看 出 ,这 种 直接 引用 常 微 定义 的 做 法 是 有 缺点 的 . 考察 如 


卜 例 地 . 
例 1 方程 
XE = ali)xtt 1); (4-4) 
2aimrr， 上 E [2n,2n +1]; 
«tt) = {oi 1€ [2n 12n], "7 +! 
设 zE(-1D), 则 :23 以 后 xfb = 0. 
例 2 上 方程 


x = herrxtt — 1); {4-5) 
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0, 去 时; 
bili) = {1 站 < 
属 ， :> | 
是 1.2.8 中 例 12, 当 上 1 区 后 欣 昌 一作 
这 类 方程 的 解 自 某 一 时 刻 以 后 恒 等 于 0, 不 用 说 它 满足 定义 1 中 关于 振 涉 的 定 
只, 但 它 事实 上 并 不 振动 .但 由 于 不 少 学 者 均 直 接 采 用 这 种 定义 ,所 以 暂 香 把 它 叫 
做 "广义 振动 ” 
4.1.2 严格 振动 的 定义 


为 了 排除 例 1, 例 2 的 情形 引信 如 下 定义 . 

定 交 2 设 x(1,s,y) 蚌 方程 (4-2}{ 或 (4-3)) 过 to,g) 的 一 个 解 ,车 存在 T(s， 
jp) za, 鸽 当 上 zz Too 时 xftr,op) = 0, 则 称 xftic,p) 是 一 个 最 终 零 解 ,否则 
为 非 最 终 零 解 . 

由 此 重新 给 出 振动 性 的 定义 . 

定义 3 设 xti,o,p) 是 方程 (4-2)( 或 (4-3)) 过 (sfF) 的 一 个 非 最 终 零 解 , 且 
存在 序列 和 ,太一 %, 当 上 一 w 时 ,使 得 x(t,o,g) = , 则 称 x{1,o,y) 是 方程 
(4-2){ 或 (4-3)) 的 一 个 振动 解 .否则 称 * 为 非 振动 的 . 苦 - -个 FDE 的 所 有 非 最 线 零 
解 都 是 振动 的 , 则 称 此 方程 为 振动 的 (有 时 称 这 定 交 下 的 拔 动 为 "严格 振动 ). 

振动 性 的 问题 可 归 为 以 下 4 种 情形 : 

ls 判断 方程 至 少 有 一 个 振动 解 ; 

2 判断 方程 是 振动 的 ; 

字 判断 方程 一 切 解 非 振 动 ; 

中 判断 方程 是 否 存 在 最 终 零 解 ， 


4.2 ”振动 性 的 判别 


4.2.1 线性 自治 DDE 的 振动 性 


定 实 4 设 x(i,o,F) 为 方程 (4-2)( 或 (4-3)) 过 (go,w) 的 解 ,车 3 rio,w) 沁 
9; 使 得 当 $ 二 rta ,gp) 时 ,有 | xttiso,g) 1> 0( 或 者 1 x(i,o,g) 1 < 人 0 则 称 <(1， 
yp) 为 一 最 绕 正 (或 负 ) 解 . 

所 以 振动 是 指 既 非 最终 正 甫 亦 非 最终 负 解 的 情形 . 产 格 振 惑 达 排除 最 终 零 解 
的 情形 ， 

对 线性 自治 DDE, 设 它 的 特征 方程 为 h(tA) = 0.Hi4.2.1 显然 有 

PRCA = 了 0 的 一 个 非 实 的 根 1 对 应 于 方程 的 一 乌 拱 动 解 eye ,ol EE 中 

2 RO = 人 0 的 一 个 实 箭 ,对 应 于 方程 的 一 簇 非 据 蔬 和解 cye*2' ,ery E 民 ; 

3 当 且 仅 当 A(4) = 旭 没 有 实 根 时 ,方程 的 一 切 解 振动 . 
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4.2.2 一 阶 非 定常 DDE 的 操 动 性 
考 虚 两 个 微分 不 等 式 和 一 阶 方程 


XE) 十 光一) < 0; (4-6) 
XE 4 pt)att — rt)) = 0; (4-7) 
XU + pxtt - zt)) = 0, (4-8) 


记 g(tf) = 1 -rlf) ,要求 0 < g(t) < 连续, ptt) 连 纵 ,上 lim g(t) = + 多; 则 有 
定理 1 若 戌 立 
im) pds > 一， (4-9) 


则 有 
1? (4-6) 式 无 最 终 正 解 ; 
名 (4-7) 式 无 最 终 负 解 ; 
3 (4-8) 式 一 切 解 都 是 振动 的 . 
证 ”不 失 一 般 性 , 设 gi) 非 减 , 且 记 501) = darg{ s) , 丰 难 推出 (4-9) 式 等 价 


上 1 
于 ij， e(s)d > ee 


[ ei 


对 1 , 设 x(1) 是 (4-0) 式 的 一 个 最 和 终 正解, 对 i 二 ,xtg00) > 0. 由 (4-9) 式 
3 tz > 4 使 得 


Pts)ds > o> eel, ff (4- 10) 
gtt 
由 于 x {< 人 0 二 六 由 ;出 (4-0) 式 分 离 变 量 , 从 gt 站 到 1 积分 得 In(x(0)/Ax(g(1))) 
+) pds 所 0,t 3 同 ; 末 即 1 时 ,n(x (gl) YD)) =| p(s)ds 宇 <, 因 
为 局 eg 0 成 立 二 xtgCD)VAx(t) = ec,t 六 和 2. 重复 下 述 做 法 二 存在 序列 
1 上 ,使 得 
x gE /tt) > (ec)t,t wh. (4-11) 
由 (4-10) 式 , 存 在 +” 使 得 
| pod 六 于 ， | pls)ds > 3， 1 之 丰 ， 
理由 (4-6) 式 从 g(t1) 到 17 积分 ,得 
xD) - xfg(D) + | pls)s(g(s)ds «0. 
这 意味 着 
x(g{t)) 2 x(g(t")) 7. (4-12) 
类 似 地 有 
#0) -x+ os(te(o)dss0、 
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故 有 
xf x(g(t)) 5. (4-13) 
合并 (4-12) 式 和 {4-13) 式 , 得 
x ) zs 全) (4-14) 
由 (4-11) 式 .(4-14) 式 ,得 
(2) > & i (ec),, Yr (4-15) 


选 餐 上 充分 使 (ec)* > ( 之】 ,由 于 ec > 1. 这 是 可 能 的 = 与 (4-15) 式 巴 盾 , 类 
和 似 可 证 字 ,由 了, 地 
定理 2 设 (4-3) 式 中 p,r 尼 正 数 , 且 pre << 1, 则 (4-8) 式 有 一 :个 韭 捧 动 解 ， 
事实 上 ,此 时 (4-8} 式 是 自治 的 ,特征 方程 为 A = 4 pe = TO = 让 
> 从 且 


if ~ 十 ) = ol pe = PE! <0 
r r r 


一 存在 非 负 实 数 AE [- 十 ,0] 使 ee 是 (4-8) 式 的 -个 收 振 动 解 
推论 1 车 p,r 管 正 数 , 则 (4-8) 式 一 切 解 都 是 振动 的 充 要 条 件 是 pre > 1. 
例 3 对 方程 
F(te yt 1)=0. 
这 里 pre = 1 一 有 一 个 非 振动 解 yt1) = e- {定理 2). 
例 4 方程 
. i 1 
CD + Tal 二 | = 0， 
其 中 p(4》= l7(eln2)4rfz) = 方 ,显然 有 


| pku = e- ， 


所 以 它 不 满足 定理 1 条 件 , 有 非 振 动 解 x(1) = F,e = - 1An2. 
定理 3 设 4 六 0,p 之 0 为 常数 ,考虑 


TO 了 esf tr prtt- re0. {4-16} 
TE arti) + ptf Tt). {4-17) 
T+ art) + prtr = 有 (4- 18} 


若 成 立 pr > 二 en sa > 0, 则 方程 (4-18) 一 切 解 振 动 . 


4.2.3 二 阶 系统 的 报 动 性 
考 虚 方程 
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Xx) — a(t)xtt) [PCODxzti -2r) = 0. (4-19) 
定理 4 设 aft)s0,3f0 30 连续 ER,p,r 是 正常 数量 pre > 1, 则 方程 
(4-19) 的 一 切 解 振 动 . 

证 ”者 结论 不 眠 立 , 则 方程 (4-19) 存在 有 界 解 xtt) 使 得 当 s 充分 大 时 有 并 日 
>0,f> 0 一 当 : 上 >aza+2r 时 ,成 立 xf -2r) > 00, 由 方程 (4-19), 当 :>a+2r 
时 ,xft) > 放 , 豆 x (0 递增 ,由 x(t) 有 界 , 方 程 (4-19) 一 < 07) > 人 0, 令 

和 人 二 {4-20 
则 xC0) 当 上 充分 大 时 为 负 , 对 (4-20) 式 两 边 求 导 , 得 

Ft) = X(t) -人 -Th)， 
于 是 有 

Yi)j+ ptt—r) = x pr (ET + 人 工 ) - pexzft -2r) 

= Axr(e) + qt x(tt 2] 3， 
即 yy(0) + py(t -7f) 2 人 0, 由 定理 3 及 pre > 1 一 它 没有 最 终 负 解 ,这 与 (4-20) 式 予 
盾 = 定理 结论 成 立 ， 


4.3 ”周期 解 的 判别 


4.3,1 周期 方程 与 周期 解 


设 x ER 考虑 DDE 
FOE) = FO XO XC Tx rr)), (4-21) 
XE) = GE KOE ,x(t - cr)), {4-22) 
其 中 FF,G EE RR*,r = const = 人 0, 设 (4-21) 式 存在 周期 为 了 的 周期 解 x,(i), 则 由 
xi) 代入 (4-21) 式 或 (4-22) 式 得 恒等式 
XI) 本 FOL NIE NIE 一天) 
Tt+ T= Fit+t TNAt + TNEt+t To- ri mit+ Tr)). 
由 所 说 如 (+ T= x 了) X(t) 合并 上 两 式 , 得 
Fr + TR KE FR TT) Ft x x TR 0)). 
这 说 明 当 (4-21 式 或 (4-22) 式 存在 周期 为 了 的 周期 解 zif 村 ,函数 下 沿 着 这 个 解 
是 周期 为 7 的 周期 函数 ,反之 不 真 .或 者 说 (4-21) 式 .(4-22) 式 存 在 周期 解 时 , 右 端 
函数 未 必 关 于 1 是 周期 的 ,例如 
例 5 考虑 方程 
x (1) = cost + [x Ct) + PE) IF x), yO) x YE) 
yt) = sint + [rt) + y(t#) — 1 Ft, x{t), yt), rt - rT), y(t rc)). 
不 问 所 ,下 次 何 , 恒 有 周期 解 x = sint,y = cost. 
方程 
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T(t) = Fx) rtt— rst T+ A) {4-23) 
仅 当 tw) 是 局 期 消 数 时 才 存 可 能 存在 周期 解 ,而 且 解 的 局 期 只 能 等 于 14) 的 周期 
或 者 是 它 的 整数 倍 , 即 方程 (4-23) 存在 周期 解 的 必要 条 件 是 上 1) 为 :的 周期 晴 数 . 


4.3.2 齐 次 自治 线性 DDE 的 周期 解 


以 线性 RDDE 为 例 
TE) = Ax(t) + Br(t —- r), {4-24) 
TE RA 有 汶 nn xn 常数 阵 , = const = 9, 其 特征 方程 为 
hla,r) = det[Af -A He*] = 0. (4-25} 


定理 5 方程 (4- 守 ) 存在 周期 解 的 充 要 条件 为 (4-25) 式 有 非 零 纯 虚 根 ， 

证 ”充分 性 是 曙 然 的 ,这 里 证 必要 性 , 设 x(1) ER" 越 方程 (4-24) 的 一 个 周期 
解 ,不 妨 记 它 的 周期 为 341, 因为 rz = const, 故 不 入 腾 z = 0. 由 x{1) 的 局 期 性 志 x(1) 
在 [- r,%) 上 连续 可 微 ,于 是 在 其 上 可 展开 为 梢 里 叶 (Fourier) 级 数 


X(t) = pp {4-26) 
Pp 
其 中 ce = 击 |xCDe 名 qn, 由 x(t) 的 可 微 性 有 
Xi) = S$. i ce (4-27) 


把 (4-26) 式 、{4-27) 式 代入 方 程 (4-24) ,得 
3 [i 4 ~ Be]eet = 0， 
故 有 7 
[i Mr - A- Her]e =0. k=0,+1," 

车 (4-5) 式 无 纯 虚 根 , 则 对 一 切 上 有 c= 0 政 盾 . 

对 rn 阶 自治 RDDE 定 理 结 论 仍 成 立 ,不 仅 如 此 ,对 NDDE 定 理 5 的 结论 也 成 立 ， 

4.3.3 非 齐 次 线性 自治 DDE 

考虑 方程 


> > aa - 5) = ft), (4-28) 


jd eo 
其 中 a 是 常数 .0 = ro < TI < … < re 都 是 常数 ,ao 关 0. 由 4.3.1 专 仅 当 六 由 为 
周期 的 情形 才 可 能 有 周期 解 , 其 周期 等 于 f(1) 的 周期 或 为 它 的 整数 倍 . 设 上 的 周期 
为 7. 作 变换 : = 去 避 . 则 周期 换 为 2x 
如 上 所 述 ,可 证 fi0) 为 1 wo 时 以 2x 为 周期 的 连续 卫 数 而 不 失 一 般 性 ,把 它 展 
开 为 傅 里 叶 级 数 
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/= ser, (4-29) 
适当 做 些 限 制 ,上 式 可 以 写成 实 的 形式 
A = 人 (aocosp + Bsinpt), 
(4-28) 式 的 齐 次 方程 的 特征 方程 为 
h(AY = 2 Pope = 0. (4-30) 
be 着 (4-30) 式 只 有 纯 患 根 , 亦 即 不 出 现 共振 的 情形 , 则 点 用 瘟 加 原理 ,有 
md - 5) = i x 
对 应 于 右边 每 一 个 被 加 项 的 诸 方 程 为 
> oad ~ 0) = oer, p=+l,+2,, 


它 的 解 为 4pe* ,4 = 9p/h(ip) , 电 这 些 解 作 和 ,得 


x(£) = 之 记 Ris) ci ， (4-31) 
(4-31) 式 收 化 目次 可 微 , 因 为 它 的 系数 是 4a,/h(ip) 与 (4-29) 式 的 系数 a, 比较 ， 
当 上 p 充分 太 时 有 


hip) = Op*),， 当 p 一 wm 时 ， 
此 时 有 1 ea 171TACip) 1<149,1; 于 是 由 (4-29) 式 的 一 致 收敛 性 二 (4-31) 式 的 一 
致 收 笋 性 ,而且 是 次 可 微 的 二 14- 好 ) 式 有 唯一 的 周期 解 . 
2 车 (A) 至少 有 一 个 零点 接近 于 im(m 为 整数 ), 则 当 4, < 0 或 @_。 x 0 时 
出 现 共振 现象 ,系数 的 模 | es。，17 | h(im) | 比 起 在 im 附近 没有 根 的 情形 耳 增 ， 
{4-31) 式 的 归 合 性 失去 保证 . 
3 若 凤 (A 的 粮 之 -- 等 于 im, 且 人 2。 zz 0,3.。 0, 则 周 吉 解 不 存在 . 
下 若 h(4) 的 根 有 一 个 等 于 im, 且 &。 = 0,6_。 = 0, 没 有 其 他 的 整数 纯 虚 根 ， 
则 存在 形 如 {4-31) 式 的 双 参 数 周期 解 ， 
例 6 讨论 方程 
T+ af t+ br(tt- 5r) = 大昌 ， 【4-32) 
ft) = 2 + > (ucoon + Bainmt). 
旭 上 所 述 (4- 各 ) 式 对 应 的 齐 次 方 程 的 特征 方程 
h(iAY = A+a+t+ be =0 
的 根 分 以 下 几 种 情形 . 
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lp 车 hCA) = 0 无 整数 纯 虚 根 , 即 4 = imfm = 1,2 一) ,him) 关 习 . 此 时 不 出 
现 共振 一 (14-32) 趟 只 有 一 个 周期 解 .事实 上 ,由 得 加 原理 ,方程 


和 《二 Et) 二 bxr{ft— r} = ”> 


得 出 闪 数 和 为 = 5024 9 , 则 非 共振 情形 只 有 一 个 周期 角 


“(= at 
> ,Le a + becosnr) + PH{ bsinnr 一 nicosnt 
pp (a 十 beosnr): + (Bsinnr — n): 


[Bla + boosnr) — an( bsinnr 一 in) 


(a + bcosnr)?: + Chsinnr - a) 
2 若 特 征 方程 h(4) = 0 有 整数 纯 嵌 要 + im, 则 出 更 时 振 ,方程 (4- 抽 ) 的 周期 
解 忆 当 


一 | pC oosmadt, B, 三 | psinmrd = 心 


时 , 才 可 能 存在 . 而 且 方 竹 (4-32) 的 解 共 有 与 1* 相同 的 形式 .但 cosmi 与 sinmy 的 系 
数 是 任意 常数 . 


4.3.4 ”小 参数 法 求 周 期 解 


考 虚 方程 
TE rtt) + bxrtt- Tr) = A + etd rit) rt TH) (4-33) 


FP 连续 函数 /和 ? 是 上 的 周期 为 2x 的 周期 函数 ; 
z 方程 (4-33) 的 线性 部 分 的 特征 根 骨 具 负 实 部 ; 
ef ,+*，*) 对 充分 小 的 Ey | 在 导出 方程 
EE) + ax(t) + brtt — T) = FL) 
的 周期 解 x (41) 的 近 旁 是 第 2,3,4 个 变 元 的 解析 函数 ; 
4 a,5,rz >0 篆 带 数 ， 
则 对 每 一 个 充分 小 的 | £1, 都 有 方程 (4-33) 的 周期 解 x(: ,pg) 使 得 
limxtt, 4) = x (0), (4-34) 
而 且 这 个 周期 解 可 表示 成 形式 
x = xoCt) + pr) tt + {4-35) 
其 中 Roy = DO .(4-35) 式 中 的 系数 x( 上 是 把 (4-35) 式 代 人 方程 (4-33) 
比较 yy 的 同 次 项 系数 .得 到 的 一 列 常 微分 方程 
Xolt} + axot ft) + Brott - 7) = F(t), 
Xa) + oxitt) + brilt — 5) = glt, xolt), xolt - 5),0), 


xatl) + oxatt) + bralt - 7) = (¥), * un EE), M 
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x 一 )( Fe 可) ， 


它们 的 周期 解 便 取 为 妈 ( ,= 0,1,… 其 中 记号 人 .表示 括 导 中 变 元 ，xt - 
rr 应 当代 之 以 相应 的 姑 [ xott - z),0. 
对 模 充 分 小 的 上 ,可 用 绍 德尔 {Schauder) 不 动 点 定理 ,或 逐次 通 近 法 证 明 方 程 


(4-33)w- 周期 解 的 存在 性 ， 
机 7 讨论 方程 


4 (1) — #4 -= sint + Ac 人 人， 十 和 及 (4-36} 
的 近似 解 -w 周期 解 , 仍 将 解 瑟 成 (4-35) 式 的 形式 .但 只 加 两 项 , 故 
xoLt) 一 xolt 一 2) = saint. 


不 共振 的 情形 ,可 求 得 解 为 形式 
xf ti = Acoat + Baint. 


由 此 得 xo(1) = - 方 cost, 进 而 有 
(8) x(t 于) = 区 (1) = 言 (1L+ e024)， 


于 是 


«1(t) =- 二 + + eas24， 


NEE) 5 一 六 cost + 16 (cos2t — 2). 


5 泛 函 微分 方程 基本 理论 
5.1 有 限时 滞 溃 后 型 泛 函 微分 方程 


5.1.1 看 在 唯一 性 
设 zERpEC-r0O,R OCRxR 是 开 集 ,产品 一 术 连续 , 则 由 
1.3.4, 滞后 型 泛 函 冬 分 方 种 RFDE 的 初 值 向 题 可 以 写 霹 
KC = 加 )， 区 = 刘 ， (5-1) 
其 中 中 全 Cr = xftd+ 有 0E[- r:0]. 它 等 价 于 积分 方程 
zt = (0) + fs.)ds, 


Xr 二 和 人， 上 之 万. 


(5-2) 
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引 理 1 车 xE clo-ratal,R"),a > 0, 网 当 iE [oat+al 时 x = x(t 
+ 加) 基于 上 是 连续 的 ， 

证 ”由 xti) 在 [o - r,o + a] 上 一 至 连 续 可 推出 ¥8 >0, 习 Be) > 0, 使 当 
it-s1l< 人 3 时 ,| x(t1) - x(3) | < 6 将 酒 在 [s,s + a] 下, 当 1t-s1< 人 时 ,有 
| t+B)-AwTs+B1< es 8Ei- r0], 有 如 结论 成 立 . 

扩充 9 的 定妆 范围 , 引 人 

~ ”P， 了 -二 Pei 
9 (人 1 2 0, 
再 引进 零 初 始 条 件 : 设 YL 为 方程 (5-1) 过 4,p) 的 解 , 令 


x(ort) = Peo) +t y(t ta-r. 


把 上 式 代 入 方程 (5-2) 并 注意 到 上 E 【- r,0] 时 ,有 


Yt) = x(o+t)- Plot+t)= Xr Prt) = 0. 
而 当 上 0 时 


yi) = rls + 1) -Peri) = xla+ tr) -yp(0) 
= | ee + ,各 + 及 ds 


其 中 令 5 = s + o, 再 记 yo = y(0), 则 方程 (5-2) 化 为 零 闭 值 问题 . 

记 Y 为 Rx 人 C 的 子 集 ,f:V 一 R" 连续 ,f 的 爹 休 记 为 COV,R") ,CCV,R*) Cc 
C(V,R")》 是 有 界 泛 卫 了 组 成 的 子 集 , 赋 C0 以 范 数 

ifiy= oR At) 1 ， 

则 CCV,R") 是 一 个 巴 拿 赫 空间 . 

Ya,BpE 到 ,定义 六 = [Oal,Be= ly 人 Ciwis 有 (op) = ly€ 
Ct{ -~ r,a1,R"), yo 二 昨 , 加 和 Br,t 洒 Ll. 

引 理 2 设 吕 CRx 心 是 开 集 ,下 CC 人 0 是 紧 集 ,ECON,R"*) 是 给 定 的 , 则 

ls 习 刺 的 一 个 邻 域 yYC 吕 使 疡 ECOOP,R"), 且 在 在 瑚 的 一 个 邻 起 才 茎 
Co0f PR") 及 正常 数 导 使 

(fis,p) < Mtr, pg} EV, fe uv; (5-3) 

?Yo pg) E Wd,p,YeE Ly EB(a,P) NH 有 (0 + £9, + Pi) 
Ek . 

证 对 le ,由 四 是 紧 的 ,f9 在 站 中 连续 二 (on0,po) E 钙 时 存在 时 ,使 成 立 
17oeo ,oo i < Ni, 同时 由 ?的 连续 性 ,存在 常数 = ,1,e 使 成 立 : 


Fiori yl< M+ es: NM; 
《co EE Wi) EEx. 
再 构造 了 为 形式 
Va art pt po PE W(t WI)EL-x Bl!, 
则 VC,fF" 在 VY 中 有 界 , 即 Ff?E CoVY,R") 并 且 jf" 的 充分 小 邻 域 UC CV 
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R") 使 (5-3) 式 成 立 ， _ 
对 2 ,到 有 ED0,5), 由 且 是 紧 的 , 故 可 选择 ea E (0,o) 使 YCo,9 EE W,t 
万 工 , | 和 1< 及 时 成 立 


| po -pl< 万 -月 ， 
由 此 推出 


yr ely ltip, -pi<p+B-B=h, 
其 中 1B,i9 lcsp, 当 1t€E Ly E.R PB) 时 + ty + Pi) E 
FF, 


现在 由 积分 方程 (5-2) 定义 积分 算 子 T 为 
T:Wx UxB(la BC- re] Ri 


Tig, wp, Y(t) = | rc 二 3 各 ds 


Tia ,gfy) = 0, 1t€EL-r,0]. 

引 理 3 设 人 0cC RRx CC 为 开 集 , 开 己 各 为 紧 集 ,f°E CON,R") 向 定 ,分 域 几 ， 
VF 及 常数 上 ,a ,PF 是 引 理 2 中 取 定 的 , 则 

TT 是 连 夸 的; 

包 在 忆 ([- r,a],R") 中 让 在 紧 集 天 ,使 

T:Wx Ux.Bta,P) 一 大; 
节 若 司 三 有, 则 有 
TWx UxS( a) — .2 {a,). 

证 由 工 的 定 多 显然 有 TWx x CR 证 产 :由 

($5-3) 式 ¥tEi 有 
| Tlie sp fy) - Tio, pf yr) ls MIt-rl, 
(Tio, ,fy 及 
定义 紧 集 外 为 
K= EC ral,R): 1 gt) -gtr ie Mt-ril,l s(t) lc Ml, 
所 内 T: 肌 xx. 二 (a 们 一 天 ,车 和 二 用 则 天 c 记 . 吕 (a,B), 邦 了》 成立 .最 后 证 
P : 设 (o pf) E Wx Ux plo) Kw pf rn, 
pf EE Rmx UxBaB) ,由 Ti ,FY) E KK, [1 是 紧 的 二 了 子 诺 
列 { 不 妨 设 为 它 自身 ) 以 及 一 个 r € 天 ,使 得 
Ta gp, fp) rk om, 

由 于 YerE ,有 


fg sp + p= Fog + Do 二 如)， 
出 引 理 2 一 诸 产 一 致 有 界 , 故 用 勤 贝 阁 {Lehesgue) 控制 收 襄 定理 推 知 Y¥1 天 ,有 


rD = lim] fo + ss + pds = | fe + s,s + ds 
= To, gf (0). 
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因此 所 有 于 序列 收敛 的 极限 是 rt2) = T(o ,gf ?9) (4), 并 且 由 (5-3) 式 每 个 于 
序列 都 有 收 敲 的 子 序 列 , 即 原 序 列 收 就 ,T 的 连续 性 得 证 . 

组 德 尔 不 动 点 定理 :* 设 了 为 巴 拿 赫 空间 , 悦 为 了 的 有 界 凸 集 , 算 于 T:7 一 已 是 
全 连续 的 , 则 T 在 {中 有 一 个 不 动 点 ”.(T 全 连续 <>Y¥ 有 界 集 8 C 5,TB 是 准 紧 
的 ,或 者 说 TB 的 闵 包 是 紧 的 ). 

定理 1 设 人 CRx 人 CC 为 开 集 ,f° 七 C(O0,R"), 若 (og ,pp) 所 如, 则 存在 
RFDE(f?) 过 (oz ,9 ) 的 一 个 解 . 

证 取 罗 = | (cp)i 为 一 单 点 集 , 由 于 .如 [ae,8) 是 空间 CCL[- ra],R") 的 
有 界 闭 凸 集 , 由 引 理 3, 绍 德尔 不 动 点 定理 立即 推 知 :全 连 绪 算 子 T = Tc ,9, 扩 ,) 
在 .局 (a,8B} 中 有 一 个 不 动 点 , 即 为 (5-1) 式 过 (ae ,q) 的 前 xr(o, 9 了 (1) 

定理 2 设 介 CRx 人 CC 为 开 集 , 玉 Cn 是 紧 集 ,f*& CCN,R") 给 定 , 则 下 
的 邻 域 Y CA 使 fF? E CR ,I 的 一 个 邻 域 UC CCV,R") 和 a > 人 0 使 得 
Yap) Wm,AE VU,RFDE(A 在 fo - r,so + a] 上 存在 过 (so ,gp} 的 一 个 解 xto,*， 
Nt). 

以 了 和 代替 f°. 与 定理 1 类 似 证 明 ， 

定理 3 设 0c Rx 人 为 开 集 ,FE CC0,R"),f(1.p) 在 从 中 的 每 一 紧 集 里 
关于 满足 利 普 希 获 条 件 

fitsp) - ftw Ileal wl. 

若 (o ,9p) EE 如 , 则 (5-1) 式 过 (so ,9) 有 唯一 一 个 解 . 

证 ”由 定理 1 可知 过 {o, 9) 的 解 存在 ,如 引 理 2 定义 上 ,Bo, 设 x,y 都 是 (5-1) 
式 在 [a - r,o + a] 上 过 (o ,9) 的 解 .x = y= 下, 则 


x{1) — pt) = | ra — fis,y,) ils, 
Ky = 0. 
若 在 任何 包含 轨道 it,x.)1 ,ty)| ,+t 工 的 紧 集中 ,1,9) 在 此 时 集中 的 利 普 
希 蕊 常数 为 ,选取 a' 使 有 ”<la 二 ea, 当 上 E = [oo,o+a”] 时 ,有 


| x{t) — y(t) i< [1 lx 一 站 | 中 


和 和 ”sp [Tipl< sp Ia- {1.terk. 
EE: 和 于 | EE 


由 到- 是 闭 区 间 , 故 有 
BTX ~ pl) 1 < ,up, [x {5-4) 
当 4E [6 -1.o] 时 1x(1) - y(1) 1= 0, 故 有 
,up | x pee} | aup | 二 -下 上. 


这 与 (5-4) 式 不 合 ,重复 上 述 论 证 可 得 在 Fe + e" ,c+2a ”1 上 xf = ?fb, 依 此 类 
推 得 证 . 


5.1.2 连续 依赖 性 
现在 指 的 是 (5-1) 式 的 解 (oa,9, 门 关于 ,儿子 的 连续 依赖 性 癌 题 . 对 
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(5-1) 式 , 设 吕 CRxC 是 开 集 ,是 (中 加) 一 (o0,90) ,其 中 (中 可) ,100) E 站， 
ko 足够 大 ,定义 

W= 村 cr) = 0,k > kol 
二 Pp 是 紧 的 .由 引 理 2 二 xz, 请 ER- [0 ,使 天 CVC 人 ,PF 也 是 紧 的 ,定义 为 

V= rp wd EE Wt Ww) EE h — rst, 
并 且 存 在 AE€ (0,8),a € (0,a) ,使 当 (t,w)}E x 时 ,有 
Co + WE V0 

或 者 当 欠 生 , 凶 (ap 时 ,对 鲍 的 扩张 县 ,网 = yt 成 立 


(a B+ pe) TE 0 

定理 4 设 人 2cC Rx 人 CC 基 开 集 , 玉 ,VV 如 上 定义 是 紧 集 .车 一 一 
1 0 则 由 下 一 o0,35 使 上 +a = ,有 

te 知 适 当 大 时 方程 

EE = 0 

过 (ot ,gr) 的 解 本 1 在 [of -r,s + a] 上 存在 ; 

Pe > 0 时 在 [r+ e.] 上 有 定义 ,当头 一 
o 时 巷 ( 昌 一 如 (人间 , 当 有 [ao-r+eyt] 时 是 一 束 的 . 


5.1.3 解 的 延 拓 与 原子 性 


对 初 值 问题 (5-1) , 洛 :的 正 向 有 类 似 于 常 微分 方程 的 延 哲 定 理 , 先 给 出 人 台 庆 
的 定义 . 
定义 1 设 (5-1) 式 在 Le - r,a] 上 的 一 个 解 xf{ 中 ,这 里 e > o ,车 存在 一 个 


> & ;使 定义 在 [o - +r,8) 上 的 函数 (在 fo - r,a] 上 等 了 x(?) 在 [o ,5) 上 满 


足 (5- 了 1 式 , 则 称 xX (41) 是 x(1) 的 一 个 延 拓 , 确 切 地 说 Yi) 的 定义 场 比 xfe) 延 
拓 了 [as,8) 这 一 长 度 的 区 间 . 

车 这 种 延 拓 不 存在 , 则 称 x(2) 是 一 个 不 可 延 帮 和 解 .此 时 | sz - r,e) 叫 敌 解 的 最 
大 存在 区 间 . 

定理 5 设 站 cc Rx 人 CC 是 开 集 ,f ECON,R"), 若 x() 是 (5-1) 式 在 [og - ra) 
上 的 一 个 不 可 延 拓 解 , 则 对 任何 8 中 的 紧 集 于 ,3 三 使 (i,x) EE 生 ,t EE [tsa) 

至 于 反 向 延 拓 , 则 需 详尽 说 明 它 的 含义 和 问题 所 在 .由 于 解 的 一 段 是 指定 的 万 
始 郴 数 p 万 C, 而 它 未 必 在 [so - r,z] 上 可 微 , 当 然 更 未 必 满 册 FFDE( 方 ,因此 解 的 
友 向 延 拓 应 有 特定 含义 . 

定义 2 设 0QcRxC 是 开 集 ,FfE C(O,R") ,函数 x(t) EE Cl[o-r-a,o]， 
R") ,a » 0. 若 

P= 9; 

PT YaEls- rao), ) Een; 

3 xb 在 [cl - rz] 上 的 限制 是 方程 RFDE(P 在 [ol - "el 上 过 (cx ) 的 
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解 , 记 为 (4)， 


则 称 (1) 是 (5-1) 式 过 (so ,pp) 的 解 的 一 个 友 向 延 拓 . 
当初 始 值 s 取 定 , 治 上 3 go 的 正 向 求解 是 一 种 积分 延 打 ,而 沿 4 志 o 求解 则 是 
微分 延 扫 .这 与 超前 型 方程 正好 相反 .由 于 初 妈 晃 数 g EC. 闪 站 连 总 而 不 本 微 ,出 
肯定 不 能 反 向 延 拓 ,即使 p 连续 可 微 ,也 还 必须 满足 一 系列 条 件 站 {1) 才 存 在 .所 
以 ,对 RFDRE 方 一般 地 说 是 不 能 负 同 求解 的 . 从 应 用 背景 看 ,RFDEL 有 六 与 扫 物 型 偏 
微分 方程 类 似 , 可 能 描述 丧 增 加 的 某 种 扩散 过 程 , 这 种 过 程 是 不 可 六 的 ， 
例 1 设 zERarn0ar-uhr>f0 毕 常数 ,方程 
EY = oxtt} + hr{t— rr). (5-5) 
选取 so = 0, 初 始 画 数 间 = 大 = consty,t 亡 [-r,0]. 方 程 (5-5) 改 为 
Xt) ortt) 
; ， 
他 站 = 上 -Fr, 则 上 起 为 x(5) = Ts (f+) ofttt + ,HEL-2r,—-r| 


时 x) 0 = 些 , 由 所 设 _ 全 2 
k 二 x(t) 在 -rr 寻 不 连续 .而 所 谓 的 反 向 延 拓 和 解 措 的 是 连续 解 .在 这 个 意 久 上 说 ,不 
存在 满足 初 值 pf = 上, 人 [- r,0] 的 反 向 延 拓 解 .这 里 p = 下 是 连续 可 微 的 . 
为 了 和 毕 出 反 向 迁 拓 定理 ,必须 引 和 算 子 麻 子 性 的 糙 念 
例 2 考虑 方程 


rttor) 三 


XE = alti}x(t — r). 
著 z = 0, gq 人 蕊 是 给 定 的 ,x € R 过 (op) 存 在 反 向 延 拓 逢 , 则 ?必须 在 区 间 [ -， 
0] 上 可 微 人 e > 00) ,并 且 pg (0) = af 人 8 门 .反之 ,人 [5,0 时 着 a(t) 关 由 ， 
FP (存在 是 多 (0) = at0)ot- 7), 则 定义 


x(tf-r)-= zp 0). 
当 tE[-e:0 时 ,z*-rEefi-r-ey -中 , 即 xf(ti 在 [- +:-s,0] 上 有 意义 ,并 写 
成 


PhD, E[-e0; 
= 
入 作 tit€E[-r,—-el; 
?= 他人 ratt +r), 二 [-r-e， -rr 
从 这 个 例子 注意 到 两 点 : 
PiE[- ed aatit) x 0; 
zzE[-s,0] 时 p 连 续 可 微量 p(- r) = 0) P00), 


2 表明 9 在 -+r 处 有 特定 要 求 .A1,9) 随 著 pi- r) 的 变化 形式 取决 于 一 个 条 
数 而 依赖 于 :, 9. 这 是 本 节 行 将 引 人 的 原子 性 定义 , 它 在 NFDE 中 有 重要 应 用 . 
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巴 拿 赫 空间 C = C([- +r,0],R") 上 的 线性 算 子 L;C 一 BR", 记 为 LE 他 (CC 
R*) ,沿用 1.3.2 的 记号 ,有 


L(y) = | [am(e)]9(9). ~ (5-6) 
车 LLC):Rx CR',L(-) € (Rx C,R'), 则 (5-6) 式 为 
Lg) = | [dmcX.0)]9(0). (5-7) 


这 里 4 扎 R,(9), 力 (4,9) 都 是 nw x = 有 界 变 差 矩阵 . 
定 久 3 称 算 子 L(A,p) 具有 测度 光滑 性 , 阁 BE 及 ,存在 纯 量 函数 rt ,s)， 
rtA,0) = 0 关于 4,s ER 是 连续 的 ,使 得 对 4 EE ACR 民 ,s > 人 0 成 立 


| tim| + [oma .0)]p(0) | < ru (5-8) 


1% 1 取 必 中 的 上 确 界 模 . 
这 里 引用 一 个 已 知 结果 ， 
引 理 4 车 下 ECA YIC,R)) ,AcCR, 则 EL 具有 测度 光滑 性 ， 


定义 4 对 L(A4,y) 的 表示 式 (5-7) ,车 BE 及 且 矩 阵 4A(4,8, 上) -< (4,8) 


一 和 (AB-) 在 A = ho 外 是非 异 的 odet4 关 0, 则 说 Lo) 在 io 上 ,于 8 处 是 原 
子 的 {atomic) . 
车 44,8,L) 在 A CR 上 是 非 灌 的 , 则 称 算 于 LA,yw) 在 A 上 ,于 8 处 是 原子 
的 , 故 原子 的 概念 ,就 是 非 奇异 的 另 一 种 说 法 . 
注 1 在 应 用 中 4 往往 即 初 始 时 刻 避 ,在 定 习 4 中 萄 舍 着 
P 车 8 = 0 上 -+,0] ,0 取 为 几 
人 荐 =-rE€E[- 0],-r 有 联 为 -, 
例 3 设 Li,gp)}) = of 让 pO0) 4 Dp(-7); 则 L 是 人 一 R 的 连续 线性 泛 函 ， 
其 中 ab ,50 在 1 EE 民 处 连续 ,相应 的 核 函数 取 为 
att), 8 = 0, 
(0) = | reg<0; 
一 bt}, = Fy 


则 由 Li,2) = | Lam,0)]9(0) 推 得 


det[ #1 (0,07) — 证 oO] = a{o), 
det[ (gr) -人 z ry)] = bic). 
亦 即 
Ltdg) 在 rz 上 ,于 0 处 是 原子 的 一 aa) x 0; 
Lp) 在 sc 上 ,于 - -处 是 原子 的 吕 540a)] zz 0. 
对 非 线 性 算 子 的 原子 性 有 如 下 定义 . 
定义 5 设 0NcRx 人 CC 是 开 集 ,D(t,p9):0 一 RR" 是 非 线 性 连续 污 沙 ,关于 有 
连续 弗 雷 葡 (Fréchet) 导数 Di9p) De) EE CCD, 人 CC,R")), 由 里 斯 (Riesz) 
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表示 定理 一 存在 a x = 有 界 变 差 阵 (1,9,9),(t,p) E 0Q,6 € [- r,0], 使 
Det,p)p = agli, .0) yO) € c. 


对 (po 皇 吕 员 负 入 [- r,0], 若 
det[pto, ors 一 下 (co 所] 0, (5-0) 

则 称 非 线 性 泛 孙 了 在 (a, qo) 上 ,于 名 处 是 原子 的 . 

车 D 在 只 (人 和 下 人 有 上 ,于 而 处 (5-9) 式 成 立 , 则 称 算 子 了 在 吾 上 ,于 抽 
处 是 原子 的 . 

原子 的 定义 本 意 是 精确 描述 证 函 微 分 方程 中 某 些 系数 的 特定 构造 ,以 确保 方 
程 的 某 种 属性 ， 

例 4 设 xE 开 ,方程 


[al txlt) + BO)x(t nr] = esf ,x(t -1)). (5-10) 


记 Da) = afi)xti) + bxtt or WB Dg) = ott pt0) 4 BEPC- +) ,WM 
上 所 述 , 有 
Dtit,p) 在 1CR 上 ,于 人 处 是 原子 的 a 中 1 七 斑 
Di,9) 在 1CR 上 ,于 -处 是 原子 的 呈 只 机 关 0 于 
在 了 上 ab = 0,48(0) 0-345- 了 0) 式 是 ADDE, B01) = 0,.4(1t) 0 是 RDDE, elt) 
00,0) #0 是 NDDE, 这 妃 句 话 都 可 以 换 为 原子 的 说 法 . 
例 5 考虑 非 线 性 方程 
Pal)xt ix (ty + BO}x(i rr {itor) + oli)r (tt)}+ 


Tr) = fst), x(t 7)). (5-11) 
把 (5-11) 式 改写 成 
D(C,) = A[a( et) + OP - r)] 
= fet, xtt) ,x(t - r)), 
舅 一 方面 
Ds) = Ds) + De(t sr) 1. (5-12) 


(5-12) 式 中 弗 雷 炊 导 数 Dp(t,x) 具体 计算 如 下 : 
DIEp+OW Dt,p) = afttptO) + 全 (0)) + Db) (gp(- r) 十 


gD a PO) Fb g(r) 
一 26 7) pt0) pO) 十 biti) ot—. rpt{— r) + 
非 线性 部 分 ， 
由 此 得 出 
Deli, pp = 2actt pO PO + bi ge yt rs 
De 人 ip)x = 2at r(x (Ct) + ECtxtt- rr 人 ft 下. 
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职 有 界 变 差 阵 为 
2a(t) 9(0), 8 = 0; 
bli,Pp,0) -fo —_r<tdt<0; 
- btijpt— 有 = 一 
由 此 有 


De pp = | Cag ,p60)] 0), 


则 Dit,g) 在 1€ 1 上 ,于 0 处 原子 导 De(t,p) 在 1€ IT 上 ,下 0 处 原子 det[ 人， 
P01) -p(t,p:0-)] 在 1 上 不 等 于 Qs2a(2) p00) = 2af0xft 0,1E1. 
同 理 可 分 析 于 - 上 处 产子 的 状况 ， 
例 6 考虑 方程 组 
Ar (DD) + Belt r) = Crtt) + Dr(t — r), 
其 中 4 ,B,C,DD 为 Rn x rn 常数 阵 , 谋 边 汶 


{A(t) + Brlt - = Hp,p), 
D{r,p) = Dip) = Ap(O0) + Bo(- r). 


是 ， 9 = 0; 
HP,0) = fo -ree 0; 
- 加 ， d=~-r, 
出 


pp) = | [dg,9)]89)， 


五 (9 在 7 上 ,于 0 处 康子 二 det4 z 关 0; 
五 (0 在 7 上 ,于 - r 处 原子 det8 yz 0. 
现在 可 以 叙述 一 个 皮 向 延 扫 定理 . 
定理 6 设 吕 ERxC 是 开 集 ,产品 一 Re 连续 ,给 定 初 值 (fc,p) € 间 , 若 洲 足 
ij 存在 a E (0,7) 使 8 (9) 在 [- a,0] 上 连续 且 Pt0) = f(g, gp); 
2 当 f 关 于 9 是 线性 时 ,f 在 [a ~ aa 上 ,于 - r 处 是 珠子 的 .当天 六 op) 关于 
4 是 非 线性 时 ,存在 8 > 0, 使 fl1,g) 在 上 =[o -a,o]x ,s 上 于 -rr 处 是 原子 
的 ,其 中 
Bpa= Ipy:pE Cp- ols Bl; 
3 9) 对 9 存在 连续 的 二 阶 章 雷 软 导 数 , 则 3a > 0, 使 RFDE() 的 初 值 问 
题 (5-1) 过 (o ,9) 的 解 在 区 间 [e - r - aa] 上 存在 且 唯 ---. 


5.1.4 和 解 的 整体 存在 性 


在 谈论 稳定 性 .有 界 性 .振动 性 等 一 系列 解 的 重要 性 态 时 ,有 一 个 前 提 一 一 解 
是 整体 存在 的 ,所 以 列 出 几 个 判断 准则 , 殿 应 用 参考 ， 
定 光 6 若 对 任意 的 =E Rp EC, 方 程 (5-1) 过 (o ,gy) 的 解 x(o,gp)(t) 在 [oa 
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- r; + 中) 上 存在 , 则 称 方程 (5-1 的 解 是 整体 存在 的 . 

现在 给 出 = 个 整体 存在 性 的 判别 准则 . 

定理 ? 设 方程 (5- 1 中 (1,p) 连续 , 若 存 在 连续 函数 (0) ,N(0) :RR, ,使 得 

[fi gp) ta Ne + NOT ol tt PE RxOC, 

则 (5- 1) 式 的 解 整体 存在 ， 

推论 ! 车 了 连续 ,Y(t,p) E Rx CC, 1p) 1 所 秆 = const, 则 (5-1) 式 的 
解 整 体 存在 . 

推论 2 ” 若 f 连 续 , 且 存在 L = const. 1 fi,p)i< Lgl, 则 Y(ti,g)ERx 
C,(5-1) 式 的 解 整 体 存在 . 

为 给 出 男 几 个 判断 准则 ,需要 一 些 记 号 . 令 

1 = [a,b]( 或 (a,45) 或 [a,8)),1C 及 ,对 方程 

TI = flt, x) (5-13) 

函数 (1,x) ;i x R" 一 RR 连续, 则 对 (1,g) EE x R*, 定 尺 


Dis 0) Vs, pO)) = im [ve + h, rlt, ptt + Ah)}- Vr, pC(0))]; 


Di ay Vt, p(0)) = lm [Iv + hoxtt, pt + ~ Vrs, p(0))1. 


当 上 Ey 时 , 记 arfo = Tttfez -rs < 了 ,下 和 窟 义 男 数 
ws co 及 x CH- r,0],R") -一 及,. 
定理 $8 ”车 存在 连续 函数 V:R x R" 一 到， lim | V(1,x) 1= %, 且 满足 
1? 对 任意 绍 定 的 连续 晴 数 x:R- R",! EE 民 , 若 当 上 -过 过 上 时 ,sxfs)) 
< Vt,x(0)),RW 
Des TEA) 区 
和 车 当 t -re se 时 ,Vs rts)) 3 VOt,x{(1)) ,MW 
Drzs 3 Vt, rtf)) ww cookie 
iCuvR— RRo = att + = ttt + Ot = H+ OE[- rd 
< = y(t} 时 
etfs ee witty) i = 1,2. 
那么 当 F (0 = wlt,r) 的 解 整体 存在 时 (i = 1,2), 方 特 (5-1) 的 解 整体 存在 . 
定理 9 ” 若 存 在 连续 函数 VRx R" 一 民 , ,满足 lim V(t,x) = + % ,使 得 对 任 


意 始 定 的 连 闭 靖 雪 x:R 一 R" 及 1/ ER, 当 -res 人 eer 时 ,Vs, wt)) a Flt, 
x(t)), 则 
Dis oy Flt, 和 有 区 
其 中 g(t) ,wl 同 定 理 8 所 设 , 则 当 方 程 (1) = w(t,r) 的 解 整体 存在 时 ,方程 
(5-1) 的 解 整体 存在 . 
定理 办 ”车 存在 连 技 冰 数 S:R x R" 一 R, ,满足 
1 SUX) = Ot = 0 


' 604 ， 第 这 篇 泛 函 微分 方程 


DSCLAYY = ASCE YY), SU X44 Fe St, rT) 4 Si)A DIE RR"; 
3 对 任意 的 连续 函数 x:R 一 R",iEER, 基 1-raseit 时 Sts, xX(8)) < S(t, 
2 TD) 出 


二 
也 St 51 seal) + Str FL, x )) 注 wi Ld), 


这 里 at = SC 同 定 理 8 所 设 ， 
则 当 方 程 
rts) 一 ot ry) 


的 解 整体 存在 时 ,方程 (5-1) 的 解 整体 存在 . 
5.2 ”有 限时 滞 中 立 型 泛 有 二 微分 方程 


5.2.1 算 子 型 NFDE 


设 生 己 民 x 人 为 开 集 ,f: 0 一 R*,D:0 一 R" 都 是 给 定 的 连续 算 子 .D 在 人 上， 
于 0 处 是 原子 的 , 则 


全 DCta) = fr,m) (5-14) 


叫 僻 算 子 型 NFDE( 或 标准 型 NFDE), 为 了 强调 方程 由 给 定 的 算 子 DD 与 {, 记 之 为 
NFDE(D, 人 站 ,D 称 之 为 差分 算 子 . 壬 数 x(0) 岂 做 (5-14) 式 的 - :个 解 , 若 存在 o E RR， 
4 > 必 , 柄 得 
xxECle- ra+4) RD) E NIE [oo + 4) 

时 ,P(r, x,) 连续 可 微 ,日 当 te lo,o 十 A4) 时 满足 (5- 14) 式 . 

对 给 定 的 eER,pE Te 昌 (cp)Ee 昌 , 冰 数 zap:D 门 是 ($-14) 式 过 (ap) 
的 一 个 解 , 若 存 在 4 > 0 使 得 x(s,p,D, 门 在 [o - r,o + 4) 上 是 (5-14) 式 的 一 个 
解 ,并且 满足 x(o, wD, 人 = 9. 

车 D(i, 9) = De pp) -区 是 他) = Lt, pp) + AD ,其 中 Dt,p) 与 L(t， 
9) 关于 vw 是 线性 的 ,出 称 NFDE(D, 人 (5-14) 式 是 线性 的 .车 g(1) ,h(t) 恒 等 于 0， 
则 方程 称 为 线性 齐 次 的 ,车 g, 上 中 至 少 有 一 个 不 等 于 0, 除 gg = cost,n = 0 以 外 , 则 
方程 是 级 性 非 齐 次 的 . 

与 RFDE( 7 类似, 称 (5-14) 式 为 自治 的 ,必须 是 D,f 不 肛 含 :并 且 河 量 r 是 常 
数 ， 


5.2.2 存在 唯一 性 
{5- 14) 式 前 初 秆 问题 写成 
也 _ 
di Dl) 三 f(t,x), (5-15) 


Xr 二 


(5- 15) 式 的 基本 理论 ,诸如 解 的 存在 性 .唯一 性 , 解 的 正 反 向 延 拓 .连续 依赖 性 等 的 
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结论 ,无 论 是 结果 的 表述 方式 或 证 明 过 程 都 与 RFDE(P) 基本 上 一 样 , 例 如 ， 
定理 11 ‘(存在 性 )(5-15) 式 中 设 D(1, wg) 有 二 阶 和 连续 的 帮 鲁 摧 导 数 , 对 (oa,) 
和 存在 过 (o ,gp) 的 解 x(f,o, pp)， 
定理 12 (唯一 性 ) 设 避 cC Rx C,f:0 一 R",D:0 -rR" 满足 定理 11 的 条 件 ， 
且 [关于 q 满足 局 部 利 普 希 获 条 件 , 则 (5-15) 式 过 to ,gp} 的 解 存在 且 唯 一 . 


5.3 ”无限 时 灌 泛 二 微分 方程 


5.3.1 问题 的 提出 
在 1.3.1 中 提 到 的 生态 系统 模型 (1.26) 式 为 


N (1) = ND) RN a) pdu (5-16) 
或 者 设 o(4) 一 当 ! -> m 时 ,方程 

, oii) 

Re) = NO KG apCmdu (5-17) 


中 的 时 兹 不 是 有 限 的 . 它 不 满足 站 志 of 4) 过 = const. 恢 言 之 ,不 存在 r 使 (5-16) 
式 .(5-17) 式 概 括 在 (5-13) 式 之 中 ,从 应 用 背景 中 提出 的 时 请 系 统 , 有 三 类 属于 这 
种 情况 ， 

2? 潍 量 (lt) 或 vot) 是 无 界 连续 函数 ; 

Patr} = mm， 

FE) = Daxrlt- rjtm ,ir %. 


大 们 作 如 下 的 形式 推广 是 很 自然 的 , 即 方程 
= 所 【5-18) 
其 中 * 表示 右 导 数 ,了 = xft+g:OER = (- wm,0] ,并 把 初 什 问 题写 成 
万 = A i ) +4 
X= P， :ER., 
即 初始 数据 空间 取 为 C = CCR_,R”), 那 么 表面 上 看 来 推广 已 经 完毕 ,而 事实 不 
然 , 息 后 CCR_ ,RR") 的 确 可 以 包含 P ,2 .三 类 方程 ,但 COR,R") 不 是 一 个 巴 拿 
赫 空间 ,因而 失去 应 有 的 分 析 基 础 . 例如 仍 取 C 的 范 数 为 
Ipi= spt p(t+ s)1, FECR.R"), (5-20) 


则 枢 本 无 法 讨论 解 的 浙 近 稳定 性 .因为 (5-19) 式 的 任何 站 0 解 关 于 这 个 范 数 必 有 
1 x,1= sup | x 71> 0, 当 #1 一 各 时 成 立 ， 


即 * 必 不 趋 于 0. 所 以 要 用 (5-19) 式 来 概括 无 限时 渤 泛 函 微分 方程 ,并 且 推广 有 界 


时 滞 的 全 部 结论 ,其 首要 问题 是 如 条 选择 初始 数据 空间 , 事实 上 是 在 CUR_ ,Ri 上 
附加 适当 的 公理 限制 问题 . 


(5-19) 
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注 2 如果 1? .> .三 类 FDE 不 用 (5.19) 式 来 概括 , 民 样 可 以 用 经 上 典 方 法 一 
- 子 太 研究 ,并 得 出 一 系列 融 要 的 结果 ,特别 是 对 具有 无 穷 各 分 限 或 无 界 积分 限 的 
沃 尔 素 拉 (Volterra) 型 积分 微分 型 RFDE. 

法 3 注意 一 个 极为 重要 的 事 宰 :在 1.2.5 中 指出 ,初始 集 吕 = -Tr(D):1- 
rt 过 提起 呈 人 fl 必 会 在 一 个 固定 长 度 的 区 间 [w - r,to] 之 中 , 换 句 话说 
r 不 依赖 于 避 , 所 以 上 只 要 补充 定 饼 后 可 设 初 始 罗 数 yp 定义 在 [iw -r,two] 上 而 不 影响 
解 及 其 存在 唯一 性 .进而 ,如 果 再 补充 定义 

Plty = -ri tfEC- wp- r+), 

那么 这 个 # 所 确定 的 解 与 原先 在 总 或 [ww - rtj 上 的 gp 所 确定 的 解 完全 一 样 .这 
样 一 来 一 切 有 界 时 兆 问 题 都 可 归 人 无 限时 灌 问 题 ,从 这 个 意义 上 说 ,无 限时 滞 FDE 
的 所 有 结果 均 应 合肥 有 界 时 灌 FDE 的 相应 结果 , 倘若 有 了 完整 满意 的 无 限时 请 
FDE 理论 体系 ,于 是 上 述 的 有 界 时 请 情况 的 全 部 理论 只 是 它 的 一 种 特例 .但 事实 并 
非 如 此 ,无 限时 滞 FDE 并 没有 得 到 所 期 望 的 系统 而 完整 的 结果 ,车 用 它 来 替代 有 上 界 
时 澡 FDE 的 现 有 理论 势必 大 大 复杂 化 ,结果 也 粗糙 得 密 , 是 宛 全 不 可 取 的 .而 且 从 
应 用 背景 来 看 ,有 界河 量 FDE 理论 仍 是 主体 . 


5.3.2 状态 空间 的 确立 


本 节 的 目的 在 于 由 空间 命 守 -C(R_ ,及 ") 给 出 若干 附加 会 理 ,以 定 出 一 个 可 以 


接受 的 状态 空间 下 . 记 下 中 的 元 为 划 , 池 他 = VP) = (2).1ER 且 全 是 
一 个 钱 性 空间 . 


在 公 中 定义 拟 范 数 ( 半 模 ) 1.1 作 , 记 8 = 全 /1 | ,8 的 范 数 1: 1s 由 1:| 倒 导 
出 使 8 是 一 个 巴 拿 赫 空间 . 8 中 元 用 q ,yw… 表示 ,它们 对 应 于 号 中 由 1, 谷 确 定 的 
等 价 类 . Y@ E 8 ,与 之 对 应 的 等 价 类 中 相应 的 元 记 为 节 , 并 且 在 B 中 8 = we 
[+ 划 - 节 丛 = 0 对 一 切 外 E 9p, 太 E Wy 成立 . 

对 8 > 0,9E 再. 记 49 是 在 (- w,- 8] 上 的 限制 ,在 8B 中 定义 氛 范 数 1.18 


为 
lp le = infl inf Hl PI: YF = WE] = 和， (5-21) 
全 全 E 合 
因此 | 学 lp 安 | 闻 18: 且 | 和 二 | 避 ip = 0 是 上 8 的 一 个 周子 空间 , 鼓 
B= B/l'lp 


是 一 个 巴 拿 欧 空间 , 它 的 范 数 扔 由 氛 范 数 1.15 导出 .为 方便 让 仍 记 为 1.45, 若 
| 多 lp = {w EB: 9p- wis= 0| 
是 88 的 代表 元 , 则 当 凶 8 = p28 时 Ww € 19)s. 
记 (- om ,al = Re ,[5, + wm) = Rs , 则 对 于 定义 在 R11. 取 值 于 R" 的 函数 x， 
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当 :€ Rr 时 ,x 定义 为 
x = (0) = F460, ER: 


给 定 一 个 4 > 0 和 有 GE 从 , 设 
Flo) 一 Ix:R’— Re , 2 = p, x(t) 在 [0, 4] 上 连续 } ， 
P= {mp):$E Bl 
在 这 些 记 号 之 下 , 霍 尔 (J.K.Hale) 与 加 藤 (J.Kato) | 进 了 一 套 公理 一 一 (&) 
公理 ， 


(al)VYXE PVtE [04] 一 PE $B; 

(aa ) 车 B8 中 两 元 相等 :gpg = w, 则 YPB>0 有 ty- slp=0 其 中 分 E Tp ,EE 
了 
人 是 把 人 映 入 Bf = HE :六 = 部 |:E 全 的 线性 算 子 ,使 当 且 机 当 
0) = FO+4 BOE RP BE TH 

ta ya 0, | Pal ln +lP igs, 

| 9 hogy = inf | inf [i WI 人 :WOO0) ,0 E[- A0:9:9}|; 
EE 

(aa)T 人 PE 是 及 某 个 ,1 p00) Ia kl ln; 

(ga)' YE 全 及 革 一 下， | BP (0) | 上 1 PI 分 
其 中 下 为 常数 ,以 后 昼 设 这 赛 (a) 公理 成 立 ， 


5.3.3 存在 唯一 性 


在 有 界 时 滞 RFDE( 有 定义 在 空间 避 中 ,现在 改 为 定义 在 满足 (a) 公理 的 空间 
中. 设 民 x 8 中 的 开 集 吕 .f: 上 0 一 R" 是 皆 定 的 连续 算 子 , 则 {5-18) 式 叫 避 上 的 无 
限时 滞 弃 函 微 分 方程 ,也 记 为 RFDE( 几 或 RFDE(CP CI). 

定 流 7 了 所谓 无 银 时 滞 旗 函 微 分 方程 RFDE( 户 (5-18) 式 在 区 间 了 C R 上 的 解 ， 
是 指 函 数 x: UU RE 并 一 Rn ,使 得 对 于 上 Et) 了 ,zi 是 连续 可 微 
的 , 且 在 ! 上 满足 (5-18)} 式 . 

定 穴 条 对 给 定 的 to ,YP) EE 人 ,车 存 在 一 个 4 > 0, 使 得 x{t,o,9) 在 [sa,4] 上 
是 (5- 18) 式 的 一 个 解 , 且 

2 他) = 池 ， 
则 说 xft,z,o) 是 (5-18) 式 过 (c,o) 的 一 个 解 . 或 者 说 是 初 值 问题 (5- 19)] 式 的 一 个 


”为 了 建立 无 限时 灌 RFDE 的 基本 理论 , 除 (x) 公理 以 外 ,还 须要 添加 一 套 (月 


壕 
出 


(8,) 对 8 之 0 存在 连续 函数 上 (8), 使 得 
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[pln sk(B) | Pp Ir-p.0] 
其 中 1 lr_go] 有 时 记 为 | 着 HP 定义 为 


lp lia.ol = i Bop | Ha | = rl: 


( 记 ) 对 户 寺 0, 开 是 有 界 织 性 算 子 ,其 范 数 
M(B) = sup ， | rp ls 


是 局 部 有 界 的 , 即 对 任何 8 3 0, 存 在 请 的 一 个 邻 域 上, 使 得 
eof M(t) < ms 


{让}) 若 XE 所 ,4 > 0, 旭 x 关于! 在 [0,A4] 上 是 连续 的 . 

在 证 明和 解 的 存在 性 . 唯 -性 .连续 依赖 性 、 可 微 性 、 延 拓 和 证 理 时 分 别 需要 (al)、 
(8) 两 套 公 理 中 的 -- 部 分 ,结论 和 有 界 时 灌 类 似 . 例 如 

定理 13 设 48J 8 成 立 , 则 无 限时 灌 RFDE(CAD) 过 (ec 的 E 吕 的 解 存在 . 

定理 14 设 (80) (让 ) 成 立 ,f 是 局 部 利 普 希 芯 型 的 , 亦 即 存在 常数 上 使 得 
EE 时 有 

(fg -fo vw isi -wis, 
则 存在 连续 函数 L(1) ,使 得 
txto PB -Ka le Li- ot- wls; 
{0 (5-22) 
由 (5-22) 式 即 推出 解 的 唯一 性 . 
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引 言 


偏向 分 方程 及 其 应 用 是 一 个 广阔 的 领域 ,本 简 椒 可 能 对 近代 研究 情况 作 全 面 
的 反映 ,只 限于 列 述 现 代 科技 及 有 关 的 数值 计算 等 所 需 的 一 些 理论 及 方法 ,也 包括 
个 别 值 得 注意 的 否定 结果 . 

由 于 偏 微分 方程 的 近代 理论 及 数值 解法 都 用 到 多 种 函数 空间 ,所 以 本 箱 以 介 
绍 阔 数 空间 并 始 ,它们 也 与 这 套 手 册 中 的 “ 泛 陋 分 析 " 与 “广义 岁数 "两 部 分 相 了 呼应， 
也 为 其 他 有 关内 容 作 淮 备 . 

关于 愧 微分 方程 的 数值 近似 解 和 解析 近似 解 ,本 手册 中 另 有 专门 的 论述 ,本 篇 
拟 不 涉及 这 两 方面 内 容 ， 

再 强调 一 次 ,如 本 篇 篇 名 斯 示 ,在 此 只 列举 一 部 分 近代 理论 成果 ,它们 将 具有 
理论 指导 价值 ;而 不 能 涉 是 应 用 方面 ,因为 那 将 是 一 个 庞大 的 领域 . 


1 函数 空间 


1.1 强 及 弱 导 数 


定 久 于 对 给 定 的 冰 数 wz)E (0),p 宇 1, 人 0 为 R' 中 有 界 域 (连通 开 集 )， 
车 存在 请 数列 p(x) , 绢 | 居 0 人) 及 函数 万 Ln),0 lalem,Tel=a+ a 


+… + en 使 


1 

p 
me wl in (| 1 9 rdr) = 0; 
让 i 


Be 
Bx Br sn" 


Him | dp -vl ,=0, "= 
i 


则 称 p(x) 为 & 的 第 a 阶 强 导 数 . 
定 兴 2 设 wEL(nN), 若 存在 丙 数 w(x) 人 上 (人 ) ,全 


|wedx = 《一 D'"! [uargdx, Ye CF (NN), 
n n 
则 称 wm, 为 & 的 第 a 阶 弱 导数 . 
定理 1 若 函 数 zE (nn) 有 a 阶 强 刀 导数 p(x),lal<m, 则 ww 也 有 a 阶 弱 
导数 w, 且 ga 二 ta。 


为 建立 履 定理 ,引进 均值 函数 概念 . 
定义 3 记 B(a)=1x:1x-gl<pi, 取 
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or)E FB pfw,lr)dr -1. (1-1) 
例如 . 
有 
A I 
0, Xl 宕 pp， 
并 选 使 (1-1) 式 成 立 , 对 任 一 个 wE 站 (2), 记 


BA)= u(r) "| uy) rx- ydy, (1-2) 


0 
称 gs 为 # 的 均值 函数 ;J 为 抹 光 算 子 ( mollifier operator) . 
定理 2 设 上 EC"{R"), 则 有 
[al ,sal ole, syp al=1, limll a- wd ,=0. 


车 u 胰 导 数 3"g CD), Jal 志 m, 则 对 距 总 的 边界 30 大 于 p 的 任 一 点 x*: 
dist(*,30) > p, 有 
FH) = OW) el 过 由， (1-3) 

定义 4 若 域 0 中 存在 一 内 点 xo, 使 由 xo 引出 的 每 条 半 直 线 仅 交 30 于 一 点 ， 
妈 称 人 nN 为 星 形 域 . 

定理 3 设 旬 为 R* 中 有 界 星 形 域 .车 及 其 mw 阶 以 下 弱 导 数 rw(x) 都 属于 
op 人), 则 存在 序列 ji Cc Co) ,使 

lim | ow — OW | p=0, Olalsm, 

邑 弱 导数 为 强 导数 . 


1.2 索 伯 列 夫 空间 


定 光 5 索 伯 列 夫 [Sobolev) 空 间 W8(0) 定 义 为 
RD)= aa: 所 有 弱 导 数 3og ED) ,0<1a1sm|. 
这 里 m 是 非 负 整数 : mE Ni;p 汪 1. 这 个 空间 的 范 数 为 
Lp 
| mo={| pa EI . (1-4) 


n irlnm 


定理 4 上 (DN) 关于 范 数 (1-4) 为 完备 空 间 ; 

WAIc HN), rsm, kp; 

3 着 2 = U0, 都 是 开 集 且 信 忆 全 ,j=1,2,…, 则 裕 间 WP(D) 是 C* (9) 
在 范 数 (1.4) 下 的 完备 化 . 


定义 6 记 空 间 CY (0) 在 范 数 (1-4) 下 的 完备 化 为 Wm{ 0)， 
定理 5 设 了 为 R 中 有 界 域 ,其 边界 30 充分 光 请 , 则 有 
当 且 仅 当 
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aw{x)lan=0, 0alalsm-1 了 时 , 
Wr NE Wr(A), 
函数 we Wm(Q) 也 在 WP” 中 ， 
2 YAH(X)E Wr(f), 3 rx)E (0) ,六 + 二 =1 ,全 
| (aw)var = | a C0) qe, Og al 二 由， 


例 1 (NA) = Ln) 
1.3 衬 人 定理 


可 期 望 , 当 gw 有 充分 高 有 阶 的 弱 导 数 时 , w 本 身 连 续 . 这 一 点 为 相信 定理 所 肯 
定 . 
定义 了 对 R" 中 有 界 区 域 介 ,车 存在 p>0,yY>0, 使 任 一 点 x 全 人) 为 具 半径 5、 
体积 yp" 的 锥 让) 的 巴 点 , 且 Kx) 己 吕 , 则 称 人 2 满足 锥 条 忻 或 锥 性 质 . 
定理 6 设 吕 0 为 R" 中 具 惟 性质 的 域 ,gE€ 多 ?有 ,mp > n, 则 存在 常数 >0， 
使 
suplu(x) ls CT al..,, {1-5) 
有 目 赔 入 映射 ;CQ)cC CC) 为 紧 映 射 ( 映 有 界 集 为 相对 紧 集 的 映射 ). 若 (mm - 
kp > nn, 则 有 
ale <Clal,,,, (1-6) 
且 找 入 映射 EF; 了 CQ)c Ga) 为 紧 映 射 . 
定理 了 设 wE 本 (0) ,总 具 锥 人 性质,p> 1,mp 和 过 nn, 设 卫 为 > 维 光 消 子 流 形 
见 呈 卷 第 3 和 着), 量 nn 一 mp<s<n, 则 有 
u(x)EL(T,), Yi< p/n— mp; 《1 -3 
2 缩 射 RR; WCQ) 一 上 (TT) 为 紧 映 射 . 
定理 $8 设 介 如 前 ,181>m-， 
例 2 许 加 莱 {Poineare) 不等式 ， 


ren udr ,Ya WN). (1-9) 
例 3 弗 里 德 利克 斯 (Friedrichs) 不 等 式 ; 
ji wu Idx < | 1 grada ldx, Yu WICN) . (1-10) 
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1.4 项 尔 怕 特 空间 


定 兴 有 配 ( 人 0) 中 当 p=2 时 , 记 作 
并 附 以 内 积 


(= > (Qu ,0p)1 = 5 | arwarvax, 
1alEm 


ls 


于 是 #H"( 2) 成 为 内 积 空间 ,其 中 范 数 为 


上 
让 下 | = ww (n,n = { > | | 3 [2dx) ”. 


lel my 

定 党 引 记 

jem(G) = Wr(N), 

它 也 附 以 肉 积 (1-12) 及 范 数 {1-13). 
定理 9 设 如 为 R* 中 有 界 开 集 , 则 
P (0 关于 范 数 (1-13) 为 完备 空间 , 它 是 希 尔 伯 特 空 间 ; 
2 若 ml Mm 六 0, 则 有 
mA)c mn cH nN) = 0): 

(0) 是 C*() 关 于 范 数 (1-13) 的 完备 化 . 


定理 10 1H" CH"(N); H"(R") = H"(R'); 
2 Hm) 是 Cg) 关于 范 数 (1-13) 的 完备 化 ; 
3 函数 w(x)E 严 (0) 也 在 加 (有 ) 中 的 充 要 条 件 是 


了 3 人， Oalolesm-l. 


1.5 对 偶 空 间 


为 了 讨论 Hm( 0) 的 对 偶 空 间 , 须 对 任何 实数 ;引进 希 尔 伯 特 空间 凶 . 


定义 10 对 任何 实数 ;, 记 


F(R")= yuEw (RD), (+r ERIR EE LR")}, 


其 中 “BR ) 为 缓 增 分 布 空间 


8 = | ip)edr, (人 8) = (0°u, 9), Ye HR"). 


室 间 (1-46)? 中 的 范 数 是 


| 


1-11) 


《1-121) 


{1-13) 


《1- 14) 


{1-15) 


{1-16) 


{1-17) 


1 函数 空间 ， 是 15 。 


定理 和 范 数 (1-17) 等 价 于 范 数 (1-13); 故 当 * 为 非 负 整数 时 ,空间 (1-16) 与 
空间 (1-11) 重 合 一 致 .空间 (1-16) 中 的 内 积 可 取 为 


(wv) (+ ETRE), (+ 0) E)) cop. (1-18) 
定理 二 当 s* > 时 ,大 (R2) 在 达 (R") 中 笛 , 即 下 中 任 一 元 可 用 厅 中 序列 按 
严 中 范 数 通 近 . 
定理 13 后 -所 到 "是 奈 ( 有 R") 的 对 侦 空 间 , 即 让 上 连续 线性 证 郴 组 成 的 空间 ， 
记 作 
H-AR") = (F(R")). (1-19) 
有 ~-"( 人 00) 是 "(人 2) 的 对 侦 空 间 : 
Hn = HO))Y. (1-20) 


例 4 {x)EH-2- (1,1),e >0. 
事实 上 ,(8,v) =v(0),Y vE He( 一 1,1) ,4 待定 .为 使 y(0) 确 定 , 要 求 v(x) 
连续 . 据 幅 入 定理 , 须 有 p> 上 = 福 , 故 y= 方 +ere>0. 随 之 
EH-I-°( -1,1). 


1.6 加 定理 


对 环 ({2) 中 国 数 是 否 可 连续 取 到 边界 值 的 问题 , 迹 定 理 给 出 回 符 . 考虑 半空 
位 情形 , 记 
R'* = x= (x ,rx ER"!,x, >0|; 
dR = {Cx ,x ) = :x =0}, 
定神 设 上 站 .四 为 二 隔 数 空间 ,用 . 鹤 (Y, 刺 ) 记 由 了 到 有 中 的 连续 线性 映射 
所 组 成 的 向 量 空间 . 
定理 14 由 下 式 
yop)(lr) = pr ,0 ,gE COR: ) ,x .MER (1-21) 
定义 的 迹 算 子 yo: CR 一 CRe ) ,可 唯一 地 延 拓 为 连续 线性 映射 yoE 
入 (本 (RBR' ) (3R* )) ,其 值 城 在 (3 有 ) 中 稠 , 且 对 任 一 B(x)E CR ) ,有 
rou) = FoF) ol) , YY HE HICR' ), {1-22) 
定理 15 设 0 为 R* 中 有 界 开 集 ,位 于 其 边界 的 -- 击 ,很 定 32 为 各 流 形 ( 见 
本 着 第 5 篇 },y 为 其 外 法 线 方向 , 记 y(a = (ta yo 其 中 


‘0ajem- lu tn), 


则 迹 算 子 y; 0"(B)-* 1] cm- 二 ap) 可 唯一 地 延 拓 为 
ew 
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rEg{rm, mt#-ian)), 
且 7 的 核 为 #"(n),y 的 值 域 在 xp 12( 人 0) 中 秽 . 


1.7 揪 补 空间 


在 应 用 中 出 现 的 常常 不 是 个 别 的 函数 空间 ,而 是 一 簇 函 数 空 间 , 轩 此 须 引 进 一 
些 概 念 . 

定义 12 设 和 FF 为 两 个 巴 拿 顽 (Banach) 空 间 , 其 交 E 门 F 在 EE 及 F 中 都 稠 . 
记 

Fr+rF=siww=n+r, Yu EE, vrer. 

在 EE 及 E+F 中 可 引进 范 数 

Hal ane= mC luler vis wher= ing Chuler lvle). 
它们 也 成 为 巴 拿 赫 空间 EE 及 F 的 一 个 居间 空间 , 记 作 [EE,F]. 它 是 具有 性 质 

ENFC[IE,F]ICE+F (1-23} 

的 任 一 巴 拿 赫 空 间 . 

定义 13 给 定 巴 拿 赫 空间 片 及 三 , 若 巴 介 赫 空 闻 6 对 每 个 4E 守 (EE, 所 使 46 
CC, 即 称 CG 为 E 及 下 间 的 一 个 播 补 室 间 . 

定 尽 14 巴 合 赫 空 间 统 是 一 艇 巴 拿 赫 空间 鸟 ,9 为 实 和 套数 ,所 志 9 志 ,出 得 
具有 下 列 性 质 : 

Is 当 e >8 时 ,RF 在 品 中 釉 , 且 


Tawllos Cid,a) als, Yues,; (1-24) 
加 当 负 去 8<e<ps 册 时 ,有 
县 = PE 
Tall ace,ap) ln 上， | wy ge, VY ue Bs. (1-25) 


(1-24) 式 和 (1-25) 式 中 的 都 与 # 无 关 . 

例 5 给 定 希 尔 伯 特 空间 户 及 F, 且 要 人 Ec FF 为 稠 及 连续 的 ,这 时 存在 映射 
4 :下 一 玉 , 合 

(wu,Av)s= (Hu, Vp, YHEE. 
显然 ,4 为 线性 有 界 、 正 定 太 自 伴 的 : 
(uA EC FeO RP)F= ,A = ,Ap Yu 人 EEE, 
故 可 利用 谱 表示 定义 ,Te = (4 二)8, 记 
= {uuE DDT}, 0s6s1}, (1-26) 

其 中 pT) 记 算 子 的 定义 域 , 则 成 为 及 下 的 居间 空间 [EF]1.o; 地 也是 二 
及 下 间 的 插 社 空间 局 局 ; 届 (0<9<1) 还 作为 希 尔 仿 特 空间 统 . 

定理 二 设 只 {(- om<a<+a) 为 希 尔 伯 特 空间 统 , 则 

LP 车 a < 有 本 己 比 ,Hs 在 本 中 简 , 且 
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Ful esl wll sg; 
车 a<B<7Y. 则 有 
Ful es ul OA A , Yue 
二 和 占 -。 是 相互 对 偶 的 (关于 而 中 内 积 ): 
{u,v)ol sl ul olirvl-onEH, lvls ; {1-27) 
中 具 重 选 代 性 质 : 
[Li Hole LH Hole le= [Hi, Holg, + 1- oe, 《1-28) 


其 中 [下 , 机] 肪 ,96E[0,1]. 
注 1 羡 * 为 具 瑟 可 积 = 阶 广义 导数 的 函数 空间 ; 此 则 为 具 任 意 下 标 的 希 
尔 伯 特 空间 族 ;含义 不 同 . 


2 广义 解 


2.1 广义 解 的 必要 性 


偏 微分 方程 定 解 问题 的 古典 解 ,要 求 方程 中 出 现 的 导数 在 定义 域内 连续 ,而 对 
于 在 定 解 条 件 中 出 现 的 导数 ,更 要 求 它 们 在 区 域 边界 上 也 连续 . 另 一 方面 ,在 定 解 
问题 适 定性 讨论 中 ,有 时 要 求 初 值 阔 数 与 边 值 函数 以 及 其 他 给 定 的 函数 有 相当 商 
的 光滑 性 .这 两 方面 的 要 求 在 实际 应 用 时 是 过 于 苛刻 的 和 不 自然 的 .事实 上 , 定 和解 
问题 通常 由 积分 关系 式 表 述 , 对 光滑 性 的 要 求 较 低 , 只 是 在 较 高 光滑 性 的 假定 下 ， 
才 引 出 储 微 分 方 栓 光 消 解 问题 .此 外 ,实际 问题 有 时 不 存在 这 种 光滑 解 ,而 只 有 适 
合 某 种 积分 守恒 关系 的 广义 解 .例如 冲击 波 等 间断 现象 ,就 只 能 在 广义 解 的 范畴 下 
加 以 理解 .因此 ,降低 光滑 性 的 要 求 , 扩 大 解 的 范围 ,引进 广义 解 概念 是 十 分 必要 
的 . 

一 般 地 讲 , 定 解 问题 广义 解 的 存在 性 是 比较 容易 建立 的 ;而 许多 定 拥 问题 的 广 
义 解 必然 是 光滑 的 古典 解 , 例 如 粮 贺 型 方程 及 狭义 抛物 型 方程 的 光滑 定 解 问题 ( 措 
所 有 给 定 函 数 及 边界 都 充分 光滑 ) 就 具有 这 种 特性 .而 激流 等 现象 只 能 在 广义 解 的 
范畴 中 存在 ,所 以 ,广义 解 概 念 的 引进 具有 十 分 重要 的 意义 . 

广义 解 有 多 种 定义 方式 ,主要 地 分 为 强 解 和 旨 解 两 类 .以 波动 方程 定 解 问题 为 
例 引 进 强 广义 解 概念 ， 


2.2 强 解 
定义 1 波动 方程 泡 合 问题 
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us0= PX :2), mls0= BX #4) (2-1) 

ultann) = gtp,£), 六 9， 
当 fv, 上 和 gg 仅 为 连续 函数 时 ,在 CCC0,7) x 如) 中 的 强 解 =, 其 下 列 问题 

Dw = 起 (和 

{ote mle: 3 = PEDA 
上 下 

ulan.n = gn( pt), 
的 解 序列 1u(1,x ;7,2z)1 在 [0,T]x 人 上 的 一 致 极限 (车 它 存 在 ), 这 里 了 是 任 一 固 
定 正 数 ,下 ,9 ,从 :8n 为 充分 光 光 的 函数 列 , 分 别 一 致 收 侣 了 户 Y, 几 和 有 

由 数学 生理 方程 的 古典 理论 知 : 阿 题 {12-2) 对 每 个 有 唯一 的 古典 解 忆 存在， 
且 必 然 一 致 收 化 于 唯一 的 极限 本 数 . 故 这 个 定义 有 意义 ， 

定义 2 问题 (2-1 在 严 (10,.7] x 如) 中 的 强 解 ,是 问题 (2-2) 的 古典 解 a 在 已 
中 前 极限 (车 它 存在 ). 这 里 要 求 ,9 ,向 和 gi 分别 在 & 中 路 襄 于 ,9,# 和 g. 

同样 ,在 数学 物理 方程 中 关于 波动 方程 泪 台 问题 的 能 者 积分 方法 及 解 的 适 定 
性 讨论 , 知 序列 {| 在 瑟 中 确 有 唯一 的 极限 . 

注 1 问题 (2-1) 在 CEtio, Ti x 人) 中 的 强 解 不 一 定 二 次 连续 可 微 , 故 不 一 定 是 
古典 解 ;而 在 £ 中 的 强 解 甚至 不 一 定 是 连 半 了 沙 数 , 故 强 和 解 类 确实 扩大 了 古典 解 的 
范围 . 

注 2 强 解 的 定义 也 可 用 于 其 他 方程 的 定 解 问题 及 其 他 的 函数 空间 . 惟 要 相 
应 问题 在 所 论 空间 的 适 定性 得 到 解决 ,相应 强 解 就 存在 , 由 -下 强 解 定义 中 要 求 古 典 
解 序列 的 存在 ,就 在 一 定 程度 上 限制 了 强 解 梳 念 的 适用 范围 , 故 有 必要 引进 弱 解 的 


人 让 站 人 


(2.2) 


2.3 鸡 解 


定义 3 问题 (2- 10) 在 ([0,T] x 吕 ) 中 的 绊 解 x, 是 对 所 有 v€ Vy， 
= lv:vE WCEO, Tx 2) vlan tor = 0 v1-r= wl,.r=0}, 
满足 下 列 积分 恒等式 


f luoave 一 jw xy 30)yad 一 me: tr¥ x dr — J Je $dsdt = | eavas 


(2-3) 
的 函数 u€ (车 这 种 & 存在 ). 这 里 要 求 fp,# 和 g 分 别 属于 相应 的 严 空 间 ， 
注 3 《2-3} 式 中 的 积分 恒等式 是 由 


| xdTdt = jana ， 


将 其 左边 作 两 次 分 部 积分 得 来 的 . 
弱 解 定义 适用 于 多 种 情况 . 
定 尽 4 半 线 性 方程 边 值 问题 


2 广义 解 “ 619 : 


is >) (~ 1)"9° (agarn) = f(r, u); 
lal 1 西武 {2-.4) 
du ap =0, rENcRO0alaicsm-l 


在 品 (0) 中 的 弱 解 x, 是 对 所 有 pe 史 (0) 使 
Ial, 人 pdx = DAixs nm) p(x)dx (2.5) 


成 为 恒等式 的 函数 w 苇 WCQ)( 若 这 种 存在 》. 
注 4 车 问题 (2-4) 有 证 典 解 ,uwE G2"(0), 则 pe WA?( 四 ) 秉 (2-4) 中 方程 的 


两 边 , 热 后 在 0 上 积分 ,再 把 左边 作 分 部 积分 . 注意 因 gp ,4€ 到 (C0) ,分 部 积分 中 
出 更 的 边界 329 上 积分 为 全 , 即 得 人 -35) 式 . 故 古 了 典 解 必 为 暗 解 .反之 , 绊 解 不 一 定 充 
分 光滑 ,大 一 般 不 是 古典 解 ,其 至 不 是 强 解 , 即 4 不 -一定 属于 本 (8). 上 述 讨 论 对 
定义 (2-3) 也 成 立 , 它 具有 一 般 意 多 ， 
定义 5 方程 
a= >) afzjasa= f(r) ,IE NCR", ED'(N) 
的 恰 解 (分 布 解 或 广义 务 数 解 ), 是 使 下 式 
(wu gy = (fp), YECo NN), 
Fa >) (1)"a(a(r) op) (2-6) 
成 为 恒等式 的 广义 函数 u€ 多 ' (9)( 营 这 种 u 存在 )， 
注 5 (2-6) 式 中 的 4' 是 的 伴 算 子 ;(-，-) 表 示 Cr 12) 上 的 一 个 连续 线性 
证 函 关 系 , 特 别 地 , 当 w 和 f 取 实 值 且 都 属于 (0) 时 ,(*',') 取 形 如 


《人 = J pdt = 《ff, PY = pdx 
例 1 拟 线 性 双 曲 方程 的 初 什 同 是 
dr Sf) 0， (x,0)= g(x) (2-7) 
的 全 局 革 解 定义 为 使 下 式 
[tux g(x)ldr + tsds,)) flu(at))ld =0 (2-8) 


对 任何 :>0 及 任何 实 数 a, ba < 6) 恒 成 立 的 如 下 函数 ;uw 有 有 限 条 间断 线 及 有 
限 间 断 量 . 由 这 个 定义 可 引出 赣 类 条件 

Ra) ft)= Su ur), (2-9) 
这 里 S = s(t) 为 解 v 的 某 条 孤立 的 间断 线 ,3 = 几 人 和 4- = a(S -sur = 


u(57 ,8) 分 别 是 w(x,t) 当 x 由 5= s(t) 左 侧 或 右 山 趋向 间断 线 上 一 点 5(4) 时 的 
极限 值 - 为 引出 (2-9) 式 ,可 认为 及 /在 5= 续 电 两 侧 近 劳 有 连续 导数 ,关于 :给 
分 绊 解 定义 式 (2-8) 得 
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f(b) -Kala0) = Ef wr, ar + a a(t)ds 


= :1 te + | us, as, 
后 二 积分 中 的 加 是 连续 的 , 琉 当 a->s- ,5 一 2 时 ,这 两 个 积分 都 赵 于 堆 . 于 是 上 


式 给 出 (2- 细 式 ， 
注 6 由 (2-8) 式 定 久 的 弱 解 不 是 唯一 的 .例如 ,间断 官 值 问题 


_ _fl, xe0; 
下 + ww =0, a(#,0) = 1 区 访 办 ， 
对 任意 的 sz1, 以 间断 亲 数 
1 ， x 2; 
-0, 于 < «0 
ul*,£) = a，0<x< 2 
一 下 ， > et 


为 其 弱 解 ,并 满足 间断 条 件 从 -中 .所 以 ,为 了 保证 初 值 问题 (2-7) 弱 解 的 崔 一 性 ,还 
须 附 如 条 件 . 在 气 霜 动力 学 中 内 加 所 谓 的 烤 条 件 
{> bb (2.10) 
汉 六 (ae 时， <a!. 
可 核验 ,在 解 复 u(x, 让 中 , 保 u(x, 站 满足 (2-10) 式 , 故 例 (2-7) 上 所 述 闻 断 初 值 问 


题 ! 这 里 As = 当局 ) 只 有 唯一 的 弱 解 Pi 


3 线性 方程 


3.1 椭 关 型 方程 


3.1.1 正规 燃 圆 边 值 问题 
定义 1 给 定 线性 偏 微分 算 子 
Pix,a)= > or), rENCR',aE C0C* (LN), 
相应 于 其 主 部 (最 高 阶 齐 次 部 分 ) 的 多 项 式 为 
Pr(z,E) = Dax)e, EER". (3-1) 
FF 若 在 点 xo 人 有 抽 


3 线性 方程 .621 : 


Prlixo,e)s0, OEER', (3-2) 
则 称 Pr ,5 在 点 xo 为 酉 圆 型 算 子 ,或 简称 为 酉 贺 算 子 ; 
?车 P 在 点 xo 为 椭圆 算 子 ,= 2 站 , 即 忆 为 偶数 阶 的 . 丹 对 任何 两 个 线性 无 关 
的 实 向 量 上 及 了 ,关于 1 的 2m 次 代数 方程 
Pan (x, A + 好 ) =0 (3-3) 
恰 有 m= 译 个 根 ,2 ,A 具 正 的 岩 部 ,ma 个 根 A7 ,az ,… ,4 有 其 负 的 上 部 ， 
则 称 P 在 点 xo 为 适 椭圆 算 子 ; 
3 若 忆 在 点 50 为 适 桶 圆 算 子 , 且 存 在 与 站 无关 的 常数 0 >0, 使 对 任何 的 &€ 
R" 有 
1RP (xo, El pol El 1+ 和 ++ 各， (3-4) 
则 称 PP 在 点 xo 为 强 椭 贺 算 子 . 
车 上 述 定义 时 每 一 点 x 成 立 , 则 称 P 在 人 中 为 相 训 的 椭 回 算 子 . 当 (3-4) 
式 中 的 jw 不 依赖 于 x 时 , 则 称 P 为 人 2 中 的 一 致 强 椭圆 算 广 . 
例 1 P= 六 +155 在 民 中 为 椭 四 算 子 ,但 非 适 棉 交 算 于 . 
3 了 Ea a 
例 2 二 + 了 + 2) 
为 RR 中 适 椭 辐 算 子 , 但 更生 国务 
定义 2 设 虽 为 R" 中 有 界 域 ,边界 90 无 限 光 滑 , 着 边界 算 子 组 
B(x.9)= 亿 bo balx)E C00), j=1,2.,r {3-5) 
具有 下 述 性 质 ， 
Dem < my rs 
且 对 3n 上 任 一 点 * 处 的 法 向 量 ,使 
2D) B00 j=1,2, 7, (3-6) 


则 称 边界 算 子 组 (3.5) 为 规范 组 . 
例 3 狐 利 克 雷 (DirichleD 边 界 算 子 组 


已 此 du 
[B= 【于 oy” pad 
为 规范 组 . 
定义 3 设 疡 如 上 ,Pfxz,a) 为 中 中 2m 阶 适 机 加 算 子 . 记 
+ 点, 开 ; 计 ) = II (A A), 


a- 6,2)= 了 和- 4). 


车 对 每 一 点 x 各 98, 相应 法 向 量 by 0， 切 向 量 所 关 0, 邯 : -向 量 是 非 零 网 量 , 上 由 
下 式 确定 的 4 的 多 项 式 
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bf t+ My。) = 2 BoE + MY， = 1 2 (3-7) 


人 
关于 模 arfr,E， DOmdae ) 为 绕 性 无 关 的 ， 则 称 边 界 算 子 组 (3-5) 为 相应 于 P 
的 朴 足 组 . 
例 4 设 记 及 器 CR' 如 上 ,六 在 zxE 如 不 为 切 癌 量 ,r 为 固定 的 非 负 整数 ,0 
r 委 太 , 则 
Bu >) bt{ x9, 


Dr 十 
HH lal rri-l 


br)E CIN), j=1,2,e,m 
为 补足 边界 算 子 组 . 

定义 4 设 虽 CR 如 上 .车 

ls P(x,90) 为 2 中 适 桶 国 算 子 ; 

2 边界 算 子 组 (3-5) 为 规范 组 , 且 

r= nm m2m-1, j=1,2,. ,mm; 

了 定义 3 中 的 补足 条 件 ( 也 称 罗 煌 反 斯 基 (Lopatinslji) 条件 ) 得 到 满足 ， 
则 称 算 子 PP 及 边界 算 子 组 1 记 | 为 正规 棋 辐 组 , 记 作 字 =(P; Bi, B2,…,B,); 相 应 
的 边 值 问 题 w= 天 .方程 


P= {fig Bm) (3-8) 


(rs. 
Bu gj=1,2,,m 


称 为 正规 椭圆 边 值 问题 . 
3.1.2 存在 及 正则 性 定理 


为 般 述 正规 粮 回 边 值 问题 解 的 存在 性 及 正则 性 结果 ;引进 伴 边 值 问题 . 
定义 5 始 定 正规 椭圆 组 人 =(P;Bl， | ;BB ,), 取 过 界 算 子 组 151,… ,#1， 


本 的 院 ppy 志 2m -1 使 1 BI, 8582,…， mls sm} 作 汶 2 -1 阶 的 狼 利 克 雷 组 
( 例 3). 由 分 部 积分 有 
|pudx = | “vdx + br codA — >| Bu Tad4， {3-9) 


上 式 称 为 格林 公式 , 其 中 
Prv= DD (- D9 (ot(x)v) 


lal2m 


为 P= 和 2 artx)9* 的 伴 算 子 .由 (3-9) 式 唯一 确定 规范 边界 算 子 组 fel 及 1 |, 它 


丰 | 胰 了 吐 


们 也 作成 狄 里 克 雷 组 fo ;PCP eeyen) 称 为 :六 的 伴 算 子 组 ;相应 的 
边 值 问题 24 = 天 " 称 为 43-8) 式 的 伴 边 值 问 题 . ”= (Pr 8) 为 任意 
的 站 请 向 量 画 数 ,不 必 与 有关. 

定义 6 给 定 正 规 椭 阿 组 多 =《 哺 ; 品 ) 记 


3 线性 方程 623 ， 


N= lu:iPu=0,rE 0 Buelaa=0,= 2 
N=IvP v=0,xENcnlan=0, j= 2. ,m|s 
+=dmN- dmN"., 
+ 称 为 ?的 指标 ,而 且 要 求 维 歼 之 一 [dmN 或 mW ”1 为 有 了 腿 数 : 
1. 存在 及 唯一 性 定理 
定理 1 正规 风 贺 边 值 问题 2u= 下 
Pu=f, xEN: Bulag= 8 1=1,2.",m 
有 解 x€ 下 (D0)(s 守 2m) 的 充 要 条 件 是 


(fo) mm + 2 (gn Tar am =0, YueN, 3- 10) 
了 at 
这 里 外 (有 9) = (D0), 而 
(Ff, ems | fod; 


(gi, Ty} am = | gred4, 


其 中 fT 为 由 (3-) 式 所 确定 的 边界 算 子 组 . 当 (3- 10) 式 成 立时 ,存在 唯一 的 解 wu 世 
到 (人 0), 什 虽 x= 严 , 且 
(usw) 70) = 从 ， YT 生生 N. C3-11) 


例 # 边 值 问题 


-hu= fr€E ni, 一 上 加， 


7 为 314 的 外 法 线 方向 , 零 值 空间 站 及 次 都 只 含有 常数 元 . 故 这 个 问题 对 任何 /E 
下 ~()(s 之 2) 有 和 解 上 E 大 (总 ) 的 充 要 条 忻 是 


[max 一 | RdA = 0: 
EF ein | 


车 要 求 & 满足 条 件 (3-11): jadr =0, 则 解 为 唯一 的 . 
六 


2. 正则 性 定理 
定理 2 给 定 Pu=F 如 上 . 设 fE- 呈 (0) ,gE -90),s 2m,m 
为 咏 的 阶 数 , 则 有 
站 | we Fi sat+ > | 已 | 是 -下 -二 十 ull 入 (全 
{3-12) 
定理 3 设 介 如 上 ,P= > a8",as(x)EC”(0), 儿 取 实 秆 ;P 为 人 2 中 适 桶 


四 算 子 .车 ve 已 (9 ) 为 狄 里 克 需 问题 ( 记 342 的 法 线 方向 为 7) 
Pu=f, FE aa =0, a=0,.1,2. ,mm—l {3-13) 
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的 弱 解 , 则 实际 有 w€ Wm(0), 且 
L u 2, pe TF, +el ul ,ees >0, (3-14) 
cea 污 芷 无 关 . 若 齐 次 问题 
Pu=0,xE NNNulan=0, ， 770，m~1 
只 有 和 零 解 n=0, 则 在 (3-14) 式 中 可 取 cy = 小 
定理 4 设 科 及 PP 如 上 ,ffE ee 从),0<a1, 则 有 
oO {ep Dp + oo). 
(3-15) 
ec"? 和 2) 称 赫 尔 德 空间 ,车 wuE€E ef) 为 (3-13) 臣 的 绊 解 , 则 实际 有 wn& er")， 
且 
1 cl Pelos +ezlulo。， (3-15) 
同样 ， 当 齐 次 问题 只 有 和 零 解 时 ,可 取 2 二 有 
注 1 系数 及 30 的 < 要求 不 是 本 质 的 ,可 减弱 为 适当 光 诊 . 
3, 固有 值 问题 
偏 微分 算 子 的 固有 值 问题 , 比 常 微分 算 子 情形 要 复杂 些 .这 里 内 列 述 一 些 主要 
结果 ， 
定理 5 设 对 充分 大 的 1x1, 有 
Hr), rER'", 
则 加 有 值 向 题 
(- 和 +g) 音 = 类， 区 全 LA(R'") 《3-17) 
的 谱 在 区 间 < 中 中 为 离散 的 { 关 于 轩 有 值 问题 及 谱 的 定 立 , 喝 证 函 分析 篇 一 一 本 
卷 第 了 简 ). 
定理 6 设 吕 为 了 中 有 界 域 ,边界 35 为 分 片 利 善 希 关 连续 ,车 9fx) 基 有 性 
质 
lim gx)= %, 


则 固有 值 问题 
人 全 9 用 = ,XE N; (3-18) 
vlan=0 
的 谱 为 离散 的 ,有 具有 下 界 .这 个 铺 论 对 固有 值 问题 43-17) 也 成 立 ， 
定理 7 设 gfxz)=9r: 产 = 妇 + 好 ++ 嫉 且 对 某 个 e>0 有 


| [g(r)ldr<w. 


壕 假 定 g€ (27,0 为 R" 中 不 含 原点 x =0 的 在 一 有 界 域 , 则 问题 (3-17) 没 有 严 
格 正 的 加 有 值 ， 
定理 8 记 问 题 (3-17) 的 不 超过 4 的 固有 值 的 个 数 为 W(X), 则 有 
NGO)~ | Ga-elr)s) dx/ {27 (#1)]. (3-19) 


[EE 
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定理 9 设 定理 6 中 条 件 成 立 . f(x) 为 L 中 任 一 函数 ,i 
c= [fx) g(r)dx. 


0 可 为 Re , 败 为 (3-17) 式 或 (3.18) 式 的 对 应 于 固有 值 4 的 固有 函数 | 1 17dx = 
和 
1 .车 
> zc < om， (3-20) 


则 级 数 y\ ci(x) 收 敏 于 Kx) 的 充 要 条 件 是 


Pi 二 +1 
RA) | /9 Ax}, r=|la- Yl, 
Tz 
注 2 由 定理 5 推 知 ， 车 lm x) = 性 ,而 谱 在 ( - w ,中 中 是 离散 的 ;车 
lm q(x#)=—% , 则 谱 无 下 界 、 
定理 如 设 为 R* 中 有 限 个 不 相交 开 集 的 并 ,有 目 每 个 开 集 具 锥 性 质 ( 丰 1.3 
的 定义 ) ,4tr, 人 为 用 中 必 阶 线性 精 贺 算 子 ,具有 连续 的 王 部 系数 而 低 阶 系数 仅 
要 求 有 界 可 测 , 假定 4 在 cr (8) 上 为 对 称 算 子 :( 加, 及) = Cp 和) 和 
cf1). 设 存在 Ly(02) 上 的 无 界 的 自 伴 算 子 P, 使 (D0) cDCP)}C "(DN) ,这 里 
DLP) 是 PP 的 定义 域 , 且 当 w€ DCP) 时 有 Ps=. 记 
~ =1 n 为 奇数 ; 
[n+ 1， n 为 偶数 . 
在 m < 地 时 ,假定 存在 奇 正 数 上 使 上 > 三 , 且 4 的 系数 属于 ct-0"(0) 站 
BE-Dnfo) BE)TCHm 人 2), 则 呈 的 谱 是 离散 的 , 且 P 的 固有 值 具有 有 限 重 . 记 
|| 为 PP 的 按 重 数 编排 的 固有 值 序列 ;对 4 >D, 记 非 负 到 有 秆 A 专 2 的 个 数 为 
入 ,4), 人 负 固 有 值 入 > -4 的 个 数 为 N_(4), 则 有 
Na)=e An +t OAm), Am, 
其 中 
cs = C21)"| ws (x)dx, 


看 
ws (XR) = msl es:0s 土 dt iE) <1|. 
注 3 2m 阶 形式 自 伴 算 子 A(x,3) = >》， {9°), 附 加 狄 里 克 雷 边界 条 件 


Ig|=m 


(7 为 外 法 线 方向 ) ?发 ] | “=0,0< 上 m1, 就 可 以 作为 定理 10 中 的 算 子 P 


定义 7 记 BB(9,a)= |]res;0sa<rl. 设 4 为 希 尔 伯 特 空间 及 中 的 线 姓 变 
搁 , 向 量 e* 称 为 4 的 预 解 式 的 极 小 增长 方向 ,对 某 a>0 有 
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Blo,a CotA), -A TH =， 
AEBB,a), Am, 
这 里 p(4) 为 4 的 预 解 集 . 
定理 11 设 们 如 前 ,4(x,3)= 之 aas 为 0 中 2m 阶 线性 椭 四 算 子 ,具有 实 


的 主 系 数 .不 妨 认 为 
A Xi) >0， XEN, ER iD 

设 (rcs(O) 门 (OQ);A' 是 4 的 伴 算 子 . 设 P 为 在 LC0) 中 有 秽 定 头 域 
的 闭 算 子 ,而 有 性 质 ; 

PDPIU DCOP* } CO PDN); 

PP 对 uwE DP)}, 有 Pu = Au; 

对 wuED(P"), 有 P*w=A"u; 

3 除 正 实 轴 外 , 复 4 平面 的 性 一 方向 是 P 的 预 解 式 ( - P+ a1 -! 的 极 小 增长 
方向 ,i 为 恒 等 短 子 ; 

49 当 2m < n+1 时 ,存在 整数 > 号 ,使 4 的 系数 属于 cze(O) 站 
Ha Nn), DPCPYU DCP DC EN), 
册 P 的 谱 为 离散 的 , 生 P 的 固有 植 都 是 有 四 重 韵 .对 枉 何 es > 人 90, 只 有 有 限 个 轿 有 
值 位 于 角 域 largA1<e 外 .车 !4| 基 P 的 按 重 数 排列 的 固有 有 值 , 则 对 4>0 有 


NO = ooh 区 + O(aAm)， 
这 里 N(a) 是 Re 二 入 的 局 的 个 数 ,而 
co = (21) ~°| nest §: 42a(x 让) lidr. 

定理 了 ( 完 和 舞 性 定理 ) 设 了 为 在 (0) 中 稠 定 闭 算 子 , 且 DCP)C 让 (0). 假 
定 4 复 平 面 上 除 有 限 个 方向 外 ,都 是 P 的 预 解 式 ( - P+ 40 -的 极 小 增长 方向 . 当 
m' 去 卫 时 ,还 假定 存在 整数 上 > 5 使 D(CP)C RD , 则 Sp(P》= (DD) ,这 里 
Sp{ 中 为 斑 的 广义 固有 向 量 列 所 张 成 的 团子 空间 , P 的 对 成 于 固有 值 4 的 广义 国 
有 向 量 ,是 对 某 个 正 数 站 使 


(IT- AP)iy=0 
的 非 零 函数 ,上 E (0). 


3.2 观 曲 型 方程 


3.2,1 狼藉 赋 曲 方程 


先 考虑 常 系数 高 阶 微 分 算 子 
Ped d= Pd ) + O00,9.), iER',xER", (3-21) 


其 中 ,PP 为 P 的 主 部 ( 齐 m 阶 部 分 ), 0 为 低 阶 部 分 . 


3 线性 方程 " 627 ， 


定义 8 车 对 于 任何 实 向 量 #0, 方 程 
PAAE}=0 (CP (1,0) 0) (3-22) 
有 产 个 相 异 的 非 零 实 根 
ACE) > A EE) 2 > A (EY, (3-23) 
刚 称 P 关于! 为 芍 穴 观 曲 算 子 或 严格 驱 曲 算 子 . 相应 方程 各 = 子 称 为 狠 交 戏曲 方 
程 


”定理 13 (基本 解 ) 狭 义 双 曲 方程 初 值 问 是 
P(9 9 ECX.t) =0; 
DtF dm 
了 9， 眉 过 下 和 由 一 2; 3 | 
的 基本 解 号 如 下 确定 (假定 P,(1,0) = 1): 
CD re + ds， 
(2x)"™-! FH 
玉芝 站 + 为 奇数 ; 
CD 和 (nm! | | >» "etd 
a €+1 $， 


(2r)" 
让 + 1n 为 侦 数 ; 
-1) 叶 - 


2(2m)" 1m — i s+ 站 ”+ t)ds, 
亚 关 下 + 为 河 数 : 


2f -1 了 , mal ]n +t 
Gi $+ Own x 
册 闻 二 + 1 ,7 为 偶数 ， 


= B(x) (3.24) 


Et{xr,t)= 


ds, 


. {3-25) 
其 中 积分 域 丹 = |:P 1,E7=0,181=1. 且 由 旦 可 以 梅 造 方程 
下 (日 下 和 全 (3-26) 
的 基本 解 只 人 如下: 
0, 和 
pls t= {Pp :20. 
定理 14 ” 毯 习 双 曲 型 方程 初 值 阿 题 
呈 {a ,9 = fx,t), (> 0, 3ER"; P10) = 1; 
2 0 让 =0,1,.:r,m—| ‘3-28) 
的 解 可 由 (3-24) 式 的 基本 解 号 表示 为 
ult)=) | ECs — yt rifty, Tradr + 


四 -| 
2) Sy)dy, (3-29) 
ij 


drt! 


(3-27) 
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其 中 f(x),… ,1(x) 由 下 列 关 系 递 推 确 定 
所 TY) 三 gol): 


fx) + E(x ,0) f(x) = pr)s 


(3-30) 
hx) + E(x,0) * p(x) 十 + (0) fC = gmn_2(F): 


附 J 一 
fx) + FE(x,0) x fx) + + TimiE(x,0) # fx) = gn_1(#). 


Ds 
例 6 (a 
uC x0) = go x), wt x 0) = git) 
所 {3-25) 式 在 各 =2,4= 1 的 情形 ,可 得 基本 解 
E(x,t) = DH(r+t) - Hs- 0)], (3-3]) 
其 中 H(x) 为 赫 维 赛 德 (Heaviside} 项 数 


H(x)=| 


1， 工 宇 习 ; 
QO < 人， 
由 此 可 得 


B(x,0)| [+ 1) + {x 站],-0= d(x)s 


A A 
此 外 , 按 {3-3) 式 可 算出 
= 可 (0 Jol#) + E(x,0) # f(x) = f(r) = gi(4). 
故 得 本 例 初 秆 问题 的 解 为 
uxt) = B(xst) * g(x) + E(x,t) * golx). 
车 go 及 gi 为 连续 耳 数 ,上 式 化 为 达 朗 贝尔 (D' Alembent) 公 式 : 
atxs =] gt)de+ dle rts) + go(x~)]. 


青 考虑 常 系数 方程 组 
HH, = P{ 2) + 下 
| | 2 a 
F(z) 三 3c + Ep 
其 中 4,B 都 是 mx m 常 方 阵 . 


定义 9 车 对 所 有 实 向 量 


3 线性 方程 + 629 ， 


Ww = = {Cw ,| eo | = |， 


方 阵 
Pliw) = iAw + iB{w ), B(w)= >) Be 


的 固有 值 是 相 异 的 纯 虚 数 , 则 称 (3-31) 式 为 猜 义 双 渴 方程 组 . 
注 4 这 个 定义 等 价 于 :方程 
detlia — Pliw)l=0 


只 有 相 异 的 非 零 实 根 ， 
假定 方 阵 4 为 洪 秩 的 对 角 方 阵 
-[4 40] 
= ne 
且 前 |! 个 对 角 元 为 负 , 后 中- ! 个 对 角 元 为 正 ， 
a 0 … 0 
| ° a<0, leiel: 
0 + 0 a 
w, 0 0 (3-32) 
如 -。 2 | >0t+ 1 和 een， 
0 本 
于 是 可 氢 述 如 下 的 定理 . 
定理 二 于 
Sh 并 + + 8 B+ F(x, ,i200 > x ER"!; 


u(x 0) Sx) > Ow ER fff fo ; 
wl (Ox ti)= Sul (Ox ,tg Ox = (3-33) 
其 中 1 人 y= 为 1x Cm- 门 常数 条 阵 .在 /中 
适 定 的 充分 及 必要 条件 是 


lders ltd>0, {3-34) 
这 里 $1 如 下 确定 . 记 
Mw,A) = A- -iB(w )]. (3-35) 
设 有 人 么 正 变 换 区 全 
[TM Mi 
umuU -=| ml]: (3-36) 


其 中 制 | 为 上 x 1 方 阵 , 村 为 (站 -站 xm- 站 方 阵 . 对 相 虚 的 变换 下 = Uy, (3-33) 
式 中 的 边界 条 件 化 为 


| 。 oj Us=slol + So gv = (6,n)", (3-37) 
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S 即 如 此 确定 . 当 条 件 (3-34) 成 立时 ,有 
了 了 7 
J hied + ao 1 和 -dt 


< KD FO) Nede | gee, tat Ce 和 
上 其 中 KCT) 仅 与 T>0 有 关 , 而 
R= He: >0,x ER ul?= | wd 


法 5 (3- 和 3) 式 中 的 边界 条 件 个 数 由 方 阵 4 的 负 < 固 有 有 信 个 数 ! 所 决定 . 
最 后 提 一 下 变 系 数 情 形 : 

| )3 世 _» Bx, 1) x CX n= Fx,t)}; (3.38) 

aa) pe py ,Fs)', 

4 :8 和 都 是 具有 光滑 疯 数 元 的 mx mt 方 阵 ， 

定义 10 者 对 所 有 的 :€E [0,7Tj, 了 为 任意 正 数 , 所 有 x > 0,x' = (x2 ,wn) 
ER*-1 上 及 所 有 实 向 量 w= {wj ,ww[ = = (wz ti), 方 阵 

Pliw) = iA(x,£) Wi + iBCX,t, Ww’), 
Blix,t, Ww 让 二 > Blx, 人 to 


只 有 相 异 的 纯 违 看 有 值 , 即 称 (3- 38) 式 为 效 义 双 曲 方程 组 . 
定理 6 混合 问题 
了 = 有 


u(x,0) = Ar) f= Ch fs; {3-39) 
(ul Sul )s -0o= g(x ,B= (8 8 


其 中 ,! 为 方 阵 4 的 负 固 有 值 的 个 数 ,3 为 上 xm - 站 矩阵 ,大 相应 方 阵 $1 满足 条 
件 (3-34), 则 有 了 唯一 强 解 x = (7 2([0,T] x R' ), 满 足 如 下 估计: 


| kB a+ a | kB x [OT] .a + | ER xfo, Til.a 
<K({ 上 7 有 了 aa + 二 下 kB x [0, The + lgl ktxto, t,o), (3-40) 
其 中 
yl, = Depie-say,e>0, (3-41) 
171 看 上 让 
Y 表示 R' x [0 7T] ,了 ,Rx [0,T] 中 的 一 个 ,a 充分 大 ， 
3.2,2 广义 双 曲 方程 


广义 双 曲 方程 有 多 种 定义 方式 ,下 面 考 察 由 整个 算 子 而 不 是 由 其 主 部 进行 定 
义 移 一 种 ， 
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定义 11 常 系数 线性 篇 微分 算 子 
P(D)= Do (dT 


| 立 | 王权 


若 
P(N)= > ose Nh Me #0, 


生 对 某 ro 所 及 有 
Plé+rirN)s0, AER", Fr<ro， (3-42) 
刚 称 关于 实 向 量 N= CN 为 驱 曲 型 算 子 . 


型 3 总 
例 了 MD)= tI a 
记 x =+,%2= xy 相应 密 项 式 为 
PE)= 刁 -总 + ii 名 
取 N={(1,0), 有 P(N)=10. 令 
PIETITN) = (E+ 一 总 4+i 色 = 总 -三 -名 + 这 T+ 名 )， 
当 旧 促 当 与 = 于 + 总 ,名 = -28r 时 , P(E&+irN)=0, 消 去 名 得 


各 -4 斌 rr -= 人 0, 刁 = 


rr 
1 一 4r2 
禾 当 取 ro = - 二 时 欧 有 
PigE+titN} 0, Trm=- 
即 PP 关于 N= (1 全 为 双 则 方 程 . 
例 8 P(D)={ 之 -之 ) ,相应 的 多项式 是 
PIlé) 三 一 《三 一 S27, 
联 N=(1,00), 有 P(N)= 一 1z0, 且 
PE+rirN}= (BE +ic -Bz0, re<m=0, 
均 P 为 广义 双 曲 算 子 ,注意 PP 不 是 狭义 双 曲 算 子 ， 
定理 好 车 P(D) 关 于 NN 为 双 曲 的 , 则 其 主 部 POD) 居于 也 是 双 曲 的 . 
定理 地” 当 且 役 当 P(N)#0 且 P(E+ tN) =0 对 实 的 二 仅 有 实 根 时 , P(N) 


关于 卢 是 骏 曲 的 . 
定理 区 记 量 = [slot+ + 和 有 共有. 谱 下 D) 关 于 克 为 站 防 双 曲 算 子 . 


若 j>m,r=| 于 | +1, 则 对 所 有 的 FE CG*"(H) ,Ec (0H) ,k=0,1,…,m 
-1, 初 值 问题 


1., 
了 


Paes= foulan= py, k=0,1,…,m— |, {34-44) 
有 唯一 和 解 uE cH) ,其 中 为 38# 的 外 法 方向 . 
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3.3 其 他 定型 方程 


3.3.1 独 义 抛物 方程 
定义 卫 给 定常 系数 方程 组 
= POD) wu + fx,t), t>0,xER", 


站 二 (ils Wm), f= (fh) 
记 方 阵 P(é+in) 二 P(E8) ,= +in 的 特征 方程 为 


detl POCEY ATI = (mar PIAA + PL) =0. 


设 户 ( 引 的 次 数 为 pj. 令 
p= Me pis po= max py/Ss 
由 (é) = max Rea,( 四) ， 
AD) 为 (3-45) 式 的 于 个 根 . 若 
A -etélite, c>0;h>0, 
则 称 方程 组 (3-44) 为 独 尺 抛物 方程 组 . 
热传导 方程 a = Au 其 狭 闵 搜 物 方程 的 最 简单 的 例子 ， 
du Ba fl1 dr 
例 3 Be = Bx + 放 [+ 六 】 mp>2, 
这 个 方程 是 狭义 抛物 的 .事实 上 ， 
ACH)= 一 如 + 人 = 一 1 于 大 = 2 
定理 和 0 po> lapoep. 
定义 13 若 不 等 式 (3-48) 可 延 拓 于 复 域 ， 
由 《二 + me -clél rte ln srl+ 1éel), 
则 使 上 式 成 立 的 最 大 的 2 称 为 (43-44) 式 的 格 {(genusy. 
定 还 324 p=1lt+th- po. 
定理 达 设 给 定 锋 义 抛 物 方程 初 信和 问题 
和 
w(x,0) = Hot x), 


当 >0 时 , 若 sof xz) 的 每 个 分 量 都 属于 画 数 类 ， 


各 = FCF FOF EC* (RI fF Or) Cexpt bol x# 17)}, 


pi1= po/(po~ ££), bo >0, 


[了 -44) 


《3-45) 


《3-46) 
(3-47) 


(3-48) 


(3-49) 


(3-0) 


风 对 充分 小 的 :>0, 初 值 问题 (3-50) 在 类 KK.。 中 是 适 定 的 .这 里 b, 为 大 于 加 的 


任 一 个 数 , 当 gy<0 时 ,着 uo( x) 属 于 函数 类 ; 


Ke= FORMA EC (RINAX) Ss Cle)explel x1?)!, 


pi1= hAh- 4), 


3 线性 方程 633 。 


s 为 任 一 正 数 ,充分 小 , 则 对 充分 小 的 :>0, 问 题 (3-0) 在 这 个 函数 类 中 是 适 定 的 . 
定理 23 纵 定 猴 义 抛物 方程 混合 问题 


w+ DPK tut Ort Fu /x,t), 
i1>0, xEAQCR"; 
u(x,0) = g(x)3B (r,t,3)el =h, j=12,,m, (3-51) 


3 阅 

其 中 - 1)mP (二 和 才 ) 汪 cm ECERc>0i>0xc0iC 为 阶 数 二 2ja- 1 
的 算 子 ;{ 8) 为 关于 Pa 满足 根 条 件 的 规范 边界 算 子 组 ( 见 定 尽 (3-3). 设 Py, 4， 
号 中 系数 及 ff,g, 名 (j= 1 之， m) 都 适当 光 请 , 且 PP 的 系数 取 实 值 ， nn 沟 有 界 
域 ,边界 20 适当 光 潮 , 则 混合 问题 在 CC0, 了]) 门 C2"tR) 中 是 适 定 的 . 


3.3.2 定型 还 化 方程 


定理 24 设 在 有 界 域 人 CCR" 上 给 定 椭 回 -抛物 退化 型 二 阶 线性 方程 ( 具 实 系 
数 ) 


ln = > (rx) 5 + > Bx) wt CAI =f{x), 


ei) <0, 
Q(x ,6)= > or)M>0, xEN, Q(x,6)20, rEIn, 
j= 0 EER". 


的 上 出 现 退 化 情况 , 记 
= 1xXE3N010(x,y) 关 0,y 为 9 的 内 法 线 力 向 | ; 
$2 = |ixE2N Slbtr)s > (blzx)— > Le)y <OD|; 
-jzlze3an \ Si,b(x) 0|, 
则 边 值 问题 
n= NY), FCOuIsUs,=# (3-52) 
在 (Dn)(p 之 1) 中 是 适 定 的 .这 里 要 求 
a x)E CA BIE CDN), eI)E CLO) gE LL,. 
定理 各 ” 双 弗 -抛物 退化 方程 初 值 问题 
人 FRx) st Rt bE) +t eta ut Ar,t), 1>0: 
u(x 0) = px), mx,0) = px), xER!, 


(3-53) 
kz0, KE C0, T] x BR),a, b,c,fE CIO, T] x RR), 当 a <2 时 为 适 定 的 . 
定理 5 双 曲 - 抽 物 退化 方程 初 值 问题 
{> — x+ A =0,t>0,xER',; C3.54) 
下 条 站) = pr), mtx 0) = $x). 
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当 A#¥1,3,5,% 有 有 gpE CCR, PDO = yD 0) =0,7 = 1,2.… 时 ,存在 唯一 的 
解 下 所 人 ; 当 p= 1,3,5,… 盾 , 解 不 唯一 . 


3,3,3 特 里 科 米 (Tricomi) 方 程 


yt + hy =0, (3-55) 
它 当 y >0 时 为 椭圆 方程 ; 当 y <0 时 为 双 则 方 程 ; 当 y=0 时 退化 ,方程 (3-55) 当 yy 
< 时 的 特征 线 方程 
ydy + dx*=0 
有 解 (特征 线 ); 
六 宇 生字 (y+ oonat, y <0. (3-56) 


在 梢 圆 域 y >0, 经 变量 代 换 


可 北方 程 (3-55) 为 标准 型 


du ou, lor,_ 


= 


在 双 曲 域 y <0, 经 变换 
6=%- 放 (yy) 9= + 字 ( 一 y)?2， 
可 化 方程 (3-55) 为 欧 拉 - 泊 松 方 程 (参看 "经典 数学 卷 ”). 
wep BE) (me wy) =0. (3-58) 
设 在 * - y 平面 上 给 定 域 间 , 上 半 平 面部 分 由 过 x 轴 上 二 点 4(a,0),B(8,0),a<$ 
的 曲线 。 围 成 ,下 半 平 面部 分 由 过 点 4 的 特征 线 x= 之 ( - 7)z2 + a 及 过 点 8 的 特 


征 线 *= - 入 ~ y)22+ 86 转 成 . 记 此 二 特征 线 的 交点 为 C. 故 域 0 的 边界 30 = o 
UACU BC. 
定理 27” 特 里 科 米 方程 边 值 问题 
人 + ip = 0 
wls=f,uli=8 
对 适当 光滑 的 /,g, 有 队 一 的 古典 解 . 

注 和 〈3-39) 式 中 的 条 件 sl = gg 可 换 为 上 lac = 不 或 共 他 类 似 条 件 lpoU pr 
= g, 这 里 为 48 上 任 一 点 ,只 要 求 产 PQ 及 PR 各 与 特征 线 x= 干 他 (y+ 
const 交 于 一 点 ,而 由 PQ 及 PR 上 各 点 引出 的 二 特征 线 只 有 -. -条 与 三 相交 , 且 交 点 
集 材 盖 线 段 由 ， 

3.3. 和 4 拟 抛 牺 方 程 


拟 抛 物 方程 包含 某 些 广义 抛物 方程 ,但 难于 给 出 统一 的 确切 定义 .下 面 仅 限 于 


(3-59) 


3 线性 方程 。 硬 3 ， 


考察 几 个 具体 方程 . 

定理 雹 混合 问题 
pr 2 -0, das0,t>0.0<x<1; 
ur,0) = sot x), nC0,0) = nu{1,1) =0; 
WO = ml 0, Clel, 


{3-60) 


当 ol x ) EV= EF E OO, DN (O01) ,7'(0) = G7'(1)1 时 有 了 唯一 的 台 
解 unE YN C00, 了 T),T 了 为 任意 正 数 . 
定理 部 ”混合 问题 
位 Pu + 


机 w(0, tj= ul,t)}= (0) ud 0 


{3-61) 


当 wE 下 (0,1) 时 ,有 唯一 的 弱 解 


se ODN BRO, VN Cc'(0, T). 
定理 补 混浊 问题 


-ta = PCr, ,>0,xE OCR"; 
uF) = sof), uir=0, 太 为 30 的 闭 子 集 ，; {3-2) 
Cs,7) = 2 + |gs, Ddr,s € 50 7， 


当 wr) EVF= {FE HO), flr=0,a.e. AfE 0) ,区 ,nmn=0j 时 有 圭 


解 w€ VN eo0,rc). 
定理 拓 混合 问题 
们 Fp dy 


Bt 3 一 7 0 a0,t>00<x< 1; 
ux 0 = wx) a0, t= ull,t)=0, 


(3-63) 


当 ww EE 到 (0,1) 时 有 唯一 弱 解 sxE (0,DD 门 0100, 了 7). 
3,4 一 般 线 性 方程 


3.4.1 无 解 的 方程 

近年 来 发 现 了 一 些 无 解 ( 即 令 是 弱 解 ) 方 程 .这 是 -- 件 引 人 注 目的 事 , 王 面 举例 
说 明 ， 

例 直 一 阶 方程 
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i =ANx3), 
其 中 站 x3) 是 x 的 无 穷 可 微 但 非 解析 的 函数 ,如 


LL — ， 着 3 
fxs) = 六 ro- 国人 了 > 
f=1 0 ， 二 
让 为 尾 一 有 限 的 正 整 数 , al, ez，… an 为 任何 六 个 实数 ,其 中 某 几 个 可 以 任意 接 
近 . 这 时 天 = 在 本 中 的 任 一 非 空 开 域 如 中 无 分 布 解 ， 
例 11 一 阶 方程 


= 3 寺 匀 = zz) ， 


当 卜 为 过 数 时 .对 基 些 /无 分 布 解 . 
由 这 些 例子 看 出 , 即 令 是 具 包 项 式 系数 的 线性 偏 微分 方程 ,哪怕 不 附加 任何 定 
解 条 件 ,也 可 能 无 解 存在 . 


3.4.2 和解 的 光滑 性 问题 


解 的 光滑 性 研究 的 意义 在 于 ,车 能 由 不 依赖 于 求解 过 程 的 准则 来 判定 菜 类 方 
程 的 广义 函数 解 实 际 是 无 穷 可 微 函 数 , 则 可 由 较 易 闭 手 的 弱 解 存在 性 的 建立 获知 


古典 解 的 存在 . 
定义 4 具有 无 穷 可 微 系数 的 线性 备 微 分 算 子 
rn Bar 加 


车 对 性 一 _ 天 机 可 叱 )， 方程 Pu = 了 的 所 有 广义 函数 解 实际 是 古典 的 无 穷 
可 微 滑 数 , 就 称 哺 为 亚 椭 圆 莫 子 ,相应 方程 Pu = 了 称 为 亚 椭圆 方程 ， 

注 7 由 定义 知 齐 次 亚 椭 圆 方 程 户 =0 的 在 一 广义 函数 解 为 无 旁 可 微 画 数 . 
由 数学 物理 方程 的 古典 讨论 知 Au =0 的 尾 一 个 二 次 连续 可 微 的 解 实 际 是 解析 郴 
数 , 故 燃 圆 算 子 的 光 次 性 结论 比 亚 椭圆 算 子 强 得 多 ,这 正 是 亚 酉 回 性 取 名 的 来 历 . 

亚 柳 圆 算 子 的 判定 问题 在 湛 系 数 情形 已 得 到 物 底 解决 : 变 系 数 情 形 无 满意 的 
一 般 性 结果 . 

定理 所 党 系数 搞 微 分 算 子 


1393 1 已 全 
PID = 2 Cr 十 区 (了 
为 亚 机 加 算 子 的 充 要 条 件 是 下 列 等 价 性 质 之 -… 
lp 沿 零 点 集训 = jf=eE+iylP(ty=oOl, 有 
人 
这 里 P(X) 态 由 P(D) 换 一 了 2 为 如 = + i 而 得 ， 


2 对 任何 C>0， 有 4>0 Ey 
= {linl< Clel>Ai 


3 线性 方程 。，633 ， 


中 无 零点 . 


条 oP 


a°p(E) 一 = olal 

p,| prey | =001é1"" ,0< qsl,a>0. 
上 (e+ q 

lm P(E) =1,18ls0,0E0". 

尔 dim IPE+in)|l= m,n ei. 


YYP(EI jo, 

$F lm P(e) =0,0= {站 ， ,于 上 

最 便 于 应 用 的 是 准则 他 . 

例 相 P(D) = 也 - 区 

这 个 算 子 是 亚 桶 图 的 .事实 上 , PE)= iiG+ 总 显然 上 共有 性 质 外 ， 

由 数学 物理 方程 的 讨论 知 热 传导 方程 wm = 心 的 任 -- - 解 确 是 无 穷 可 微 的 ,但 关 
于 上 不 是 解析 的 . 

同样 易 核验 拉 普 拉 斯 算 子 A 为 亚 权 较 算 子 .A 实际 上 是 更 强 的 椭圆 算 子 . 


波动 算 子 口 = 记 -A 不 是 亚 椭圆 算 子 .事实 上 ， 


P(E) = 如 +…+ 总 - 辣 
不 满足 定理 好 中 的 要 求 巴 .因为 当 后 = 剖 + 总 + 各 时 ,尽管 1 有 = 全 + + 
经 一 2 ,但 P(E&) =0. 故 不 具 性 质 宁 . 


例 13 P(D) = 池 - 克 +if 二 学 ) ， p>2. 
相应 的 多项式 为 


PEY=i& + 总 + 部 = 名 +i(E + 的)， 
而 具有 性 质 邵 , 故 P 为 亚 椭 回 算 子 ， 
3.4,3 话 定 定 解 问题 


定理 女 对 任 一 常 系 数 线性 偏 微 分 算 于 PLD}) 或 任 - - 主 部 共有 实 系数 的 主 型 
算 子 Pa ,五 ] 及 任 一 无 穷 可 微 流 形 ,部 存在 适 定 的 边 值 问题 . 
这 个 定理 是 相当 一 般 的 ,因而 也 是 相当 空洞 的 . 下面 列 举 一 些 比较 具体 的 结 


果 . 
定理 34 ”给 定 初 值 问题 
公 = 部 (am = PS > 0 ,rE R"; (3-.64) 
wt 0) = A xr), 
au 为 复 常 数 . 这 个 问题 在 L, 中 适 定 的 充 要 条 件 是 :存在 常数 - >0, 使 
ReP(iE) sc， ER'", (3-65) 


注 8 若 换 (3-64) 式 为 方程 组 , 则 相应 于 (3-65) 式 的 条 件 是 ,对 方 阵 p(iE) 的 
每 个 固有 值 Mi{8) ,有 
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Rei(8)<e, SER". (3-66) 


定理 站 ”给 定 混合 问题 


其 中 "是 特征 方程 


m =1 
nu 二 家 1 总 ,st > 0,x| > 0 
f= 


om i ox/ oO 

DD 

让 三 一 pr _ 二。 3-67) 
上 ,0 Ux) D0,1, ,ril: 

EE 

3 寻 = wl, E04, ,pp-t, 


x 


x = 【和 


ih = 
A" = >, Co 


在 域 mt = nL< 8 中 具 非 正 实 部 的 根 的 个 数 ,这 里 8 选 得 使 特征 根 所 有 梳 点 位 于 


半空 间 Ing > 8 内 . 记 
Reln0 关 Relis… 扫 Ren 1 二 人 < ReaA, GEReAhn 1， 


p 为 方程 关于 地 的 最 高 阶 数 . 引进 空间 


Hr) = utd lss) oH I 12dxi< ot, 


R= Um ns | ux}dx, 


刘 间 磊 (3-67) 在 成 中 适 定 的 充 要 系 件 是 : 原 仅 在 域 { EReay(t 8) >0,Imti< ,Y= 
r,"…*, 届 一 【| 中 定义 的 函数 


¥ 的 VY 时 
Ge)= | ep ~ (De 人 049,7= rm- 


Cr， 


政 解析 延 拓 于 整个 半空 间 Int < 8 而 仍 属 二 (z) .上 式 中 
时 0 ~ ， A ; 
gt ,1)= > @( EE) y+ itiWwi_a( t,o 了 十 


ji] = oo) 


而 @ 则 由 改写 方程 而 得 ; 


Q@( 二 ,由 @( 芒 ,D) 换 DD 为 0" 得 来 , 作 (1,0) 是 坟 (4.) 闫 于 浇 = (和; 各， 


3 线性 方程 ”639 : 


的 博 里 叶 变换 ， 

例 14 w= -本 zt 

当 a =i 时 得 波动 方程 uw = ,特征 根 是 1 ;= 干 这 . 域 ReAl <0 重合 于 域 
Imt <0, 故 还 可 尾 意 冰 定 wof 站 ,wt1), 这 正 是 古典 的 溯 合 问题 (注音 这 时 交换 了 
变量 与 x 的 地 位 ,与 通常 用 法 相反 ). 

当 ee=1 时 得 调和 方程 由 + ws =0. 特 征 根 是 ii， = 二 t. 适 定 的 问题 是 : 瘦 定 
初 值 wot 0) ,w(t) ,但 须 使 分 别 定 立 于 域 Refr<0 及 Ret >0 的 函数 


| ts) + itwo(l t) Jdr: | eS tw (a) + itwwtr) dt 
可 解析 延 拓 于 半 平 面 mx<0 且 属 也. 


定理 36 给 定 方程 
au 抽 一 ] 1 a Bi , 
5 = pl( 于 EE 1>0,xER’", (3-68) 


把 特征 方程 4" = > Pla) 的 根 编 号 司 ReAl 专 … 万 Rei,. 记 

G= tolReA{o) 0 GOI OG. 
设 在 每 个 @ 上 给 定 w(o) ,而 可 延 拓 于 全 空间 R*{ 例 如 延 折 为 零 ) 使 属于 五 = 人 下， 
则 方程 (3-68) 有 解 :€E 下 = Uv 下 ,使 初 值 的 傅立叶 变换 在 上 于 ed 上 


对 4 仅 具 短 增 率 , 并 在 这 个 西数 类 中 是 唯一 30 下 | 的 伟 立 


叶 变换 , 仅 在 真子 集 GC'C G 中 给 定 ,) =1,…,r, 且 ci GC,, 则 初 什 问 是 不通 
定 . 

例 15 w+Au=0. 

这 时 由 1.2 = 二 1s1, 有 三 | = 了 Rs zy Ca = {04， 故 } 只 能 在 H! 中 给 定 一 一 个 边 值 
ux ,0). 


Du | Fu ou 
和 例 16 5 Ep 


这 时 A1.2= 于 所 地- gf— 3, 有 如 | = Ri(o), {= | 过 gt + ozt. 故 可 罕 Fr 
中 任意 给 定 u(x,0) ,而 (x, 站) 则 须 给 定 使 (0) = (0)E 95 , 即 当 gE 6 时 


要 求 wt) 而 当 sE Gy 时 =0 
以 上 主要 是 常 系数 情形 ,下 面 提 到 变 系 数 情形 . 
定义 15 给 定 一 阶 线 性 方程 组 


f= > au (a x + Yr)u= Ax), xXxENCR', (3-69) 


u 和 上 为 中 维 向 量 函数 ， pal, 2,.…,n) 和 都 是 mm :mm 方 阵 ,a, 都 是 对 称 的 . 
车 方 阵 
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R=- Dz (3-70) 


的 对 称 部 分 上 和 是 正定 的 , 即 对 任何 非 堆 实 向 量 g, 二 次 型 


gts = Sg 


为 正定 的 (这 里 入， 本 8 轩辕 风 浆 K 入 正 对 称 划 了 称 (3- 的 ) 式 为 正 
对 称 方 程 组 . 

定 兴 二 设 R" 中 域 Q 有 分 片 光滑 的 边界 30 ,由 其 外 靶 线 单位 向 量 了 = x， 
… ,y,》 作 方 阵 


ps 3 a (3-71) 
jml 


及 某 种 分 解 : 
B=B, + 中-， 天 及 。 -PB-. 
若 gx 的 对 称 部 分 “三 非 负 定 . 则 称 边界 条 件 
PB_utan=0 (3-72) 
为 半 可 许 的 ; 若 还 存在 方 阵 P。 具有 性 质 
P+P_ =1, PP =P_.P,=0, PB.=/P 
则 条 件 (3-72) 称 为 可 许 的 . 
定理 7 设 a(x)}E C(O),Y(x)E CO), 则 
1 正 对 称 组 在 半 许 可 和 边界 条 件 下 的 古典 解 若 存在 , 必 为 唯一 的 , 且 对 7 在 号 
中 注 稳 定 的 ; 
2 对 任 一 fE 五 , 即 /的 每 个 分 量 fE (DD), 正 对 称 组 局 = 了 在 半 许 可 条 件 
(3-72) 下 有 能 解 kxE 存在 ; 
3 任何 一 阶 方 程 组 在 六 中 的 强 解 与 咬 解 重合 一 致 . 


4 非 线性 方程 的 奇 性 


4.1 分 枝 性 和 非 唯 一 性 


为 说 明 问 题 , 以 下 举 常 微分 方程 为 例 . 
1 杆 在 轴 向 压力 下 的 欧 拉 问题 
Ye t+ Py i- =0, 
7(0) = y(1) =0. 
这 是 一 个 出 较 典 型 的 分 枝 问 题 , 当 P, < 时 ,问题 只 有 一 个 零 解 y(*x) =0; 当 
TN+17> PP > 时, 除 零 解 外 ,上 投 问 题 还 有 个 非 零 解 y = 了 (x)(n=1,2， 


4 非 线性 方程 的 奇 性 - 641 ， 


…, 入) .函数 了 (x) 在 区 间 [0, 浆 ] 中 满足 
也。 人 上 


2 ”je CP EY) 
__2. = 了 尼 Ea 
RP /Ee EB na* 面 un 是 方程 
Ce 
2n ov A) (oo08a + siniaz:) 


的 根 (a =1,2,…, 入 ) (等 式 右边 是 完全 椭圆 积分 ). 每 个 非 零 解 y = 史 (*) 在 区 间 
[0.1] 其 余部 分 上 只 是 在 [0 元] 部 分 的 正 反 重复 表示 而 局， 


2 边 值 向 题 
th +20=0, wi0) = ultA) =0, 


除 零 解 x=0 外 ,还 有 可 列 无 穷 个 不 同 的 解 w(t) , 当 hw 时 sup lu(t1 一 “. 事 
实 上 ,这 个 问题 的 过 (0,0) 的 解 nt?) 应 满足 关系 

t = j [ce 一 5] -去 dy， 
故 “为 周期 函数 ( 椭 图 函数) ， 而 在 -eye] 间 变化 ， 其 周 加 为 


7= 二 | (1- 4) -tdu= 二 8 


为 使 u(4) = 0, 须 取 了 = 4/E,k=1,2,…. 基 当 。= 人 8(k=1,2,…) 时 ,问题 除 零 角 


(4 二 0) 外 ,还 有 可 列 个 解 uw(4) .它们 都 是 苓 解 的 分 校 解 ( 在 4(0) =0 及 u(t4)=0 
处 分 枝 ). 


4.2 局 部 性 和 多 值 性 


例如 初 值 问题 
+ i = wfxO)= -th 这 


的 光滑 解 只 当 0<t<2e 时 局 部 存在 .事实 上 ,对 任 一 实数 m, 过 点 (x0,0, - 路 字 ) 
的 特征 线 和 过 点 ( - 和 ,0, -由 二 2 ) 的 特征 线 在 (*, 品 平面 上 的 投影 交 于 点 P:(0, 
x0/h 各 9), 且 解 w 在 点 PP 有 两 个 值 (多 值 性 ): 由 过 P 的 两 条 特征 线 得 来 的 两 个 不 


同 的 值 干 直 2 当 xo0 时 ,P 趋 于 点 (0,26) . 故 单 值 的 光滑 解 仅 当 0s<s4<2e 时 局 
部 存在 ;而 当 :>2z 时 ,由 于 老 值 任 而 出 现 问 断 . 
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4.3 奇 性 和 无 界 性 


例如 纳 维 -斯 托 克 斯 (NavierStokes) 方 程 的 边 基 问题 
He + mt =0, wt0) = pf A) =0, 
陈 零 解 n=0 奸 , 不 在 在 无 奇 性 的 解 .事实 上 ,容易 求 出 方程 的 通 解 为 
u(t)= Blestc 1) este + 1), 
8,C 为 积分 常数 .为 使 at0) =0, 须 取 C=0, 为 使 u(4)=0, 须 取 上 = -加 . 故 上 无 
界 而 有 奇 性 ; 且 这 种 情况 对 任何 4>0 痢 存在 ， 


4.4 参数 的 临界 作用 


例 1 te + Ae =0, u(0) = ut) =0. 


当 大 于 某 一 临界 值 4。>0 时 ,无 光滑 解 , 当 = Mo 时 ,有 唯一 的 光滑 和 解 ,而 当 
0< A < 加 时 有 两 个 光滑 解 .事实 上 ,由 方程 积分 一 次 知 :过 (0, 中 0) 的 解 应 满足 关系 


_ -上 " -1 一 -3 
:= 二 外 人 e) -4ds, C=1+-u(0). 


这 表明 曲线 w= xf 在 革 点 上 = 4 达到 最 大 值 uf) = Ine. 几 同 线 关于 1=4 对 
称 , 可 要求 


1=2t - 过 三 ds 一 村 dr Fe 
(Vio (cio Vyvey 
经 简单 的 计算 得 
| 
c=ae( a). 


讨论 这 个 超越 方程 有 无 大 于 1 的 根 C, 即 可 得 到 关于 4 的 结论 . 
4.5 非 线性 增长 率 与 至 间 维 数 的 关系 


方程 
Au- ut+iul =0, xER",o>0. (4-1) 
当 o> 一 全 时 , 除 w=0 外 没有 具 下 列 性 质 的 光滑 解 
[1->0， 当 1x1 一 o 时 ， ‘4 之 】 
为 此 证 方程 
AutAlu}=0, n>2. {4-3) 


车 有 满足 性 质 (4-2) 的 解 &, 则 满足 关系 
2n 业 
PCmas = | fl) de, FCs) = | Kas. {4-4) 


1 


4 非 线性 方程 的 奇 性 ， 643 ， 


注意 (4-3) 式 是 泛 孙 
Hn) = | | Fuel- Flu) ldx 
的 变 分 问题 的 欧 拉 方程 , 故 应 有 
贡 
dd ut Ar)) | = 
即 
严 一 了 
7 | A Flu}yds = 站 (4-5) 
另 一 方面 ,以 上 乘 14-3) 式 ,再 分 部 积分 得 
| | Tu ldx = |. uu) dx. 


结合 (4-5) 式 ,得 (4-4) 式 .现在 利用 (4-4) 式 去 证 明 , 方 程 (4-1) 式 没有 具 性 质 (4-2) 
式 的 光滑 的 非 平 几 解 .车 & 为 这 种 解 , 则 因 这 时 


六 上 = 一 la， 
Fr | 下 _ 2 
u)= | Fasjds= -二 了 二 
于 是 由 (4-4) 式 有 
2 | 4 
(和 2 2 1 人 dx = [7 - 中 te udx, 
了 
4 


汶 使 二 0, 庙 有 2n> {fn-2)(o+2), 即 5s < 2 


4.6 ”在 元 限 远 处 的 衰减 加 强 


非 线 性 方程 (4-1) 还 有 一 个 特性 , 即 解 的 可 减 程 度 上 的 加 强 , 事实 上 , 设 utx) 
为 方程 (4-1) 的 一 个 解 , 则 它 可 看 作 线 性 方程 
4 一 下 十 下 = 和 = 

的 具有 性 质 (4-2) 的 解 ,这 里 六 zy 具有 性 质 : 

,lim plx) = 如， 
由 线性 桶 风 型 方程 的 讨论 知 , 应 有 ztx) = 60(1zl 有 ,8 为 某 正 数 ,大 于 .重复 这 
种 讨论 , 知 对 某 y >0, 有 

下 二 和 Ce yx )， 


4.7 对 称 的 原因 不 一 定 产 生 对 称 的 结果 


一 个 弹性 薄 圆 板 ,沿边 界 夹 紧 , 施 以 较 强 的 轴 对 称 压 力 , 可 以 观察 到 不 对 称 的 
稳定 的 平衡 状态 .这 个 弹性 问题 的 理论 分 析 归 结 为 非 线性 椭 回 型 方程 组 的 边 值 问 
题 : 
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AP= 二 [ FF, W]; 
eR W=LF, Wlf, gg]= fe + fg ~ Df gm; 
oFlan = A ,9 Wn =0, lalsel. 
这 里 31 为 圆 板 的 边界 ,se? 岩 示 板 的 厚度 ,FF 为 诺 力 函 数 , 入 为 板 的 中 心 面 偏离 平 
衡 位 置 的 铅 直 挠 度 ( 位 称 )， 


5 某 些 初等 解法 


由 于 非 线性 偏 微分 方程 的 高 度 复杂 性 ,不 存在 一 般 的 理论 和 解法 .这 里 及 以 
后 ,只 提 到 一 些 个 别 的 结果 ， 


5,1 基 尔 霍 夫 变 换 
考虑 掀 线 性 方程 
div[jtu)mads = Vika) vu)=0., {5-1) 
尝试 选择 销 数 vg =v(w) ,使 (5-1) 式 线性 化 .由 
Vo= 和 Tu 
与 0- 1 式 比 较 ,可 看 出 应 选择 
gv =kCw) 或 p= | #8)as, (5-2) 
其 中 a 是 任 一 固定 实数 .于 是 ($-1) 式 化 为 方程 
A 三 0. (5-3) 


变换 (5-2) 称 为 基 尔 约 夫 { Kirchho 人 变换 .在 定 解 问题 情形 ,还 须 对 边界 条 件 作 相应 
的 变换 . 


5.2 柯 尔 - 霍 夫 变换 
伯 格 斯 (Burgets) 方 程 
+ Dis = A (5-4) 
经 代 摸 二 = vb, 可 化 为 方程 
au + 证 过 = iu. (5-5) 
再 令 
t= 一 24lnw， (5-6) 


可 化 (5-5) 式 为 线性 扩散 方程 
Wy = A (5-7) 


5 某 些 初等 解法 .645 ， 


变换 
HN= = nn, (5-8} 
称 为 柯 尔 - 霍 夫 变 换 , 类似 她 ,在 高 维 及 方程 组 情形 ,变换 
Hg= -27YInhw, | {44-0) 
可 将 纳 维 -斯 托 克 斯 方 各 组 
+ 2 = uw i=1,2,3 (5-10) 
化 为 线性 方程 
宙 | 二 9 生 吉 - {5-11) 
5.3 相似 变换 
例 妇 对 方程 
| p(w) (5-12) 
尝试 求 如 下 形式 的 解 
4= {7), = 如 扫 ， {5+.13) 


其 中 常数 *, 有 待定 ,以便 使 (15- 12) 式 能 化 成 不 号 合 *,? 的 常 微分 方程 . 变 措 (5-13) 
称 为 相似 变换 .计算 导数 : 
du 


Pp), = ae) 
[pw] = eae De -PD + ere PAD(u) WY, 
代 人 (5-12) 式 得 
Pei =a(0 -DtBD a) + a DACD( EE) ww ) 
或 
BEm =a(e- DD + op DuY, (5-14) 
为 使 方程 不 显 含 x 和 1, 须 令 
En). (5-15) 
由 此 可 确定 a 和 及 的 值 .例如 取 大 人 =7 时 ,=28= -41 取 所 认 = 六 时 ,w=]， 
和 = - 六 ,后 一 选择 更 为 有 利 ,因为 这 时 (5-14) 式 右边 第 - 项 为 零 . 变 换 


了 = (5-16) 
特别 称 为 波 丁 慈 却 (Boltmnanmj 变 换 . 它 化 方程 46S-12) 为 常 微分 方程 


-9 dz] ,nd - 
Bl D0 | + 2 dn= 0 (5-17) 
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5.4 行 访 解 
尝试 求 方程 
Wr 一 (um ) {5-17) 
的 行 波 解 w= A 二) 
E=xw+o, {5-18) 
计算 导数 = a ,= ,代入 (5-17) 式 得 常 微分 方程 
ar = (Fr 和 
积分 一 次 并 取 积 分 常数 为 堆 , 得 f= a f/f 二 积分 一 次 得 
u= 8) = {nl a(x+ at) + ANT, (5-19) 


其 中 4 为 积分 常数 . 
和 相似 变换 一 样 , 求 行 波 解 对 大 量 方程 都 是 可 尝试 的 ;也 可 用 于 高 阶 . 高 维 情 
形 ,附加 适当 修订 .例如 对 高 维 情形 


(+) 
可 尝试 求 如 下 形式 的 行 波 解 (广义 行 波 解 ) 


uf), FE=1+ gtx) 二 直人) 
而 对 待定 函数 g(x) 和 hty) 作 有 有 利 选 择 . 


5.5 速度 图 变换 


考虑 力学 中 经 常 半 到 的 一 类 方程 组 
A + + y+ F300; 
du du Ov Op (3-20) 
Gxt ay+ Gx + Ca3y 二 人 
车 F， 全 (= 上 ,了 ,4) 都 只 是 时 和 和 w 前 消 数 , 则 在 使 
恒 
J = Wty ~ ps FO 
的 任 一 区 域 中 ,交换 (x ,YY) 与 Cu;v) 的 地 位 ,可 化 (5- 加 ) 式 为 线性 方程 组 ,事实 上 ， 
-人 
Ei 
x= rv), y= ru rv), (5-21) 
将 上 二 式 对 x 微分 得 
1 = + x = ps + 
由 此 和 解 出 
uw =,， = -J,. 
同样 可 得 


= — eo b= he,. 


5 某 些 初等 解法 - 647 - 
将 其 代入 (5-20) 斌 ,得 到 关于 x (Cw,5) ,Yl(&,#) 的 线性 方程 组 
| 
Gn re + = 人 0. 
在 方 学 问题 中 ,由 于 (az 为 速度 疝 量 , 因 而 变换 (5-21) 和 表示 速 应 在 (xz,y) 平 面 上 
的 图 形 , 故 变 搞 5.21) 称 为 速度 图 变换 . 


(5-22) 


5.6 道 散射 方法 
初 值 问题 
ium t+ wa= Dt>0,xER; 
{0 aof x}. (5-2) 
尝试 取 
w= 和 + {5-24) 
| 之 
将 其 代入 (5-23) 式 中 方程 ,并 要 求全 ~ = 必 , 得 
(0: hh) 0 bt pr 
由 此 积分 , 取 积 分 常数 为 零 ,可 得 
了 1 
关 ( 蚊 ) = 十 (v0.- %0)=0 
再 积分 一 次 得 
QO= + fs Hut) = op. (5-25) 
改写 (5-24) 式 为 
pa +t Cp p=0, (5-26) 


旅 方程 {5-23) 的 解 n(x,t) 是 方程 (5-%6) 中 的 散射 位 势 ,: 作为 参数 .车 要 求 nE 
书 , 且 当 1xi 王 ww 时 -0, 则 (5-%6) 式 当 pe <00 时 具 离 散 谱 (固有 值 集 ), 当 jp* >0 
时 具 连 续 谱 .现在 限定 (5-26)} 式 的 解 如 于 


-etxm), Ima>0, {5-27) 
将 其 代 人 人 (5-25) 式 得 C= -4i 中 ,于 是 
Be es Ht p+ i. (5-28) 


这 就 是 (5-26) 式 的 固有 函数 随 ! 变化 的 规律 .我 们 希 副 由 (5-36) 式 当 w= wol x) 时 
的 固有 值 问题 的 解 ,特别 是 由 来 自 * = + 四 的 人 射 波 的 反射 茶 数 及 高 散 谱 的 分 布 ， 
来 确定 散射 位 势 xf xz: 昌 . 这 就 是 送 散 射 方法 .下 面 只 列 毅 结果 , 略 去 推导 和 证 明 . 
由 (5-26) 式 当 4 = wotx) 求 具有 如 下 性 质 的 解 
eh Bk)e, 车 -和 的 ， 
pxsh) ~ {eo py Xx， 


由 此 确定 反射 系数 (5) 及 传输 系数 al) ,于 是 


£0 =it, 
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s(x) = —2 KC, x,t), (5-29) 
其 中 天 满 星 线性 租 分 方程 


RCx, ,1) 二 下 (和 十 yt) + | Blz + Y¥,1)K(%, ,fdr=0, > x 
(5-30) 


Blx+y,t)= > Ct{r)e De BE ert dE, 

记 = 过 为 离散 的 固有 值 , 几 (x ) 为 相应 固有 函数 ,再 由 (5-28) 式 及 初 值 (x,0) = 
图 (x*) 确 定 几 (x 呈 ,于 是 有 

50 = ed/ ps) 1 ae = {1 px.) Pee} 


BA 站 = 有 GE 
二 1 有 一 在 Et 二 Wr = Os 


一 骨 ， 11 和; 
ut x,D) = 


0, lx|» 二 ; 
ax 0 是 宽 二 深 4 的 全 了 这 时 (5-26) 的 固 肥 值 应 满足 超越 方程 


sing = +28,5= | u(x,0) tidr = ML, ian >0, 


其 中 = 字 VI- 的 cosp = 土 任 -tanp > 0: 因 有 值 个 数 由 参数 5 界定 , 当 5 
增加 时 , 孤 波 解 s 的 个 数 增加 . 一 般 , 孤 波 数 N 与 5 有 关系 


= | | +1| - 
5.7 贝克 龙 德 变换 


正 引 世 登 方 程 
二 二 Sin， (5-31) 
作 扶 克 龙 德 变换 ! 对 应 于 (5-31) 式 ) 


国 2 a 中 十 下 


aE R,a0, (5-32) 


ty = 一 ty + sin 3 1 
计算 二 叭 混合 导数 ， 


ten = Uy + O(n + 


:ug 4, 
3 2 


Te 


Ve = 一 en te — ten + 2sin 0 3 


6 某 些 非 线 性 方程 的 准确 解 - 649 - 


上 二 式 当 Ltep = Sinw 时 一 致 .把 上 二 式 相 加 得 
ben = ine. 
故 可 利用 (5- 扣 ) 起 由 已 知 解 uy 求 出 新 解 #. =0 是 15-31) 式 的 解 , 砚 将 它 代 人 {5- 
32) 式 得 v 的 方程 ; 
， 志 22. 
v= dasin 了， be = nny 
上 上面 已 核验 这 两 个 方程 是 相 容 的 .由 此 容易 解 出 的 的 波 ; 
y= darctanCe™+ 二. 
代 4 为 (5-32) 式 中 的 &, 可 求 得 (5-31) 式 的 又 一 个 饰 (车 能 简便 解 出 ); 如 此 递 推 . 
注 1 关于 一 般 方 程 的 贝克 龙 德 变 米 ,情况 比较 复杂 , 较 少 实用 性 ,所 以 这 里 
不 作 介绍 , 详 匈 文献 [4], 


6 某 些 非 线 性 方程 的 准确 解 


下 面 列举 一 些 方程 的 准确 解 ,有 些 是 含 任 意 的 光 谓 实 秆 活 数 的 通 解 , 育 些 是 含 
任意 常数 ae,5,… 的 全 般 ., 有 些 是 售 尾 意 常 数 反 任意 函数 的 解 , 有 些 以 显 式 给 出 ,有 
些 以 隐 函 数 形式 确定 ， 

0 tot ws = 0 TY By yy). 

(2) uy + er=0,6= -29 (x) C/A px) + pA) TP, 

(3) Uw + ty + Aher = 0, A hes [lr gir vy) + ox, y= ge+ 9Y， 

刘 维 尔 (Liouvilley 方 程 P+ip= Flx+ iy) 为 解析 函数 . 

(4) bo + (gx)e), =O = py) pr) + gx} py)]. 

($) w+ ( He’),=0, 

= 9) + op) /1 ip) + (YC) + ph))|, 


He g(r) + hb ,p= Bn 


了 直 3 一 有 一 x) Ph{x) 
(6) ur + FZ (oe }-ay(Be )=0,<= TH) oty) -gCyY? 
0 
plx) + oty) h(tr)’ 
: 22 
ptr) +t p(x) 十 3 
已 三 
wy (+ 上 p+aply) 
{7) ne = ACE, FF) ty = | war+ i (9) ay 


oy 
v 为 方程 ww ~ X62 - ip=0 的 解 ， 


三 
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(8) wt 一 Ulliey = 0 = prt PCy). 

(9) ie 一 Err = Ou = {y+ BD), 

(Oy t (wy ns) =0.u=e+ ep +t Wn - p(y, 
x= p97= p(n) +é, 

{11) wm 一 tly = HY + x = pm) + x). 

{12) uit — 2 ty + uty =0, 7 + mpl 4) = pn). 

13} Le — lry + uly = aa 一 sp 人 卫士 pn). 

《14)》 wollte ) us (T+ 2 + 0 ) ty + (+ my) my, =0, 
X= prt y+ ut {x+ a). 

C15) lie 一 《| 十 + Wy) ny + (1+ ui = 0, 
= pt +) 

C6) (Ch + Yu at Welb+ wy) uy t (ot te) uy =0, 
u= plat by + wu) + Bar + y+ wu), 

(17) (er — Dm — Er) = tie”, 
u=g[x-e:— yty}l]. 

C18) uy(l+ uy) Hw 一 《 工 十 ty + hy + Dthy ) hy + (1+ Ps ay = 站 ， 
n= p(x a) + {y+ uu), 

C19) (au — ay 用 = Un， 


= 可 (237- Sp (n+ | HUE dE 主 g(n), 


= Ey (P+ ,r= tp (DD | ep (ede. 

{20) (1+ ue ity + (1 + wu ) ty =0 《 极 小 昌 面 方程 )， 
ui wide+i il+o (rl dy 【Monge)， 
x=E+n7= jE) + p(n), 

(C21) w+ Er ~ Hythey = 人 0 
w= (EE) 200 (2) +20( 8) + In) -Zp (0) + 290), 
-x=- OGD tm . 

(C22) {+ yy) + me} = (py — x¥) a,, 


“= 人 -全 +9(6- 训 二 )， 


$ 满足 方程 :z+ 9 (6) -了 (7/7) =0. 

(23) 《tkuo - lip) = hy = p{ 2) + p(x). 

(24} Xi 一 【天 十 区) Uy 十 Tatty + NY sti 一 uw) = 1— uuy, 
= alnx+ br + y+ plaby). 


(25) Su + Du + Soy — 4( otiyy — 5 ) =6, 
Bau= Sx — Zry + Sy 2 + pl + Br). 


? 非 线性 问题 的 某 些 结果 及 应 用 ，651 ， 


(26) yas -El + By 十 多 bathry 一 Ed = 一 1， 
au= 2 -jaiy 二 Grey 十 看 有 yy 二 (ar + 7). 
(127) -ts = Sinx{ 正 弦 Gordon 方程 )， 
| de 
-a Vi oe) Fs 
(28) {立方 Schrodinger 方程 ) 


iu + te tl, 
2 
w=exp[ :sr-i(s -6))y sech /B(x - at), 
(29) 本 + us + Ww 三 个 【kdv 方程 )， 


x= boech 2 0., 
2 


7 非 线性 问题 的 某 些 结果 及 应 用 


7.1 非 线性 弹性 趟 曲 问题 


定理 1 弹性 薄板 捉 曲 问题 
FF= -二 [ wl; 


ew=[F+AFo, wl; (Cx, YER, (7-1) 
[fg fg + fyge — Dol; 
细 = 把: = Wy = 天 = R= FF, =0,Ban, 
其 中 ,+ AP 为 应 力 函 数 , 下 给 定 ,w 为 板 的 中 心 面 仿 离 平 商 状 态 的 铅 直 位 移 ( 挤 
度 ) ,n 为 平面 的 有 界 域 .对 问题 (7-1) 及 相关 的 固有 值 问题 
人 (7-2) 
w= ws = tb =0: 滑 2 和 0， 
则 有 下 列 结论 . 
Te 设 4, 为 {7-2) 式 的 一 个 固有 值 , 则 (0,A1) 即 w=0,F = Fo 为 非 线性 问题 
{7- 了 ) 的 一 个 分 支点 ,而 存在 。 的 解析 函数 族 (iu , F ,4): 
w= Dowel, F= DO Re, hh=h+t Be, 
其 中 w 为 (7-2) 式 的 对 应 于 = 久 的 一 个 解 . 当 为 m 重 朵 有 值 时, 则 存在 m 族 
分 支 解 
Cw, FD ADM), j=1,2,,m. 
z 问题 (7-1) 对 于 4E(4_1, 刘 ) 时 无 解 ,这 里 1 及 41 分 草 是 问题 (7-2) 的 绝 
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对 值 最 小 的 负 玉 正 因 有 值 . 
了 在 w=0,4 =An 附近 , 非 线 性 问题 (7-) 当 Aw >0 时 对 An 无 解 ; 当 hw<0 
定理 2 漳 性 薄 壳 天 曲 问题 

AF= 一 二 [aeao] ~ Ckitw)s 一 【大 yy 


Rw= [E+AFo w+ (hE) + (hE) (* EDA, (7-3) 
如 = ie= 吉 = 下 =0, 沿 352， 

其 中 与 及 和 i 为 沉 在 平衡 状 态 财 分别 与 平面 (x ,zx) 及 (y,:) 的 截 线 的 曲率 . 对 于 与 
{7-3) 相 关联 的 固有 值 问题 : 

w+ w= A (xr)EN: 

[m0 语 30; (7-4) 
Dw — (kt) (kw) w= [Fowl], 


则 有 下 列 结 论 ， 
FF 设 Xw 为 问题 (7-4) 的 一 个 固有 值 , 则 (0,aw) 即 由 = 0, 中 = AnFo 为 问题 (47-3) 
的 一 个 分 支点 ,对 小 的 。>0, 存 在 解析 函数 族 { WA， 所 站 AL; 
WM = eww{ x,y) + Oe’); 
m= O03), AM=An+ OC), 
其 中 丙 为 (7-4)} 式 对 应 于 .的 归 一 化 围 有 函数 . 
平凡 解 Cw,24)=(0,4) 当 D0<4 At 时 使 位 能 达到 绝对 极 小 值 , 这 全 48 为 
方程 w = Alw 的 最 小 正 固有 值 ,平凡 解 (0,X) 一 般 不 能 使 位 能 达到 绝对 极 小 值 ,而 
只 能 取 到 相对 极 小 值 ,这 里 ai 为 问题 (7-4) 的 最 小 正 固 有 值 . 


7.2 纳 维 -斯 托 吕 斯 方程 的 定常 流 


定理 3 粘性 流体 的 定常 问题 
vAn av ut Vp+f; 
[ave {7-5) 
un= orENCR', n=2,3. 
未 知 函 教 是 速度 向 量 u 及 压强 p. 设 人 2 的 边界 30 为 光滑 的 族 转 面 ,但 不 舍 族 转轴 
0, 上 的 点 , 则 存在 向 量 及 a, 使 问题 (7-5) 前 轴 对 称 定 常 解 不 是 唯一 的 . 
定理 4 在 以 : 轴 为 中 心 轴 的 无 限 长 二 同心 圆柱 面 r= ,r= mru< m) 问 ,着 
ww 中 < 1 让 ,这 里 zi 及 tw 分 别 是 圆柱 面 *= r) 及 += ry 的 旋转 角 速 率 , 则 问题 (7- 
5) 有 关于 2 具 周 期 性 的 解 ， 


7.3 奇 摄 动情 形 
定理 有 界 域 2cRs* 中 的 边 值 阿 题 


7 非 钱 性 问题 的 某 些 结果 及 应 用 ”653、 


2 _ 3 。 
{+e gr =0,g>0,rE Nn; (7-6) 


#1an = 
对 充分 小 的 >0 有 唯一 的 光滑 正解 u(x,e) >0, 当 。>0 时 ,在 边界 30 的 具 宽 度 
0(:) 的 边界 层 外 趋 于 [3 
定理 6 设 有 界 区 域 0 中 的 边 值 问题 


人 一 -Bw, w]e Aw lw, Pl+g,(x,r)€E f, 


Palan = 0,0 lels1; ,ian = 了 了 ， Fylan = S$, 


(7-7) 


六 
e0020 时 有 正解 (wo, Fo) ;wo > 0, 侍 >0,[ Fo, Fo] <0, 这 里 * 和 ? 分别 表 


示 302 上 的 切 向 和 法 向 , 则 当 。 >0 充 分 小 时 ,问题 (7-7) 有 唯 -一 组 正解 (地 , 斥 )， 
在 只 中 除 35 的 近 旁 外 , 当 se 一 0 时 ,一 致 收 敏 于 (sn , Fo). 


7.4 其 他 结果 


定理 7 有 界 域 20cR" 中 的 边 值 问 题 
- ALi= A lan=0. (7-8) 
假定 边界 30 光滑 ,f 满 足下 列宁 件 ; 
和 在 如 xx 下 中 局 部 利 普 希 蕊 连续 ; 


2 存在 常数 ci, czz0 及 < 上 + 使 


下 
Fix El ct oltel:, V(r,S)ENDxR; 
FAxE) = OE , E00; 
中 存在 带 炊 记 >2 及 rr>0, 使 


上 
0<z | fr, pdns Nx.é), IEl > rr. 


则 问题 47-3) 除 零 解 n=0 外 ,还 有 一 个 非 平 凡 移 古典 解 ， 
定理 8 设 吕 如 上 .考虑 问题 
— Ax= 4 nlan=0, (7-9) 
假定 满足 定理 7 中 条 件 1 . 节 及 条 件 :存在 各 >0 使 在 (0,0) 中 ,了 人 >0, 则 对 所 
有 大 的 4 >0, 问 题 (7-9) 除 零 解 =0 外 ,至 少 还 有 两 个 不 加 的 正解 . 
定理 3 不 可 压缩 的 粘性 流体 定常 流动 问题 
fa YAu+ (ur VT)ut Tp= XENCR,; 


dive = OF (7- 10) 
wlanp= (x), rE IN. 
从 为 有 界 域 ,3 从属 局 类 , 即 30 由 避 中 函数 给 出 参数 表示 . 设 gE 00) ,Ptx) 为 
定义 在 身上 的 函数 alx} 的 边 值 , 且 o 为 赫 尔 德 (Hilder) 连续 ,并 有 下 列 二 性 质 之 
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lb 或 1e1 充 分 小 ,或 1Ya1 充 分 小 ; 
ea = ms) YE CN), 
则 问题 (7-10) 在 五 (8) 中 存在 刘 解 (u,p). 若 & 在 上 赫 尔 德 连续 , 则 这 组 末 解 在 
总 内 以 及 30 的 充分 光滑 部 分 处 为 涯 滑落 玫 ， 
定理 切 有 界 域 台 CR" 中 的 边 值 问题 
{A 上 基站 时 放 (TL1D 
ulin =0. 
车 了 对 固定 的 x 为 & 的 非 降 函 数 , 且 当 0 时 ,f(x,w) g(x)w, 则 存在 一 个 有 限 
的 临界 值 4. >0, 使 A<4. 时 ,问题 (7-11) 至 少 有 一 个 正解 z>0; 而 当 和 > 时 ,(7- 
11) 无 正解 . 
定理 11 重力 作用 下 的 定常 周期 波 问 题 
Au=0,(x, ENCR:; 
(Lyon 87Y = conat, 沿 91 
有 周期 解 存 在 ,但 尖 锋 顶 的 左右 切线 交角 8 应 满足 


- 工 
0d bpy? 


且 波 形 关 于 过 此 尖 点 的 钻 答 轴 对 称 , 这 种 菠 当 弗 劳 德 (Fronde) 数 下 = 后 相当 大 时 


不 存在 ,这 里 * 为 流速 ,! 为 波长 ,g 为 重力 加 速度 值 . 
定理 12 ”第 定 边 值 问题 


他 = > (-1l)*arf(aa(x)aps)y =- fu + glx) ,rs ENCR'; 


{7-12) 


let.lFl Em 
dnlan S005 lclem-1. 
《了 -13) 

设 上 具有 和 性质: 

im As)= ft m)< oe, A-m)<f() < ft), 
刚 问 题 (7-13) 有 和 解 的 充 要 条 件 是 :对 满足 

Le=0:; 3%wlap=0,lalsm-1l, lel,=1 

的 每 个 "GE tn), 有 


Js < fr oadr -Aidc (7-14) 
定理 13 用 各 记 拒 形 |(x， 710< ra, [yl < 人， 设 应 站 为 定义 于 [0, o) 的 


赫 尔 德 连续 非 隆 函数 ,A(0) = 0, 且 当 181 一 “时 仅 具 幕 增 率 ;/(&) = 0(181*), 则 定 
常 渴 流 问 题 


I 
i tu rf- 1 2)- 0; (7-15) 


ulan =0 


对 每 个 A=0 有 光滑 解 >0, 且 4 为: 的 偶 贺 数 .47-15) 式 中 的 < 为 给 定常 数 . 


7 非 线性 问题 的 某 些 结果 及 应 用 - 6553 ， 


定理 加 设 f(x,w) 满 足下 述 条 件 之 一 ; 
lt 对 所 有 实 的 w， 
4 


O<flx,m)eetx)lvl’, Oo < reR’, 


2 
其 中 g(x) 当 1x1 一 “时 赵 于 零 ， 
ZA 与 x 无关 , 且 
4 


fw)=givl’, gx 3 
# 为 正 的 常数 , 则 方程 


(A BotAlx,rv=0.8>0 {7-16) 
有 一 解 vE (RBR"). 
注 1 利用 这 个 定理 , 令 g = efx), 得 可 解 方程 
=A mutflr uli)n, AeAl- mm; {7-17) 
-imw=Aut+ Fx ut rn, p=A. {7-18) 


定理 起 ” 设 方程 (7- !) 中 的 了 取 如 下 形式 
flx, vw)= 2 sto lols, 0< 0 < 入世 日 ， 
且 下 当 Ixl 一 oa 时 ,g(x ) 0， 或 > 每 个 gj 为 常数 , 则 方程 47-16 当 上 = 工时 有 可 列 
无 窃 个 不 同 的 解 , 而 当 上 > 1 时 , 解 仪 有 固有 值 因 子 的 差异 . 
定理 16 记 ( 对 ,8g) 汶 具有 度量 张 量 g={ 可) 的 一 维 紧 华 名 流 形 , 则 方程 
Au— K(x)}-e*=0 {7-19) 
有 解 的 充 要 条 件 是 
| K(x) dv, < 人 0 (7-20) 
这 里 gw 是 开关 于 度量 的 面 元 . 


定理 17 设 在 有 界 域 2CR" 中 给 定 具有 充分 光滑 实 系数 的 2m 阶 椭 贺 方程 
的 狭 利克 雷 疝 题 


= > (ae 9B) = ; 
他- 全 有 (7-21) 
duln=0,051alEm-1. 


车 x,w)E CCD xR), 且 对 大 的 lu1 有 
[fix mlectl+ la), < 5 < 


-mt 


则 问题 (7-21) 的 任 一 弱 解 xzE be(D) 在 1 中 及 30 的 充分 光滑 部 分 为 古典 解 . 若 
o> 4+3 要 , 则 (7-21) 式 可 有 在 Q 中 不 连续 的 罚 解 
定理 18 给 定 如 下 的 自由 边界 问题 ; 求 有 界 域 CR 及 函数 u(x*,y) ,使 
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-Au= LEE, ag, (x EN: 
slao=0, 尖 | = -下 引 ， 用 = arctan 二 (7-22)} 


ul0) = v0 = (0.0)e 1 
其 中 "为 230 的 外 法 线 方向 ,* 为 39 上 弧 长 ,给 定 . 若 FE G(R), 并 满足 下 列 条 
件 : 
rrr,y)e CARY) i Fls,y) > 0 


FE 20, x, ER, FO,0) = 学 (0.0) =0， 


则 存在 域 2 及 函数 上 E 多 CR), 失足 (7-2) 式 ,但 边界 条 件 在 普遍 意 头 下 成 立 . 
定理 堆 在 有 界 区 域 OCR 中 给 定 边 值 问题 


Jr 到 一 3 OQ. (x) 有 2 区 5 + alx) + 在 (ji 二 志和 和) 省 和 


二 


= 小 + 有 = 和) 人， 


(7-23) 
其 中 4 为 0 中 -一致 强 精 贺 算 子 , mi = osE Czte( 阅 ,aeE Oo( 记 )，aE o( 奋 ) ,有 


和 Ca 有) 用 = (A ,BA 为 9 上 向 量 ， 与 939 不 相 力 , 纤 = > Bl, 


EC ofd0), 若 存在 函数 m 及 r: 
mmE CD)，rELipfa2)， 有 >0,r>0， 
这 里 Lip(300) 表 示 320 上 的 利 普 希 区 连续 孙 数 , 且 有 py 这 0, 使 
atim>0, b+pr>0, (7-24) 
则 当 对 某 A < a0tm,r) 有 
Hx - Ax SAE 1), 
B{E Ee) gtX, NEALE— NN), 
时 ,问题 (7-23) 怡 有 一 个 解 . 
定理 加 考虑 初 值 疝 题 
人 和 DrE 了 ; 
u(x,0) = pix). 
如 果 mw Cx) 万 0(=0), 记 


VY £9ER,n<E (7-25) 


(7-26) 


lmsupat( x)} = 三 + El(0， 却 ) ， 
lim inf alx)= a E( 吉 ,1 1}. 
令 p(w) 为 与 (7-26) 式 相关 的 定常 问题 


人 wl atx)]=0; 


ult- w=0,ut+wm}=1 (7-27) 


参考 立 献 - 637 ， 


的 唯 -- 解 ,假定 
lim inf Hx) > ao! ，jim supyt *) < ， 
则 问题 (3-26) 的 解 有 
limut x, 3) = p(x). 
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引 言 


自然 科学 和 工程 技术 中 的 许多 问题 ,常常 需要 用 含有 - -个 或 儿 个 参数 的 方程 
(组 ) 描 述 .参数 的 变化 标志 闭 系 统 的 构成 部 件 或 单元 特征 的 变化 ,反应 了 环境 的 改 
变 或 系统 的 “老化 "等 等 .而 当 参 数 变化 到 一 定 程度 (达到 临界 值 ) 时 ,常常 引起 系统 
的 定性 行为 的 改变 . 人们 不 仅 要 关心 由 于 方程 中 参数 的 变化 ,从 一 个 解 变 到 多 个 解 
的 分 支 (或 分 丸 ), 还 要 关心 在 分 支 前 后 稳定 性 的 改变 .这 种 分 支 问 题 涉 及 固体 力 
学 ,流体 力学 .天体 物理 ,激光 和 等 离子 物理 ,生态 学 、 化 学 反应 以 及 经 济 社会 系统 
等 广泛 的 领域 .分 支 现象 就 是 复杂 系统 由 于 高 度 的 非 线性 所 呈现 的 共性 .因此 ,分 
支 问题 的 研究 是 广大 科技 工作 者 十 分 关注 的 课题 . 

分 支 理论 已 有 很 大 的 发 展 ,其 数学 理论 已 逐渐 成 为 一 个 独立 的 研究 领域 ,并 且 
还 在 不 断 地 推动 着 数学 基础 理论 的 发 展 .本 简 将 介绍 分 支 问题 的 着 干 基本 理论 及 
方法 ,并 给 出 一 些 应 用 的 例子 ， 


1 问题 的 提 法 及 例 


1.1 分 支点 和 分 支 解 


1.1.1 基本 解 


考虑 方程 

FiA,X) =0, (1-1) 
其 中 F:Rx XZ 是 一 个 非 线 性 连续 映射 ,X 及 了 是 巴 拿 赫 (Banach) 空 间 ,R 为 全 
体 实 数 之 集合 . 称 集合 

FO) = | (A, x)ER XIFOA, x) = 
为 方程 (1 二 的 解 集 .如 果 存 在 一 条 已 知 的 连续 的 简单 曲线 
T= TAIrAE 及 | ， 

它 属 于 大 -40) , 则 称 了 为 方程 (1-1 的 一 个 基本 甫 . 


1.1.2 分 支点 和 分 支 解 


设 MoEGR, 如 果 在 (ao,x(ao)) 的 每 一 个 廓 域内 都 存在 -个 不 在 卫 上 的 解 4A， 
xX¥), 则 称 Xo 为 方程 (1-1) 关 于 基本 解 荆 的 分 支点 (有 时 亦 称 (A0,x(Aho)) 为 分 支 
点 }), 而 解 (4,x) 则 称 为 方程 (1-1) 在 ao 处 发 自古 的 分 支 解 ， 

分 支 理论 的 基本 问题 有 : 
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1* 对 于 给 定 的 4 值 ,方程 (1-1) 是 否 有 解 ; 

> 如 果 有 和解 , 有 多 少 个 解 ; 

了 解 的 个 数 如 何 随 * 的 变化 而 变化 ; 

中 在 分 支点 附近 , 解 集 大 -1 0) 的 结构 与 性 态 如 何 ,分 支 解 稳定 否 ? 


1.2 便 
例 1 设 有 映射 产 民 一 息 ' 定义 为 


A rs xa) = ]6 + I2xi + 24x1%3 = My， 
fxs 1) = Dx + Ord+ 1Bx?x2 = Ax2. 
考察 非 线性 方程 A(x) = Ax ,其 中 AER 是 矢 数 ,x = (x1,x2) 扎 民 . 由 计算 知 , 当 12 
<A<16 时 ,fx) = Ax 有 非 平 几 解 
各] 二 向 ， 高 
当 4 >16 时 , 丰 非 平凡 解 
如 = 二 (416)， x2 = 说. 
它们 都 是 从 平凡 解 (x1,*2) = (0,0) 分 支出 来 的 .而 当 4>24 时 ,方程 x)= ur 还 
有 非 平 上 及 解 
= 5A -48)， 只 = 去 (4 -24). 
它 不 是 从 平凡 解 分 支出 来 的 ,市 是 从 4 > 16 的 那 一 枝 解 分 支出 来 的 ( 见 图 1-1). 这 
种 现象 称 为 二 级 分 支 ， 


[xl = sft 


岁 1-1 


例 2 欧 拉 - 伯 努 利 (Euler Bermouli) 杆 ， 

图 1-2 表示 一 根 长 为 ! 移 弹性 不 可 拉 季 细 杆 , 左 端 固定 匀 支 , 右 端 活动 匀 支 ， 
即 它 可 以 自由 地 沿 着 x 轴 移 动 .用 ; 表示 杆 的 弛 长 , p(s) 表示 杆 上 单位 声 向 量 与 x 
轴 的 来 角 . 设 曲率 与 力 失 成 正比 , 则 标的 形状 变化 由 方程 


1 问题 的 提 法 及 例 ”663 ， 


图 1-2 


dy (1-2) 
ds 
刻 划 ,其 中 P 是 轴 向 外 为 ,上 是 常数 ,边界 条 件 为 
Y(0)= y(D) =0. (1-3) 
当 Pz#0 时 ,由 方程 (1-2) 及 边界 条 件 (1-3) 可 导出 问题 


{0 -= 二， 


- -人 归 ， 
他 ds 


sing 


ds: 
P00 = gp (1)=0. 
设 Ct[0,4]e[ 1 7:[0,1] 一 RIf 及 其 直到 此 和 阶 导数 和 连 续 }{ 此 处 符号 手表 示 
定义 ,以 下 和 辣 ). 对 于 任意 的 fE Ct[0,1] ,引进 范 数 


(1-4) 


LA = max supt AD 10s si, j=0.1,.…,£]. 
设 Y 绊 jfE C0,2]1F OO = f(D)=0),Z= C0[0,71]. 定 义 
F:Rx YZ, 
FO 9) = + Asing, {1-5) 
则 问题 化 为 求 方程 
FAPI=0, {AP)ERx (1-6) 


在 平 几 解 % =0 附近 的 一 切 解 . 
为 此 ,首先 考虑 线性 化 问题 


Fy 
| (1-7) 


$0) = (1)=0. 
衬 
容易 验证 , 当 且 仅 当 4 = iu = 仁科 (n=0,1,…) 时 ,问题 (1-7) 有 非 平凡 解 如 (5) = 
Acos V is, 其 中 4 为 任意 常数 


其 次 ,通过 计算 可 以 看 到 ,原来 的 非 线性 问题 (1-4) 在 参数 1 越过 和 时 均 有 新 
的 解 出 现 ( 见 图 1-3). 而 对 于 线性 化 问题 (1-7) ,相应 的 解 的 疼 形 如 图 1-4 所 示 . 从 
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定性 上 看 ,图 1-3 与 图 14 都 体现 了 分 支 的 现象 , 即 当 4 未 达到 临界 值 X, 之 前 , 杆 没 
有 次 曲 { 即 只 有 平凡 解 }. 当 A 达到 并 超过 临界 值 时 ,就 产生 了 弯曲 { 非 平 几 解 ), 那 
堵 档 述 村 曲 状 态 的 分 支 曲 线 就 是 发 自 平凡 和 解 的 分 支 解 . 


Om dm me 人 TY 4 


图 1-3 | 辕 14 
2 非 线性 分 析 中 的 某 些 课题 
本 章 作 为 预备 知识 ,为 以 后 各 章 叙 述 分 支 理 论 及 方法 提供 必要 的 基础 . 


2.1 巴 拿 转 空间 中 的 微分 学 


设 X,Y 是 巴 拿 将 空间 ,LICY, 呈 表 示 映 互 到 了 中 的 有 界线 性 算 子 组 成 的 巴 镶 
赫 空 间 . 

定 匀 1 设 UU 为 天 中 的 开 集 , 称 映射 户 愉 7 在 点 苔 E4 是 莫 者 对 (Frecheb 
可 微 的 ,是 指 存 在 一 个 线性 算 子 DACx0): X=> 了 ,DA(xo) EY, 了 ) ,使 得 对 任意 的 请 
EX,xot+ EU, 一 0 时 ,有 上 fxo+t RR)- fixo) - DFIao) 丰 | = 
o( 8)》, 算 子 DFCxo) 称 为 了 在 xo 的 弗 雷 加 导数 ,有 时 亦 i 记 作 fF'(xo). 

弗 雷 砍 异 数 的 性 质 类 伏 于 有 限 维 空间 中 导数 的 性 质 ,十 如 链 式 法 则 成 立 等 等 ， 


定义 2 设 丰 = | | 入 及 Y 为 巴 拿 赫 空间 ,/: XY. 设 /= 了 x, 人) 


EKG=],…, 凡 ), 则 关于 x 的 弗 需 歌 偏 导 数 定 义 为 算 于 D/A(x) EL(GX, 了 ), 满 
足 关系 

| f(x "十 hs ny) — fixtr rs Nis yy) — DD A) | 三 ot | hk | )， 
当 二 用 一 0 时 . 

如 果 DACx),D; f(x) 均 存在 , 且 和 = 《hi 起 ;hwy) 所 ,其 中 高 毛 苇 , 则 有 


DACOh = 之 Di 让， 


定义 3 设 站 了 是 巴 拿 忒 空间 , 0 是 XX 中 的 开 集 ,/: Uy 有 弗 雷 歌 导数 
DACx) ,x .如 果 算 子 DAG; UrLCX, 了 在 xo 点 有 则 雷 欢 导数 , 旭 称 映射 /在 
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xo 点 有 二 阶 弗 雷 歌 导数 , 记 作 D/Cxo) (或 "(x0)). 
量 热 , 久 F(x0) ELCF,L( 到 让) 拉 (CX, 了 ) .类似 地 可 以 用 归纳 的 方法 定义 入 


阶 弗 雷 歌 导数 DC xo). 
定理 于 泰勒 (Taylor) 公 式 ) 设 JE CD ,YI 意 即 了 有 nn 阶 和 连续 旨 雷 允 导 数 )， 
出 对 于 zx 生 忆 ,+ 不 撕 厅 ,0 过 1 有 公式 


fx th)= xr) + DAr)R+ TD 和 en + R(x,h), (2-1) 


其 中 RR) = i ja — sj)n-IDIF(z + sh hds 


= DY(x) + oC 直上"), (2-2) 


定义 4 设立 ,TY 是 复数 域 上 的 巴 拿 替 空 间 , 避 是 立 的 连通 子 集 ,如果 对 于 每 
一 个 x€ U,hE XT, 存 在 SC, 下 ) >0, 使 得 对 于 每 一 个 y* € YY* (YY?* 为 Y 的 共 四 空 
间 ), A(x} 是 单 值 函数 ,并 且 (y" ,大 rr+ 由 )) 是 :的 解析 函数 , 111 < (x, 下) , 则 称 
蜂 数 f: XY 一 了 在 上 U 内 是 解析 的 . 

定理 2 设 4 是 的 开 子 集 ,f: UY 是 单 值 的 且 局 部 有 界 , 则 下 列 各 条 件 等 
价 : 

Lf 在 上 V 内 是 解析 的 ; 

> 了 在 上 5 内 是 弗 雷 软 可 微 的 ; 

3 有 无 穷 附 弗 直 上 歇 导 数 . 


2.2 隐 函 数 定理 


定理 3 设 忆 是 了 xR" 中 的 开 集 ,(A0,zo)E 区 , 设 FE CI Rs F(A0,x0) 
=0. 设 弗 雷 砍 偏 导数 D(ah0,x0); R* 一 R" 有 有 和 界 逆 {等 价 的 说 法 是 雅 可 比 
(Jacobi) ) 和 矩阵 D, F(Ao,xo) 非 耐 异 ), 设 存在 数 r,5 >0, 使 得 

点 C46,x0) 的 邻 域 V= a,x 114 一 401 <5,|x¥- 训 上 <ri 含 于 习 内 ,而 
DAA ,xX) 对 每 个 (4 ,x)EV 都 有 送 ; 

2 对 于 每 一 个 满足 14 - Aol < 的 1 ,存在 唯一 的 工 = (04), 上 x- 0 <r, 合 
得 F(A ,xY =0; 

3 由 此 得 到 的 隐 函 数 让 (4 在 14 - X01 < 内 是 连续 可 微 的 . 

由 定理 3 可 直接 推出 发 自 平 凡 分 支 的 分 支 的 一 个 必要 某 媳 : 

定理 4 车 DD,F{h0, 人 0 非 青 异 , 则 (60, 们 不 是 方程 F(4 ,Y) =0 的 分 支点 . 

定理 5 巴 拿 赫 空间 中 的 隐 范 数 定 理 ) 设 半 ,了 及 A 都 是 实 巴 拿 顽 空间 ,是 
丰 x 外 中 的 开 集 , (A0,xo) 所 如, 设 f: VU 一 了 连续 ,fF 对 变 元 x 可 微 , 且 弗 雷 驳 守 数 
Df ,Xz) 在 点 (Ao,x0) 连 续 . 设 f(A0,x0) =0,D, flo,xo) :A 了 有 有 界 逆 . 则 存在 
数 rr>0,6>0, 使 得 当 1a -anl < 症 时 ,方程 

AA,X)=0 {2-3) 

在 上 x- xo 上 <r 内 存在 唯一 的 连续 解 x = g(4), 如 果 fE c, 训 21, 则 gt4) 在 14 
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- Xol < 内 有 并 阶 连续 的 弗 雷 歇 导 数 . 
2.3 拓扑 度 


分 支 是 非 线 性 方程 所 特有 的 现象 ,为 了 对 非 线性 方程 的 名 解 现象 加 以 描述 ,天 
引进 映射 的 拓扑 度 概 念 . 
设 n 是 欧 氏 空间 Re 中 的 有 界 开 集 ,产品 一 了 是 连续 映射 (0 表示 品 的 闭 
包 ),PE "A900) ,3 是 虽 的 边界 .我 们 要 对 方程 fx) = 在 各 内 是 吾 有 解 以 
及 有 和 多少 个 解 作 一 个 居 计 ,并 且 要 求 这 个 合计 数值 在 方程 有 小 的 摄 动 时 保持 不 变 . 
为 此 将 称 这 估计 数值 为 映射 了 关于 中 对 点 疡 的 拓扑 度 , 记 作 deg(f,0,p). 
在 某 些 情 形 ,古典 分 析 已 提供 了 解决 这 个 问题 的 办 法 . 
例 1 设 避 =(-1,1) CR,/: 人 n>R 是 连续 了 明 数 ,pER. 当 x= 1 时 ,f(x)z 
p. 设 方程 
Mx)=p (2-4) 
的 解 集 A !(p) 由 此 个 不 同 的 点 关 ,xz， 人 一 1.1) 组 成 .对 每 个 第 让 三 1 之,……， 
上 ,引进 数 
1 车 在 x 处 汶 上 升 ; 
“= 人- 若 /在 所 处 为 下 降 ; 
0， ”车 f 在 处 有 局 部 极 值 . 
定义 


deg(f, 0,p) = 之 Jar (2-$) 


则 这 个 数值 在 小 摄 动 下 不 变 .图 2-1 给 出 了 一 个 例子 ,其 中 o1 = -1,02=0,03=1， 
于 是 f 的 所 扩 度 deg{ ,全 ,pp = 人 


图 2.1 


如 果 靖 数 产品 一 及 是 连续 可 微 的 , 且 当 x E30 时 , f(x} zp, 及 车 对 x 所 
fp) ,x) #0, 则 -1(p) 是 有 限 集 ,这 时 公式 (2- 小 等 价 于 下 列 式 子 : 


deg{f, 0,p} = > sipnf (x). 


Er tp) 
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2.3.1 布 劳 威 尔 (Brouwer) 度 的 定 闵 


1， 『 连续 可 微 ,p 是 正则 值 的 情形 
设 口 是 了 Ron 的 有 界 开 子 集 ,f; 人 ->R" 是 连续 映射 ,此 车 所 有 的 xE 吕 ,篇 导数 


- 太 呈 均 存 在 有 连续, 则 记 fE C(G)m ct(0) 
| 


站 划 在 x 万 和 N 椒 的 雅 可 比 和 矩阵 为 六 (x) ,用 了 FF) 骨 示 Cr) 的 行列 式 . 
定 兴 5 PPZ=j|xEe8lJCAr))=0i 称 为 了 的 临界 点 焦 ， 
ZZ 称 为 的 正则 点 集 . 
也 扎 2) 称 为 了 的 临界 值 集 . 
4 Rn" \ A(2Z) 称 为 /的 正则 值 集 . 
定义 6 设 fE CON CO),pER" Ka) J(2), 则 定义 关于 人 2 对 于 
点 了 的 拓扑 度 为 
deg Cf Np) = 2 signd f(x)). {2-6) 


xsEr itp) 
由 定 放 6 可 见 ,拓扑 度 deg{ ,0,p) 是 整数 值 的 .以 下 忆 拓 扑 度 简称 为 认 或 度 
数 . 
定理 6 设 fECOO)N ON),pER" YDN) fC2), 度 数 deg( ff, 只,p) 由 
(2- 全 式 定 广 , 则 必 存 在 一 个 正 数 ,使 得 对 每 一 个 连续 王 娄 5:R" 一 RR, 在 |yER" 


1 1y-p1 > ri 上 等 于 零 , | ,p(y)dy = 1 并且 成 立 等 式 


degU,G,P)= | (CeD)JUCz))de (2-7) 


由 定理 不 可 知 , 定 久 6 中 的 (2-6) 式 石 端 可 改写 为 积分 形式 (2-7). 因 此 ,通常 
也 把 (2-7) 式 作为 度数 的 定义 . 

2. 了 连续 可 被,p 是 临界 信和 的 情形 

定义 7 设 fECODN 站 0),pER" YO00),KKCR" 是 开 立 方 体 ,KK 的 闭 包 
KCR' VY AON), PE KEK‘ AZ) ,mi deg(f,0,g) 由 (2-6) 式 定义 . 则 定义 

deg(f 0,p) = deg( ,2,9). {2-8) 

注意 ”这 个 定义 不 依赖 于 天 及 4 的 选取 .由 定 久 了 还 可 推 知 ,度数 deg( 六 六， 
PP) 是 p 的 一 个 局 部 枉 为 常数 (整数 ) 的 函数 . 

定理 7 设 fECCO)N 站 C00), 则 deg(jf ,人 ,Pp) 在 R" ‘f/f(31) 的 和 釜 个 连通 区 域 
上 都 是 p 的 常 值 消 数 .特别 地 ,在 R" “ff(32) 的 无 界 连通 区 域 上 ,度数 degt 了， 
PpP)=0. 

由 定理 7 知 , 如 果 Y 是 R" F902) 的 一 个 连通 区 域 ,pE FV, 则 可 以 用 degt7， 
了 ,四 来 代 蔡 deg( 7 ,2,p). 

定理 8 设 AECPImelal, 是 Re ae2) 的 连通 区 域 . 设 :RR" 一 上 R 是 一 


个 紧 支 集 在 了 内 的 连续 函数 ,日 | ,p(y)dy = 1. 则 
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deg(1.0, 0) = | gx) TA ds. (2-9) 


3. 是 连续 映射 的 情形 
定义 胃 设 FEaGtn),pERs zan), 选 取 数 r>0, 使 得 对 于 yE ALa), 有 
Ly-pl>r. 设 加 
V=|g€ c(tn) maxl g(x)- Ar) < rl, 


选取 goE V1 CMO) ,而 deg( g0;: 届 ,PpP) 由 定义 7 给 出 . 则 定义 
deg{ f, 0,7) = deg{ go, D2 ,2), (2- 10) 
并 且 称 deg(/, 站 ,pp) 为 了 上 关于 吕 对 点 p 的 布 劳 威 尔 度 . 
注意 ”这 个 定 光 也 不 依赖 于 r 及 go 的 选取 .度数 deg(j ,nn,p) 是 三 变 元 彤 如 ， 
P 的 整 值 阴 数 ,而 且 也 是 局 部 为 常 秆 的 函数 . 


2.3.2 布 荔 威 尔 度 的 性 质 


设 站 是 R" 中 的 有 界 开 子 集 , :人 一 R* 是 连续 肌 射 ,PER YA(90). 度数 
deg( 放 训 ,p) 由 定义 8 给 出 . 

性 质 1( 标 准 性 ) 车 pE0, 则 deg(id, 站,p)=1， 
其 中 讨 表 示 恒 等 映射 . 

证 因为 计 是 连续 可 微 映 射 , 且 p 是 它 的 正则 值 , 故 由 公式 (2-) 可 得 

deslid, )={ 当 pg 人 从 时 ， 
I Pi= 0, 当 pea 时 . 

性 质 2 可 如 性 ) 车 Q1,.0; 为 0 的 不 相交 的 开 子 集 , p EFCD CO U 0))， 

刚 
deg(f, ,9p)= deg(f, (1,p) + deg(f, 0 ,1p)}. 

性 质 3( 同 伦 不 变性 ) 设 日 :x [0,1]->R" 连续 ,如 (x) = H(xX,1), 设 8:[0， 
1]-*R* 连续 , 且 当 0<ts1 时 ,9(1) Eh(90), 则 deg( 访 ,从 ,9( 站 ) 与 ;无关 . 

这 个 性 质 表 明 , 在 8(1) = p 的 简单 情形 , 当 h(x*) 连 夸 地 变化 为 向 人 rz) 时 ,只 
要 在 变化 过 程 中 保持 pSEh(3n), 则 对 于 0s<t<1, 度 数 deg( 乒 ,如 ,5) 的 值 均 相同 ， 

性 质 4 切除 定 理 ) 设 闭 集 KC 满足 pEfCK), 则 deg(j ,0,p)= deg(f ,0 
K,p). 

这 个 性 质 表明 . 若 方程 放 x) =p 在 天 内 无 解 , 则 在 计算 度数 时 可 把 六 挖 掉 . 

性 质 5¢ 克 软 内 克 (Kronecker) 存 在 定理 ) 车 f-'(p) 是 3: 集 , 则 deg(f ,1,p) = 
0; 若 deg( ,Pp)z0, 则 方程 fx¥) = p 在 人 2 内 至 少 有 一 个 解 . 

性 质 6( 连 通 区 福 质 } 妆 z 在 Re f03 和 0) 的 一 个 连通 区 内 变动 时 ,度数 
degf 站,p) 不 变 . 特 别 是 当 产 属于 无 界 连通 区 时 ,degf 站, ,p) = 人 0. 

性 质 7( 边 界 值 件 质 ) 度数 deg{ fn,p) 只 与 了 在 边界 3 上 的 值 有 关 , 即 是 
说 , 当 xE930,f(x)= gtx)xp 时 , 则 有 deg(j, 0,p)= deg(#,12,p). 

性 质 寻 乘 积 定 理 ) 设 f; 人 >R",g:R">R' 均 为 连续 映射 . 设 WV, 包 ,… 表 示 
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R" \ f(3Q) 的 有 界 连 通 区 域 , 且 设 p Egof(30). 则 
deg{ gof, ,pp) = > deg(f, OV) + deg( g, Vp). 


”性质 和 (简化 定理 ) 设 m<n,R" 为 民 " 的 子 空间 ,为 R" 的 有 界 开 子 集 ,下 ; 
-rR"m 连续 , 设 让) =x- Pt) ,ER A90), 而 g 为 /在 Rm 站 0 上 的 限制 . 
则 = 维 空间 中 的 度数 与 六 维 空间 中 的 度数 有 如 下 关 系 : 
deg (fp) = degn (tg, Rn 门口 ,天 )， (2-11} 
性 质 9 也 可 以 这 样 理解 ; 低 维 室 间 中 的 度数 可 以 扩大 成 为 高 维 空间 中 的 度数 ， 
因此 ,简化 定理 成 为 以 后 定义 无 穷 维 空间 中 的 度数 的 基本 汕 发 点 ， 


2.3.3 孤立 解 的 指教 


定义 9 设 六 如 ->R" 是 连续 映射 ,pER". 如 果 xoE Nn 是 /1'(p) 的 一 个 孤立 
点 , 则 定义 在 xo 点 关于 p 的 指数 为 
ind( fF, xo,p) = degtf, Bt xo),p), {2-12} 
其 中 吾 【wo) 是 以 育 ] 为 中 心 、r 为 半径 的 开 球 , 生 Btxo) Li ,ip}N Bixo) 三 
|xol. 
定理 9 设 fE CODN ctn),pER". 如 果 xoEN 是 /1'(p) 的 孤立 点 , 且 
OFACx0)) z=0, 则 
ind(f, ro.p) = signd (f(x0)) ={ -1) (2-13) 
其 中 8 是 线性 算 子 f'(xo) 所 有 负 本 征 慎 的 代数 重 数 之 和 ， 
定理 区 设 fEC(R), 如 果 f-1(p) 只 有 有 限 儿 个 点 x ;xm: 且 这 些 点 
均 含 于 只 内 , 则 有 下 列 指数 公式 


deg(f, 2,p) = Dind(f, x,p). (2-14) 


i=|1 


2.3.4 勒 瑞 - 绍 德尔 (Leray-Schauder) 度 


定 ¢ 久 加 设 工 ,了 是 巴 拿 赫 空 间 , DCC 革 . 如 果 映 射 1; -> 了 的 值 域 合 于 Y 的 有 
限 维 子 空间 内 , 则 称 /为 上 肥 限 维 映射 . 
定 埋 基 设 虹 为 于 中 的 有 界 闭 集 , 六 型 一 了 连续 . 则 /为 全 连续 映射 的 充分 
且 必 要 条 件 是 对 任意 的 e>0, 存 在 有 限 维 的 有 界 连续 映射 让; 生 一 了 ,使 得 
sub Ar- Fir) <e, 


其 中 Y 是 了 的 有 限 维 子 空间 . 
这 个 定理 表明 ,全 连续 映射 可 以 用 有 限 维 的 有 界 连 续 映 射 一 致 逼近 ,这 使 得 我 
们 有 可 能 把 有 限 纵 空 间 中 的 度数 扩张 成 无 穿 维 空间 中 的 户 数 ， 
定义 1 设 革 为 巴 拿 替 空间 ,如 为 下 中 的 有 界 开 集 , ; 们 -> 为 全 连续 有 映 射 . 
令 了 = 计 - 下 ,pEX' fCON). 设 让 为 X 的 有 限 维 子 空间 ,pE 各 ,天 :0 一 如 有 界 
连续 , 且 满 足 
sup | FOr) Fr) | < distp ,Aan)) 
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(此 处 dis 表示 距离 ) , 则 对 于 于 = 计 -~ 只 ,所 有 的 度数 deg,( 六 ,a 站 各, 站) 是 同一 个 
值 , 称 此 值 为 了 关于 如 对 点 p 的 勤 瑞 - 绍 德尔 度 , 记 作 
deg[ ,8) = degn (fn NN ,pp). (2-15) 


注意 ”由 于 假设 pEf(20), 故 pEf.(300), 从 而 n 维 布 汲 威 尔 度 deg (7 ,0 门 
,上 ) 有 意 必 ,并且 还 可 进一步 证 明 这 个 r 维度 与 庆 及 下 ,的 选取 无 关 . 
布 劳 威 尔 度 的 几 个 性 质 均 可 推广 到 勒 瑞 - 绍 德尔 度 , 只 有 性 质 3 的 投 述 略 有 不 
同 . 
性 质 #¥{ 紧 同 伦 不 变性 ) 诬 请 :x 01] 一 主 基 紧 连 续 映 射 ,大 (xs) = - 
下 (站 , 设 人 昌 :[0,1]-> 夺 连续 ,20ER(a0). 则 鹿 deg( ,0,9(0) 与 1 无关， 
2.3.5 不 动 点 定理 


由 度 理论 可 推 得 下 列 不 动 点 定理 . 
定理 12( 布 劳 威 尔 不 动 点 定理 ) 设 如 是 n 维 实 线 性 赋 范 空间 中 的 有 界 闭 凸 
集 ,F:202-* 是 连续 有 映射, 则 下 在 如 内 必 存 在 不 动 点 . 
定理 13( 绍 德尔 不 动 点 定理 ) 拱 户 为 巴 拿 赫 空间 xX 中 的 有 界 闭 症 集 , f; Dp 一 
区 为 全 连续 有 映射 .此 外 ,了 还 满足 下 列 两 个 条 件 之 一， 
1? 呈 含有 内 点 ,3 下 > 万 ; 
Pf: DD, 
则 了 在 口上 有 不 动 点 ， 
定义 12 设 关 为 定妆 11 中 所 述 的 映射 ,xo 为 了 在 怠 内 的 唯一 零点 , 则 定义 指 
数 
indCf, x0,0) = degtf, Bt x0) ,0). (2-16) 
定理 14 设 xo 是 可 微 全 连续 映射 下 的 不 动 点 , 且 1 未 是 有 4= 扩 ( 和 60) 的 本 征 
值 , 则 xo 是 映射 f= 讨 - 下 的 磺 立 零点 ,上 且 
ind(f, xo, 0) = ind(id— A,0,0 = (- 12， (2-17) 
其 中 8 为 开 区 间 (0,1) 内 全 连续 线性 算 子 4 的 所 有 本 征 值 的 代数 重 数 之 和 ， 


3 线性 化 方法 


线性 化 是 分 支 理 论 的 基本 方法 之 一 ,其 基本 思想 是 用 丝 性 算 子 描述 非 线 性 算 
子 的 局 部 性 质 , 根 据 线 性 算 子 的 其 些 信 息 而 得 出 非 线性 问题 的 某 些 结论 . 
在 应 用 中 常 遇 到 以 下 几 个 类 型 的 方程 : 
FaA,r)=0, 
其 中 FF 的 线性 部 分 为 


Bx-Al 或 Bx-AAx 或 Bx- SAx, 
而 B,A, A 是 有 界线 性 算 子 . 本 章 将 通过 对 线性 部 分 的 讨论 ,来 研究 非 线性 方程 


3 线性 化 方法 ， 671 ， 


(AX) =0 的 分 支 问 题 . 
3.1 本 征 值 的 概念 


设 革 ,Z 是 巴 拿 替 空间 ,区 连续 地 敌人 人 了, 即 存在 一 个 连续 的 单 射 上 汪 ~ ZI 为 
恒 等 映 射 .I 的 道 映 射 记 作 J. 以 下 均 假 设 B,A 以 及 A0= 12,…,) 是 二 到 了 的 
有 界线 性 算 子 . 


3.1.1 BB 的 本 征 值 


使 得 B- 4 4B-4I1 有 有 界 逆 的 一 切 AEC( 此 处 《由 示 复 数 域 ) 所 成 之 集 
2(B} 称 为 B 的 预 解 集 .B 的 谱 sf(B) = C' ptB). 对 于 点 AEC, 如 果 存 在 一 个 非 零 
向 量 YE 三 ,使 得 (B- 4)* = 省 , 则 称 为 8 的 一 个 本 征 值 .也 就 是 说 ,B- 的 零 空 
间 N(B - 2%) 至 少 是 一 维 的 .任意 的 xE N(B -4) 称 为 本 征 向 量 .如 果 4EC 是 B 的 
-一 个 本 征 值 ,同时 又 是 有 的 谱 中 的 孤立 点 , 则 称 4 为 8 的 孤立 本 征 值 . 

设 4 是 B 的 本 征 值 . 令 N(B- 4)0* 和 R(B- Ai 分别 走 示 算 于 (B- Ai 的 等 空 
间 和 和 什 域 .使 得 wIB-Aa51= WEB- 这 成 立 的 最 小 整数 大 称 为 了 的 里 斯 [Riesz} 
指数 , 记 作 69(B). 

子 空间 N(B -4)5 眉 称 为 B 的 广义 本 征 空间 ,而 子 空间 R(B 一 A)? 称 为 B- 
4 的 广 半 慎 域 . 

子 空间 N(B- 4) 的 维 数 称 为 本 征 值 4 的 几何 重 数 ,出 子 空间 NW(B - 83 日 的 
维 数 则 定义 为 4 的 代数 重 数 .如 果 4 的 几何 重 数 与 代数 重 数 都 等 于 1, 则 称 这 个 4 
为 B 的 简单 本 征 值 . 

可 以 证 明 , 若 4 是 BB 的 简单 本 征 值 , 则 其 等 价 的 说 法 就 是 

dmN(B- 4)=1= codm DR(B- a). 
且 Z=1[N(B-A}JDRB- A). 
设 = Z, 且 B 的 里 斯 指数 5(B) 存 在 : 
N(B- aA) -!G NCB — AYSB 二 NIB- A B+ 
dmN(B -AFB < 十 的， 
则 称 4 为 了 的 正规 本 征 值 , 昌 
X= NB- A SDRCB A). 
有 界线 性 算 子 B: x 一 2 的 弗 圳 德 誉 姆 (Fredholm) 指 数 i{ 妃 定义 为 
i(B) = dimN(B} - codim RIB). 
如 果 4 是 是 的 正规 本 征 值 , 则 必 有 iB8-4)=0. 


3.1.2 (B,A) 的 本 征 值 
使 得 B- 144 有 有 界 道 的 一 切 AE€C 所 成 之 集 of0B,AI 称 为 算 子 偶 (B,A) 的 预 


全 符 导 undim 表示 未 维 数 ,4 的 子 空 间 E 的 余 维 数 等 于 南音 AE 的 维 数 . 
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解 集 .(B,A) 的 谱 stB,A) =C' otB,A). 若 0 是 B-4A 的 本 征 值 , 删 AEo(B,A) 称 
为 (B,A) 的 本 征 值 ,这 时 有 mI(B -4A) 实 1. 
若 A=[L 则 是 (1 的 简单 本 征 值 的 充分 且 必 要 条 件 蚌 :0 是 B- Ai 的 简单 
本 征 值 , 亦 则 
dmNB- A)=1=codimR(B- 4), 
I NB-24) BR(B- 4)=Z. 
如 果 dimNiB- AA}=1= codimR(B- AA), 
AL NCB- AA}IDRIB- 4A) = Z, 
则 称 XE CC 为 (B,A} 的 薪 单 本 征 值 . 


例 1 设 x=Z=R,B= [0 oj :a=[o 0j . 则 4 =0 是 B- AA 的 简单 本 征 
值 ,但 0 不 是 (B,&) 的 简单 本 征 值 . 
3.1.3 【BEB,A ,AAAN) 的 本 征 慎 
设 A=CA A ,An EEC, 
L(A4} = B- Pn 


如 果 4 及 LC) 满足 下 列 杀 件 : 

1* L(4) 有 弗 雷 德 置 姆 指数 1 - NN; 

2 lmN(L(OA)) = 1; 

PANCECAY), ,ANTLCA)) IDR(IL(A)) = Z, 
则 称 为 (B, 太 ,A2,…,An) 的 简单 本 征 值 , 这 里 符号 [”] 表 示 由 某 些 子 空间 张 成 
的 于 空间 . 

讽 2 设计 = 民 , 祈 = 民 ， 


0 1 0 由 0 
s=|o ol . m=| ol -| ol 
1t 0 人 如 1 0 
则 yo= | ,| 是 零 室 间 w(B) 的 基 , 而 1Alyo, 和 agol 则 是 值 域 &LB) 的 补 空间 的 基因 
此 ,让 = 10,0)ER 是 (B,A ,As) 的 简单 本 征 秆 . 


3.2 简单 本 征 值 处 的 分 支 


定理 1 设 X,Z 是 实 (或 复 ) 巴 拿 赫 空间 ,A 是 R( 或 C} 中 的 开 集 ,B: 盖 ZZ 是 
有 界线 性 算 子 , FE C(tA x 下 ,2Z),m 之 2. 设 
{5D (3-1) 
COD =0.D,0(4 ,0) =0. 
如 果 如 是 户 的 一 个 简单 本 征 值 ,yo 大 0 是 相应 的 本 征 向 量 , 则 (30, 只 是 FA,x) =0 
的 -一 个 分 支点 ,并 且 对 于 0€ERR 附 近 的 4, 存在 0 ! 硼 数 


3 线性 他方 法 ，673 ， 


ru) = y+ Oa) ATC)=A0+ OC(lul), (3-2) 
满足 FOA "(Cu) ,x (2))=0. 在 (40, 们 附近 ,下 的 零点 或 者 是 平凡 解 x+ = 0, 或 者 由 
(3-2) 式 给 出 .最 后 ,如 果 在 (0, 们 附近 ,下 是 ,x* 的 解析 图 数 , 则 4"(8) ,x 《&) 亦 
在 上 =@ 和 附近 解析 ， 
在 应 用 中 ,(3-1) 式 中 的 映射 常常 依 米 于 另 一 个 参数 w ,而 G6= OC(lwi+ 
1xD)( 当 w,x-*0 时 ). 这 时 有 下 面 的 结论 . 
定理 2 设 ,Z ,多 是 实 (或 复 ) 巴 拿 幸 空间 ,4 是 R( 或 C) 中 的 开 集 , FE 
CAx TX,Z), m2. 设 
{0 GC{A, t,x) (3.3) 
COA,w,0=0,D oO,.0,0) =0. 
如 果 Xo 是 B 的 简单 本 征 值 , yo 是 相应 的 本 征 向 量 , 则 存在 5>0 及 全 一 男 数 
A (wa) Ao+ Offwl + lel), 
iw) = yo + OC wt + dul)lal), 
iul < 了 ,1wl<3, 使 得 FA (Cw) ,x ro ae0. 在 (1 的 附近 ,下 的 所 有 零点 
或 为 (4 ,ww,0) ,或 为 (A "Cw,u) wx" (tw, 4)). 
上 述 结果 还 可 以 推广 到 以 下 两 种 情形， 
定理 3 设 FECm(Ax 下 ,2Z) ,m2,ACR 是 一 个 允 间 ,X 和 2Z 是 实 巴 拿 赫 
空间 . 设 


(3-4) 


fa Bx 一 2AY 二 (Ai (3.5) 
GOD =0,DC0,0) =0. 
如 果 X60 是 (8,A) 的 简单 本 征 值 , 则 定理 1 的 结论 成 立 . 如 果 G= G64,w,x*) 如 (3- 
3) 式 中 所 设 , 且 6 是 (B,A) 的 简单 本 征 值 , 则 定理 2 的 结论 惑 立 . 

定理 4 设立 ,Z 是 巴 拿 赫 空间 ,ACR 是 一 个 开 区 间 , FE C(tA Xx 页 ,2Z) ;机 源 
2. 设 


人 = Bx - NAF + COA,Y); (3.6) 


CA 0) =0,D.C0.,0) =0. 
如 果 0 所 R" 是 (B, 太 ,起 ,… ,An) 的 简单 本 征 值 ,yo 和 昨 相应 的 本 征 同 量 , 则 (%， 
Xx) = (C46; 们 是 方程 FOX ,x) =0 的 分 支点 ,并 且 对 于 0 附近 的 实数 ,看 在 Cm"!' 函 
数 


A (Cu)=Ao0t OC ul), rn) = wot NU 41), {3-7) 
使 得 FCA? (zz Ta)s0. 在 (ao, 的 附近 , 闫 的 所 有 零点 或 为 平凡 解 二 = 0, 或 由 
(3-7) 式 笃 出 .如 果 下 上 在 (ao, 人 的 邻 域内 解析 , 则 1 (ax ta 在 上 =0 的 附近 亦 
和 解析. 如果 中 = G064,w,x) 满 足 (3-3) 式 , 刚 对 于 和 Cw,5)=A0+ OCFfwl + 1w1)， 
x + wl+ al)1lu1) 有 相同 的 结论 成 立 . 
0 1 0 
例 3 设 克 = 工 = 取 ,8B= |。 0 of .cn 一 R! 是 一 个 局 映 射 ,满足 
0 0 1 
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GA = DG,D =0. 由 于 4o=1 是 下 的 简单 本 征 值 ,上 政 根 据 定 理 1, 点 (1,07E 
玫 x 卫 是 方程 Br-arr+etu rrl= 和 的 一 个 分 支点 . 

例 4 设 B, 如 出 3 所 述 , 点 Ao=0 是 B 的 二 重 本 征 值 , 故 不 能 用 定理 1. 另 一 
方面 , 设 


不 难 验证 10 =0 是 (8B,A) 的 简单 本 征 值 .于 是 由 定理 3 知 , 点 (1 的 乓 吕 x 四 是 方程 
Bx - AAx + GOA,X) =0 的 分 支点 ， 
例 $ 设立 =R,2Z=RBR， 
0 1 D 0 0 0 
a-|o o| ， A-| ol m=|o "| 
1 0 0 0 1 0 
则 40= (0,0) 是 (8,A, ,As) 的 简单 本 征 值 . 据 定理 4, 对 于 任意 的 GE "(Rx RR， 
R3) .点 (0 和 仙 和 下 xx 本 是 方程 Bx 一 AX 一 A 车 局 (A XT) = 和 0 的 分 支点 ， 
例 6 设 2= C(O0,x],R),X=1xE CO,n], RY x(0) = x(n) =0t, F:Rx A 
一 和 定义 为 
下 
其 中 BR 一 RR 是 位 函数, AAA,0;0) =0. 方 程 FOA ;x)= 人 0 等 价 于 边 值 内 是 
{Ot A Or (3.8) 
xD0) = wtn) =0. 
设 B; XZ 定义 为 (Bx)(2) = - 巡 ( 旨 .可 以 算出 , 姑 是 日 的 简单 本 征 值 , 故 根 据 定 
理 1, 点 {,0)EERE 痢 是 方程 F(A ,x) =0 的 分 支点 .也 就 是 说 ,存在 点 ( 虹 , 风 的 一 
个 邻 域 Uc Rx X, 使 得 存在 (A rz JE Ux* zx0, 当 = 时 ,xz 满足 (3-8) 式 - 
此 让 ,所 有 的 非 零 解 都 可 表 为 
"=n Olu), x = sinmt + O(a) (n+0), 
其 中 是 实 套数 ,而 x,(1) = sinnt 则 是 零 空 间 NW( 8) 的 基 向 村 . 
关于 简单 本 征 值 处 的 分 支 定 理 , 在 实用 上 还 常常 用 到 以 下 形式 的 结果 . 
定理 5 没 恕 是 RRxR" 的 开 子 集 , PE C2(U,RR) 定 义 为 
FAX) = Br + (A AoAT+ reaA, ry), {3-9) 
其 中 rf 人) =0,Dsrfao'0) = DiDrfao,0) =0. 设 印 的 零 空 间 NN(BD) 由 xo 张 成 ， 
Axo 不 属于 B 的 值 城 . 设 2 是 满足 R" = spanf xo! 中 Z 的 子 空 间 . 则 存在 上 6>0 及 
Cl 曲线 (4 ,pg):( -53,6) 一 Rx 2Z, 使 得 
lj 4A10) = M0; 
2 Pi0) =0; 
入 对 于 131 <6 F(A{S) ,s(t kot pts) ) OQ. 
此 外 ,还 存在 {40, 人 0 的 一 个 令 域 ,在 此 邻 域内 ,FF 的 性 何 零 点 或 位 于 这 条 曲线 上 ,或 
汶 形 如 (3 ,0 的 平凡 解 
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定理 6 设 U=5xVY 是 良 x 针 的 开 了 于 集 , 下 E (Dr) ;其 中 说 ,了 是 巴 拿 赫 
空 闻 , 设 FO 四 =0,4E SRR 令 记 =DDFOW0 站 ,A= DF(A0,0), 而 让 的 形式 
仍 如 {3-9) 式 . 设 下 列 条 人 忻 成 立 : 

]” N(By) 是 一 维 的 ;由 高 站 张 成 ; 

2 R(Bn} 是 余 - - 维 的 , 即 dim( YAR(B0)) = 1 

节 AxoER(B,). 
设 艺 是 上 的 任 一 闭 子 空间 ,满足 下 = [spani zol 四 已 即 作 何 关 E 帮 可 唯 - -地表 为 x 
= un+zyaeE 民 ,zEZ), 则 定理 5 的 结论 成 立 . 

例 了 7 设 区 间 [0,1]cR, G3= 1uEClwt0=w(l)=0|. 设 :Rx Ci 一 如 证 
电 汶 


FOAU) = w+ A[n+ wi hin)], 
其 中 上 是 光滑 的 . 则 对 于 一 切 A4ER, 有 F(A.0}=0,DF(A,0)v= 沪 + 加 ， 
DDAOA,O v= vvE 全 :于 是 当 且 仅 当 rz mreta=12…) 时 .,DP(A .0 是 非 奇 
异 的 .此 外 ， 

NOD FU nw ,0)) = [eosnrx ] 


RED Fi Rm O00) = utE | | ls)oosnnsds = 了 0 上 


因此 ,cosnnxER(D, Fn ,0)). 苦 定 久 
Z= TaE 人 | ts) eosnnzds =0., 


则 定理 6 所 有 很 设 条 件 均 满 足 , 从 而 分 支 将 在 每 一 点 (er .中 ERXx 人 处 出 现 . 
例 8 设 吕 是 R" 中 的 开 多 域 .考虑 问题 
AG- Ap{t)=0， 在 有 内; 


ot+b =0, 在 32 上 ， 
hn 


其 中 a?+ 女 关 0, 生 是 在 3 的 法 线 方向 上 的 导数 ,这 里 p 是 光滑 的 , p(0) = 0， 


(M0., 
令 FA 4) = Arn--Ap(un); 则 下 的 定 关 域 和 值 域 类 位 于 例 3 的 情形 .在 w=0 
处 ,线性 化 算 子 是 
DFIADOIo=ap-a9ptou， 在 吕 二 : 


w+b 0, 在 90 上 . 
dn 


车 io 是 其 本 征 值 , 且 有 由 wo 张 成 的 一 维 零 空间 , 则 因为 浅 性 化 算 子 蚌 自 共 兢 的 ， 
故 RCOD,F(A60,0)) 是 由 满足 条 件 


] mod = 人 0 


的 s 所 组 成 的 集合 . 因 DD,FO,0)6= -ww{07v,p'(0) #0, 故 DD,F(40,0) uoER 
(D,F(40,0)). 于 是 定 香 6 的 假设 条 件 全 部 满足 ,从 而 (46. 人 0) 是 一 个 分 支点 . 
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3.3 线性 化 稳定 性 


3.3.1 线性 化 稳定 性 原理 
(1) 稳定 性 ”考虑 发 展 方程 
de = F(A, XT), 【3-10) 


其 中 fF:Rx Xx 一 了 是 C1 有 映射 ,五 与 7 了 是 巴 拿 赫 空间 .如 果 点 (20,xo)ERx 革 使 
Fao,so)=D, 则 称 xo 是 方程 (3-10) 的 一 个 定 恋 和 解 .本 节 讨 论 方程 (3-10) 从 平凡 的 
定 态 解 分 支出 来 的 非 平凡 定 态 解 分 支 的 稳定 性 . 

设 对 任意 的 1>0,x(i) 是 帮 程 (3-10) 带 有 初 值 x{0) = 4 的 解 ,定义 St1): 一 
| 

S(1)v= x{r), 

方程 (3-10) 的 定 态 解 x =x 称 为 稳定 的 ,是 指 对 x 的 任意 邻 域 U0, 存在 x 的 邻 
城 ¥V, 使 得 对 一 切 :>0, 有 Sti)vcU. 否则 就 称 xx 是 不 稳定 的 . 如果 x 是 稳定 的 ， 
并 有 征 对 于 任意 的 wmwEF, 成 立 


lim St} = 
sb 


别称 定 态 解 + 是 渐 近 稳定 的 . 

(2) 李 雅 普 诺 夫 (Liapunoy) 线 性 化 稳定 性 案 理 ” 设 算 子 D.F(4,x) 仅 有 点 谱 ， 
出 

l 当 谱 集 o(D,F(A,x)) C1zECIRez<<0}| 时 ,x 是 稳定 的 ; 

当 谱 集 o{D,FO ,XT)) C1zE CIRezr <0| 时 ,x 是 渐 近 稳定 的 ; 

3 设 

和 = AS)， w=)(sE(C—,S)) (3-11) 

是 方程 F(a4 ,x¥) = 人 0 的 连续 和 解 .对 于 sw- 人 间 ), 若 xt30) 是 方程 


= FCACs0) ,x) 


的 稳定 的 (或 源 近 稳定 的 ,或 不 稳定 的 ) 定 态 解 , 则 称 解 (3-11) 在 参数 so 处 是 稳定 
的 { 或 新 近 稳 定 的 ,或 不 稳定 的 )， 


3.3.2 稳定 性 判 据 


设 本 章 和 定理 6 的 所 有 假设 条 件 均 成 立 . 
当 4 在 0 附近 时 ,方程 FCA,x) =0 关 于 平凡 解 人 ,0 的 线性 化 问题 为 
DFOAMvA) = oA vA). (3-12) 
当 :在 0 尘 近 时 ,方程 A,X+) =0 关 于 分 支 解 (4(3) ,xts)) 的 线 福 化 同 题 为 
DFOACS) XCs)) ww{s)} = p(s) ws). (3-13) 
由 定理 5 的 条 忻 可 知 ,ota40) =0,7(60) = po =0,20=A(0) ,并且 加 = 人 0 是 (DePtao， 


4 名 重 本 征 值 处 的 分 支 ， 677 ， 


0) ,的 简单 本 征 值 . 

判 据 1 在 定理 6 的 条 件 下 ,oe' (40) #0. 这 意味 着 F(a4 ,x) =0 的 平凡 解 = 
至 少 在 40 的 一 侧 是 不 稳定 的 . 

判 据 2 在 定理 6 的 条 件 下 , 若 对 于 四 附近 的 ,wts)=0, 则 有 
其 中 心 (5 天 0 这 表明 由 (3-14) 式 可 确定 本 征 值 mw(3) 在 : =0 附 近 的 符号 ,从 而 可 
获知 分 支 解 (40s),xfs)) 的 稳定 性 ， 


3.3.3 超 临界 分 支 与 亚 蛋 界 分 支 


车 A030) > A0; 则 称 (A(s),xts)) 在 s 点 基 超 临界 分 支 解 ;车 4(s) < 0, 则 称 该 
解 瘤 亚 临 界 分 支 解 . 

如 果 (ao >0, 即 当 》 从 临界 参数 值 1u 的 左边 变 到 in 的 右边 时 ,平凡 和 解 从 
稳定 变 成 不 稳定 ,那么 由 (3-14) 式 可 推 知 : 超 临界 分 支 稳定 ,而 亚 蛋 界 分 支 不 稳定 . 


4 多 重 本 征 值 处 的 分 支 


4.1 分 支点 出 现 的 条 忻 


4.1.1 必要 条 尾 


设 光 ,Y 是 巴 辣 赫 空 间 , ;Rx X-*Y 是 0m 映射 ,mm 二 1. 阁 (6, 们 万民 x 计 是 方 
程 F(A,x)= 人 0 的 分 支点 , 刚 算 子 DFO, 人 :XY 了 视 有 有 窜 道 . 

这 是 隐 函 数 定理 的 直接 推论 . 

设 蕊 是 巴 拿 赫 空间 ,六 YX 一 是 加 映射 ,m=1. 若 (4, 人 EERx 让 是 方程 人 (x) 
= ax 的 分 支点 , 则 ho 必 为 有 界线 性 算 子 f' (9) 的 本 征 值 . 

4.1.2 充分 条 件 

设 下 是 巴 拿 赫 空间 , UV 是 Rx 中 的 开 集 ,映射 FE CD 了 们 定 义 为 

FA,rT}= x ALx¥+hiAaA,r). 

假设 :te L;: Xx 一 车 是 紧 线 性 算 于 ,h:R x X> 下 是 全 连续 算 末 ; 

> 2 R 是 工 的 奇 代 数 重 数 的 本 征 值 ; 

和 妆 |‖ x 一 0 时 ,在 4 的 有 和 界 区 间 内 一 致 地 成 立 

ha,x)=old| zl) (| x | By) 


又 设 = 0 是 F(%6,x) 的 孤立 零点 . 则 1o 是 方程 FA ,x) = 人 0 的 分 支点 ， 
上 述 结论 的 证 明 需 借助 拓扑 度 理论 及 扳 立 解 的 指数 公式 ， 
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4.2 全 局 分 支 


应 用 标 扑 度 及 指数 的 理论 ， 可 证 明 下 面 的 全 局 分 支 滤 理 ， 它 是 由 拉 宾 诺 维 奇 

{ Ralainowitz 给 出 的 . 

设 三 是 巴 拿 赫 空 间 ,P: 中 xx XK 一 站 满足 下 列 条 件 ; 

FA RI= -AMYT CA, YT); 

> :XX 是 紧 线 性 算 季 ; 

gg:Rx YY 一 全 连续 , 且 在 4 的 有 界 区 间 内 -一 致 地 看 

gta x)=od| x Sl x l=0 8), 

设 Luo 是 算 子 A 的 奇 代 数 重 数 的 本 征 值 ,5 是 方程 F(a ,x}) =0 的 非 平 凡 解 集 的 闭 
包 ,C 为 5 中 合 点 (040; 们 所 Rx 让 的 极 大 闭 连 通 子 集 , 则 以 上 两 条 必 居 其 一 . 

人 是 非 紧 的 ; 

2 与 点 (4 的 相交 ,其 中 4zio, 且 1 是 的 另 -个 本 征 值 . 


4.3 渐 近 分 支点 


4,3.1 渐 近 分 支点 的 概念 
设 半 ,Y 为 实 线 性 赋 范 空间 ,F:Y-=TY, 如 果 存 在 有 界线 性 算 子 &:A 一 ,局 得 
人 Fix)} -Ax|| _0 


um x 

则 称 『 为 渐 近 线性 的 ,并 称 A 为 上 的 渐 近 导 算 子 , 记 作 A= Fo )， 

车 :Xm 了 是 全 连续 的 新 近 算 子 , 则 AA=F'(%);X 一 了 丰 全 连续 线性 算 子 . 

设 为 巴 拿 赫 空间 ,F:Rx X=XX. 考虑 方程 

FA,x) =0, 

设 以 下 人 条件 成 立 ; 

I? FOA XA) = - AAYT gCK,A); 

2 和 :一 下 为 全 连续 线性 算 于 ; 

3 g:Rx Xz 全 连续 ,月 在 4 的 有 界 区 间 内 -- 致 地 有 

| gar =o rl (Sx) 

如 果 对 任意 的 s >0,o>0, 存 在 (4 ,x) 满 足 方程 F(A,x1=0, 且 IX -hnl <&， 
1 x 有 > 2, 则 称 ao 为 方 程 POA ,x) =0 的 渐 近 分 支点 

注意 , 当 上 映射 下 满足 上 述 和 的 条 忻 人 和 学 时 ,F 对 于 任何 :元 是 泗 近 线性 的 ,并 
且 其 渐 近 导 算 子 光 过- 上， 

4.3.2 渐 近 分 支点 出 现 的 条 件 

设 映射 FRx X->X 满足 前 述 的 三 个 条 件 , 若 加 是 方程 A,x) =0 的 其 近 分 
支点 , 则 L746 是 算 子 & 的 本 征 值 . 


5 李 雅 普 诺 夫 - 施 密 特 方 法 .6790 ， 
设 映射 FT: 及 x YY-> 工 满足 前述 的 三 个 条 件 ,车 ao 十 二 的 奇 代数 重 数 的 本 征 
秆 , 则 46 是 方程 Fax,x)=0 的 鼎 近 分 支点 ， 


5 李 雅 普 诺 夫 - 施 密 特 方法 


李 雅 普 诺 夫 - 施 密 特 (Schmidt) 方 法 的 基本 思想 是 把 无 穷 维 问题 化 为 有 限 维 问 
题 来 解决 . 即 把 方程 F(A ,xr =0 化 为 两 个 联 立 方程 ,其 中 的 一 个 方程 在 分 支点 附 
近 有 唯一 解 ,而 男 ~… 个 方程 是 有 限 维 方程 ,在 某 些 特殊 情形, 这 个 有 限 维 方程 可 以 
用 较 初等 的 方法 求解 .以 下 把 这 个 方法 简称 为 LS 方法 ,办 称 为 LS 约 化 过 程 . 


5.1 有 限 维 情形 
设 f;R' 一 BR" 是 有 映射, A0 = 业 . 考虑 方程 
FaA,x)= Ar -Axr=0, {5-1) 
设 20 是 (和 0 的 一 个 本 征 值 . 令 
(xr) =A) (Or, (5-2) 
则 有 r(x)=ot| x 上 站 当 全 x -0 时). 令 
A=Aot+r, L=f’'(0)— Ao0f, (5-3) 
其 中 为 R* 上 的 恒 等 英 射 , 则 1 是 线性 算 子 .于 是 方程 (5- 归 可 写成 等 价 的 形式 
Lx = htr,x) (5-d) 
其 中 . Rr =- rr), (5-5) 


5.1.1 室 间 RR' 的 分 解 
投 本 征 值 au 的 几何 重 数 为 dn,L 的 零 空间 N(L) 的 维 数 为 m, 秆 域 R(L) 的 
维 敬 为 nm, 则 可 选取 两 个 子 空间 身 和 吾 , 使 得 
R*= MDNCD), 及 = ERC). 
-- 种 可 能 的 取 法 是 时 = NL}YL ,EE= RL) 


5.1.2 LS 约 化 过 程 


定 关 投影 算 子 
P:R'"ND, OO=id- 1. 
令 L’ 表示 1 的 共 罗 算 子 ,N(L' ) 为 L* 的 零 空 间 , gi? ,xy 9 是 六 (7 ) 的 基 . 
网 P 的 其 体 定 关 如 下 : 


Pr 三 x, 9) 9 而 CC RR, 
r=4 


此 处 :…,*) 表 示 BR" 中 的 内 积 . 
方程 (5-4) 等 从 于 下 列 联 立 方程 组 : 


680 ， 第 14 篇 分 支 理 论 


Phirp+t+ eq)=0; 
{uw = Qh(r,p+ 9), (5-6) 
其 中 =p+tqp= PE ND ,gg = OrE .15-6) 式 及 可 写成 如 下 的 形式 : 
DD RA f= {$7), 
Lg= Oh{(r,p+ gy). (5-7); 


称 (5-7) 式 为 15 方程 . 
由 于 1o 是 了 '(0) 的 本 征 值 , 破 L:R"=>R" 没有 道 .我 们 引进 所 请 " 拟 道 "4: 
RCL) 一 .将 L-*' 作 用 于 (5-7) 的 两 纲 , 担 
q=L 'h(r,p + oq). (5-8) 


应 用 隐 函 数 定理 , 对 于 充分 小 的 1r1 和 | p 1 ,存在 唯一 的 Ci 函数 g = 9(r,p) 满 
足 (5-7)2z 式 , 将 这 个 晴 数 代入 (5-D| 式 ,得 


(hle p+ cp) ,p=0, i=1,2,,m, 《5-9) 
这 是 一 个 以 r,p 为 未 向量 的 ,有 普 个 方程 的 方程 组 , 称 (15-9) 式 为 分 支 方程 ， 
这 样 ,通过 15 娠 化 过 性 ,原来 的 * 维 问题 就 化 成 了 较 低 难 的 呈 维 问题 . 


5.2 无 穷 维 情形 


5.2.1 弟 雷 德 霍 姆 算 子 


设 , 了 为 巴 拿 赫 宝 间 ,A;X-*Y 是 有 界线 性 算 子 .如 果 4 是 闭 值 的 ( 指 A 的 值 
域 RLA) 是 了 中 的 寻 集 } ,是 A 及 其 共 二 算 子 A' 的 零 空间 NtA) 及 NA ) 均 为 有 
限 维 子 空间 , 则 称 A 为 线性 弗 雷 德 霍 姆 算 子 .A 的 指数 定义 为 
indA = dimN (A) - timN (CA*) = dmNY (CA) dmR(AYL. 
设 占 是 中 的 连通 开 子 集 , 上 映射 FE Ci( UU, 了) 称 为 非 线 性 弗 雷 德 需 姆 牌子 ， 
是 措 下 的 澡 当 歌 导数 F(x) 是 线性 弗 圭 德 御 姆 算 子 .这 时 F(x) 的 指数 为 
indF(x) = dim NOF'(CX)) ~ oodimR(F (Cx)), xEU. 
例 1 有 限 锥 巴 拿 赫 空间 之 间 的 任何 光滑 算 子 都 是 弗 雷 德 堆 姆 算 子 . 
例 2 巴 拿 替 空间 之 亲 的 微分 同上 且 是 指数 为 零 的 弗 雷 德 电 姆 算 子 . 
如 果 A: 了 一 了 是 线性 弗 雷 德 淮 姆 算 子 , 则 A 是 双 虱 的 , 即 
X= BU X= N(A); 
Y=TmBY, Y= R(A). 
由 此 可 知 ,A;: 看 一 是 满 值 .一 对 一 的 , 喜 它 有 有 和 界 道 . 


5.2.2 IS 约 化 过 程 


设 了 ,7 为 巴 拿 赫 空间 ,下 : 良 x XX* 了 为 吕 映射 ,p 闫 1. 考虑 方程 
FOA,X)=0, F(Av,xo) =0 {5- 10) 
在 (ho,xo0) x 和 x 外 附近 的 局 部 小 解 问题 . 


6 牛顿 图 ”0681 * 


设 入 =D,F(A0,x0): XX 一 了 是 弗 雷 德 党 姆 算 子 ， 

(1) 定义 投影 算 子 .根据 前 述 的 空间 分 解 ,定义 
P:T™* ,OO=id-P: YT, 
则 P,Q 为 投影 算 子 .方程 FCA ,x) = 0 等 价 于 联 立 方程 组 


PF ,x)= 0; 
[ora io (5-11) 
(2) 应 用 隆 函 数 定理 求解 方程 
中 天 0+P+ 下 = 个 ， 《- 12) 


其 中 让 = x0+ P+ 和 ,PE HE 高, 即 得 ;存在 正 数 rr,o,o;; 使 当 1X - ol< rr， 
| al < 时 ,方程 (5-12) 在 上 x < wo 内 存在 唯一 的 嫂 解 
b= VA mn), Veaod) = 0. 

{3) 当 IA -Aol<r, vl <o, ull <o2, 并 有 x=xot+ r+ 时 ,如 果 {4 ,x) 

是 方程 (5-10) 的 解 , 则 (4 ,w) 必 满足 方程 
人 = 尼克, 区 十 区 +) =0; 
PP(A0 0) =PF(A0, xo+ TAO ,07 ) =0. 

反之 ,车 IA 一 A0l< 5 上 # < 时 ,4 ,满足 (5-13) 式 , 则 (4 ,x) 满 中 (5-10) 式 ， 

方程 ($- 13) 称 为 分 支 方程 , 它 是 有 限 维 的 . 

(4) 可 以 验证 ,有 


(5-13) 


pao Dd) =0, Dp( a0,0) =0. {5-14) 
下 一 章 将 介绍 所 请 牛顿 (INewtom) 图 方法 , 它 可 用 来 求解 满 呈 条 件 (5- 14) 的 一 类 
一 维 分 支 方程 . 


6 牛 顿 图 
本 章 介绍 求 二 元 解析 方程 的 局 部 小 解 的 方法 . 
6.1 局 部 解 的 解析 性 
讨论 方程 
F(x,y)=0 (6-1) 


在 点 (xo; yo) 附近 的 解 的 性 杆 及 求解 方法 ,其 中 F(%x,y) 可 以 是 实 变 元 的 实 值 薄 数 ， 
也 可 以 是 复 变 元 的 复 值 函数 .中 满足 条 件 

F(xo, yo) =0, (6-2) 
且 在 点 (xo, 70) 处 是 解析 的 , 即 F(x,Y) 在 (xo,Yo) 的 某 邻 域内 可 表示 为 一 致 收 人 证 的 
短 级 数 : 


FOxsy)= DPylx - vo) (yy - po), {6-3) 
tej = 中 
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Et 


其 中 系数 万 由 偏 导数 2 
定理 1 个 设 


a *oy 07 的 值 所 确定 + 


Fio= DF(O,0) #0., (6-4) 
则 对 于 yo = 0 的 某 邻 域 中 的 任何 y, 方 程 (5-1) 在 xo =0 的 某 邻 域 中 存在 唯一 解 x 
= 中 (让 ,月 图 数理 (7) 在 和 =0 是 解析 的 , 即 宙 (7y) 在 yo =0 的 某 邹 域内 可 以 表示 
为 -- 致 收 伍 的 震级 数 


Ply) = vt, Wh = BV(0). 
#1 * 


在 实际 求解 方程 (6-1) 时 , 常 使 用 待定 系数 法 ,即将 表达 式 x = > aok 代 人 


占 = 


(6-1) 式 ,然后 通过 比较 y 的 同 次 容 系 数 ,依次 确定 出 系数 w .在 这 个 过 程 中 ,条 性 
Ao 起 着 关键 的 作用 ， 


6.2 牛顿 图 方法 


本 节 讨论 Po =0 时 ,方程 (6-1) 的 求解 方法 . 
6.2.1 问题 的 提出 
设 有 复 解析 方程 
Flu,A)= Sl py = 0， 所 为 复数 . (6-5) 
F:Cx CC. 求 方程 (6.5) 在 1 =0 莉 近 满 足 条 件 lima() = 0 的 全 部 连续 解 a(4). 


换 句 话说 ,村 求 常 数 项 为 零 的 ,可 表 为 4 的 正 升 圭 形 式 的 级 数 解 . 
不 妨 补 充 假 设 


Fm = 0 
[oo mon Os (6-6) 
Fo=00i< n), Fo*0. 

惠 袜 上, 若 Fomz#0, 则 方程 (6-5) 没 有 小 解 .车 m 不 存在 , 即 所 有 的 Fo = 0(j=0,1， 
下, 则 方程 (6-5) 必 含有 的 因子 ;着 不 存在 , 即 所 有 的 Fo =00i=0,1,…), 则 

(6-5) 式 必 含 有 的 因子 .我 们 可 所 消去 这 些 因子 后 再 进行 讨论 . 
设想 所 求 的 解 可 表 为 级 数 
= A 6-_7) 
将 它 代 人 方程 (6-5) ,比较 4 的 相同 客 来 确定 we 等 .这 样 得 到 的 级 数 自然 形式 地 满 
足 46-5), 亦 即 为 形式 解 .如 果 级 数 收 化, 那么 它 就 是 真实 和解 , 邮 在 其 收 敏 域内 满足 
方程 (6.5). 但 是 ,由 于 * 来 定 , 故 并 不 知道 哪些 项 是 4 的 同 次 等. 下 面 用 牛顿 图 的 
几 条 方法 来 寻找 4 的 最 低 次 幕 . 


5 牛顿 图 683 。 


6.2.2 方程 (6-5) 的 牛 疾 转 


在 平面 上 引进 直角 坐标 人 , 门 , 画 出 非 负 整 数 格 点 . 若 护 关 0, 就 将 档 点 (, 疙 标 
记 并 称 为 有 效 点 .例如 由 (16-6) 式 可 知 ,(0,m) 及 (nm,0) 都 是 育 效 点 ， 

将 了 轴 绕 点 (0, m) = (io, 放 ) 逆 时 针 旋转 ,直到 遇 到 - -个 有 效 点 为 止 ,得 到 直线 
上 . 记 瑟 上 诸 有 效 点 中 之 主 坐 标 最 大 者 为 (7 , 则 喇 是 战 (与 点 (站 ,) 的 


连 线 . 它 的 斜率 a = 如 为 有 理 数 , 令 si = -ai= 台 , 则 在; 轴 上 的 截 距 为 / 
=E+t+i=eio+ = 下， 

将 上 绕 点 (让) 逆 时 针 施 转 ,直到 遇 到 一 个 有 效 点 为 止 ,得 到 直线 4. 记 届 
上 诸 有 效 点 中 之 i 坐标 最 大 者 为 ( 志 , 记 ), 则 六 是 点 (有 , 广 ) 与 点 (5, 户 ) 的 连 线 , 它 


的 斜率 a = 如 -外 是 有 理 数 令 ea= -mm= 台 ,期 马 在 / 轴 上 的 茂 虐 为 已 = ez + 


2 2 二 中: 
再 将 5; 线 点 {1 ,jy) 道 时 针 旋 转 , 直到 遇 到 -个 有 效 上 名 为 止 ,得 到 直线 £),…， 
如 此 继续 下 去 ,可 作出 一 系列 的 
直线 :二 , 上， Ly; 
顶点 :Co fo}, Ci ,有 ) | 
相应 的 {2 ST Pe/ sp ag 为 整数 ; 
k= Ex tT j= ee-1t fl: 


它们 称 为 方程 (6-5) 的 牛顿 图 ( 见 图 6- 1). 


6.2,3 牛顿 图 的 特点 


由 (6-6) 式 易 见 ,(n.0) 必 为 一 顶点 (有 效 点 ), 即 有 信 在 在 ,使得 (jt) = (n， 
0) ,而 且 怡 好 是 六 = 1,2,… ,大 时 ,5 > 0. 换 和 名 话说 ,牛顿 图 中 具有 人 负 和 斜率 的 直线 只 
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有 有 限 密 条 (对 于 讨论 局 部 小 解 ,我 们 只 关心 负 刊 率直 线 ) 

任 取 牛顿 图 中 的 一 条 直线 工 及 相应 的 es 和 1, 设 (i" , 产 ) 为 工 上 的 有 效 点 ,让 
门 为 不 在 上 的 有 效 点 .过 (i, 门 作 平行 于 上 的 直 钱 , 则 它 交 于 j 轴 { 截 叱 恰 为 ei + 
门 . 按 牛顿 图 的 作法 , 恒 有 

stt+j>ei +7 =1. 


这 表明 e+j 的 极 小 值 在 (Ci, 站 EL 达到， 
6.2.4 构造 形式 解 


1. 确定 普 项 
画 出 方程 (6-5) 的 牛顿 图 . 任 取 其 上 一 条 负 和 斜率 直线 上 ,相应 地 确定 出 8 = pg 
及 了. 作 代 搞 w= om: ,网 方程 (6-5) 写 成 


F(uA)= PFCAeA)》= De 


=( 之， Fa) + > Py 
ther (EL 
= pr + Of) = 0. 


最 后 一 等 式 是 由 于 (i,j) EL 时 &i +)> 上 而 


称 wp(v) =0 为 相应 于 此 值 的 定义 方程 . 只 要 选 矿 为 定义 方程 的 非 零 解 , 则 wx 
就 可 作为 (6-7) 式 的 首 项 ,也 即将 (67) 式 代 人 (6-5) 式 时 ,可 使 X 的 最 低 才 系数 为 
零 ， 
注意 ” 若 上 面 选 定 的 直线 工 = 作 上 了 两 痪 的 顶 虚 为 (放大 -本 全， 让) 
的 = ws- 1 天 十 Fv), (6-8) 


它 是 z 的 5 次 多项式 ,有 j_， 重 零 因子 
2, 视 定 高 次 项 
为 了 确定 (6-3) 式 的 第 二 项 ,可 利用 代 换 
= 
于 是 方程 (6-5) 可 写成 
0 = F(a,A)= F(tw + DPF, FF) 
= Aotn) + AmIU + A DI E+ 


= DAorp + DA + OA + (6-9) 
J= 轴 1=# 4" 


这 是 上 ,5 的 整 乔 解 析 方 程 , 即 在 形式 上 与 466-5) 式 完全 相 门 , 故 可 仿照 前 面 的 作 
法 ,利用 方程 (69) 的 牛顿 图 (确切 地 说 ,是 从 (69) 式 消去 因子 ##? 后 的 方程 的 牛顿 
图 确定 (6-9) 的 形式 解 

U= UN + UT + 
的 首 项 UF 加 到 原来 的 变节 4 , 即 得 (6-5) 式 的 形式 解 


6 和 牛 焉 图 ~ 685 ， 


Lu= {w+ Dw = (由 十 中 六 十 Dt) 
= + Ua 
= A + UA 二。 
的 前 两 项 .注意 ,此 处 要 求 * 由 新 方程 的 牛顿 图 的 贰 斜 率直 线 所 诀 定 . 
把 上 上 述 步 虞 继续 作 下 去 ,就 可 得 到 形式 解 (6-7} 中 的 各 项， 


6.3 例 


例 1 求 方程 
Flu,A)= A 2A N+ A -=0 
的 局 部 小 解 = uA + wa + 的 前 两 项 . 
解 ”首先 作 方程 的 牛顿 图 ( 见 图 6-2) ,可 知 有 两 条 负 府 率直 线 相 应 
方 -对 =1 作 代 换 “= 以 , 则 方程 化 为 


Fim a= Cat A A = 0, 
故 相 应 于 < = 1 的 定义 方程 为 i 
Plu) =1+29+ w=0, 
它 有 非 零 解 u. = - i 重 根 ). 


对 = 方 作 民 换 rz = 访 过 ,方程 化 为 
F( 训 让) = A +2M + (A=0 
相应 于 e = 方 的 定义 方程 为 


p41) = )=0, 
它 有 两 个 非 零 解 u = 1, -1( 单 根 ). 
综 上 所 述 ,形式 解 的 首 项 可 取 三 种 值 ; - 4,X3, -47. 
下 面 求 第 二 项 ww ,相应 于 首 项 的 三 种 值 ,我 们 分 二 种 情况 讨论 . 
1t) 对 首 项 ux = - 4, 作 民 换 w= (+ 0) 
4 ,代入 方程 并 消去 A! 的 因子 后 ,得 
了 Gm,A}= AtdAU+ (OA + AA A =0, 
此 方程 的 牛顿 图 ( 见 图 6-3) 只 有 一 亲人 负 冬 率直 
线 , 它 相应 于 r= 12. 站 前 面 的 方法 一 样 ,可 求 
得 相应 于 + = 1 的 定 义 方程 为 
ptv) = = -1=0. 
它 有 两 个 非 鹤 解 =1, -1 于 是 形式 解 U 的 


首 项 可 取 为 VA" = 43,- 4, 从 而 原 方 程 的 形 
式 解 4 的 前 两 项 为 
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w= (m+ A= (1rA+) = A 
(2) 对 首 项 uA = 4+, 作 民 挤 x= (+ yA= .代入 方程 并 消去 因子 及 
后 ,得 
CU n= 2n0 2U -S40 t=0. 
此 方程 的 年 顿 图 ( 见 图 64 只 有 一 条 鱼 斜 率直 线 , 它 相应 于 r = 141, 而 相 拉 的 定 导 方程 为 
plu)=2 -v=0, 
其 非 零 解 为 5 =1. 因 此 ,形式 解 上 的 
首 项 为 六 = -r+. 从 而 原 方程 形式 解 u 
的 前 两 项 为 
= 
(3) 对 首 项 uA = - A 可 类 似 地 求 得 
= Pt 
A 
图 6-4 最 后 我 们 指出 ,可 以 在 理论 土 证 明 , 按 


牛顿 图 方法 可 以 作出 方程 (6-5) 的 局 部 小 解 , 并 且 (6-5) 的 全 部 小 解 都 可 按 此 法 作 
出 . 


{4, 站) 


7 霍 普 夫 分 支 


发 自 某 个 自治 常 微分 方 杖 的 平 祷 点 的 周期 轨道 分 支 , 叫 做 徐 普 夫 {Hopf} 分 支 . 
这 种 形式 的 分 支 是 非 线性 振动 理论 中 最 基本 的 问题 之 一 . 


7.1 主要 理论 结果 
7.1.1 nn 维 情 形 
考虑 R&R" 中 的 常 微分 方程 
E+) =0 (7-1) 
的 局 期 解 分 支 问 题 ， 


没 户口 一 避 " 是 侣 映射 ,人 N 是 (0, 们 ERxR' 的 某 个 于 分 域 ,对 每 个 人, 的 入 
0, 有 (4,0) =0. 于 是 方程 (7-1) 有 一 族 平凡 解 1(4 0)ERx R"1,0}E01. 

问题 是 :在 什么 条 件 王 ,从 上 述 平 凡 分 枝 可 以 分 支出 非 平 凡 的 周期 解 9 这 里 周 
期 本 身 也 是 未 知 的 . 

基本 想法 是 在 适当 的 函数 空间 中 寻找 周期 解 . 为 此 ,把 未 知 周 期 2rp 也 隐 合 到 
原始 方程 中 去 ,对 (7-1) 式 作 变 量 代 摘 * = PP 5 则 (7-1 式 化 为 形式 
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+A) =0. (7-2) 


为 简单 起 见 ,将 efte) = wer}) 仍 记 作 wlr), 于 是 ,只 需 找 出 适当 的 p 和 ,使 得 方 
程 (7-2) 有 有 2 同期 解 那么 47-1) 式 就 有 2rp 周期 解 . 
令 Co CA(R,R 和 Ch(R,R" ) 分 别 表示 CCR,R") 条 CIR,R") 中 的 2x 辕 


期 函数 构成 的 巴 拿 赫 空间 ,定义 范 数 为 

ut c= maxlu(r)lrER|, 

和 本 ee = e+ ze 

其 中 中 表示 上 的 导数 . 令 

Fin ALH) = H+ A, HH), 
于 是 从 对 的 假设 可 知 ,存在 >0 和 CR,R") 中 0 点 的 健 域 0, 使 得 FE CR 
x(-a,a)x ,Cr), 由 于 

Flip,A0) =0， 对 每 个 (p,A)ERx{t- ua)， 

故 问 题 化 为 寻求 =0 的 非 平凡 解 . 

据 脆 靖 数 定理 知 ,为 了 使 方程 了 =0 在 某 个 点 (AMo,0) 忆 及 x 的 任何 邻 域 内 
存在 非 平 凡 解 ,必须 要 求 DR(p hno, 的 为 奇异 的 .为 了 方便 ,网 时 也 不 失 一 - 般 性 ,我 
科 取 m = 1,Xo=0. 于 是 

DFOO0r=v + DAO0r, vE r,s {7-3) 
其 中 DO0,0) 为 雅 可 比 矩 阵 ， 由 党 微分 方程 理论 知道 ， 为 全 DPI,0,0) 是 奇异 的 ， 
必须 而 且 只 须 方程 
r+ jorv=0( 其 中 0= Ds0,0)) (7-4) 
在 以 :中 有 非 零 解 ,因此 ,假设 
(H) i=Y -1 为 1 的 {代数 ) 单 重 本 征 值 , 且 
MmiEa{Ls), m=1,2, 

注意 由 于 i 是 DA0.0) 的 单 重 本 征 值 , 故 存在 定义 上 4=0 附 近 的 连续 可 微 

函数 B(4 7 和 xt4) ,使 得 
了 JAD ,gs 人 有 ， 
BO = Tef0 = xoE NCDATO, ON ). 

‘Ha) RepP’ (0) =#0. 

定理 1{ 雷 普 夫 分 支 定理 ) 设 人 CRx R"' 为 点 (0, 人 0) 的 开 邻 域 , 设 AE C(tn， 
RD ,A000) =00Y (A, 们 毛 介 ) .很 设 (H) 与 (HH ) 均 满足 , 则 在 在 常数 ee>0.8>0 以 
及 连续 可 微 冰 数 (pC) ,A ,07):( -8,8) 一 Rx Rx 人 C' 满足 

PP? 对 于 jsE(- 人 3)sr01ots ts ,BH(#)) 为 方程 (7-2) 的 非 半 凡 解 ,日 
ACO) =0,2(0) =0,000) = 1; 


2 车 (ji 为 方程 (7-2) 的 2xp 周期 解 , 且 16 -11<s 1< es 下 人 <s， 
则 存在 1 红 [站 ,他 ] 和 日 亿 [0,2x] ,使 得 p= p(s) ,X= A{s) ,nt pr) 三 uls}tr+ 9) ,此 
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处 rE[0,2xl. 
此 外 , 若 FE (CD,R") 或 解析 , 则 函数 p06) 100) 也 属于 C(O, RR" 
世 2) 或 解析 . 


7.1.2 无 穷 锥 情形 


设 xX 为 实 巴 拿 赫 空 间 , XX = 8 + i 表示 其 复 化 空间 . 如 果 工 为 上 的 线性 算 
子 , 则 工 在 世上 的 延 拓 仍 记 和 作 革 令 AL 和 ROOD) 分 别 表 直上 在 不 中 的 零 空间 和 
值 域 ,而 在 让 中 的 零 空 间 和 值 域 则 分 别 记 作 Ne{L) 和 RCD). 工 的 谱 efL) 总 是 相 
对 Ke 的. 因此, 当 旦 仅 当 AE a(tA) 时 ,AE a(X)， 

考虑 方程 

+ hou + Fa =0. (7-5) 
作 如 下 扎 设 : 

(HH Do:D(yCA YY 是 Y 上 的 稠 定 线性 算 子 ,使 - Lu 是 在 上 强 连 续 半 群 
的 无 穿 小 母 元 ,而 半 群 在 Xe 上 是 全 纯 的 ; 

L 有 紧 预 解 式 ;i 是 的 单 重 本 征 值 , mi€Eo( 10) ,m=0.2,3,…. 

(Hy) 存在 aE (000,10 以 及 (0, 们 ERx 克 的 分 域 Q, 使 得 fE CON , 语 ) ,Df(0, 
0) =0, 并 且 对 每 个 (X, 们 人 ,有 0 , 们 =0. 这 时 大 表示 分 数 团 算 子 (Lo + rT)* 的 
定义 域 ,而 r> - ReA(YyAEafD0)) ,在 引进 范 数 有 # ,= (0+ rw 上 x 之 后 ， 
成 为 巴 拿 赫 空间 . 

{Hs) 说 8=P0) 是 定义 在 0 的 革 贫 域 的 连续 函数 ,32014)EafL + D(A， 
人 0) ,ED) = ,那么 ,假设 Re (0) 产 0. 

定义 1 车 函数 w€ Cow(R, 总 ) 在 D(Io) 中 取 值 , 轧 存 在 且 手下 中 连续 ,使 得 
(7-5) 式 成 立 , 则 称 & 为 方程 (7-5) 的 解 . 

定理 2 设 (H,),(H) 和 (Hs) 成 立 , 则 存在 正 数 了 和 连续 可 微 郴 数 

(pA mR) -人 2 下 xx COR, X), 
使 得 

1* 对 于 0< 151< ,ws) 是 (7-5) 式 相应 于 4 = wp(s) 的 2rof5) 周 期 解 ; 

Po(0) =1,460) =0, 当 sz#0 fs)r0i 

3 方程 (7-5) 的 任意 2xp 周期 解 &, 当 1p -14,141 以 及 Dw 上 (在 Gort(R,X,)) 
充分 小 时 ,对 某 个 181 < ?7 都 具有 上 述 的 形式 ,除了 沿 实 直线 的 平移 之 外 ,并且 如 果 
JE 人 《无 ), 则 函数 ph 是 全 类 的 . 


7.2 中 心 流 形 定理 


用 中 心 波形 定理 可 将 高 维 的 堆 普 夫 分 支 问题 化 为 低 维 的 问题 来 解决 .这 一 点 
与 IS 方 法 的 基本 思想 是 类 似 的 . 
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7.2.1 流 
定 必 2 设 
兰 = 成 {7-6) 
是 R" 中 的 自治 系统 ,f(r)(x€ 及 } 满 足 和解 的 存在 唯一 性 定 庶 中 的 条 件 , 记 系统 (7- 
6)} 满 足 初 始 条 件 x1, -0o= xolxo€ 下 ) 的 解 为 
X= Plt, No), 
其 中 1 (xo0) ,J(xo} 表 示 初 值 为 x 的 存在 的 最 大 区 间 , 信 区 域 
Dd, rERx WxEW,IETX | CRx FW, 
则 称 函数 p(x g(x)( 即 gp:22 一 形 ) 为 系统 (7-6) 式 的 流 . 
在 二 维系 统 * = dx 的 情形 , 流 就 是 pli,x) 下 ersx, 这 时 p; 民 Rx 有 RE 一 民 . 若 固 
定 x 而 让 1 变化 ,就 得 到 一 个 映射 gp:R 一 民 . 再 令 人 参数! 空 化 ,就 可 以 想象 平面 上 
的 点 沿 着 该 系统 的 轨 线 按 箭 冻 所 指 的 方向 流动 ， 
定理 3 上 述 的 集 台 如 是 及 x 下 中 的 开 集 , 郴 数 #: 人 有 一 四 是 下 上 的 连续 天 
数 . 
定理 4 流 p(x} 满 足 
1 potx) = xr{ go 是 得 等 映射 ); 
2 多 = ge" Pr (x), 


7.2.2 中 心 流 形 定理 


定理 5 设 四 是 R* 内 原点 0 的 邻 域 ,GB(1 宇 0 是 流 . 号 : 一 RR ,名 (0) =0， 
人 B(x) 对 4 及 x 是 G+! 的 , 设 DG,(0):R">R", 它 的 特征 从 或 在 单位 贺 上 ,或 在 单 
位 圆 内 . 令 占 是 与 单位 加 上 的 那些 特征 值 相应 的 特征 向 其 宝 间 , 则 存在 R" 中 原点 
如 的 一 个 邻 域 VF 和 和 -一 个 信子 流 形 睹 ,0E 则 下 ,有形 与 二 同 维 数 , 且 在 原点 好 与 总 
相 切 ,使 

le 若 xE 李 >0, BAIEVF NBLE NM; 

2 若 1>0,D(rIEV,n=0,1,. , 则 当 nw 时 ,Br (xr)EN. 

称 定理 5 中 的 华 子 流 形 时 为 中 心 流 形 . 


7.2.3 三 维 乾 普 夫 分 支 定理 


定理 6 设 开 集 刺 C 了 ,多 包含 原点 , 产 风 x(- ho,Ao 及, 解析 .又 设 方程 
站 = 扰 革 ,用 ) (7-7) 
对 任意 的 4 都 以 原点 0= {0,0,0) 为 平衡 点 . 当 4=0 时 ,方程 (7-7) 的 右 端 所 x,0) 
在 YY=4 处 的 导 算 子 DF(0 ,0 区 上 1) ,600) 为 特征 值 ,B30 > 0,6t0) <0. 
如 果 平 衡 点 (0,0,0) 当 =0 时 是 渐 近 稳定 的 ,而 A>( 时 是 不 稳定 的 , 则 对 充 
分 小 的 4C4> 人 ,方程 (7-7) 在 原点 附近 有 半 近 稳定 的 闭 轨 . 
定理 7 设 下 己 民 是 开 集 ,fx (40A0) 一 记 ,人 x14) 是 rE 于 ,AE 
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【~- ouo) 上 的 解析 闲 数 ,方程 (7-7) 对 任意 的 4 有 平衡 点 0. 令 4(A) 表 示 f(x ,4) 
在 x=10 处 对 x 的 导 算 子 DF(0,%)， 设 4 人 ) 除 特征 值 a iW )(a(0) = 0,8(0) > 站 
之 外 , 另 一 个 特征 值 504) < 5 <0. 又 设 
da CA) | o>0, 


出 有 

f 车 方程 x = Lx, 人 0 以 原点 0 为 稳定 但 不 渐 近 稳定 的 平衡 点 , 则 这 个 方程 的 
解 在 原点 附近 某 一 过 原点 的 曲面 上 全 是 闭 轨 ， 

2 若 方 程 x = 六 > ,全 以 原点 为 渐 近 稳定 (不 稳定 ) 阅 郊 点 , 则 对 充分 小 的 4， 
A > 0 <0), 方 程 (7-7) 在 原点 附近 有 新 近 稳 定 ( 趟 稳定 ) 的 闭 轩 已 ,周期 二 


Re 当 % 一 0 时 , 帮 收 策 到 原点 ， 
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引 言 


“ 变 分 不 等 式 " 的 英文 为 “variational inequlity”, 记 有 人 译 为 “ 变 分 不 等 方程 ”. 它 
起 源 于 数学 物理 问题 和 非 线 仁 规划 问题 ,目前 已 在 物理 .力学 .工程 .经 济 等 领域 中 
得 到 广泛 应 用 . 

数学 物理 中 最 早 的 变 分 不 等 式 出 现 于 20 世纪 人 胡 年 代 初 .至 1964 年 ,G.Stam 
pacchia 把 Lax-Milgram 定理 由 和 希 尔 伯 特 (EHilhert) 空 间 推广 到 其 非 空 闭 凸 子 集 的 情 
形 ,得 到 了 变 分 不 等 式 的 第 一 个 解 的 存在 唯一 性 定理 . 北 后 ,JEL. Lions、H. Lewy、 
H. Brezis 等 人 发 表 了 一 系列 文章 ,为 变 分 不 等 式 理论 奠定 ;初步 的 基础 .加 世纪 了 0 
年 代 , 变 分 不 等 式 在 最 优 控 制 问题 ,弹性 问题 、 弹 塑性 问题 及 渗流 问题 等 领域 中 得 
到 了 成 功 的 应 用 .20 世纪 80 年 代 以 来 ,作为 现代 偏 微分 方程 理论 重要 部 分 的 变 分 
不 等 式 理论 得 到 深信 发 展 ,至 今 已 较为 成 熟 . 另 一 方面 ,如 世纪 60 年 代 中 期 ,在 非 
线性 规划 的 研究 中 出 现 了 线性 和 非 线性 互补 问题 .它们 进一步 发 展 成 了 有 限 维 空 
间 中 的 变 分 不 等 式 . 如 扶 纪 名 年 伐 ,Math, Programning 杂 元 出 版 了 非 线 性 互补 问题 
与 变 分 不 等 式 的 专辑 ,标志 着 变 分 不 等 式 已 成 为 非 线性 规划 的 一 个 重要 研究 领域 . 


1 变 分 不 等 式 概念 


1.1 例 于 


变 分 原理 是 数学 物理 方法 的 一 个 重要 部 分 .以 弹性 薄 异 平衡 问题 为 出, 设 薄 膜 
张 于 xy 平 曾 区 域 吕 上 ,边界 固定 ,其 弹性 模 量 与 面 密度 设 为 1, 惟 直 外 力 fw,Y) 作 
用 下 产生 弹性 小 变形 , 奎 直 位 称 为 utx,Y), 则 由 最 小 位 能 原理 ,u(x,Y) 使 位 能 最 
小 , 即 utx,Y) 为 下 列 最 小 化 问题 之 解 : 求 上 E 天 (2) ,使 

Je = min 了 9)， (1-1) 


tt Ht 


其 中 
tu) = 了 | Yu ldxdy 一 | fadsdy. 
另 一 方面 ,由 虚 功 原理 可 知 u(x,y) 满足 下 述 虚 功 方程 


j w+: 有 bdxdy = | pazay， ye RN). (1-2) 
从 数学 上 容易 证 明 (1-1) 式 与 (1-2) 式 等 价 .从 变 分 法 易 知 ,(1-1) 式 的 欧 拉 方程 为 
-= 于 刀 ; (1.3) 

起 三 从， 二 3. 
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对 上 例 在 应 用 变 分 原理 时 容许 函数 集 为 整个 线性 空间 册 (2) ,从 而 得 到 等 式 ( 方 
程 ) 形式 的 问题 (1-2) 和 (1-3). 苦 容许 函数 集 不 是 整个 线性 空间 而 是 这 个 空间 的 
凸 子 集 ,将 会 得 到 不 等 式 形 式 的 问题 , 即 变 分 不 等 式 , 因 此 , 恋 分 不 等 式 是 恋 分 原理 
的 一 个 重要 推广 . 
例 1 带 辜 碍 的 阐 性 薄膜 平衡 问题 . 
设 前 述 薄膜 下 方 有 一 障碍 物 ,其 表 闸 方程 为 z = plz,x),p <0, 于 32, 此 时 
位 称 wu{x,y) 除 在 边界 3Q 上 满足 约 东 xz = 0 外 ,还 须 在 人 2 | 满足 约 东 条 件 
nw， 于 几 0. 【1 -4 
因此 ,位移 函数 的 容许 集 不 再 是 整个 线性 空间 码 { 虽 ) ,而 是 它 的 如 下 子 集 ; 
Ki = ioE HON}: 2 ,FN1. 
没 gE 到 (8) ,8 六 0, 于 230 , 则 容易 证 明 才 为 码 ( 间 ) 中 的 非 空 闪 凸 子 集 ,由 最 小 
位 能 原理 ,此 时 的 位 黎 4 为 下 述 最 小 化 问题 的 解 : 求 u 所 下 ,使 
Je = min to). (1-5) 


设 = 为 方程 (1-5) 之 解 , 因 KK 为 西 集 , 故 当 vE KI 有 Ogeesa1l 时 u+alv- 
四 入 上 .由 (1-5) 式 得 : 
本， 人 
人 Tales Ju + aty -4)), 上 式 可 写成 
0) a Ta， Osael1. 
即 -一 元 函数 1(e) 在 0 < a < 1 的 最 小 值 于 左 端点 a = 0 处 达到 , 故 了 (0) > 0. 容 
易 算出 ， 


r(0) = js ur Vv uidxdy 一 | me - ujdxdy. 


所 以 方程 (1-5) 之 解 满足 ， 
ueE t(D), 
iv， ‘Vy undedy = je - wdxdy, Yh EeE Kk. 
反之 易 证 ,方程 (1-0) 之 解 必 是 {1-5) 之 解 .从 而 问题 (1-6) 与 方程 (1-5) 等 价 ， 
称 形 如 !1-6) 式 的 问题 为 变 分 不 等 式 . 当 (1-6) 式 之 解 x JACD) 时 ,可 以 证 明 = 
满足 : 


{1-.6) 


4 于 全 {1-7) 
(- Ar Alu- P=0 于 人 DN. 
此 如 {1-7}) 式 的 问题 称 为 线性 互补 问题 .与 (1- 拉 式 不 同 ,此 时 的 在 人 上 只 满足 不 
等 式 - Au 2 了, 但 在 集合 |{x,y) EE ea:u> Pi 上 满足 方程 - Au = 六 在 贴 侣 集 
1xz 条 Eu = p11 上 则 往往 成 立 - Aw > 扩 
记 


[> ff， 于 总 ; 


三 ( 下) = jv u* Voudrdy, 
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flv) = | pdrdy, 
则 fu) 可 以 酝 成 
J(u) = Satu, w) - fu}. 
(1-6) 式 可 写成 :wm 二 后 ,使 


afwe— ur YuE kK. (1-8) 
易 算 出 fv) 在 vw = 的 弗 雷 欧 (Frechtt) 微分 为 
二 


故 (1-8) 式 即 是 (apP) > 00. 
例 2 简化 的 Signorini 问题 ， 
设 fx ,yy 为 平面 温度 场 ,导热 系数 为 1,7 为 热源 , 则 热平衡 方程 为 
- Au = 广 于 2. 
设 TUm =30,N T= Or 上 已 知 热流 3 = 8 ;此 处 vv 为 830 的 外 法 向 .又 
设 厂 只 能 单 向 导热 ,热量 只 能 内 流 而 不 能 外 流 , 于 是 


oe 主人 ,于 T 工 . 
再 设 症 内 沿 温 度 高 于 环境 温度 y, 即 

rt 之 业 ; 填 工 . 
由 热力 学 可 知 ,在 w > 多 处 必 成 立 5 = 0, 故 


(z- 为 有 = 0, 于 了 


因此 得 到 如 下 的 边 值 问题 : 
— Vu = ff, 于 由 ， 
du 
EF 二 号 ， 于 天， 
4 0, 于 Pr (1-9) 


(2 ~ } a = 0, 于 卫 . 


可 以 证 明 ,(1-9) 式 的 弱 形 式 为 
| ve KE:, 


和 1-10) 


其 中 
a( u,v) =| Vi Yudrdy, 
0] 


Av) = | pdrdy + | avds. 
K, 三 下 后 HI(ND),v 计 上 ,于 厂 ] . 
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与 酌 | 中 一 样 可 以 证 明 ,{1-10) 式 有 等 价 的 最 小 化 问题 : 
和 它 Ks 
Mu) = minf(+), 
上 


其 中 jw) = alt, v2 -Ap), 

例 3 常 截面 杆 的 弹 闻 性 扫 转 问题 ， 

设 常 截面 急 质 杆 的 截面 为 平面 有 界 单 连通 区 域 吕 .在 本 的 两 端 加 以 大 小 相等 
方向 相反 的 扭 算 . 设 无 体 载 薪 与 面 栽 荷 , 且 不 考虑 热效应 . 二 是 ,每 个 断面 对 邻近 的 
断面 有 无 穷 小 刚性 转动 , 求 应 力 分 布 .以 截面 为 好 平面 ,在 党性 小 变形 时 只 有 两 个 
切 应 力 c- 与 oj 不 为 零 , 且 存在 应 力 冰 数 ulx,y), 使 

人 于 2:; 


©1-11) 


上 三 闪 ， 于 2. 
由 平衡 方程 推出 ,+ 使 下 述 泛 通 到 摇 小 值 
了 LT? = 二 | lI¥ oe dxdy -2 | vaxdy, C1-12)} 


其 中 ,a 为 党 z 轴 单 位 长 的 扭 角 ,5 为 切 恋 弹性 模 县 . 
在 弹 塑 性 小 变形 时 ,由 Von Mises 怖 服 淮 则 ,应 力 孙 数 志 服从 约束 1 Vu1 雪 . 因 
此 ,容许 应 力 函 数 集 为 
B= fy€E HO: I Yves k, 王 2, (1-13) 
于 是 ,问题 化 为 求 二 后 有 ,使 
J(u) = /ts), 《1-14) 


其 中 所 二 由 (1-12) 式 给 出 . 易 知 (1-13) 式 定 尽 的 下 是 凸 集 , 从 而 与 例 1 类 似 可 证 ; 
{1-141 式 等 价 于 下 列 变 分 不 等 式 : 求 上 所 后, 使 
| uy wdxdy 之 26 | ee — dxQy .te 时- 《1-15) 
例 4” 带 障碍 的 薄板 奇遇 问题 


设立 性 薄板 置 于 刚性 物体 上 , 板 面 R 上 承受 荷载 fa,y), 刚 性 物体 表面 为 
Plz) , 板 边 界 30 加 支 , 即 


于 是 ,容许 挠 度 集 为 
后 = je BA): wp 于 A|, 
而 措 度 u(tx,Y) 为 下 述 最 小 北 问题 之 解 : 求 uu EE 总 ,使 
下 aa) = min J(v), {1-16) 
其 中 
Ja) = Folv,9) -Av), 


Py Py ,Py Ps 2 Py)) 
dl sv) = (aua - {1l- a 372 十 3 3 ~ 了: Dry 5237 dxdy, 
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fis) = | jardy. 
(1-16) 式 等 价 于 下 述 变 分 不 等 式 : 求 呈 后 后 ,使 
atuv— uA, ve. {1-17) 
可 以 证 明 ; 当 EE 于 (人 n) 时 ,也 为 下 述 线性 互补 间 题 之 解 :uw E 品 (0), 且 
{* > Nir-f20, 于 总; 
(up) 人 NN = 心 ， 于 总. 
例 5 单 相 Stefan 问题 . 
设 一 块 水 置 于 水 中 逐渐 溶化 , 求 温度 分 布 隙 数 8. 
为 简单 计 只 考虑 一 维 情形 ,此 时 间 题 化 为 : 求 温度 疯 数 0tx,1) 及 灯 与 本 的 分 
界 点 与 时 间 的 关系 上 = s(x) ,使 


(1-18) 


0 99 
dx ~ ot? 于 4; 
30 ds _ 
d= 05 dx = —*: 于 TT; C1-19) 
Ox,0) = htx), TOax < Mos 
Dity = 有 人， 于 0D< < T， 


其 中 个 = Tix:s(r)j << 下 = 19:f= s(x)| .h(x) > 人 0 为 初始 温度 ， 
gftys0 为 x = 0 姓 的 水 温 , 上 > 0 为 深化 热 系 数 ,x = sn 为 初始 时 刻 水 与 洒 的 分 
界 点 .适当 选取 中 > so,; 作 变换 


| ox, rdr, 当 3x) te To *+ 世 RN; 
中 入》 = 如， 当 O ee x 时; 
| cr, rar, 亲自 过 过 了 0sxr 二 加 时 ， 


则 可 以 证 明 ( 详 见 文 献 [4 有 ,u(x,t) 为 下 列 变 分 不 等 式 的 解 : 求 上 和 天 (0 7; 于 (0， 
RB) 人 门 上 ,使 EK = 00, 于 x = 站 或 : = Ou = us = 由, 且 


(+ -wd > 有 dr 了 


0 dr? 
(1-20) 
其 中 
gD)= | ed, OgieT; 
ht x), Ogre ni 
AD 近世 上 ， 


下 = |ve BO0R):w 0,TOs x |, 
性 问题 -19) 中 , 定 解 区 域 的 部 分 边界 上 = stx) 也 是 待 求 的 ,这 类 问题 称 为 自由 
边界 问题 . 
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本 例 中 的 变 分 不 等 式 涉 及 抛物 型 偏 微 分 算 子 , 称 为 扫 物 变 分 不 等 式 , 例 1 至 例 
4 中 的 变 分 不 等 式 上 只 涉及 椭圆 型 偏 微 分 算 于 , 称 为 屈 图 变 分 不 等 式 . 类似 地 存 双 曲 
变 分 不 等 式 , 可 参看 文献 [4] ,以 下 只 讨论 椭圆 变 分 不 等 式 . 
关于 变 分 不 等 式 的 其 他 例子 ,可 参看 交 献 [1 ~ 6]. 关上 证 养 问 题 的 变 耸 不 等 
起 的 俩 子 , 可 敌 看 C.R.Acad. Sei.Paris, 1993;317,857 - $62. 


1.2 害 义 


设 关 为 自 反 巴 拿 赫 (Banach) 空间 ,对 但 空间 为 中 ,对 偶 积 为 (， ,*) ,KK 为 X 的 闭 
山子 集 . 
定义 1 XX 上 的 变 分 不 等 式 定义 为 : 求 w EE 天 ,使 
{Aur Hr 0, VrEK, (1-21) 
其 中 为 玉 一 驳 的 算 子 . 
在 俩 1 中 ,X= HDR = HD,K= KA =- A#-f. 
下 面 定 尽 希 尔 怕 特 空 间 中 两 类 常用 的 椭圆 变 分 不 等 式 . 
设 『 为 实 希 尔 怕 特 空间 ,内 积 为 ({,，') ,伴随 的 范 数 为 |: ;af 为 了 x 
上 的 双 线 性 型 . 若 有 a > 0, 使 
atu,v ja a rl), YrEV, 
出 称 ofe ,py 为 在 VY 上 工 强 皋 的 或 六 桶 图 的 . 若 有 蜡 > 0, 使 
latuv ls Mall - jr, 于是 在 了， 
则 称 etw,r) 在 VF 上 连续 , 设 工 为 fF 一 忆 的 连续 线性 汉 隔 .这 天 为 VY 中 的 闭 凸 子 集 . 
定 光 2 第 一 类 椭 秽 挛 分 不 等 式 定义 为 :求全 下 ,使 
afHp— He Lv -un), Yrek, {1-22) 
当 qa(w,v) 对 称 时 ,与 例 1 同样 可 以 证 明 ,(1-22) 式 等 价 于 下 述 最 小 化 问题 : 求 
# 七 ,使 


Tn) = minJ(v), (1-23) 
其 中 
jr) = afm, v2 Lr). 
例 1 至 例 4 都 是 第 一 类 桶 圆 变 分 不 等 式 . 例 1 与 例 4 中 的 约束 是 障碍 晒 数 2, 称 
为 障碍 问题 ,也 称 为 单 障碍 问题 ;如 果 约 束 的 形式 是 
Pearew, 
则 称 为 双 障 得 问题 . 例 2 也 称 为 边界 单 边 约束 问题 . 例 3 称 为 带 梯 度 约束 的 问题 .证 
1 至 例 3 中 的 微分 算 子 是 拉 普 拉 斯 算 子 , 例 4 中 是 重 调和 算计 . 均 可 推广 至 2m 阶 自 
共 上 线 性 类 圆 算 子 ， 
下 面 对 司 工作 较 详 细 的 讨论 . (1-7) 式 可 以 写成 如 下 形式 : 
minf— Bg -fu | = 0, 于. {1-24) 
这 种 形式 的 方程 称 为 哈密 顿 - 雅 可 比 - 贝尔 曼 (Hamilton-Jacobi-Bellman) 方程 ,简称 
为 HIR 方 程 . 不 少 作 者 以 此 为 出 发 点 研究 障碍 阿 题 . 
例 1 中 的 狄 利 雷 (Dirichlet] 边界 条 件 是 加 在 整个 32 王 的, 即 = 10 于 383. 若 
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仅 加 于 部 分 边界 , 即 
| 三 fu 和 Hitif):y 二 D0, 于 可 0,t 这 知 ， 三 总 上 ， 
且 
口 站 了 人 ,mas 人 > 0, 
mes( 忆 人 相生) > 0, 
则 变 分 不 等 式 (1-6) 的 解 是 否 满 足 诺 仍 曼 (Neumann) 条 件 


du 


在 $=- % 的 情形 , 即 方 程 的 情形 ,如 所 周知 ,答案 是 肯定 的 .在 ww € 于 (8) ,所 
,于 引 从 时, 管 案 如 下 (和 参 春 M.K.VY.Munhy and G. Stampacchia. lsrael math. Journal， 
1972:13,188 - 224):; 


车 有 30 \ 30 的 开 子 集 局 使 > 9, 于 锯 , 则 于 = 0, 于 El， 
车 在 30%30 的 子 集 上 上 4 = v3 < 0, 则 学 = 0, 于 E; 
车 在 30\ 30 的 子 集 Ey 上 = pF > 0, 则 0 三 学 < 3 职 , 昌 有 例 于 表明 ， 


可 成 立 弛 > 0, 于 马 . 这 是 与 方程 情形 的 一 个 重要 区 别 ,值得 注意 . 
现在 来 定义 第 二 类 椭 咒 变 分 不 等 式 . 设 j: VY 一 R = RU 1%| 为 凸 的 下 半 连 续 
正常 ( 即 j 吉 + mm) 泛 折 . 
定义 3 第 二 类 椭 轩 变 分 不 等 式 定 义 为 : 求 4 E TY, 使 
a v +t Ro Hos Lr- 本人 {1-25) 
例 6 简化 的 摩擦 问题 . 
设 V= HN), 求 uw EF, 使 


| 下 《dxdy + | wfv — ujdxdy + 
g| (loll ul)ds » Lr- wyrE V, (1-26) 


其 中 g > 0 为 常数 .显然 ,Ke) = | g 101ds 是 V 上 的 下 半 连 红 同 正常 泛 西 ,从 而 
{1-26) 式 是 一 个 第 二 类 构 圆 变 分 不 等 式 ， 
当 efa,o)y 对 称 时 ,41-26) 式 等 价 于 下 列 最 小 化 问题 :六 二 和 走 史 便 
JU) = mi v), {1-27) 
此 处 
Jo = alv, v2 + 并 区) = Ls). 
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2 解 的 存在 唯一 性 


2.1 ”有 限 维 情形 


考虑 变 分 不 等 式 (1-21). 设 = R*Y, 则 这 = R* ,A 为 上 一 R" 的 算 于 . 求 w EE 
,使 
{ANHp #0 YreEk. {2-1) 
变 分 不 等 式 (2-1) 不 必 有 解 .例如 , 当 W = 1,K = R'iI, 对 Ax = #5+1， 
Ax{oy x) = (+p) 0, vrER 
显 热 无 解 . 当下 为 紧 集 时 有 下 人 述 存 在 性 定理 . 
定理 1 设 久 是 R* 中 的 紧 凸 集 , 算 子 A 连续 , 则 (2-1) 式 有 解 . 
定理 1 可 图 布 劳 威 尔 (Brouwer) 不 动 点 定理 证 明 ( 参 看 祥 献 [41). 
推论 1 设 w" 是 方 积 (2-1) 的 解 .车 w* 在 天 的 内 部 . 则 AH ”= 0; 若 2 ”在 
玉 的 边界 上 且 Aw”z 0, 则 大 在 超 平 面 (Aw* ,rv - #) = 0.v ER 的 一 制 , 称 此 超 
平面 为 上 的 一 个 支撑 面 (hyperplane of supporb . 
现在 考 虚 kK 不 是 紧 集 的 情形 . 设 Br 为 以 原点 为 心 、.R 为 半径 的 球 , 记 起 = 大 
站 Br. 由 定理 ] 知 , 当 Kr 非 宝 时 , 变 分 不 等 式 
{2 CE Fn; 
(ANErF — Hr) 0, WrE ke 
至 少 有 一 个 解 .由 此 可 以 得 到 (参看 文献 [4]): 
定理 2 设 必 为 有 中 闭 凸 集 ,A 连 续 . 则 (2-1) 式 有 解 的 充分 必要 条 件 是 : 疗 在 
只 > 0, 使 (2-2) 式 的 解 满足 wan < 六， 
定型 上 若 存 在 an 拓 大 ,使 
Ce 区 KR 于， 
则 说 算 子 A 满足 强制 性 条 件 ， 
定理 3 若 玉 为 闭 凸 集 , 且 算 子 A 满足 强制 性 条 件 , 则 方程 (2-1) 必 有 解 . 
问题 (2-1) 的 和解 不 必 唯 一 ,例如 , 当 入 = 1, 玉 =R= fn 和 术 部 人 时 , 蛮 分 
不 等 式 


(2-2) 


(a 0 YrEeR, 
有 三 个 解 上 = 0,1,2. 
定义 2 车 算 于 起 满足 
{AN -AN HN) Vn,n EKA, 
则 称 A 为 单调 算 子 . 若 上 式 成 立 有 是 等 号 仅 当 & = w 时 成 六 , 则 称 4 为 严格 单调 算 
了 于. 
定理 4 若 乓 为 闭 凸 集 是 算 子 A 为 严格 单调 算 子 , 则 (2-1) 式 至 多 有 -个 解 . 
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推论 2 苦头 为 闭 凸 集 , 且 算 子 4 为 严格 单调 算 子 .又 计 足 强制 性 条 件 , 几 
{2-1) 式 存在 惟一 和解 . 
第 1 章 中 的 全 表明 , 变 分 不 等 式 在 一 定 条 件 下 与 最 小 化 门 题 等 价 ,现在 研究 与 
(2-1) 式 相 关 的 最 小 化 问题 . 设 有 上 和 C'(K), 使 


AH = YVAN), FE kK, {2-3) 
于 是 有 下 面 定 理 . 
定理 5 车 (2-3) 式 成 立 , 且 满足 
下 起 瑟 ， 
{5 = minf( rv), (2-4) 


则 = 为 (2-1) 式 之 解 .反之 , 若 f 还 是 同 函 数 , 则 (2-1) 式 之 解 必 是 (2-4) 式 之 解 . 
第 ] 节 的 例 还 表明 , 变 分 不 等 式 与 互补 问题 有 密切 联系 . 令 
R= jr ER x BO0i = 12 人 ，， 
互补 问题 为 : 求 w 部 R*, 使 
六 0 
[> = 0. (2-5) 
定理 6 设 玉 = R*, 则 变 分 不 等 式 (2-1) 与 互补 问题 '2-5) 等 价 . 
当 。 为 线性 算 子 时 ,(2-5) 式 就 是 线性 互补 问题 . 它 计 认 于 障碍 为 零 的 障碍 问 
题 ,对 一 般 障 码 条 件 :# ,相应 障碍 问题 的 等 价 吾 补 问 是 为 ; 求 万 R*, 使 
{* (2.6) 
(ANH -YP) = 0. 


2.2 一 般 情 形 


回 到 变 分 不 等 式 11-21) 的 一 般 情 形 ,此 时 工 为 自 反 巴 着 圭 空间 . 与 定 关 1 和 2 
一 样 可 以 定义 强制 性 条 件 和 单调 算 子 . 
定 必 sg 车 对 才 的 任 一 个 有 限 维 子 空间 身 , 算 子 A 在 大 门 昌 上 的 限制 是 能 连 
续 的 , 则 称 算 子 4 在 有 限 维 子 空间 上 连续 . 
Minty 引 理 。” 车 不 为 xX 中 的 闭 凸 集 ,& 为 单调 算 子 且 丰 有限 维 子 空间 上 连续 ， 
则 问题 {1-21) 等 价 于 下 述 问题 ; 求 wu 马 天 ,使 
《下 PE HO, YrEeEK. {2-7) 
定理 7 车 乓 为 寺中 月 界 闭 凸 集 ,A 为 单调 算 子 上 且 在 和 限 维 子 空间 上 连续 , 则 
{1-21) 起 有 解 ; 若 A 还 基 严 格 单调 的 , 刚 解 唯一 . 
定 捍 8 设 羔 为 X 中 的 闭 同 集 ,A 为 单调 算 子 且 在 月 限 维 子 空间 上 连续 . 变 分 
不 等 式 (1-21) 有 解 的 充分 必要 条 件 是 有 六 > 0, 使 变 分 不 等 起 
{2 Ke = KN tvE Xr se Hi; 
Aunrp — Hr 0 Yrek 
的 解 满足 | gxi < RR. 
推论 3 设 乓 为 了 中 闭 凸 集 ,A 为 单调 算 子 , 满 足 强制 性 条 件 且 在 有 限 维 子 空 
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间 上 连续 , 则 (1-21) 式 有 解 ; 若 A 还 严格 单调 , 则 解 唯 一 . 
例 1 半 线 性 算 子 双 障碍 问题 ， 
设 下 全 R* 是 有 界 域 ,边界 3 光滑 ,pi ,和 和 HUA) 门 L™CA), oP 入 人 旭 生 as 
于 38. 令 
K=ireE mn):p sve pT nN). 
又 设 Fix,#) 在 位 x Ri 的 紧 子 集 上 有 界 可 测 , 昌 对 ww 连续, 非 碱 .定义 算 子 A 如 下 : 
AH, Pp) = A + FR, ,Pp 
= | vs Vo + Fx,nop)dz, YE MN),n EK 
容易 证 明 ,A 在 兵 上 满足 强制 性 条 侍 且 是 严格 单调 算 子 , 并 在 有 恨 维 子 空间 上 连 
续 . 于 是 双 障 得 问题 
下 所 天: 
ie， Vir + Fixsa)(lv— wdr 0, Yr€EKk 


有 唯一 解 . 
例 2 。 拟 线 性 算 子 单 联 碍 问题 ， 
考虑 拟 线 性 椭 贺 算 子 


{六 P= ja + Vn DV Vedr, Yo EE "(NN), 


与 山 集 

K= PE 于 中 
其 中 品 同 例 1, 音 冬 用 0) 门 天 人) 生生 和 于 a0:1< se 近 2. 算 子 A 将 后“() 
映射 和 妈 后 ) .显然 ,和 A 是 严格 单调 算 子 旦 在 有 限 维 于 空间 上 连续 ,不 难 证 明太 
满足 强制 性 条 件 . 因此 , 变 分 不 等 式 ; 求 x € 下 ,使 


ja + Vu dr fr YrEK. (2-8) 


当 fE€E #1* (nD0) 时 ,有 唯一 解 . 当 a = 1 时 , 算 子 态 是 最 小 曲面 算 子 或 指定 平均 曲 
率 算 子 .此 时 定理 8 的 条 件 不 满足 ,可 以 证 明 , 即 使 对 /= 0,(2-8) 式 也 可 以 无 解 , 参 
看 Serin, J ,Philos. Trans. Roy. Soc. London, Ser. 1969:& 264.413 ~ 496. 


2.3 ”和 荐 尔 伯 特 室 间 情形 


先 考 虑 第 一 类 粮 圆 变 分 不 等 式 (1-22)]. 
定理 9 设 天 为 希 尔 伯 特 空间 的 非 空 闭 凸 子 集 ,了 后 FF,altw,v) 为 VYx VF 上 
连续 ,强制 双 线 性 型 , 则 变 分 不 等 式 (1-22) 有 唯一 解 . 
由 里 斯 (Riesz) 表现 定理 易 知 ,有 连续 线性 算 子 A:Y -* VW ,使 
{和 
不 难 验 证 算 子 A 满足 定理 8 的 条 件 , 从 而 定理 9 可 由 定理 8 推出. 
当 af ax,a) 还 满足 对 称 性 条 件 时 ,问题 (1-22) 等 价 于 (1 -加 ) 式 , 此 时 可 用 最 优 
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化 理论 推出 定理 9. 事实 上 ,在 此 情形 , 易 验证 a(w,s) 是 严格 凸 渡 函 , 从 而 关切 是 
严格 西 泛 函 , 且 是 连续 泛 函 .于 是 ,由 最 优化 理论 可 知 (1-237+ 式 有 唯一 解 .由 优化 理 
论 , 此 时 (1-23) 式 等 价 于 : 求 二 皇 大 ,使 
(Fu uy 0 YrvEe kK, {2.9) 
其 中 了 (ao 为 Hw) 的 Gateau 导数 , 易 算出 
Tu = atn, *) — L(:), 

故 (2-9) 式 就 是 (1-22) 式 . 

由 定理 3 不 难 推出 例 1 至 例 4 所 述 癌 题解 的 存在 唯一 性 . 

当 af u,v) 不 是 强制 双 线 性 型 时 , 解 的 唯一 性 可 能 丧失 ,这 时 由 Minty 引 理 { 见 
2.2 节 ) 可 以 推出 如 下 结果 . 

定理 功 设 乓 为 项 汞 伯 特 空间 下 中 非 空 闭 凸 子 集 , 工 所 aast) 为 了 x 下 
上 连续 双 线 性 型 , 且 ofn,v} 芋 吕 ,VarGC 天 , 则 (1-22) 式 的 解 集 是 一 个 闭 凸 案 ( 枯 看 
文献 [4] )， 

关于 第 二 类 变 分 不 等 式 (1-25), 有 下 述 定理 . 

定理 11 设 天 是 希 尔 伯 特 空 间 8 中 的 非 空 闭 凸 子 集 ,了 E 只 ,区 妇 为 史上 的 
下 半 连 续 凸 正常 泛 画 ,afayt 为 Vx 上 连续 强制 双 线 性 型 , 则 问题 -253) 有 唯 
一 解 ， 


3 解 的 正则 性 
3.1 障碍 问题 
设 训 为 R* 中 有 界 域 ,3 E 以 .考虑 障碍 问题 : 求 w 外 ,使 
| va vr- wdrm| fy- wdr,vre 起 ， (3-1) 


其 中 
= lr € WON}:v 9,0}, 
PE HA FE 二 (Ps 人 于 39. 
由 上 章 定 理 9 易 知 此 问题 有 唯一 和 解 .关于 解 的 光滑 性 有 如 下 结果 ， 
定理 1 设 n2,fE (0D) ,p> nHEPD),y < 0, 于 30. 若 & 为 障 
碍 问题 (3-1) 之 解 , 则 wn € 本 (RQ) 门 CWC 和), 其 中 4 = 1 -Np. 
此 定理 的 证 明基 于 Minty 引 理 和 惩 姑 法 (penaljzation) ,使 用 延 神 法 时 的 罚 问 题 
可 如 下 导出 : 记 了 = x E€ 全:#(X) = p(x)|, 它 被 称 为 w 的 贴 合集 (coincidence 
aet) ,于 是 
NDVIT= {rE Nn(x) > yir)!, 
不 难 推出 ,在 (Nn) 意义 下 成 立 
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_A#-fa0 于 nN， 
-AW = 上 于 21. 
所 以 ,直观 上 本 以 认为 


了 于 1 
-r= (i, 于 上 
即 ~ Bw = immaxrl0， -和 和 一 月 页 ( -有 + 六 (3-2) 
其 中 
1， 当 t 声 人 0 村; 
ot = {6 当 4 > 0 时 . 


(3-2) 式 是 一 个 带 间 靳 非 线 性 有 右 端 项 的 半 线 性 炳 贺 仿 微分 方程 . 证 明定 理 1 的 基 
本 思想 是 ,用 连续 销 数 BLt) 代 蔡 间断 函数 如 (2) ,其 中 


1 ， 当 上 所 0 时 ; 
(1) = {re 当 0 过 上 过 上 时 | 
0， 当 : 二 & 肝 , 


于 是 ,得 到 所 谓 年 物 色 题 
人 € WN); 
~ At = maxji0, - Mp ~ Ha(n -+ 于. 
然后 证 明 (3-3) 式 之 解 克 到 2 中 0000), 且 当 e 一 0 时 ,mm 在 环 ?0) 中 
弱 收 仑 于 (3-1) 式 之 解 中 ,从 而 中 所 及 的 有) 站 CWC0). 
进一步 可 以 证 明 ,es > 0 时 ,序列 14.1 对 非 威 且 


(3-3) 


+ e， 于 介 . (3-4) 
男 一 方面 ,定义 
i, 当 1 -6 时 ; 
a = -we 当 -eaite0; 
0, 当 4: > 0 时 ， 


则 (3-3) 式 的 相应 解 序列 | u ,i 对 e 是 不 增 的 . 
障 查 问 题 (3-1) 中 的 微分 算 子 是 拉 普 拉 斯 算 子 ,将 它 用 - 般 的 二 阶 一 致 硕 贺 算 
子 代替 时 , 即 


其 中 aj € LIL*(0), 且 
记 a(z) 络 alél?, vxrEeEn,EeR" 


时 ,定理 1 也 成 立 ， 

另 奸 , 当 p = 2 时 ,定理 1 的 条 忻 中 ,可 用 "DD 广 " 代 兰 J € 0 

问题 (3-1) 中 凸 集 乓 的 边界 条 件 是 狄 利克 雷 (Dincehlet) 条 件 , 下 面 考虑 混合 型 
边界 条 忻 的 情形 , 即 : 求 un € 天 ,使 
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| yw-adx>| fv- udr. VrE K, (3-5) 


其 中 
KR= PE HN):r = ganNrm ,TF 0), 
SsE HIN), gg YP, 于 0 
a = 0Uan, NANLNE Oo!, 
anNnan = . 


由 1.2 的 讨论 可 知 , 当 (3-5) 式 的 解 wE 不 (9) 且 g€ 态 (9) 时 ,满足 0< 洒 
< 强 , 于 30, 且 在 ax0 的 子 集 上 节 = 0. 类 似 于 定理 1 的 证 明 可 得 ， 


定理 2 设 m 尖 2,p > nfE DN E RMAN).pe< 0 于 a10,32 = 0, 


于 加 人 ;和 且 对 应 的 李 回 方程 混合 边 值 问题 的 解 有 于 :?C0) 正则 性 估计 , 则 阅 题 
(3-5) 之 解 # EE 用 交口 ) 门 G12), 其 中 4 = 1- Np. 

下 面 考 虚 拟 强 性 椭 贺 算 子 障 竹 问题 . 

设 a 为 R" 一 RY 的 映射 , 却 R* 上 的 向 量 场 ,a{x) = Coa(x),…, awl 站 )), 称 
al#) 为 C1 强制 向 量 场 , 若 a{x) EE CR ,i = ],2,…, 太 ,有 舌 有 常数 a > 0, > 
0, 使 

{atx} - aty)}- (x— ymalx—- yl’, YY ER", 
[Ya{tx) Ie YH, yxER. 
对 应 的 陪 碍 问题 为 : 求 中 所 外 ,使 


| oa Vo- wdrs| f(r- wr. ywe K, (3-6) 


其 中 
KE= lr€E HON):r x 8, Ql|. 


FE ED). 则 YpE [lo)AE [O01), 对 (3-6) 式 之 解 u 成 立 u E 于?(0) 门 
人) 

2.2 例 2 中 

oatx) = (Ll+|* 2) 

当 1 < a 过 2 时 ,afr) 满足 定理 3 的 条 件 . 当 a = 1 时 ,a(lx) 不 满足 此 条 件 ,2.2 例 
2 中 已 指出 ,此 时 连 {3-6) 式 之 解 的 存在 性 也 不 能 保证 .下 面 给 出 相应 的 问题 提 法 
和 和解 存在 和 正则 的 条 件 . 

求 #EK= peE "(Nr 3 提 , 于 品 | ,使 

| eV) Vr- wdr 0. (3-7) 


设 向 量 场 afx) EE CR") ,车 对 R" 的 每 个 紧 子 集 C, 存 在 常数 a = etC) > 0， 
使 
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(fr)》 -9 YX i, 
则 称 atx) 为 局 部 强制 的 ， 
定理 4 设 a(x) 为 Cl 局 部 强制 向 量 场 ,2 为 RY 中 有 光滑 边界 的 上 同 集 ,qq 所 
COUN), maxg > 0, 有 是 <0, 千 30. 若 如 为 (3-7) 式 之 解 , 则 对 1 二 p< ,0 


< 1 成 立 wE HFN NN CR). 

定理 3 与 4 均 可 用 惩罚 法 证 明 . 

对 构图 方程 边 值 问题 , 当 30 的 光滑 性 提高 , 且 边 界 数据 和 系数 光 证 性 提高 
时 , 解 的 光滑 性 也 随 之 提高 . 例如, 对 泊 松 (Poisson) 方程 狐 利 克 雷 问题 ,车 320 所 
0m, 边 和 值 gE (0) 且 f€E 0) .如 wwE 天 (mm= 1,2,"…; 且 车 30 € 5"”， 
gE C(O),FE CO"(D) 则 2 EE C* (0) .对 变 分 不 等 式 . 这 一 性 质 不 再 成 立 , 例 
如 ,对 拉 普 拉 斯 算 子 摩 碍 问题 ,即使 /= 0,pE (90 € 0” ,也 不 成 立 号 
2 人)1 为 简单 计 , 下 面 看 一 个 一 维 的 例 . 

例 1 设 吕 = -3,3),p{x)}=1- 民 ,求全 儿 , 使 


ze- 上 (3-8) 
其 中 其 = jv€ 对 (0);v 四 于 站 |， 
此 问题 的 互补 问题 形式 为 
全 于 吕 ; 
wn =， 于 内， 


酚 岂 > 音 时 呈 = 0. 由 于 wt- 3) = w{3) = 站 , 艳 可 试 求 的 如 下 形式 
Qt x + 3), 当 - 3<x<uH; 
sn) -这 当 a < x 上 BH: 
da{ x ~ 3), 当 有 < < 过 3， 
其 中 ai,ea,e;8 待 求 .由 上 与 也 在 * = ,有 处 的 连续 性 条 作 { 因 为 站 生 CO 人)) 
可 以 求 出 
al = 6 42, az = 一 人]， 
aa=-3+242， =-a 
容易 验证 ,如 此 得 到 的 4 确 为 (3-8) 式 之 解 .显然 ,x EE 人 (由). 进一步 可 以 算出 ,uw 
EPA), Ye > 0, 但 ue) 
现在 回 到 问题 (3-1) , 即 拉 普 拉 斯 算 子 单 障碍 问题 ,并 设 定 理工 的 条 件 成 立 ,于 
是 2E 妊 7(0) 站 G00) 如同 1.1 例 1 一 样 (那里 = 2), 此 时 (3-1) 式 之 解 也 
是 下 述 线 性 互补 问题 的 解 :w EE 研 () 且 
{2 - Au -f= 人 0, 于 上 
(up)(- Mu- =0, 于 刘 . 
记 贴 台 集 7 = fx € fu = 9; 网 从 Vf = |x EE 人:w > gp; 为 开 集 . 1 与 人 \ 7 的 
分 界面 (和 N = 2 时 为 分 界线 ) 记 为 五 = 3f 人 站 32 门 . 则 在 4 未 知 时 也 未 知 . 间 
题 (3-1) 的 解 u 也 是 下 述 问题 的 解 : 求 2 天 (DD) 与 To cc 了 ,使 得 To 将 们 分 为 两 
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个 子 集 1 与 02 \1, 且 
_Au=/f, 于 QT 
中 三 的， 于 天 
二 站， 于 人; 
u 及 VY w 在 让" 连续 . 
由 于 这 个 边 慎 问题 包含 一 个 未 知 边 界 , 所 以 与 1,1 便 5 : 样 , 也 是 一 个 自由 边界 问 
题 


(3-9) 


(3-9) 式 的 第 四 个 式 子 可 写成 
长 三 必 ， 于 fo: 
Vu= Yr. 于 I. 
美 于 f=0 且 入 = 2 时 自由 边界 To 的 正则 性 ,可 出 下 述 定理 得 出 ， 
定理 5 设 吕 为 中 中 单 连通 区 域 ,P 为 约 当 (Jordan) 弦 且 三 301, 及 对 某 
个 开 集 吕 ; 成 立 卫 = 9 门 站. 若 郴 数 u,v 满足 
rE Cn Ur), 
在 站 | U 醋 的 某 邻 域内 解析 . 
Au = ,于 说 |， 
ua= HAVYs = VY, I, 
Ag # 0, 于 NU TT, 
则 本 是--- 解 析 曲 线 . 


3.2 ” 弹 逆 性 扭转 问题 


考虑 常 截面 杆 的 暗 塑 性 扭转 问题 , 即 ( 参 看 (1-12) 式 ) ; 求 wu 所 下 ,使 
| Vu- Vo- wdzdy z C| (一 dxdy ,Tu 上， {3-407 
站 好 
其 中 
K= i Rm: 1 有 1 二 1 于 总 1. (3-11} 
0 为 平面 上 有 界 单 闪 通 域 ,0N EE 如 .由 本 篇 2 中 定 埋 9 易 知 , 癌 题 (13- 芭 ) 有 
唯一 解 .进一步 可 得 下 述 结果 . 
引 理 1 设 wE 天 ,天 由 (3-11) 式 定义 , 则 vy E C1" (Nn), 且 
| olxoy) ls distt (x,¥).90), YE 总. 
这 个 引 理 给 出 了 & 的 正则 性 的 基本 结果 ,也 给 出 了 的 解 的 基本 结果 .定义 
wry) = dist((x, 7) ,0), 
H(z) =— uy), 
Ki= | 名所 WN e re wu,T nN|. 
易 知 天 记 玉 ,但 下 下. 考虑 双 障 碍 问题 : 求 毛色 ,使 
[Ver vo wdvdy > C| -adrd Ye€ Kl. {3-12) 
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可 以 证 明 , 间 题 (3-12) 与 问题 (3-10) 等 价 . 进一步 可 以 证 明 , 车 > 0, 则 问题 
{3-10) 与 下 述 问题 等 价 : 求 nu € 总 ,使 


| ut Vv— drdy = 站 I — udxdy, YrEeE KE, (3-13) 


其 中 
下 = It mn:0eve ;Ni, 
用 惩罚 法 可 证 下 述 定理 . 
定理 设 吕 为 平面 有 异 单 连通 域 ,总 凸 或 3 代 , 上 二 为 问题 (3-10) 之 解 ， 
其 yp 二 1, EE [0,D), 成 立 a EE ?DD) 门 CD). 
下 面 考 汇 变 截面 杆 的 弹 秘 性 扭转 问题 , 设 村 是 轴 对 称 的 , 径 向 截面 为 如 下 平面 
区 域 
= irra):O < x LO we REC!, 
蒜 中 ,| 为 村 长 ,x。= 放 x1) 为 母线 方程 .由 届 服 准则 ,应力 而 数 服从 约束 | Yu1 
< hxz. 记 . 
To= Irism):O a a ,x = 0+, 
T= {xa | 
Dy = 30% To UU TY. 
易 知 满足 边界 条 件 & = Ta, 于 站 ,其 中 了 为 加 于 杆 端的 扭矩 .于 是 ,可 以 导出 ， 
5 为 如 下 变 分 不 等 式 之 解 : 求 号 和 所 天 ,使 


A wdx 0 YE kK, {3-14) 
其 中 
K= 二 所 HAN):v = 2, 于 了 ,1 有 vs ht, 于， 
mn) = le WM: vl, < ai 


bol = (| *7° > | Dw dzj © 


设 R(x) 分 段 连续 可 微 且 入 
RO sm RN) 天 十 加， 
则 易 证 点 > 总 时 , 变 分 不 等 式 人 -14) 有 了 唯一 解 ,kK < 各 时 无 解 ,其 中 
t= (HR)R, R = min R(x). 

进一步 有 如 下 的 正则 性 定理 ， 

定理 7 设 

I? ROXI) E OO), R(x) w= 0 

PRO = ROD = 0; 
则 (3-14) 式 的 解 a E CNN TY 人 站 CN Un). 
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4 解 的 扰动 


考虑 第 一 类 椭 国 变 分 不 等 式 ( 见 本 篇 1.2 中 定义 2): 
{* 后 兵 ; (4-1) 
公有 和 一 
其 中 天 为 希 尔 伯 特 空间 F 中 非 空间 凸 子 集 , 并 设 双 线 件 型 atw,v) 连续 ,强制 ,线性 
泛 昂 工 连 续 . 扰 动 后 的 变 分 不 等 式 为 


wk: 
{So sh wy, € kK. ‘4-2) 
假设 有 非 负 函数 bl(e}) 与 cte) 满足 
e 人 时 bie) ,cle) 0, (4-3) 
| a{v,w) -aty,w) Ie betelvl :wl, (4-4) 
Iw) ~ Lv) ls cle)lvl. {4-5) 


以 P, 表示 由 了 向 天 的 投影 算 子 , 令 所 = 天 

定理 1 设 (4-3) 式 ~ (4-5) 式 成 立 , 且 设 vE 了 固定 时 , 觅 射 e 一 Po 在 E = 
0 连续 , 则 在 e = 0 连续 , 即 e 一 个 时 在 YW 中 收 襄 于 v. 

由 定理 1 易 证 , 当 障 碍 了 尔 数 扰动 时 ,只 要 扰动 后 的 障 奏 阔 数 在 空间 VY 中 收 襄 于 
原 障碍 函数 ,就 可 得 出 ,扰动 后 的 障碍 问题 的 解 收 襄 于 原 障 稳 问题 的 解 ， 

定理 2 设 映 射 e 一 天 在 6 = 0 为 豪 斯 多 去 (Hausdorff) 意义 下 连续 的 , 则 对 在 
意 v 蕊 了 ,上 映射 一 Pw 在 s = 0 对 & 连续 , 

不 难 证 明 , 当 上 与 | 太 1 同 包 含 于 某 一 紧 集 时 ,定理 2 的 闭 命 题 成 立 . 

例 1 常 截面 杆 阐 塑性 扭转 问题 . 

此 时 YY = 册 () ,让 = ja 丽人) 1 加 <s1 于 站 设 乓 县 掩 后 威 为 

= loE 几 (DIVwvYI<1+eate) 于 吕 |， 
其 中 ale) 在 ll so 定义 , -1< ale) 志 1 和 且 ee 一 084 ole) 一 0. 不 崔 证 虹 , 有 
正 数 好, 钙 天 与 号 的 豪 斯 多 夫 有 虐 离 4 (KK, KK) 满足 
d" 站， 可 < Male), 

从 而 由 本 章 定理 2 和 定理 1 知 ,se 一 0 时 吉 在 胎 (0) 中 收 和 伍 到 

例 2 “平均 曲率 ”约束 问题 . 即 求 n E KK, 使 

| avals - ujdx >| /Cr 一 udx, YtE KE, 
其 中 
K= Ie Hitfl):a a Avepfl,e <0«<8. 
天 受 扰 后 成 为 
kK = lrE HN:a- Oe) a ve p+ de),N), 

其 中 9(e) 在 1e | eo 时 定 交 ,| Be) minj-a,Bl, 且 se 一 0 时 (ey 一 0. 于 
是 可 以 得 到 e 一 0 时 环 在 所 (2a) 中 收 俘 于 &. 
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下 面 考虑 了 = (0) 时 的 边界 条 任 扰 动 问题 , 即 设 (4- 1) 式 为 2m 阶 椭 风 微分 
算 子 对 应 的 变 分 不 等 式 . 此 时 
KkK= CN BB, 
其 中 全 为 所 (DD) 中 满足 某 些 不 等 式 约束 的 元 素 之 集 , 8B 为 j 环 (如) 中 满足 给 定 边 界 
条 件 的 元 素 之 集 , 即 


了 
号 = jv EE Ir(Q) :9 三 gn nN,j 三 如 ,1，…… ,me 一 1 ， 


其 中 站 为 98 的 法 向 .大 受 枕 后 成 为 必 = cc 门 B ,其 中 由 对 的 不 等 式 约 素 条 
件 扰动 而 得 {类 似 于 上 述 例 1, 例 2),B 由 B 拢 动 而 得 , 妈 


Oo . 
号 三 fv © OQ): 三 gx oN ,J 三 ,th 1 ， 


设 30E tm = 1 时 只 需 设 30 为 局 部 利 普 希 获 (Lipschitz) 连续 ) , 则 有 以 下 定理 . 
定理 3 设 (43) 式 -~ (45) 式 成 立 , 且 映 射 e 一 局 在 : = 0 为 这 斯 书 夫 肛 离 


下 连续 的 (全 G0 = C) ,又 设 对 了 = 0,1,…,m -1, 当 e 0 时 在 I 站 (02) 中 
收 便于 名 , 则 当 e 一 0 时 在 (2) 中 收 就 于 4. 
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5.1 ”有限 维 线 性 互补 问题 


考虑 (2-1) 式 中 A 为 线性 算 于 KK = fpE RY:v > 加 | 的 情形 ,此 时 (2-1) 式 等 
价 于 如 下 线性 互补 问题 (LECP) : 求 u 亡 R*, 使 
{> (5-1) 
{Au 一 Fu ) = 蜂 . 
求解 (5-1) 式 的 数值 方法 可 分 为 两 大 类 , 即 直 接 法 和 选 代 法 . 最 早出 现 的 直接 法 是 
互补 消 元 法 ( 见 CE Lemke. Management Science. 1965,11:681 -. 689) 和 主 元 消 元 法 
(网 只 要 Cottle, Math of Decision Sciences. AMS,1968,148 -102 ,它们 是 针对 较 一 般 的 
矩阵 & 设计 的 ,计算 工作 量 可 达到 2 ,是 指数 时 间 竺 法 .下 面 介绍 的 直接 法 是 针对 
贞 阵 设 计 的 . 迁 代 法 是 针对 正定 对 称 阵 或 对 角 占 优 阵 设计 的 . 


5.1.1 三 对 前 六 阵 的 消 元 法 


不 妨 设 (5-1) 式 中 = 0, 此 时 易 证 (5-1) 式 等 价 于 下 列 问 题 ; 求 w,w EE R" ,使 
wR 人 0: 
(AP (5-2) 
wu = 0. 


解 方 程 (5-2) 的 消 元 法 如 下 : 
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上 Ow = F; 

步 2: 对 站 = 1:2,…, 必 依次 作 以 下 运算 : 

tl) 车 FF 0, 则 不 必 运 算 ; 

(2) 荐 三 > 0, 则 gw 与 互 换 , 往 

ay: = aity: j= lsN, 
Fi: =— aifF., 
Fi = Ft+ Fagk 2 i, 
Gy: = 十 j= ,2 Nk xi, 

第 了 上 列 不 再 参与 以 后 的 运算 ; 

步 3; 著 步 2 中 (2) 至 少 做 了 一 次 , 则 转 步 2, 否则 转 步 4; 

步 4: ww; = ,然后 将 计算 这 程 中 w, 4 交 摸 的 分 基 的 代 性 复原, 即 得 所 求 的 #. 

本 算法 的 计算 工作 量 为 OCN2). 


5.1.2 一般 邮 抠 阵 的 消 元 法 


仍 设 (5-1) 式 中 的 = 0. 

设 1= 2 是 :五 CC 天 4 人, 天) 表示 各 的 -个 子 阵 ,其 行 对 应 二 ,其 列 
对 应 上 ,wu(11) 表示 ww 对 应 于 了 的 子 向 量 ,A(1) 表示 对 应 于 上 的 主子 阵 . 设 为 
(5-1) 式 之 解 , 令 

P= iE fu >» Ol. 

算法 MDM 

步 1: 任 给 Pp, 人 p ,对 二 人 Po) 进行 三 角 分 解 ,得 是 (站 二 Intio; 哥 在 fo, in, kk: 
三 0, 转 覃 3; 

步 2: 利 用 已 有 的 三 角 分 解 1, 尺 -1;, 对 4A(P) 进行 角 分 解 ACP) = i， 
保存 Ls He 

步 3: 利 用 三 角 分 解 求解 方程 给 

(Rat RE) = FP), 
得 wr(0P), 且 令 人 (和 用 ) = 0 
步 4: 计 算 向 量 
CON PD) = A Ps POuTM (CP) - Flt Pp); 

步 5; 令 胜 = i 志 fet < 0 ,车 租 = 人 2, 则 打印 we 且 停 机 ,否则 令 Pl,i 
= PU := 大 + 1, 转 步 2. 

由 于 有 丰 为 时 阵 , 易 证 iE fF > 0 cP, 帮 可取 P= 1i€ 1:F > 人 0. 
同时 可 以 证 明 , 若 柄 = 个 则 时 = w,P = PP. 从 而 有 非 抽 整数 二 和 m - mo, 使 
uC0) = ,其 中 mo,m 分 别 为 Po,P 的 基数 .由 此 可 推出 . 卡 算法 的 计算 工作 量 为 
ODOC). 


5.1.3 投影 超 松弛 法 (Projected SOR) 
此 算法 借用 解 钱 性 方程 组 Ana = FF 的 SOR 方法 的 格式 进行 计算 ,每 算出 一 个 
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分 量 即 投影 到 集合 uu = 十. 
Projecteel SOR 
步 1: 取 PE 天 ee > 0,w EE (0,2),k; = 0 
砂 2: 对 1 = 1,2,…, 放 作 如 下 计算 ， 


1 一 上 曙 
™ ™ 
oftrD;， = gnl(F,- ae _ 2 og?), 
1=1 站 二 下 站 


= 【1] -~ w) ult) 十 em t+, 


二 max! D, ,vt+ 1 ; 

步 3: 若 有 时 人 < es 刚 往 算 , 和 否则 天: = 天上 + 1 转 步 2. 

当 4 正定 对 称 时 , 工 述 算法 站 人 误 ， 

当 4 严格 对 角 占 优 或 不 可 约 对 角 占 优 时 ,二 述 算法 也 收 剑 ,但 w 的 范围 赂 小 ， 
为 (0,2AL+ 上 Bl)), 其 中 8 为 4 的 雅 可 比 (Jacobi) 选 伐 陈 ， 


5.2 ”有 限 维 非 线 性 互补 问题 


考虑 (2-1) 起 中 天 = R*Y = fy RN:v > 01 的 情形 , 凤 玉 ss R*, 使 
nH = 0; 
人 -=0, Yr0. 
下 面 介 绍 求 解 (5-3) 式 的 两 类 常用 算法 ， 


5,2,1 线性 透 近 法 


其 基本 思想 是 又 tw) 的 线性 逼近 
fu) a FCW) + ACWICH — WwW), 
其 中 A(w) 为 w 的 薄 数 矩阵 . 在 (5-3) 式 中 用 此 线性 逼近 代替 太 上 &) ,得 
n= 
世人 + 上 (WE WP 一 3 YY 
在 上 式 中 以 第 :次 近似 pg 个 代 w, 以 a 人 代 环 ,就 得 到 求 5 的 迭代 格式 ,具体 算法 
如 下 . 
步 1: 适 当选 取 函 数 算 阵 A(w); 
步 2: 取 新 值 wo) = 0,k: = 人 
步 3: 求 本 4 有 站 ,使 
(CA) tr yp - w+1)) 
= A) An),r— 村 人) ， Yr 人 0 (5-4) 
步 4: 车 ‖ 0 下 达到 预定 精度 , 则 停 算 ,否则 = 上 + 1, 转 步 3. 
子 问题 (5-4) 中 4 (sn*) 是 一 个 线性 算 子 , 故 (5-4) 式 等 价 于 一 个 形 如 (5-1) 式 
的 线性 互补 问题 ,可 用 5.1 的 算法 求 数值 解 . 
取 六 (Cw) = YACwW) 时 ,得 求解 (5-3) 式 的 牛顿 法 . 当 YAa) 正定 上 且 在 = 的 某 邻 
域 满足 利 普 希 汞 条 件 时 ,求解 (5-3) 式 的 牛顿 法 是 局 部 平方 收 伍 的 .类似 可 构造 求 


pt+l), 


让 


(5-3) 
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解 (5-3) 式 的 拟 牛顿 法 ,SOR- 生 顿 法 等 . 


5.2.2 同 伦 算 法 
取 同 伦 
HCOv,t) = fv) + (to UA) 
或 有 (= fv) + (1 -ir 0). 
再 取 其 线性 逼近 


HOV t) a HOWSA) + ACWw, tp - w), 
其 中 A(tw,?) 为 阴 数 算 阵 .将 区 间 0 < 万 1 分 划 为 
d=0 有 < < = 1. 

然后 按 如 下 步骤 计算 . 

步 1: 取 am 0e>071: = 1,k: = 0; 

步 2:850 ， = Wi = 0; 

步 3: 解 线性 互补 回 题 求 we 如 下 . 

1 > 0, 
A (Cm _ Wi) 二 HCutit) .1) > 0， 
(wD, ACHOTD, Cue DD) + 大 (和 = 0; 

步 4: 著 wt 和 ww 中 <E;: 副 转 步 了, 咨 则 上 = 上 + 1 转 步 3; 

步 5: 若 j= NN, 则 停 算 , 和 否则 j: = j + 1, 转 步 2. 

当 ev) 满足 单调 性 条 件 时 ,在 相当 一 般 的 条 件 下 ,上 述 算法 是 全 局 收 伍 的 . 实 
用 中 ,可 用 同 伦 算法 求 得 妇 汪 ,再 用 它 为 新 值 ,以 牛顿 法 状 得 更 精确 的 解 . 

上 述 两 种 算法 均 可 用 于 求解 一 般 情 形 的 问题 (2-1). 

由 于 (5-3) 式 等 价 于 如 下 问题 : 

| > 0,/(u) > 0; 
(aa = 0, 
也 可 将 它 化 为 非 光滑 方程 求解 ,例如 化 为 
min | 二 ,产品 ) = 0, 

再 用 求解 非 光滑 方程 的 阻尼 牛顿 法 . 拟 牛 顿 法 与 信赖 域 法 等 方法 计算 . 


5.3 ”Uzawa 型 算法 


设 (2-1) 式 等 价 于 下 述 最 小 化 问题 : 求 x EE 下 ,使 
Hn) = mi v), (5-5) 
其 中 泛 函 Tw) 的 Gateau 导数 为 An ,例如 ,有 4 为 对 称 答 阵 时 ,1(#) = (An, Ww)72. 
又 设 玉 由 隐 式 约束 给 出 : 
K= {rERGr) =0, i= 1,2,.,m). 
此 时 可 引 上 大 (5-5) 式 对 应 的 拉 格 朗 日 (Lagrange) 汉 范 
Lirv,p)y = Ho) Ch, ply)), 
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其 中 A = IE 及 "pi 0 = 1 2 ,rm .车 
Lu a Lu a ee Lv A Yr ME Rx A 
则 稀 t au) 上 去 CT 的 一 个 鞍点 , 当 避 站 为 外 莉 数 而 由 = 1,2,…,m 芍 为 
癌 销 数 时 , 问 驯 (5-5) 化 为 Ltz,p) 的 巩 点 问题 ,求解 忒 点 打 题 可 采用 如 下 的 Uzawa 
型 算法 ,其 本 质 是 -… 种 梯度 法 . 
步 1: 取 参数 pp > 0,A EA,k: = 0; 
步 2: 求 un EE RY ,使 
Lmtt) ,ATKYY = minL( yy ,AKY): 
re 
具 3: 上 上 ;= 此 + 1， 
A = maxtO MED pha 0), = 1,2,.,m, 
芳和 | 这 预定 精度 , 则 停 算 ,否则 转 步 >， 


5.4 “无 穷 维 情形 


本 节 以 障碍 问题 力 例 介绍 有 限 元 法 、 多 重 网 格 法 和 区 域 分 解法 , 即 考虑 本 篇 
1 .1 中 的 例 1: 求 ww 万 站 ,使 


| Va Vy wdr | fv- dz, VrEK, {5-6) 
n ni 


其 中 及 = re ms yp, 于 NIfFE DDN), pe FROMN OD ,ps 
0, 于 30, 旭 为 R* 中 有 界 是 密 面体 . 
5.4.1 有 限 元 法 
对 如 作 正则 三 角 谢 分 ,得 拉 格 朗 日 强 性 有 限 元 宝 间 太 , 取 的 于 集 
= r= 0, 于 边界 结 点 ,vr 守 9, 开 内 靖 点 |. 
(5-6) 式 的 有 限 元 离散 问题 为 ; 求 5 和 各 ,使 
| vm -Vy mdr > | mv - wdx,Y VE KE. (5-7) 
将 gw 用 的 基 函 数 表示 ,(5-7) 式 就 成 为 问题 15-1) ,从 而 可 用 本 章 5.1 的 方法 计 
算 . 设 站 为 45-6)] 式 之 解 ,ww 为 (5-7) 起 之 解 , 则 有 如 下 的 误 : 点 估计 式 
| 本 
当 使 用 拉 格 朗 日 二 次 元 时 , 误 闫 的 阶 可 由 六 提高 到 有 站: 生 ,Ye > 0. 这 表明 对 问题 
(5-6) 用 .i 殉 元 是 不 可 坡 的 . 


5.4.2 “多重 网 格 法 
以 三 重 网 格 为 例 . 设 将 如 剂 分 为 网 格 如 | ,其 单元 最 大 直径 为 山 , 将 下 加密 齐 
分 为 对 应 的 h, 三 hz, 再 将 全 2 加 蜜 训 分 为 人 ,对 应 的 上 三 hi2. 移 格 i .Mm 


= 1,2.3, 对 应 的 凸 集 .系数 矩阵 及 有 关 疝 量 分 别 记 为 向 4, 加, 和 中", 则 
(5-7) 式 在 只 上 的 等 价 线 性 互补 问题 为 : 求 是 ,使 
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全 Tmoy0 0 
(A Fu" BD") -0. 
对 网 格 只 与 只 ,1 上 的 向 量 引 .人 两 个 转换 算 子 : 

(1) 投影 算 子 这 它 将 口上 的 向 量变 为 如 上 的 问 量 .定义 芭 ,| 的 一 个 简 
单方 法 如 下 :向 量 F"**! 的 分 量 对 应 于 02;, 1 的 所 有 结 点 ,包括 2 的 所 有 结 点 (在 协 
调 有 限 元 情形 ) ,将 Fr*! 中 对 应 于 2, 的 所 有 分 量 按 原 腻 颇 构 成 一 个 向 量 , 它 是 好。 

上 的 向 量 ,将 它 定 义 为 mF" ,就 定义 了 算 于 及 

(2) 插值 算 子 Is*1. 它 将 2 上 的 向 量变 为 如 上 的 站 量 .车 用 拉 格 朗 日 线性 
有 限 元 , 则 一 个 简单 的 取 法 是 :Iam 在 总 结 点 的 对 应 分 基 为 到 的 原来 的 分 基 ， 
在 加 细 网 点 { 即 品 , 的 三 角形 单元 各 按揭 中 点 ) 上 的 分 其 让 该 点 所 在 三 角形 边 两 端 
点 的 "分量 取 算 术 平 均 . 

我 们 的 目的 是 求 20, 上 的 解 , 即 mw = 3 时 (5-8) 式 之 解 . 为 此 , 先 定义 人 ;上 的 两 
重 网 格 选 代 ,再 定义 内 ;上 的 多 重 网 格 选 代 ， 

算法 GW 

步 1: 在 史上 用 夺 代 算 子 中 (也 称 磨 光 算 子 ,一般 可 Projected SOR) 对 (5-8) 
式 作 ; 次 送 代 


(5-8) 


un = Bout D, i= 2 
步 2: 计 算 残 差 , 并 投影 到 如 上 构造 下: 
Fl!. 二 LF? _ A ) + A 
步 3; 在 中 上 用 直接 法 (或 Projected SOR) 求解 (5-8) 成 ,得 wu!1( 或 其 近似 值 ). 
步 4: 用 wl! 校正 0; 
下 
以 上 的 四 步 称 为 0 上 的 一 次 密 网 格 选 代 . 作 第 一 次 时 ,新 值 可 任 取 #2 EE 
瑟 ,一般 取 we = >. 作 以 后 各 次 送 代 GM; 时 , 均 以 上 次 步 4 所 得 wz23*0 作为 本 
次 的 wo, 
现在 利用 GM 定义 3 上 的 名 重 网 格 法 . 
算法 GM 
步 1: 在 ;上 用 磷 代 算 子 By 对 (5-8) 式 作 ; 次 夺 代 
天 13, 全， 一 再 3 i = 1.2, 
步 2: 计 算 ,上 的 天; 
FF. = E(F? _ A ) + Au. 
步 3: 在 人 ;上 用 GM; 求 (5- 划 式 的 第 上 次 迁 代 解 ( 一 :能 取 上 =2, 即 币 - eyele})， 
记 为 wi 
步 4: 校 正 : 
HD), = 3 4 Bn? 一 Ba). 
前 述 取 初 值 gt 的 方法 也 适用 于 4 类 似 可 定义 1 重 网 格 的 多 重 网 格 选 
代 GM. 当 A" 拘 为 正定 对 称 阵 ,或 均 汐 严格 对 第 占 优 阵 ,或 均 为 不 可 约 对 和 角 占 优 阵 
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时 ,求解 (5-7) 式 的 多 重 网 本 选民 法 的 收 合 性 已 得 到 证 明 , 但 训 无 关 收 襄 率 至 今 沿 
未 证 明 , 尽 管 数 值 实验 已 揭示 了 这 个 性 项 ， 


5.4,3 ”区域 分 解法 
在 全 的 有 限 元 误 分 的 基础 上 将 站 分 解 为 重 渴 开 于 域 阅 .1,1 人 , 令 下 = 


门 矶 (nn,). 
算法 DDM 


步 1 选 定 w > 0 = mo = 取 mE Kn: = 0 
步 2: 对 站 = 1.2,… ,出 并 行 求 解 子 问题 : 求 的 去 地, 使 
| Vu Vy Hdx >| 有 全 一 
位 i 
其 中 下 = (中 乓 ; 
此 3;:w"t!l: = Po 
步 4: 若 上 可? - 如 上 达到 预定 精度 出 停 算 , 否 副 n:; = n+ 1, 转 步 2. 
利用 晤 小 化 序列 方法 可 此 证 明 , 算 法 DDM 收效 ,当初 值 取 为 上 解 , 步 3 玻 为 


mt! = min| wt ,ee, ur} ,系数 阵 为 型 阵 且 站 人 为 一致 重 倒 时 ,可 以 证 
明 算 法 DDM 产生 的 选 代 解 序列 wr 单调 下 降 收 艇 到 坟 , 且 收 傅 率 与 无关 . 
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引 言 


动力 系统 理论 广义 地 说 是 研究 一 个 随时 间 { 离 散 或 连续 ) 而 演化 的 系统 的 长 期 
性 态 的 , 精确 一 点 说 是 研究 某 个 空间 上 的 连续 变换 ( 半 ) 群 的 作用 的 . 为 了 对 系 
统 作 数学 研究 ,通常 在 Y 上 附加 某 些 结构 , 据 此 ,动力 系统 理论 分 为 三 大 类 : 

(1 在 是 拓扑 空间 ,6 是 拓扑 变换 ( 半 ) 群 ; 

(2) 革 是 微分 流 形 ,6 是 微分 变 措 ( 半 ) 群 ; 

(3) 正 是 测度 空间 ,6 是 保 测 变 换 ( 半 )}) 群 . 

三 种 情形 依次 称 为 拓扑 动力 系统 ,微分 动力 系统 . 裔 岂 理 论 .限于 篇 幅 , 本籍 将 
以 ( 轨 为 主 , 略 及 其 他 .动力 系统 理论 与 混沌 动力 学 的 研究 关系 极为 密切 ,鉴于 混沌 
理论 在 现代 科学 技术 中 的 重要 性 ,我 们 也 适当 介绍 有 关 结 果 . 对 于 栅 深信 了 解 动力 
系统 的 读者 ,可 参阅 篇 末 的 参考 文献 ,此 外 ,特别 推荐 由 .1.Amold 等 人 主编 的 
套 介 绍 动力 系统 的 书 { 它 是 Eneyclopaedia of Mathematical Sienes 的 一 个 组 成 部 分 ) 
“Dynamical Systems”. 这 套 书 由 Springer-Yerleg 出 版 , 现 已 出 剂 第 九 着 

动力 系统 理论 源 自 19 世纪 末 论 加 菜 (H.Poincaré) 关 于 天 体力 学 及 微分 方程 定 
性 理论 的 研究 , 继 之 伯 克 霍 夫 (!G. Bikhof) , 蛋 普 夫 (E. HopD), 科 和 尔 莫 龙 罗 去 (A.N. 
Kolmogorov) , 阿 诺 尔 德 (V. 1 Amold) , 阿 诺 索 夫 (D,V,.Anosov), 莫 泽 {J. Moser) , 西 杂 
(TY .CSinai) ,斯 梅 尔 (5. Smale) ,Ch. Pugh, 雇 山 涛 ， CEC, Yona) , {CC.T. McMallen) 等 
上 大作 了 杰出 的 贡献 . 

动力 系统 的 研究 涉及 众多 的 数学 分 支 : 常 微 分 方程 .位 微分 方程 . 泛 函 分 析 , 微 
分 拓扑 、 代 数 拓扑 .微分 几何 .测度 论 、 概 率 论 .数论 和 复 分 析 等 . 它 在 物理 .力学 ,化 
学 .生物 .工程 科学 与 经 济 科学 中 有 广泛 而 深入 的 应 用 . 


1 动力 系统 理论 中 的 基本 概念 与 事实 


1.1 基本 概念 


1.1.1 离散 和 连续 动力 系统 

用 有 民 表 示 实 数 集合 ,在 通常 加 法 下 构成 阿 员 尔 {Abel) 翌 ,用 及 ,(R ) 表 示 非 负 
{ 非 正 ) 实 数 集 合 , 它 构成 加 法 半 群 .用 Zz 表示 整数 加 群 .2,:= ZNR,,Z-_:=2ZNn 
RR_ 为 加 法 半 群 .N; =Z+、\ 10 为 自然 数 集合 .以 上 各 集合 均 赋 以 由 通常 R 所 诱导 
的 拓扑 结构 ,成 为 拓扑 { 半 ) 群 . 

定义 1 设 久 是 一 个 拓扑 空 间或 C' 流 形 ,了 为 及 ,或 工 , ,对 任意 工 E 存 穆 为 
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-个 状态 ,二 称 为 相 空 间 , 了 称 为 时 间 .连续 4CG 映射 :了 了 x YYm 克 若 满足 半 群 性 
质 : 

1 的 (第 = ,YEN: 

Pplst t,x)= pls, pr KI}, Ys tT, rE, 
则 称 (X, wp) 为 半 动 力 系 统 , 对 任意 轿 定 的 1ET, 由 g(x); = y(t,xX) 定 义 了 连续 
(C4) 觅 射 gr ;了 一 姜 , 半 群 性 质 重 写 为 

Pe = i 

PE tT, 
省 了 工 = RR 或 Zw 仍 满足 上 述 1 -2 时 ,fo) 称 为 动力 系统 .相应 于 op 为 如 映射 
或 Crsg 机 射 (9 分 别称 为 拓扑 { 微 分 ]( 半 ) 动 力 系 统 . 当 了 = 及 或 及 ,时 
(X,o) 称 为 连续 ( 半 ) 动 力 系 统 ,或 称 为 连续 { 半 } 流 ; 当 了 = 世 或 荆 , 时, (于 ,wp} 称 为 
离散 { 半 ) 动 为 系统 . 当 了 =R 或 ZZ 时 ,由 1° ~ 2 知 , 对 任意 :ET gr': XX 一 六 为 同 肛 
(微分 同 肚 ) 映 射 ,yi 之 道 为 wp-!'.( 了 ,+ ) 作 为 加 群 (或 半 群 ) 作 用 在 空间 工 上 ， 

例 1 设 工 = R' .4:R" 一 及 " 为 线性 变换 , 则 微分 方程 组 

党 = x ITER" 

的 解 p(1, x0} = exo 界定 六 上 一 个 连续 流 ,xo = 9%(0, wo) 为 沿 分 方程 组 定 解 问题 
的 初始 值 , 因 xo&E Rn" 是 任意 的 , 改 记 为 半 , 关 得 上 述 定 义 中 的 形式 . 

例 2 设 Y= 季 为 一 紧 致 上 (rz 由 投 分 流 形 , 则 时 上 人 f 作 何 C 向 量 场 生 成 一 
个 C0" 流 . 

约定 ”为 了 点 后 行文 的 简洁 , 设 ( 二 ,2) 为 一 个 动力 系统 ( 眶 半 动 力 系统 ), 若 称 
为 宝 间 , 则 适用 了 于 为 拓扑 室 间 及 C"(r 社 1) 流 形 两 种 情形 .车 称 P 为 映射 , 则 适 
用 于 ww 为 连续 映射 和 frz1) 贞 射 两 种 情形 . 若 须 分 别 -. 种 情形 , 则 会 在 行文 中 
明确 提出 .同样 , 称 (XX, gp} 为 ( 半 ) 动 为 系统 ,也 适用 于 (XX,) 为 拓扑 ( 半 ) 动 力 系 统 
与 微分 { 灶 ) 动 力 系统 两 种 情形 ,否则 ,会 明确 提出 . 


1.1.2 上 暑 入 和 捏 厅 


现在 讨论 离散 和 连续 动力 系统 的 关系 , 设 ( 夺 ,4) 为 下) 流 ,对 任意 IE 了 = 民 
(或 R,), 令 =p 网 f= i f= 


rt 
人 十 所 


构成 个 离散 动力 ( 半 动 方 ) 系 统 ; 国 为 1 由 了 瞧 - 一 雇 定 ,所 以 就 以 (及 记 离 散 
动力 ( 半 动 力 ) 系 统 . 即 对 流 wp 进行 离散 采样 ,可 生成 -离散 动 力 系 统 .反之 设 (X， 
月 为 一 离散 流 , 六 4 一 为 同 坚 (2 微分 同 凸 } 铅 射 . 

定义 2 若 存 在 流 ( ,9) 以 及 :全 RR, 使 得 f= 好 , 则 称 了 可 以 伐 人 流 ? 中 . 

一 船 说 来 ,高 散 动力 系统 ( 龙 , 有 门 不 一 定 能 够 谋 人 人 流 (T, gp) 中 .但 可 用 一 个 称 为 


扭 扩 的 方法 ,将 (X, 门 租 入 到 高 一 维 空间 上 的 所 请 操 扩 流 (X .5 } 上 去 . 
定义 3 设 (X, 站 为 离散 动力 系统 ,在 积 空间 及 x 六 上 定 疼 流 为 
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3 
在 Rx XX 上 定义 等 价 关 系 ” ~”; 
CX) sy), 当 且 入 当 11- EBD,y= fF (x) 时 ， 


作 商 空间 六 : = Rx X/ ~ , 因 若 (7 ,x) ~ {3,y), 则 
Pr TN = Et ss)), 


所 以 yf 诱导 出 车 上 的 流 g .车 将 等同 于 截面 守 o= 和 x XA~,; 则 ff; X= 外 可 
看 作 映射 F: 名 > 部， 在 此 等 局 下 .从 xE XX 出 发 的 轨道 还 要 返回 X( 等 间 寺 匀 0)， 


首次 返回 的 点 怡 为 Cx) .所 以 了 从 为 流 o 上 关于 截面 十。 的 首次 返回 贞 射 或 庞 如 
葬 觅 射 . 

说 入 和 扭 扩 的 构造 说 明 两 类 动力 系统 密切 相关 , 它 人 | 之 间 的 研究 可 以 莱 相 伸 
进 . 

1.1.3 不 卖 集 、 拓 扑 共 连 和 结 档 稳 定性 


没 (X, pg) 为 一 动力 系统 .以 下 记 了 = R 或 Z,7, =R 或 Z, ,7 =R- 或 Z， 
对 任意 点 xE ,集合 
Ohot rx): = | gxi Tl; 
Orby (x): = ot{x)lieET,|; 
Orbs (x): = {otx)lieEr.| 
分 别称 为 动力 系统 CX,y) 或 vw 过 点 x 的 轨道 . 正 半 轨 和 和 人质 半 轨 . 当 (X, gp) 为 半 动 力 
系统 时 ,轨道 Orby(x) = Orbz (x). 
定 兴 4 设 ( 革 ,yq) 为 离散 动力 系统 ,车 存在 4EN, 合 得 grtx)=t. 称 x 为 
的 周期 点 , 称 n 为 * 的 周期 , 称 使 得 gr(x) = x 成立 的 最 小 EE 整数 为 点 x 的 基本 周 
期 .周期 沟 1 的 点 x 称 为 不 动 点 , p 的 周期 点 集 和 不 动 点 集 分 别 记 为 Pert yw) 和 
Fixt wp) ,vq 的 所 有 周期 点 的 周期 集合 , 记 为 TCp)cCN. 对 任意 xE Per(y), 轨 道 
Pero(*) 称 为 gp 的 周期 轨道 . 对流 CX, 多) 可 类 似 地 定义 周期 和 周期 轨道 . 
设 (X,w) 为 离散 半 动 力 系 统 ,车 存在 mE ZZ, ,使 得 x(x)EPertgp), 则 x* 与 
Orbp( x 分 别称 为 淮 周期 点 及 准 周期 执 道 ， 
定义 5 设 (X,y) 为 动力 系统 ,对 任意 x€ ,集合 
w(x) = jyEXIIET, hr + 使 得 凡人 ?| 
of) = 1yETIILET, > - wm 人 得 pf) 于 
及 LF): = w(xX)Ualx) 分 别称 为 轨道 Oh txz) 的 信 极 限 集 ,和 极限 集 和 极限 集 ， 
而 L(g): = L(x) 称 为 和 的 极限 集 . 
定义 在 设 xEXY; 若 存在 * 的 邻 域 必 , 使 得 对 任意 上 6 了 7 了 ,1411，, 均 成 立 
NN = 0, 
则 称 x 为 q 的 游 萝 点 .不 是 游荡 点 的 点 称 为 非 游 莫 点 , 即 姓 为 非 游荡 点 , 则 对 * 
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的 任意 邻 域 己 , 存 在 EL 使 得 外 站 二 中 ,区 的 非 游 落 点 的 集合 PP) 
称 为 ? 的 非 游荡 集 . 

定义 7 集合 A4CX 称 为 y 的 不 变 集 , 若 对 任意 xE 4 . 则 有 Orbp(x)cA. 

定 兴 8 设 上 4 民 T 为 ?的 非 空 . 闭 址 变 集 ,其 4 不 售 具 有 同样 性 质 的 真子 集 ， 
则 称 4 为 多 的 极 小 集 . 若 《 为 极 小 集 , 则 (了 ,92) 称 为 极 小 动 才 系 统 . 

命题 1 Fix(p)CpPer pCig) cnty). 

请 题 2 对 任意 xEX,Orb (tr) of 二) ,oatr), Lx), Fixct p), Pert p) RR NC(y) 
均 为 不 变焦 . 当 针 为 紧 致 空间 时 ,w(x) ,alx) ,L(x) 和 (ty) 均 为 非 空 闭 集 ， 

定 习 9 两 个 ( 半 }) 动 力 系 统 ( 了 ,ww} 和 (YY,y) 称 为 拓扑 共 施 的 ,车 符 在 同 且 有 : 
Y 一 了 ,使 对 任意 1 七 了 ,如 图 1-1 可 交换 


和 -多 

小 上 

六 
图 1-1 


县 对 一 切 t 姜 了 ,有 hg = rh 车 T= 或 于 ,, 则 上 述 条 作 等 价 于 上 gl! = 办 天. 

记 注 ”对 流 的 情形 ,还 有 一 个 比 上 述 拓扑 共 醒 圈 一 些 的 拓扑 等 价 的 概念 { 见 后 
面 第 3 章 ). 

命题 3 拓扑 共 罗 是 一 -个 等 价 关系 . 

两 个 拓扑 共 印 的 动力 系统 ,它们 的 不 动 点 .周期 轨道 .不 变 集 等 都 是 互相 对 应 
的 ,因而 两 者 有 完全 相 僻 的 轨道 结构 ,两 者 之 间 仅 差 一 个 同 用 ,所 以 拓扑 共 生 的 两 
个 动力 系统 可 以 看 作 是 相同 的 . 

定义 夫 设 (X, 让 与 (了 Y,g) 为 两 个 离散 动力 系统 ,py 匀 , gE 了, 车 存在 p 和 4 
的 开 邻 域 UcX 和 Yc 了 以及 同 凸 hCGUFCOD 一 FU g(t, 使 得 :Dhtp)= 9， 
加 = 名 pfliv= gg: 有 lo, 则 称 了 在 p 点 和 g 在 4 点 处 旦 局 部 折 扑 共 轿 的 ， 

结构 稳定 性 是 微分 动力 系统 的 重要 论题 之 一 . 设 时,N 为 COC"(r 字 1) 淹 形 , 则 从 
村 到 NN 的 C 映射 空间 CN, 育 }, 6 同上 胚 空间 Dif'Wz.w) ,Ce 自 辣 肪 空间 
Ditrt ydD) 均 可 赋予 微分 结构 ,详情 参看 本 卷 第 2 简 拓 扑 学 或 文献 [ 18]. 

定 必 1 设 节 为 Crzl) 流 形 ,(, 力 为 离散 C" 动力 系统 , 称 f 是 0" 结构 稳 
定 的 ,车 存在 了 在 DiF(X) 中 的 邻 域 0" ,使 得 对 任意 g€ 1 ,动力 系统 (1T, 门 与 
(X,g) 扼 扑 革 办 . 

定义 12 设 庆 为 Crs1) 流 形 ,UCcE 为 开 集 ,fFE GC CW) 为 从 到 1 虽 ) 
的 C' 同 胚 ,对 点 p€E UU, 称 f 在 p 点 是 局 部 结构 稳定 的 ,着 存 证 p 点 的 邻 域 VcU， 
以 及 f 在 CU, 久 中 的 邻 域 V* ,使 得 对 任意 g€ WV ,存在 gE VY, 且 gg 在 yg 点 与 / 
在 p 点 是 局 部 扰 站 共犯 的 . 

拓扑 共 斩 的 要求 有 时 本 强 , 故 有 较 弱 的 人 0 共 配 关系 ， 

定 凡 好 动力 系统 (xX, 让 和 (了 Y,g} 称 为 是 上 2 半 思 的 ,车 存在 同 胚 产 :站 (及 一 
从 (上 8) ,使 得 如 图 1-2 可 交换 : 
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PP 一 二 -pn 


glnia) 


图 1-2 


ng) Nl) 


作 共 连 世 是 一 种 等 价 关 系 ， 

定 兴 和 列 设 和 车 是 DiE"CX) 中 一 个 等 价 关系 ,(X, 门 为 一 微分 动力 系统 ,f/E 
D 放 "(XX), 若 存在 ff 在 C' 所 外 中 的 邻 域 上 0" ,使 得 U* 含 于 了 的 区 等 价 类 中 ,出 称 f 
是 C's 结构 稳定 的 .特别 取 有 为 内 共 轮 关系 , 即 为 上 是 C- 员 稳定 的 定 立 ， 


it.2 双 曲 不 动 点 的 局 部 线性 化 和 稳定 流 形 定理 


1.2.1 输 特 要 - 格 洛 普 曙 (Hartman-GCrobman) 然 性 化 定理 


设 (FE, 外 .1 ) 为 巴 拿 赫 ( Banach) 空间,A: 5 是 一 线性 算 子 . 
定 多 牙 ” 若 让 在 王 关 于 的 不 变 子 空间 的 直 和 分 解 
E= EBhE:, AE*=E, AB:=E’, 
及 常数 c >0.0<4<1, 使 对 桂 意 :EZ, 有 
A- <oarid rl, vxEER"; 
Awl sotlxl, vxEerE:’. 

则 称 可 闭 线性 喘 射 & 为 双 曲 的 . 

例 3 设 忆 为 mn 维 向 量 空间 , 则 A 为 双 曲 的 充 要 条 件 为 A 的 特征 值 4,A2,…， 
A SICcC .有 Al 的 特征 值 的 模 > 1, 而 Ai 的 特征 值 的 模 < 1. 

定义 5 中 的 子 空间 五 " 称 为 扩张 子 空间 ,五 称 为 收编 子 空间 . 

设 为 一 0C"(r 守 1) 流 形 ,UC M 为 并 集 ,fE CU, ,Xo0€ 0 为 六 的 不 动 点 . 

定义 16 若 切 映 射 4; = Df(x0):TwM> TM 是 双 曲 的 , 则 不 动 避 xoE UC 机 
称 为 双 曲 的 . 

定 尽 邓 /的 上 局 期 点 加 和 时, 若 使 得 各 是 产 的 双向 不 动 点 , 则 称 xo 为 了 的 
双 曲 周期 点 ,Orhyr( ro)CH 称 为 /的 双 曲 周期 轨道 . 

定理 1 ( 哈 特 曼 - 格 洛 普 亏 】 设 和 是 Ctrl) 巴 拿 替 流 形 , 肌 C 时 为 开 集 , 若 
Xo 所 于 为 0 现 射 f; 开 一 虽 的 双 有 曲 不 动 点 , 则 存在 zo 的 邻 威 VC 政 , 和 原点 侣 的 
邻 域 VcTy 村 ,以 及 同 肘 训 :UUA(CO) 一 YU DCT) ,使 得 D(x0) = 人 加 AKC) = 
VDhfo= DACxo) "ho. 即 了 在 xo 点 与 DA(xo) 在 0 点 局 部 拓扑 共 思 . 

定理 2 设 上 必 是 C'(r 六 1) 巴 拿 赫 流 形 ,C" 流 y 由 C" 问 量 场 名 : MM->TM 所 生 
成 (TM 表 贞 的 切 具 ), 车 xo 是 流 好 的 双 曲 不 动 点 ,出 好 在 如 点 与 exp( 1D@(xo)) 
在 4 点 是 局 部 拓扑 共 斩 的 ， 
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1.2.2 双 草 不 动 点 的 局 部 结构 秆 定性 


定 多 8 设 (E, :中 ) 为 巴 拿 赫 空间 ,AE L(E,E),AEC, 若 Al- 太 有 有 界 递 
算 了 于: (41 A)-1E LCE,E), 则 称 : 为 A 的 正则 点 ,不 是 正则 点 的 AEC 称 为 起 的 
湾 点 ,的 正则 点 与 谱 点 之 集 分 别 记 成 pt 六) 与 otA) ,显然 ztA) = CS ptA). 

命题 4 有 界线 性 算 子 AE LCE, 区 ) 的 谱 集 ot A) 是 Bh 非 空 紧 致 集 . 

定理 3 设 ({E, :|‖) 为 巴 拿 赫 空 间 , 可 道 线性 映射 AE L(E,E) 为 双 曲 线性 
肌 射 全 af) 门 S = 个 ,其 中 S: =1zEQ | 1z1=1|. 

定理 4 设 (二 ,站 ?为 巴 拿 赫 空间 , UCcE 为 开 集 .局 点 0E€EV 为 f/fE 站 (7 
户 ) 的 双 昌 不 动 点 , 则 站 在 0 点 是 局 部 结构 稳定 的 . 

对 于 尼 (ra 人 该 的 双 曲 不 动 点 ,也 有 类 似 局 部 结构 稳定 性 定理 ， 

定 久 19 设 (有 ,时 ) 为 巴 拿 赫 空 间 , VC EE 为 开 集 ,1€ CD 下)Crae 昌 为 
从 到 f(D 的 C' 同 胚 ,0E 上 5 为 六 的 不 动 点 ,Vc 5 为 0 的 任意 邻 域 , 则 在 0 点 
的 局 部 稳定 集 与 局 部 不 稳定 集 分 别 定义 为 


WA0) = WHO := {x0€ ff AOV lim/* x) =0), 


WO) = WHOA: = yo€E PACD lim fy) =0). 


可 以 证 朋 在 汉 曲 不 动 点 处 的 局 部 稳定 集 与 局 部 不 稳定 集 都 是 0" 流 形 ,因此 
在 了 的 双 曲 不 动 点 处 ,它们 可 以 分 别称 为 稳定 流 形 与 不 稳定 流 形 ， 
定 久 篇 设 (下 ,|‖: 人) 为 巴 拿 赫 空间 , 产 E 一 三 为 竹 分 喇 肚 , 赤 D) = 小 则 了 在 
点 处 的 稳定 集 与 不 稳定 集 分 别 定 义 为 
WD) = WO, := 1 xc El lim f*(x) = ， 
WD WD, := [所 El lm f°“(y) = 和 ， 
显然 对 0 的 任意 郎 域 了 有 
Ww (0,.) = UF- wo.), 


wt(0,f) = UD pCWEO.)). 

定理 5 (阿达 马 - 深 庆 {Hadamard-Perron)】 设 tE, :| 为 巴 拿 赫 空间 , UCE 
为 点 和 8 的 开 邻 域 ,JE CU,E)(r 之 由) 为 从 下 到 六 ww) 的 CC 阿 豚 ,0 是 了 的 双 曲 不 动 
点 , 则 存在 0 的 邻 域 VWc 5, 使 得 隔 ( 的 和 有 (0 均 为 映射 的 图 像 ( 从 而 是 C0' 流 
形 }, 且 切 空 间 

TWO = E’, Towr(0) = £", 

其 中 EE* 为 与 双 曲 线性 算 子 Df(0) = A: EE 一 万 相关 的 EE 关于 下 的 不 变 子 空间 
的 直 和 和 分 解 = 上 由 记 刀 ;=Al ps ,A = 六 IE*, 上 E 的 范 数 :中 满足 (必要 时 通 
过 引进 等 价 范 数 】 上 A <A<1,| A eA<l, 有 1x =mxll x,|, 
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| x i x= x + x 其 中 x EE', x EE'". 
由 于 这 一 缚 果 是 局 部 性 的 ,所 以 对 微分 流 形 的 微分 同性 自 映射 的 双 曲 直 动 点 
也 成 立 类 似 的 结果 . 


1.3 双 曲 不 动 点 的 全 局 稳定 流 形 定 理 


1.3.1 关于 微分 同 且 的 稳定 流 形 定理 


定理 6 {斯 梅 尔 ) 设 最 为 m 维 微分 流 形 .AGE Di NICrst), 则 对 了 的 每 - 
个 观 曲 不 动 点 如 E M,Nxo) = xo; 存 在 两 个 单 射 漫 信 下 :本 二 有 和 :RR"* :> 
满足 

RO) = A C0) = xo: 

了 RE = Wi{xo): = 1x*ENI lim f*(x) = xo!, 

h (RR™*) = W(xo): = |xE MI im fF "r= xol; 

PToWx) = BE’, To W(xo) = E", 
其 中 E' 和 E* 为 切 空间 TA 中 相应 于 DF(xo) 的 收缩 了 空间 和 扩张 子 空间 ， 
下 = mE’. 

定义 24 称 上 述 下 人 xo) 和 W(x0) 分 别 为 了 上 的 双 肌 不 动 点 如 的 (全 局 )} 稳 定 
流 形 和 (全 局 ) 不 稳定 流 形 . 


1.3.2 关于 可 徽 流 的 稳定 流 形 定理 


设 肛 为 微分 流 形 , 串 : H 一 TWH, yf 表 由 而 生成 的 0C" 流 . 
定义 入 设 xwo 全 于 为 吾 的 奇 点 , 即 B(x0) = 小 , 称 切 映射 
DP(Uxo}: TT NT NM 

为 向 量 场 更 在 奇 点 xo 处 的 黑 塞 { Hessian). 

利用 流 形 的 局 部 坐标 ,可 特 上 述 对 象 归 y 人 欧 氏 空间 .为 了 不 增加 记号 ,更 ;他 在 
局 部 坐标 系 中 的 表示 仍 记 为 盏 ,go 等 .而 xo 对 应 到 欧 氏 室 间 的 原点 四 ,此 时 Heasian 
DGBt{xo) 即 为 局 部 坐标 表示 的 二 在 9 点 处 的 雅 可 比 tJacobi} 知 阵 , 且 

Doe’( x0) = exp( 1 DP x0)). 

定义 区 车 线 性 算 子 DB(xo) :Ts Te 昌 的 特征 作 均 有 非 零 实 部 , 则 称 向 
量 场 钙 的 奇 点 xo 是 双 曲 的 . 

易 知 当 且 仅 当 xo 是 流 yp 的 双 有 曲 不 动 点 时 , xo 屠 为 中 的 双 曲 奇 点 . 

定理 7 设 睹 为 m 维 微分 流 形 , 囊 : 昌 一 TH 为 Crz 1) 向 量 场 ,gp' 是 由 中 生 
成 的 流 ,xoE 上 为 名 的 双 有 曲 奇 点 , 则 春 在 两 个 单 射 漫 入 有 :Rt 一 MM 和 和 :Rm"-* 一 
材 , 满 足 

1 hh C0 = 直击 = 0 
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入 让 (R4) = W(xo): = {rE 村 | lim (xX) = Xol, 
AAR™-*) = W(x0); = {xE MI lim p(X) = Xol; 

PT Wro) = ET W(x) = EE’. 
其 中 EE*) 对 应 于 黑 塞 DDCx0) 的 特征 值 实 部 < 0( > 0) 的 特征 向 量 张 成 的 子 宝 
间 . 

对 于 C' 流 好 的 周期 轨道 工 ,通过 与 工 横 截 相交 的 余 维 数 1 的 局 部 截面 ,可 
由 凶 产 生 第 一 返回 贞 射 一 一 旋 加 莱 屿 射 关 z> 工 , 流 的 周 吉 轨 道 对 应 了 的 不 动 点 . 
由 了 不 动 点 的 双 曲 性 可 以 定 久 流 y 的 闭 轨 上 的 双 曲 性 ,详情 请 参看 文献 [81]. 


2 通 有 性 
2,1 横 截 性 


2.1.1 基本 概念 


横 截 性 理论 是 通 有 性 定理 的 主要 理论 根据 之 .一 ,在 拓扑 学 中 已 介绍 过 横 截 性 ， 
但 这 里 是 对 巴 拿 赫 流 形 来 孝 术 的 ， 

设 是 为 C! 类 巴 拿 赫 流 形 , 巴 拿 赫 空间 {下 , | - 人) 为 其 懂 型 空间 . 当 且 仅 当 对 
任 一 xE 信 , 存 在 -- 个 容许 卡 (a, 0),atx) =0E EF, 并 县 皮 容 许 一 个 直 和 分 解 (与 
让 无 关 )E= 五 | 四 三: ,使 得 如 (= Vx tC EE 其 中 及 十 [ 中 原点 的 邻 域 { i=1, 
2), 并 是 af 且 门 2 = Vi x 10} 时 ,集合 和 下 己 惠 称 为 一 个 于 流 开 ,由 此 可 知 TW 是 
TsNH 的 一 个 补 子 空间 . 

定义 1 了 设计 和 WP 是 巴 拿 赫 避 流 形 的 两 个 C' 于 流 形 . 当 且 瓜 当 TM = 
TN + 人 下 (右边 不 要 求 是 直 和 ) 时 , 称 六 和 四 在 点 EN 门 儿 处 是 横 截 的 , 记 作 
hh WW. 

2 设置, 让 是 巴 伸 赫 避 i 流 形 ,于 是 入 的 口 了 于 流 形 , 记 市 -六 为 C1 映射 , 则 狐 / 
在 点 xE 村 处 横 截 于 信 , 当 和 且 仅 当 或 者 (2,) fix)E 外, 或 者 (2 车 = xz)G 市 
时 , 则 子 空间 (CD x)) 了 有 ) 分 弄 了 TH ,并 且 像 DT) 包 舍 了 了 四 在 TAN 
中 的 闭 的 补 子 空间 .f 在 x 处 横 截 于 轴 记 为 F 重 , 负 . 若 A4CC 村 , 且 对 任意 x 总 4 有 
了 王 , 克 , 则 称 在 4 上 站 横 截 于 到, 记 为 f 巩 ,下 , 特 别 当 4 = 计时 , 称 为 f 模 截 于 现 ， 
记 作 /和 站， 

定理 1 设 时 ,为 巴 拿 赫 6 波形, 下 是 入 的 Cl 子 流 形 ,时 一 让 为 肌 射 ， 
令 YE 日 且 y= 大 seE 夯 . 则 卫生 克 的 充 要 条 件 为 ,在 对 ,六 上 存在 卡 (a, DB， 
1 使 得 和 了 ,yc 了 且 具 如 于 性 质 : 

[2 1) = Ul x t,t V) = Vx WA U)cC Vatk} = i0,0), BUF) 三 (0,0), 
BerN Ww) = Vx ji01; 
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也 记 凡 : =p*fra': Ux Ux 记 , 则 有 (x1, >) 二 (nt x1; 和 2);%2) ;其 
中 ?为 映射 7:efD) 一 全 . 

定理 2 设 好 , 交 , 了 和 六 同上 述 定 理 1, 若 了 生 克 , 则 

六) 是 时 的 子 流 形 ; 

2 对 任 一 *E 广 上 ( 理 ), 令 ?= 所 3) ,有 

(DFC -IT P= TW); 

了 对 任 一 +€ 六 下 于), 则 TC 下)) 关 于 TM 的 闭 的 补 子 空间 同 构 于 T, 鲍 
关于 TN 的 任 一 闭 的 补 子 空间 ， 

人 车 全 是 闭 的 且 盯 是 紧 致 的 , 则 六 WT) 有 有 限 多 个 分 支 . 


2.1.2 密度 定理 


设 .如 ,1 ,A 为 巴 拿 赫 C rs0) 流 形 , 并 设 给 定 映 射 
PC (N,N) 
记 多 (aa) 为 安 , 刚 多: 村 为 C 上 映射 ,赋值 映射 
ww x NN 

定义 为 wy(a,x): = 多 (xz). 若 赋值 映射 my 属于 C' 类 , 则 称 9 为 一 Cr 表示 . 

定理 3 设 . 避 , 肝 ,NN 均 为 C* 流 形 , 令 分 CN 为 闭 集 (不 要 求 是 子 流 形 ) 并 且 天 
亡 彰 为 紧 致 子 集 , 若 :8 一 C0( 有 NN) 为 一 0 表示, 则 py: = aE 4&1 RK) 站 
玉 =(2 为 .台中 开 集 . 

定理 4 设 .名 时, 六 均 巴 全 封号 流 形 ,dm 帅 < + 呈 , 令 四 CH 为 闭 的 加 子 流 
形 ,KC 时 为 紧 致 子 集 ,是 :有 一 COMH,N) 为 一 C' 表示 , 则 hr: = jecE. 吉 | 
PE 抽 开 ,对 xEKI 为 .用 中 开 子 集 . 

定理 纪 横 截 密度 定理 ) 设 . 才 , 必 ,NN 均 巴 拿 皇 0" 流 形 ,下 CN 为 一 6" 于 流 
形 , 且 寡 : .多 一 CC 好 ,ANW) 为 一 表示 .再 假设 ; 

让 m 肝 = 用 过 十 名 oodirm 有 = 人 < 十 加; 

Pr mx|0,n— gq|; 

FP he 而 开 ， 
则 dy; = 二 8E .| 客 卫 要 为 . 妈 中 剩余 集 . 


2.2 几 类 通 有 性 


2.2.1 有 有 美 向 量 场 的 几 个 结果 


设 性 是 mm 维 C” 流 形 .用 .多 "( 肛 ) 表 版 上 所 有 CC" 向 量 场 的 集合 , 度 以 C' 结 


构 . 考 虑 映射 
G:BU MN) x Mx RM, 0(B, x,t): = g(x), 
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其 中 yt 表 向 量 场 台所 生成 的 流 . 
定理 看 映射 蕊 属于 襄 类 . 
定理 了 设 名 EE .第 放出 ), 计 是 有 限 维 流 形 ,x 机 ,是 B(¥) 产 0, 设 6 为 上 述 
OI 映射 , 则 对 任 一 如 > 0, 偏 油分 DeC( 理 ,z* ,oo) 线 性 满 射 成 空间 Ti ca 时 ， 
王 面 讨论 有 限 维 紧 致 波形 上 向 量 场所 生成 的 闭 轨 . 
定义 2 设 看 EE. 第 "村 , 则 称 向 量 场 盏 的 疝 点 (满足 B(x) =0 的 xE 证 ) 或 全 
所 生成 的 闭 胃 为 B 的 临界 元 豪 . 奇 点 也 称 为 临界 点 ， 
流 形 M 上 的 曲线 (4) 通常 指 有 映射 y: [* ,其 中 5CR 为 区 间 . 今 后 记 六 : = 
Y(tDCNY. 
设 时 基 mm 维 上 紧 致 流 形 , 对 每 一 十 扬名 "有 ) 定 义 一 个 上 映射 
jo:MxR "Hx R, x WH, 
人 
其 中 ¥ 是 向 量 场 盏 生成 的 流 . 令 
A: = |x, t,x)IxrEN,tER,|, 
它 是 导 x R, x 虹 的 子 流 形 , 称 之 为 对 角形 . 
命题 1 对 任意 而 EE 放 ") ,x 有 ER 有 认 人 zr 昌 E4 二 或 为 幅 界 点 
或 者 属于 一 个 周期 为 : 的 闭 轨 . 
这 表明 4 对 于 研究 向 量 场 的 临界 元 亲 是 极为 有 用 的 . 
定义 3 设 庆 为 一 空间 ,( 半 ,gi) 为 一 流 , 对 rEX, 用 7(z) 表 示 的 轨道 , 则 


PP 车 gx) =x 对 一 切 :ER,[4ER], 亦 即 关 (x) = 1z|, 则 点 xEX 称 为 流 的 
不 动 点 ( 亦 称 临 界 点 )， 

2 轨道 六 x) 称 为 周期 的 司 存 在 r > 0, 使 得 or(xz) = gH(x) 对 一 切 1ER,[t 
所 R] 成 立 ,满足 此 式 的 任 一 正 数 * 称 为 轨道 的 周期 ,而 满足 此 式 的 最 小 正 数 r( 车 
其 存在 , 即 x 不 是 不 动 点 ) 称 为 基本 闭 期 . 

现在 问 到 微分 流 形 # 上 临界 元 素 的 讨论 . 

定义 4 设 向 量 场 PE 名 "(NM). 

lj 和 的 一 条 带 有 基本 周期 + 的 闭 轨 7 称 为 模 截 的 S 对 任 一 *E 7, 线性 算 子 
De"(x) :TMTM 以 1 为 其 本 征 值 , 且 重 数 为 1. 

2 设 7 为 而 的 一 条 闭 轨 ,r 为 其 任 一 周期 , 称 周期 r 为 横 截 的 全 对 任 一 x 


y ,线性 算 子 Dgr(x) :TM 一 TM 以 1 为 其 本 征 值 , 且 重 数 为 1. 

凶 设 < 为 向 量 场 玉 的 临界 点 , 数 :ER, 称 为 x 的 横 截 周期 有 =! 不 是 线性 算 子 
Dex) :TM 一 TH 的 本 征 值 . 

定理 8 1? 设 x 为 向 量 场 盏 扣 . 铭 7 有) 的 临界 点 , 则 

玉生 -4r 是 + 的 横 截 局 期. 

2 设 y 是 瑟 的 闭 轨 ,r 是 y 的 任 一 周期 , 则 
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记 丽 (sn 5 对 xEYoSr 是 一 个 横 蕉 周期 . 

定理 设 微分 流 形 好 是 紧 致 的 ,而 所 .省 (时 ) .70 是 Br 的 一 条 闭 轨 带 有 基 
本 周期 re , 则 存在 

Po 在 .区 '( 和 ) 的 一 个 邻 城 多 ， 


2 六 在 并 中 的 一 个 任意 小 的 邻 域 忆 ， 
pi 在 有 中 一 个 任意 小 的 邻 域 7 
具有 如 于 性 质 : 


对 每 一 由 E 9 存在 唯一 的 (@ 的 ) 闭 轨 7, 使 得 站 CU 以 及 rET, 使 得 + 是 y 
的 周期 . 

定 光 5 设 向 量 场 古 蕊 多 "条 ) ,Tp(a) 亡 计 表 囊 的 一 切 临 界 点 以 及 属于 具有 
周期 专 a 的 下 的 一 切 闭 轨 上 的 点 所 组 成 的 集合 . 

定理 坦 设 对 为 紧 致 往 分 流 形 , 刚 对 每 一 由 E. 党 "JIr3l, 集 Tp(a) 是 闭 
集 ， 

定 流 6 设 虹 为 有 限 维 微分 流 形 ,集合 二 绍 (M)C. 此 和 ) 定 六 为 一 切 下 

所 .多 时) 的 集 台 , 它 满足 : 理 的 所 有 临界 点 都 是 非 退 化 的 { 即 对 任意 满足 更 ( x0) = 
0 的 加 所 时 ,线性 算 子 DB{ xo) 是 非 奇 异 的 ). 

定义 了 守 r(a)C 名 "(上 放 ) 表 满足 下 述 条 件 的 一 急 向 量 场 玫 E. 儿 "(了 于 ) 的 集合 : 

思 坊 (A, 对 一 切 xE€ 冲 和 0< i 

(此 条 件 等 价 于 二 的 上 其 周期 rc 志 a 的 每 一 闭 轨 都 是 横 截 的 ). 

证 题 2 (ta) cM). 

定理 得 设 时 为 紧 致 的 , 和 ( 刘 ), 则 存在 吉 在 .宗林 ) 中 的 邻 域 多 和 
数 5 >0, 使 得 对 每 一 名 所 ,它们 有 周期 rz 二 的 闭 轨 . 

推论 设 村 为 紧 致 的 ,对 性 一 向 量 场 DoE 吕 f(a), 存 在 Bo 在 .多 "(时 ) 中 的 
邻 域 多 和 和 数 b > 0, 使 得 对 尾音 BE 不 存在 周期 r < 8 的 局 期 轨道. 

定理 二 设 击 记 吕 (a), 则 : 

lp 周期 二 e 的 盏 的 临界 元 素 是 班 立 的 ; 

2 若 秆 紧 致 , 则 Tefa) 至 多 包 舍 有 限 委 个 由 界 元 素 ; 

3 若 采 紧 致 , 则 存在 e > 人 0, 使 得 全 不 包含 具有 周期 r€ (aa+e) 的 闭 轨 . 

定理 起 若 搬 是 紧 致 的 , 则 (a) 为 . 客 "(时 ) 中 的 开 何 集 ， 

定理 14 设 虹 为 紧 致 流 形 , 且 BE 绽 (o). 令 7 ,7 ,…,7 为 所 有 具有 周期 
TF 宇 li n) 的 六 轨道 ,x; 了 过 了 为 十 0 锡 所 有 临界 点 ; 刚 存 在 


六 ,了 ,… ,了 的 两 两 分 离 的 邻 域 系 0,… , 瓜 ， 

2 TE 的 两 两 分 离 的 邻 域 系 21 $y Zk 

3 任意 小 数 人 >0 和 em， 

加 在 多 "和 村 ) 中 的 一 个 邻 域 多 
它们 具有 下 列 性 质 ; 
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(a) Do 没有 县 周期 rEte:a+2e) 的 闭 轨 ; 

(b) 每 一 向 量 场 BE 多 .在 每 一 2 中 怡 有 一 个 临界 点 x', ,并且 每 一 5 中 恰 有 
一 条 闭 轨 Yi, Yi 的 周期 =， 满足 不 等 式 :| rr 一 

(ce) 对 每 -- PE, 诸 集 To(a+e),Te (a+e),Ta (4) 包 含 同样 数目 的 临界 
元 素 . 

2.2.2 关于 通 有 性 的 落 干 钻 果 


用 乡 ( 可 能 附加 下 标 ) 表 示 尾 一 由 革 些 向 量 场 十 EE. 从 " 肝 ) 所 共有 的 性 质 , 令 
区 (1): = | 硬 毛 . 属 下 于)1B 有 性 质 等! 

定义 号 ” 当 且 仅 当 光 '( 肝 ) 包 含 客 ' 中 和) 中 的 一 个 剩余 集 时 ,性 质 实 称 为 在 
.笔下 时 ) 中 是 通 有 的 (或 简称 C" 通 有 ). 

下 面 列举 一 些 将 要 考察 其 通 有 性 的 性 质 . 

PF 性 质 场 :所 考察 的 向 量 场 的 所 有 临界 点 都 是 非 退 化 的 ; 

2° 性 质 师 : 所 有 临界 点 大 双 上 曲 的 ; 

3" 性 质 2(e) :周期 轨道 的 所 有 万 a 的 周期 r 是 横 截 的 (ea 为 一 指定 正 数 ); 

性质 加 a): 同时 满足 性 质 加 与 2 人 (a)i; 

宁 性 质 儿 (e) :满足 性 质 咏 并 具有 基本 周期 万 a 的 所 有 闭 轨 是 双 曲 的 ; 

名 性质 吕 (ta):; 满 足 性 质 吕 ta), 并 且 和 具有 基本 周期 = a 的 申 界 元 素 的 所 有 稳 
定 和 不 稳定 流 形 横 截 相交 ; 

了 性 质 党 ;对 每 一 a ,性质 色 (a) 锌 满足 ; 

8 性质 劳 :对 每 一 a, 人 性质 名 ( a) 被 满足 . 

以 后 还 下 引进 性 质 努 , 努 . 

在 下 面 关 于 通 有 性 的 讨论 中 , 恒 设 虹 为 紧 致 微分 流 形 .不 再 一 一 申明 . 

定理 站 (MM) 为 客 "( 上 时) 中 稠密 开 集 . 

推论 2 性 质 名 是 C " 通 有 的 . 

定理 16 设 材 为 紧 致 流 形 , 若 r=1, 则 对 每 一 a>0, 集 合 吕 (o) 为 名 "(MM) 
中 秽 密 开 集 . 

推论 3 集合 努 ( 叶 ) 为 .多 (M) 中 剩余 集 , 所 以 性质 少 ; 是 C1 通 有 的 

定理 地 (Kupka-Smale) 设 撒 为 紧 致 流 形 , 若 + 守 1, 则 :各 ( 币 ) 为 客人 玉 上 放 ) 中 剩 
余 集 , 亦 即 努 是 5C " 通 有 的 . 

令 gad (NH) 表 上 于 上 5" 类 梯度 向 最 场 空间 , 它 是 . 客 " 时 ) 的 闭 线 性 子 空间 . 

定理 内 设 上 条 紧 致 ,r=1, 则 性 质 名 在 空间 grad (MY) 中 且 通 有 的 . 

定理 9 设 虹 为 紧 致 流 形 , 则 下 述 性 质 在 空间 DE"(M}(r 守 1) 中 是 通 有 的 : 

所 考察 的 微分 同 征 的 每 一 周期 点 是 双 曲 的 ; 

2 对 每 一 对 局 期 点 p ,ge 时 ,怀抱 PP) 和 多: g) 是 模 截 相交 的 ， 

定理 加 (封闭 性 引 理 ) 设 上 为 紧 流 形 ,$0E 21( 采 ) .假设 * 和 有 是 本 的 非 
游荡 点 , 则 go 在 .省 信 盯 ) 中 的 每 一 个 邻 域 包含 一 向 量 场 下 ,使 得 * 在 外 的 某 一 
闭 轨 上 . 
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设 吾 是 流 形 睹 上 某 一 向 量 场 ,Tp CM 宕 属于 全 的 临界 元 泰 的 全 体 点 之 集 . 

定义 9 向 晤 场 PE. 避 "(M) 有 性 质 名 二) = 下， 

定 久 区 设 (Y,p) 为 紧 致 度量 空间 , 令 所 表 Y 的 -…- 切 闭 子 集 所 构成 的 类 
{CcC 这 ( 门 ), 则 在 下 述 度 量 4 之 下 ,( FY, 4d) 为 一 度量 空间 : 

d{A,B): = mex lsupp( a, B), supet A,b)|, 

4 称 为 fFY 上 的 豪 斯 多 夫 {Hausdorf) 度 量 . 

对 序列 1 页 1 轧 隔 ,nENI 定 义 如 下 极限 

kim inf As: = |yE YIy = limys ,yn E 4], 

易 知 它 是 后 -的 一 个 点 . 

设 区 是 度量 空间 ,g:X 一 FI(g 可 看 作 是 集 值 映射 ). 

定义 11 函数 g 称 为 下 半 连 续 的 ( 简 记 为 1.s.c.), 若 对 每 一 x+ 七 区 以 及 每 一 
收 化 于 序列 (x%,), 则 有 

lim inf g(x,) 5 g(x). 

命题 3 设 了 为 紧 致 度量 空间 , 则 每 一 单调 增加 的 1.s.e. 画 数 序列 收 化 于 一 
个 1s.e: 画 数 . 亦 即 , 若 吕 :一 卫 是 1.s.c. 的 ,并 且 交 (ET) 记 本 IEY) = ,2 
则 由 下 式 给 出 的 极限 函数 g 

中 (= im Rn): = Ug Cx) 

是 1s.6. 的 ， 

命题 4 设 了 为 紧 致 度量 空间 , 任 一 1.s.¢c. 函数 (AX 一 FT) 的 连续 点 集 是 中 
的 剩余 集 . 

对 紧 致 流 形 机 ,由 封闭 性 引 理 {定理 20) 知 贸 (M) 是 . 完 1( 盯 ) 的 剩余 集 . 对 富 
量 场 十, 令 并 {人 DB) 表 古 的 具有 周期 < 的 所 有 周期 点 (包括 临界 点 ) 的 舍 合 . 

命题 5 集 值 映射 

GM FM, GPT) 

基 1s.ec. 的 . 

再 定义 映射 


FAM EM, F(®):= UT,(®). 


命题 4 本 的 连续 点 的 集合 是 到 (好 ) 的 剩余 集 . 

定理 21{Pugh】 设 6 表 映射 :人 员 (M) 一 FN 的 所 有 连续 点 之 集 . 若 再生 G6, 则 
NE) = T(E). 

推论 4(Pugh) 性质 名 是 4 通 有 的 ， 

定 党 了 芝 向 量 场 BE 多 "(MM)} 的 正则 首次 积分 指 的 是 一 个 0" 函数 ff; 好 一 
R(m = dim MM), 它 在 好 的 任 一 开 集 上 不 为 常数 ,但 沿 着 十 的 轨道 取 常 值 . 

定义 妇 当 且 人 奴 当 至 不 存在 正则 首次 积分 时 , 称 向 量 场 加 E .多 "( 肛 ) 具 有 性 
质 吕 

定理 22( 托 姆 (Thom)) 车 时 为 紧 致 微分 流 形 , 则 性 质 宅 是 "和 通 有 的 . 
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3 结构 稳定 性 


3.1 基本 概念 . 例 


3.1.1 流 的 拓扑 等 价 


定 久 1 设 形 为 Crsl) 流 形 , .多 (1 时 ) 赋 以 CC 拓扑 ,村 上 C' 向 量 场 空间 
,笔下 肛 ) 的 两 个 向 量 场 下 ,更 称 为 拓扑 等 价 的 , 若 存 在 同 星 上: 形 一 是 , 它 将 硬 的 轨 
道 变 为 针 的 轨道 , 且 保 持 定向 .后 一 条 件 意 妹 着 , 设 下 ,下 生产 的 六 分 别 为 天 ， 光 ， 
车 p 马 时 ,6 >0, 则 存在 6 > 0, 司 得 对 0<1<3 有 某 个 0< tv <e, 成 立 着 ip (p)= 
(h(tp)). 上 称 为 $B 与 秋之 间 交 拓 扑 等 价 , 它 是 吃 入 时) 上 的 一 个 等 虱 尖 系 ,这 是 
一 个 比 第 1 章 定义 的 拓扑 共 思 弱 一 些 的 等 价 关系 . 

命题 1 设 关 是 理 , 更 E. 要 村) 之 间 的 一 个 拓扑 等 剧 , 则 

[pe NH 是 向 量 场 儿 的 临界 点 车 h(p) 是 亚 的 临界 点 ; 

2 向 量 声 卫 过 p 的 轨道 Orbetp) 是 团 的 于 Orbyt h(tp)) 是 团 的 ; 

3 Orbp lp) 的 w 极限 集 (a 极限 集 ) 在 作用 下 的 像 是 Ohy(h(p)) 的 w 极限 
集 (a 极限 沫 ). 

这 说 明 两 个 拓扑 等 价 的 向 量 场 所 产生 的 轨道 空间 的 结构 有 很 多 相间 的 定性 特 
征 . 

定 必 2 设 村 为 微分 流 形 , 若 在 .%""(M) 存 在 下 的 邻 域 疼 使 得 任意 向 量 场 秋 
忆 EF 部 拓扑 等 伯 于 虱 , 则 向 量 场 咱 忆 .省 (时 ) 称 为 是 结构 稳定 的 . 


3.1.2 例 


例 1 任何 微分 流 形 ij 上 的 零 向 量 场 不 是 结构 稳定 的 - 

例 2 环 面 ;= 民 /Z 上 的 有 理 流 与 无 理 流 . 记 x: 民 ->7 为 自然 投射 , 列 > 
为 复 最 映射 , 妈 为 2 的 万 有 复生 空间 . 设 (x1, x2) ER, 记 Ex,%2]: = r(x1, x*2)) 
E70. 对 任意 点 rER, 设 (xr); = Ca, 为 柜上 常 值 向 量 场 , 令 多 ([x}】): = 
Tr Bz) ET TY ,BE (TR). 若 a,£ 有 理 相 关 , 则 钙 在 TR 上 定义 了 一 个 有 
理 流 ,车 a,8 有理 无 关 , 则 争 在 ?上 定义 了 一 个 无 理 流 . 当 全 定义 有 理 流 时 ,通过 
任意 点 [x]E€ 7 的 轨道 都 是 闭 轨 道 , 当 矛 定义 无 理 流 时 ,通过 每 点 [ * ] 的 辆 遵 均 非 
闭 轨 道 ,但 在 邓 上 稠密 ,对 任 一 有 理 流 , 任 一 轨道 的 w 极限 集 为 软 章 自身 ,而 当 其 


为 无 理 流 时 ,每 一 轨道 的 w 极限 集 为 整个 环 面 下 .这 样 的 向 呈 场 在 , 儿 "( 7 ) 中 不 
是 结构 稳定 的 . 
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例 3 分 析 5i 己 民 上 向 量 场 的 结构 稳定 性 , 设 VY? 是 引 上 两 个 单位 向 其 场 
(一 个 居 时 针 方 向 ,一 个 逆 时 和 针 方 向 ) 之 一 . 对 任 一 VE. (SI), 则 有 Vlp) = 
ApVIp) PE SFE CH(H,R) .因为 Vp) = fp) =0, 以 及 对 任意 紧 玛 集 上 & 
C3, 存在 fC (S',RR), 使 得 广 '(0) = 下 ,从 而 下 是 向 量 场 VY=fV? 的 奇 点 集 .由 
于 插 扑 等 价 的 向 量 场 的 奇 点 是 同 胚 对 应 的 ,因此 向 量 场 的 等 剧 类 的 基数 不 少 于 字 
上 紧 致 集 ( 由 于 3: 为 紧 致 豪 斯 多 夫 空 间 , 所 以 紧 集 即 闭 集 , 故 也 是 S! 上 的 闭 子 集 ) 
的 同 胜 类 的 基数 ,从 而 对 . 害 "(51) 的 所 有 向 量 场 的 轨道 结构 在 拓扑 等 价 的 意 匀 下 
进行 分 类 是 水 可 能 的 .所 以 只 能 限制 在 多"5) 的 一 个 剩余 集 上 进行 分 类 . 因 5 
基 紧 的 ,由 第 2 章 定 理 15 知 "(5S1)c .名 "上 H) 是 稠密 开 入 .而 VE 各 (51) 的 条 件 
是 问 量 场 了 的 所 有 临界 点 是 双 曲 的 .在 3 情形 , 它 等 价 : 王 的 奇 点 是 非 退 化 的 ， 
即 TY(p) #9, 由 是 Dip) z=0, 其 中 VY=s 产 V*. 若 DA(p) <0, 则 p 为 汇 ( 吸 引 奇 点 ); 
车 DAB) >0, 则 p 为 源 { 排 斥 奇 点 ), 由 于 这 些 奇 点 是 扳 立 的 ,从 而 任 一 这 样 的 向 量 
场 W 的 奇 点 个 数 有 限 {可 以 为 零 ), 但 * 的 源 和 汇 当 点 绕 51 而 行 时 必须 交替 出 现 ， 
从 而 个 数 必 为 偶数 .所 以 向 量 场 ,WE 呈 (08S0D 有 相同 个 数 的 音 点 , 册 站 与 四 为 折 
扑 共 雹 (当然 更 是 拓扑 等 价 ) .事实 上 设 @ ,各 ,aa 号 依次 为 了 的 汇 与 源 ， 
同样 2 ,Bao5520 ss 和 忧 次 为 开 的 汇 与 源 .以 下 构造 作成 站 与 下 为 共 罚 
的 同 盱 SS 首先 今 hEa) 三 全 heb) 兰 8 .任意 选 定 点 Pi (a, be). J; 它 
{外 * “小 表 3 上 志 标 试点 为 端点 的 
定向 开 弧 ). 对 任意 pE fa, 点 ) ,存在 唯一 的 :ER, 使 得 gy(p) = p(w , 洲 分 别 表 由 
V, 轧 生成 的 5S 上 的 流 ). 定 义 htp): = 信人 下 = 区 -并 * 丈 (p) 对 (各 四) 中 的 
点 作 类 似 构 造 ,容易 验证 六 上 = 衣 * gr, 对 向 量 场 无 奇 点 情形 ,可 以 类 似 处 理 . 最 后 
证 明 , 当 VE 对 ”3 为 结构 稳定 时 , 刚 VE rt 51). 由 于 关 (51) 为 .%*(5$1) 中 稠 
密 开 集 , 疼 『 的 任意 邻 域 多 ,存在 多 仆 吕 (1), 使 得 FF 拓扑 等 价 于 外, 从 而 六 
的 疝 点 为 话 立 奇 点 ,并 且 都 是 双 曲 的 .所 以 FE 各 (51). 从 而 . 客 皂 3 中 结构 稳定 
的 向 量 场 构成 一 稠密 开 集 ,并 且 可 以 对 它 进 行 分 类 . 

对 盯 是 黎 澡 {Riemam) 流 形 情形 , 设 二 毛管 "有 FW) 在 定 交 2 意义 下 是 忆 ' 结构 
稳定 的 . 则 还 可 以 要 求 它 满足 如 下 条 件 . 

{e) 和 条件 对 每 一 >0, 存 在 思 Do 的 邻 域 多 = 多 (es)C 车 ), 司 得 对 任意 和 
EZ 存在 辣 且 二; MM-* 开 , 它 实现 本 与 理 之 间 的 折 扑 等 价 , 并 上 峡 满 是 条 侍 (p 为 打 
上 的 茸 曼 度 遇 ); 


站 对 一 切 GE 时， 
今后 流 形 好 上 一 切 上 ”结构 稳定 向 量 场记 为 了 N)5 上 一 切 嫌 结构 稳定 微 
分 同 及 记 为 亚 ( if) 


3.2 ”结构 稳定 系统 的 必要 条 件 


因为 (加 己 放下 和 oD) CD CH)) 为 开 集 ,对 任意 BE ZB (CM)(CfE a" 
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(机)), 它 必定 具有 一 切 在 相位 等 价 (拓扑 共 统 ) 下 不 变 的 通 有 有 性. 由 本 章 定理 17 得 
命题 2 紧 致 微分 流 形 上 每 一 个 C' 结构 稳定 的 动力 系统 的 临界 元 素 集 是 非 
空 的 . 
本 节 以 下 上 币 均 表 紧 致 微分 流 形 ， 


定义 3 当 且 仅 当 存 在 7 的 管状 邻 域 UC 好 ,使 得 没有 其 他 闭 轨 完 全 被 包含 在 
UV 中 时 (然而 ,容许 其 他 闭 轨 与 VU 有 非 空 交 ), 向 量 场 BE. 名 "WM) 的 闭 轨 r 称 为 管 
状 孤 立 的 ， 

命题 3 设 钙 E (WH), 则 二 B 的 每 一 闭 轨 是 管状 孤立 的 ， 

定理 1(Markus) 设 本 E .及 村) 为 结构 稳定 并 满足 {s) 条 件 , 刚 各 有 性 质 
鹃 . 

定理 2 若 AEew(i), 则 了 的 每 一 闭 轨 是 双 曲 的 . 

定理 3 若 王 和 3 村 ), 则 币 有 性 质 吕 , 亦 即 它 的 非 游 葛 点 的 集合 等 于 它 的 
周期 点 梨 的 闭 包 . 对 于 微分 同 且 fE ot( WW) ,同样 的 结论 成 立 ， 

定理 六 斯 梅 尔 } 车 一 光 消 动力 系统 是 Cl 结构 稳定 的 , 则 它 的 临界 元 素 的 稳 
定 和 不 稳定 流 形 横 截 相交 . 

定理 5 者 呈 EZ 时 ), 则 者 有 性 质 吕 , 亦 即 加 没有 正则 首次 积分 . 


3.3 莫 尔 斯 -斯 梅 尔 系统 


定义 4 设 村 为 紧 致 微分 流 形 , 令 S 好 ) 表 满足 如 下 称 为 昔 尔 斯 -斯 梅 尔 
《Mome-Smale) 条 件 的 一 切 向 量 场 下 扎 . 客 "(4) 之 集 ， 

1 非 游荡 集 人 (十) 是 有 限 多 个 临界 点 和 有 限 多 条 闭 轨 之 并 ; 

> 所 有 临界 元 素 均 为 双 曲 前 ; 

了 临界 元 紊 的 稳定 流 形 与 不 稳定 流 形 横 截 相 交 ， 

向 量 场 BE S 1) 称 为 莫 尔 斯 -斯 梅 尔 ( 简 记 为 M-S) 向 量 场 . 

定义 5 微分 同 肚 fE Dif( 时 ) 称 为 莫 尔 斯 -斯 梅 尔 ( 简 记 为 M-5) 微 分 同上 胚 , 需 
庶 足 如 下 条 件 : 

Pt 及 是 有 限 集 ; 

> 所 有 周期 点 都 是 双 曲 的 ; 

3 周期 点 的 稳定 和 不 稳定 该 形 横 堆 相交， 

所 有 M-S 微分 同 胚 的 集 台 , 记 为 5)CDi 时). 

定义 6 设 时 是 紧 致 微分 流 形 ,xx 与 ?是 FE Dif (il) 的 双 曲 周期 轨道 [ 对 应 
的 ,BE 镍 "(上 及) 的 双 曲 临界 元 素 j], 若 Wx) 门 玉 *(9) 产 信 , 则 称 工 前 于 y, 记 为 
sy. 对 MS 微 分 同 有 是 乒 对 应 的 M-S 向 量 场 全] 的 全 忻 周 期 轨道 [对 应 前 全 栖 临 界 
元 素 ] 配 上 关系 “< “为 用 对 应 的 瑟 ] 的 骨架 图 ， 

命题 4 上 述 关 系 达 是 相应 集合 上 的 偶 序 关系 . 

定理 你 粕 利 斯 (Palis)) 1° 对 r=1, 5 8)C. 名 1) 为 开 集 ; 5'(M) Cc 
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Dif "(A) 为 开 集 ; 

2 若 向 量 场 罗 充分 邻近 于 菠 Es(N), 则 更 与 到 有 问 构 的 骨架 团 ; 对 应 地 , 当 
微分 同 丁 g 充分 邻近 FE xi 好) , 则 g 与 F 有 同 构 的 骨架 图 

定理 7 对 多 "(NH) dim 和 =2, 刚 M-S 条 件 等 价 了 -下 列 条 件 ; 

而 的 一 切 罗 道 的 w 极限 集 与 a 极限 集 均 为 临界 元 业 ; 

?所 有 帖 界 元 素 是 双 曲 的 ; 

凶 无 鞍点 同 的 连接 轨道 . 

定理 8(Peixoto) 设 条 为 紧 到 FC' 二 维 可 定向 流 形 (r=1), 当 且 仅 当 十 是 M5 
问 量 场 时 ,BE .多 "( 时) 为 结构 稳定 . 

定 开 外 帕 利 斯 -斯 梅 尔 ) ”每 一 微分 同 且 FE * 扩 好 ) 是 和 结构 稳定 的 ,每 一 个 
向 量 场 再 所 S 1 村) 是 有 结构 稳定 的 . 


3.4 阿 诺 索 夫 系 统 


3.4.,1 戏曲 不 变 集 


M-S 条 件 仅 是 结构 稿 定 的 充分 条 件 ,而 非 必要 条 忻 ,现在 介绍 一 类 结构 稳定 的 
微分 间 胚 , 它 不 要 求 满足 M-S 条件 , 即 所 锁 阿 诺 索 夫 系 统 , 先 引进 双 曲 集 的 概念 . 

定 流 7 设计 为 一 光 沸 获 晤 流 形 ,PC 时 为 开 集 ,ffE CIP 好) 为 从 天 到 六 
的 微分 同 胚 .车 

] 4 关于 是 不 变 的 , 即 f(A) =A; 

> 是 的 切 由 TR 在 4 上 的 限制 Ti: = (TMT) 14 分 解 为 关于 切 映 射 不 变 的 
连续 的 Whimey 和 ({ 妈 如 直 和 ) 

TM= FE-mE:, 
TA Er) = ERWI TA EG ) = EAr', YY XEA; 
3 对 于 的 黎 曼 度量 (… ,存在 常数 CI >0, G2>0 和 0<A<1, 司 得 
FT") carl, YrEE-.nEN; 
| Tf" Ow} cA rw, vwEE-.nEN, 

| -是 由 获 上 扣 度 量 ¢: ,…) 给 出 的 范 数 , 则 紧 致 集 A cP 称 为 1 的 双 曲 不 变 合 . 

Tr 限 制 在 向 量具 三 -上 称 为 扩张 的 ,限制 在 三 + 上 称 为 压缩 的 . 

若 对 于 时 的 整 曼 度 量 ,定义 了 中 的 常数 C1 ,C0 均 可 取 为 1, 则 称 繁 明度 
量 4',*$ 适 合 于 及， 

命题 5 在 定义 7 的 条 忻 下 ,存在 与 (*,* ;等 价 的 获 曼 展 证 4: ,' 和 常数 DO<r< 
1, 使 得 (0 0 是 由 《3 给 出 的 范 数 ) 

0TA IDs rr YrEeEE, 
0TA(w)0 二 rp， YYwEE:. 
以 下 讨论 流 的 情形 . 设 形 为 黎 曼 流 形 ,TNWH 为 其 切 丛 { 关于 从 理论 的 知识 ,可 以 
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参看 本 卷 "“ 拓 扑 学 "篇 ] ,全 4 为 从 有 旱 射 站 ;TNH 一 TH 的 单 参 数 群 (iE RR), 称 流 8! 为 

l 压缩 的 c 存 在 常数 c>0,4 >0, 使 得 | fr sece li 对 任意 GE 
TN,+:ER; 

2 扩张 的 所 对 十 压缩 的 ， 

设 蜡 汶 紧 光 清 黎 虹 流 形 , 人 9 是 由 间 莉 场 盏 所 .区 1 和) 生成 的 流 , 刚 Tg :THN 一 > 
TW 为 歧 映 射 的 单 参数 群 . 令 AC 村 为 一 闭 不 变 集 : (A) = A, 对 LERR， 

定 文 8 设 果 为 紧 黎 曼 流 形 ,# 为 村上 由 向 量 场 钾 EE.#( 肝 ) 生 成 的 流 , 太志 
币 为 闭 不 变 集 , 当 且 充当 以 下 条 件 成 立时 称 4 有 双 曲 结构 或 4 是 双 曲 集 : 切 从 
TN 对 24 的 限制 (THD}1 ET 容许 分 解 成 从 的 惠 特 尼 (Whimey) 和 

T= BE* 申 EE 外 局 ， 

其 中 E+ ,EF- ,本 在 Ty! 下 是 不 变 的 , 流 Te'1s: 是 压缩 的 ,To le- 是 扩张 的 ,而 四 
是 由 y 对 :微分 所 得 的 线 从 :下 =[B(x)] = Span( 中 (x)). 

空间 7T”; = S11x… x Sm 个 因子 ) 称 为 mW 环 面 , 易 知 T”= R"/AT,T 表 向 量 
加 群 Rn 的 子 群 只 = 到 ,因此 7T” 也 可 定 习 为 

Tod 1)1( rl, ) ER"}, 

设 m 阶 和 矩阵 4 =[ay]E SL(m;Z), 即 ay EZ 且 det4 = 圭 1, 因 A(T)CT,4 可 诱导 
映射 T"> 了 ". 因 47-1E€E SLCm;D), 所 以 4-1D)cCTI 且 A 诱导 Tm" 上 前 一 个 微分 同 
三 上 映射: Tm" 一 了 ". 

定 兴 上 述 映 射 fi 称 为 m- 环 面 的 代数 自 同 构 . 


3.4.2 阿 庶 索 去 微分 同 肚 


定 光 10 设 于 为 紧 致 黎 皮 流 形 , AGE Dif( 时 ) 称 为 阿 诺 索 赤 微 分 辣 手 一 理 个 流 
形 上 时 有 双 曲 结构 ， 

例 4 设 记 :7T" 一 7" 为 代数 自 同 构 , 若 矩阵 4 的 谱 a(4)cCC 满 足 ao(4) 中 5 
= (SS = 1zEC | 1zl1=1), 则 卢 为 阿 诺 索 夫 微 分 同 肚 , 称 为 环 面 双 曲 自 闷 构 . 

定理 10 设 为 紧 致 黎 曼 流 形 , 则 对 上 所 有 阿 诺 索 夫 微 分 同 胚 之 集 在 
Di 好) 中 是 开 集 . 

定理 Ti( 阿 诺 索 夫 ) 在 紧 致 歼 友 流 形 村上 的 每 一 阿 诺 案 夫 微 分 同 且 是 C1! 结 
构 稳 定 的 ,更 确切 地 说 :车 ED 放 ( 时 ) 为 阿 诺 索 夫 柚 分 同 胚 , 则 对 CO 和 , 邮 ) 中 恒 
等 映射 dy 的 任 一 邻 域 . 存在 了 在 Ditt( ii) 中 的 令 域 多 ;使 得 任 一 gE 是 由 同 
及 映射 EA 拓扑 共 思 于 /f: 8* 上 = ?六 

定理 12(Manning) 在 区 w 环 面 ? 上 的 每 一 阿 诺 索 夫 微 分 同 胚 是 拓扑 共 元 于 
T" 上 的 代数 自 同 构 . 

定 凡 11 设 时 为 紧 致 化 遇 流 形 , 如 果 整 个 波形 材 有 定义 8 意义 下 的 双 曲 结 
构 , 则 由 向 量 场 中 .名 "(YH) 生 成 的 流 ¥ 称 为 阿 诺 索 夫 流 . 

定理 23{ 阿 诺 索 夫 ) 设 好 为 紧 致 黎 量 流 形 , 则 由 问 遇 场 惠 后 .省 (村 ) 生 成 的 
每 一 阿 诺 索 夫 流 是 C 结构 稳定 的 . 
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3.4.3 测 地 流 


这 是 一 类 重要 的 阿 诺 索 夫 流 ， 
设 好 为 紧 致 化 曼 流 形 ,考虑 时 上 的 单位 球 从 . 
W:= 1219EMPETE | rl =1， 
车 dim 机 = 站, 则 镍 是 2m-1 工 维 流 形 . 任 一 流 有: 本 = 不 ,及 称 为 切线 流 , 球 从 的 
底 空 间 虹 称 为 流 o 的 构 形 空间 ,x: 到 二 用 ,gg,v)P9g 为 从 的 自然 投射 ， 
基 些 由 是 上 二 阶 微分 方程 诱导 的 流 可 以 化 归 为 切线 流 , 设 
g= f(g,9) 
是 一 书 上 的 二 阶 微分 方程 . 它 在 TH 上 诱导 一 个 流 
好 = La, P= fq,r), 
车 此 流 具 有 性 质 :每 当 1 v0) 目 =1 则 vf) =1, 拓 它 是 一 切线 流 ,最 重要 的 切 
线 流 是 测 好 流 . 
定 兴 五 设 史 是 歼 沈 流 形 身 上 的 单位 球 以 , 令 gy:; 针 疡 在,tE 民 是 一 如 下 定 
兴 的 切线 流 : 纵 定点 w:= (9 ,站 拓 名 ,将 点 4 沿 着 接 ， 指 疝 的 测 地 线 移 动听 离 上 
{ 即 上 是 从 Y 算 起 的 ,以 + 的 指向 为 正 向 的 此 测 地 线 的 弧 长 参数 } 得 到 和 的 点 记 为 4 
所 局 ,用 sw 表 在 站 点 的 切 于 此 测 地 线 的 单位 向 量 , 令 (gp): = 【区 用 ,入 
称 为 时 上 的 测 地 流 . 
注意 ,集合 jxww))TIERI 为 开 上 的 调 地 线 ， 
测 地 流 与 力学 的 联系 在 于 于 述 . 
定理 要 每 一 完整 力学 系统 在 时 间 轴 作 适 当 变 量 圭 换 后 可 化 归 为 ~- 测 地 流 . 
关于 完整 力学 系 ,参看 文献 [15]. 
定理 13( 阿 诺 索 去 -加 当 阿 达 马 - 田 巴 切 夫 斯 基 (AnesorHadamard-Lobhachevsky) 
设 于 为 具有 负 曲 率 的 紧 致 楷 受 流 形 , 则 其 测 地 流 为 阿 诺 索 夫 流 . 
3.4.3 稳定 全 与 不 稳定 集 
设 (X,Q) 为 一 度量 空间 ,用 Homeof 六 ) 表 示 从 天 到 不 的 阿 胚 映射 群 . 
定 多 好 对 于 FE Homeof 了 和 xEX, 集 合 
W(x,N) := {ye Xl lm dp) Cx) =O 
和 
Wx := 1 人 Elm df Cy) (x)) =0) 
分 别称 为 了 在 点 * 的 稳定 集 和 不 稳定 集 ， 
定 兴 二 设 AEHomeofE)y,xE 王 和 e>0, 分 别称 集合 
W(x,f): = A BCPCx) ,ef W's, 
= {fyE XIdCOF OY) POX ce, ED,, 
Him d(C) (x)) <0) 
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Wr, NN): = PCB A ,EDN Wr{ix,f) 
= |yE XId iD FAR) < jEL,, 
lim df 1p) "(x)) =0) 
为 了 在 点 x 的 {尺度 海 : 的 ) 局 部 稳定 集 和 局 部 不 稳定 集 . 
这 些 集合 之 间 满 足 如 下 关系 : 
Wx = Wr), WD = Wx ), 
且 对 任意 > 必 有 
wx f= Uf mPa), 
WwW" x, = Uf We (x) ,nN). 
定义 巧 对 任意 上 EN, 上 : 维 圈 盘 上 :定义 为 


由 
Dt: = ER 2 < 1 ， 
i 


设 并 为 光滑 歼 曼 流 形 ,A CCN. 称 fD!jes 为 CC" 构 人 图 盘 的 : -个 连续 知 , 若 对 任意 
xE4 存在 x 的 邻 域 Lx) 和 连续 映射 
OU(x)*Emb'(D', M) 
满足 
OFCD Y= Dy, OF) (0) = yp, YE U(x), 

其 中 Emb DD' ,MM) 表 从 D!* 双打 的 一 切 C" 机 入 组 成 的 空间 , 它 是 映射 空间 
CPD, 用) 的 开 子 集 . 

以 下 是 稳定 省 形 定 理 . 

定理 6 设 果 为 光 消 棕 受 流 形 ,上 A 广 量 为 肾 致 集 ,AE 让 人 (NECrEi) 引 由 为 
其 双 曲 不 恋 集 ,TaiW = E:* 由 王 - 是 由 /在 A 的 双 曲 条 件 给 出 的 惠 特 尼 和 分 解 , 则 存 
在 C' 铀 人 回 盘 的 连续 镶 1 D:| .ej 和 常数 让 >0,.0<4<p<x1,e> 人 0 满足 : 

]P YXEA, 切 空间 TD: = Ft; 

yyED: 有 

dF x "dy,x), neEN 

【因而 Di CC W(x,); 

FYFEDNB AX,E), Bx,e):t = |yE MId(y, x)<el 

dA FAC Edy, x¥)} 

DN Pr,e) = W(X 
(因而 E(x, 内 是 C' 媒人 入 子 流 形 ). 

推论 1 对 于 xEA, 有 

Wx A = EMM yy) Mx) <e,nEF,1. 
对 应 的 ,有 如 下 不 稳定 流 形 定理 及 相关 推论 . 
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-定理 17 设 林 为 光滑 歼 曼 流 形 ,AC 盯 为 紧 致 集 ,fE Dif 村 Jr 以 向 为 
其 双 曲 不 变 集 ,TH= E+ 四 是 由 ff 在 4 上航 双 曲 性 条 件 给 出 的 Whimey 种 分 
解 , 则 存在 C" 艇 人 贺 盘 的 连续 得 | D+} ee 和 常数 尺 >0,0<4< p<1,e>0, 浦 足 

YY XE A, 切 空间 TD* = Es:; 

XYyEDL 有 

dy) rs Rd{y,x),nEN 

{因而 记忆 Wt, 让); 

yy 人 门 B(x,s) 有 

dr ,ix pd y, x+); 

mMNBxre)= W(xr,f) 
{因而 全 (x ,让 是 C0' 柜子 流 形 ). 

推论 2 对 于 xEA, 有 

Wx = iyE MIdO "(ty)" < enEZD,|. 

据 上 列 定理 ,因为 了 =; ,TD = Et, 所 以 椭 (x, 门 而 ,到 (x, 站 .事实 上 ， 
更 有 下 述 稳 定 流 形 与 不 稳定 流 形 的 机 截 相交 定理 . 

定 锂 18 设 上 并 为 光滑 黎 迪 流 形 ,AAc NH 为 紧 致 集 , EDENWH)(r=1) 以 A 为 
其 双 曲 不 变 集 , 则 看 在 充分 小 的 8>0 和 <5 <e, 合 得 对 于 yz 有 目 dy ,2) < 
3, 则 POF, 刘 与 肥 (z，, 门 存在 唯一 的 横 截 相交 点 [y,z] , 且 交 点 [y#,z] 连 续 依 赖 于 
?# 和 2. 


3.5 公理 4 系统 ,0 稳定 性 


3.5,1 公理 4 系统 


定义 6 设 旷 为 紧 致 光滑 蒙 遇 流 形 ,JE Dif' 1) .关于 子 的 下 列 条 件 被 称 为 
“公理 A”: 

ls 的 非 游 菏 集 口 = (有 具有 双 曲 结构 ; 

2 Per( 户 = (六 , 即 周期 点 在 非 游 蔓 集 中 笛 赛 . 

前 面 已 知 ,车 4 为 AE Bi) 的 双 曲 不 变 集 ,只 要 yzE 4,d(y,z)< 人 , 则 
梧 ( 力 门 与 也 (5 ,及 具 有 唯一 的 横 规 相交 点 [y,z]. 

定义 了 1 若 存 在 人 >0, 命 得 每 当 yzE4,dy,z)< 人 8 时, 必 有 [y,zjEA, 则 
称 上 在 上 4 上 具有 局 部 莱 积 结构 ， 

例 5 紧 致 光滑 昆 受 流 形 时 上 的 阿 诺 索 夫 微 分 同 有 /在 上 具有 局 部 项 积 结 
构 . 

定理 19( 霉 状 引 理 ) 设 x,y 忆 肝 为 fE DPF( 夺 ) 的 双 曲 周期 点 ,县 

Wx, mg Wy WAR, Wx, ,MWip, gl AN. 

定理 功 设 为 紧 致 光滑 莹 曼 流 形 ,fE Dit 4 好) 满足 公理 A, 则 吕 ( 有 具有 局 
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部 恬 积 结构 . 

定 兴趣 设 蕊 为 拓扑 空间 ,fE Homeof 14) , 若 存在 一 条 轨道 在 《 中 稠密 , 则 了 
定义 了 半 上 一 个 离散 动力 系统 ( 讨 , 站 ,或 动力 系统 (YX, 门 ) 称 为 是 拓扑 传递 的 . 

命题 和 设 工 为 第 二 可 数 的 贝尔 (Baire) 空 间 ,fE Homeo( 下 ) ,为 拓扑 传递 所 
对 无 的 任意 二 个 非 宝 开 集 U 和 VY, 夺 在 整数 m 使 得 "UN V0. 

定 兴 到 微分 同 有 旺 f:; Uf(0D Cc NM 的 双 曲 不 变 集 A cc 上 5 称 为 户 部 极 大 的 ,车 
存在 开 邻 域 Fo 4 ,使 得 对 7 中 /的 任意 不 变 集 4 和, 均 和 4 = 生 ， 

命题 了 设 /;U-> 盯 是 从 开 集 上 0 到 像 集 f{ 中 的 微分 同 肚 ,A CU 是 /的 局 部 
极 大 双 曲 集 , 则 Per( Fi) = 人 (ff ). 

对 FE Homeo( Y) ,五 蕊 荆 , 记 

WD): = YW), PODY:= YUx,N. 

定理 21( 斯 梅 尔 谱 分 解 定理 ) 设 feEDif^ 计 )r 宇 1), 且 了 壮 是 公理 4, 则 存 
在 meEZ, ,使 得 0( 门 可 表 为 n 个 互 不 相交 的 局 部 极 大 的 闭 不 变 集 021, 1,,…, 人。 
之 并 , 生 满 尽 : 

lo 在 每 个 口上 是 拓扑 传递 的 ; 

2 点 x ,xX 所 从 (有 同时 属于 某 个 9; 的 充 要 条 件 为 存在 点 p,q 使 得 

WCOrb(C x ) Mm WO Cx), WOD NDI WOrbA x2)); 
了 对 任意 x 万 人 08: 有 
WOmb( x I 0, Ww" (OAx)) I nN,. 
定义 加 ”上述 定理 中 的 集合 1; 称 为 了 的 基本 集 . 
命题 8 设 fEDA#"(WH) 满 足 公 理 4 , 则 
M= MW) = Wr). 

定理 和 2( 罗 宾 (Robhin)) 设 fE Dif2(CMH) 满 吓 公 理 4, 月 对 任意 x,yEN()， 
Wf 在 i 放 () 中 是 结构 稳定 的 . 

定理 23( 煌 利 斯 -斯 梅 尔 ) 设 fE Diffr《M) ,at 门 是 有 限 驶 曲 集 , 且 对 任意 *， 
EN 有 Wr, 六 Wr(x 让, 则 了 在 Dii( 李 ) 中 是 结构 秘 定 的 ， 

3.5.2 人 稳定 性 

定义 21 设 邓 为 紧 致 光滑 黎 坚 流 形 ,AE Dif ( 村) 满足 公理 4, 仙 = 人 (有 ) 分 解 

为 基本 集 中 = 吕 UP ,在 各 站 之 间 定 义 一 种 关系 “> 一 "， 
QDe( PON OIN FOD) VN) #0 
若 存 在 两 两 不 同 的 语 ,-… ,i(t31) ,使 得 
站 

则 称 基本 集 0D, ,… ,0 形成 一 个 环 ,车 在 0 = 0( 有 的 基本 集中 不 存在 任何 环 , 即 


称 /请 足 无 环 条 件 . 
定理 24[ 帕 利 斯 (Palis)】 车 fE Ditft (MM) 是 公理 4 的 且 为 人 0 稳定 的 , 则 24 
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的 基本 集 必 请 足 无 环 系 件 . 

定理 艺 ( 斯 梅 尔 ) 车 f/fE€ Bi 和 (时 ) 是 公理 4 的 且 满 足 无 环 条 伴 , 则 /星人 n 稳定 
的 

推论 3 满足 公理 4 和 无 环 条 件 的 微分 同 胚 组 成 Fi 印 ( 于 ) 中 的 一 个 开 集 

定义 加 设 好 为 紧 致 微分 流 形 ,AE Dif( 开 ), 当 且 仅 当 对 某 个 不 同 于 x 的 双 
曲 周 期 点 p ,使 得 x 开门 门 刺 "PP , 门 时 , 称 点 *E 4 为 1 的 同 宿 点 . 著 还 有 
Wp, 门 抽 ,WFr(p , 店 则 称 x 为 横 截 同 宿 点 ， 


4 遍历 性 理论 与 录 


4.1 遍历 性 理论 


4.1.1 保 测 变换 


遍历 性 理论 是 对 保持 测度 不 变 的 变换 所 生成 的 动力 系统 长 期 项 平均 性 访 作 数 
学 研究 . 先 界定 一 些 有 关 概 念 . 

设 半 为 一 个 空间 ,. 卷 是 了 的 子 集 构 成 的 a 代数 ,六 是 ,有 上 的 测度 . 

定 灾 T 者 m( 语 =1, 风 (XX,. 名 mm} 称 为 概 案 空间 ,或 正则 测度 空间 . 

定 尖 2 设 ( 正 ,. 逢 ,m) 为 概率 室 间 ,车 对 任意 BE .多 和 有 

TI(B)E.B HH mT-i(B}= mB), 
则 变 模 T: zt 二 称 为 保 调 变换 ,并 称 测度 m 为 了 不 变 的 . 

令 卫 ;=idz,T": =T" 1T, 则 T 也 是 保 测 变换 且 满 中 T"*" =T"-T". 称 系统 
(XX,. 史 ,m,T)( 简 记 为 (X,T)) 为 (离散 ) 半 动力 系统 . 

车 在 站 上 给 出 变换 簇 | TY- 二 人 及 ,| 满足 :了 = 这 = 和 
5 及 ，) ,T 为 保 涯 变换 {Y GE 和 ) , 则 称 系 统 (X .和 mm T) 或 (人为 梨 测 半 流 . 

若 T 或 下 是 可 道 变换 ,县 道 变换 了 人- ! 或 4T') -也 是 保 测 变换 , 则 称 为 林道 棵 测 
变换 . 若 记 T := (TIT = (TD): 则 分 别 得 到 度量 ( 抽 训 ) 动 力 系统 (了 ,加 
下 ,承保 测 流 ( 艺 ,. 夭 ,mm 了)， 

上 述 变 换 得 T* 的 指标 集 .名 是 加 法 半 群 .名 = lo 为 开 , 或 民 , ,或 加 法 群 . 吉 为 
ZZ 或 民 .实际 上 . 必 还 可 以 是 更 一 般 的 半 群 或 群 , 例 刀 . 尺 = 向量 加 群 R". 设 { 半 ) 群 
,党 作为 变换 的 指标 能 ,也 要 求 满足 :=i ,T= 下 Ya ,BE 大, 委 及 下 的 
保 测 性 .此 时 对 应 的 ( 半 ) 流 也 记 成 (多 融 , 开 ,. 才 . 

例 1 设 避 为 一 紧 致 拓扑 群 , 册 5 的 全 体 全 雷 尔 (Borel) 子 集 上 可 以 定义 一 个 
有 限 测 度 m ,使 对 任意 gE€ G6 和 人 博 雷 尔 子 集 8 有 m(g8) = m{ 8) ,满足 此 条 御 的 测 
度 称 为 哈 尔 (Haar) 调 度 . 

例 2 设 吃 为 么 模 李 群 ,了 为 其 离散 子 群 使 得 6z 有 有 由 6 的 哈 尔 测 度 确定 的 
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有 限 体 积 . 令 1g1:E Ri 为 的 一 个 单 参数 子 群 , 则 i g* | 在 齐 性 空间 G/T 确定 一 
保持 体积 的 流 如 下 ; 令 g/ 在 G/T 上 元 gT' 的 作用 为 J(gT); = (gr*'g)T. 事 实 上 经 
典 测 地 流 和 庞 加 葬 圆 盘 上 的 极限 环流 均 可 按 此 方法 产生 . 另外 ,车 T; CC 为 一 
连续 自 同 态 ,满足 TP= 卫 , 则 T 在 G/T 上庄 导 的 映射 量 一 个 保 测 变换 . 

例 3 考虑 Re 上 的 常 微 系统 


dr), JE CX,R"). 


XCR" 为 开 集 , 对 任意 xE XX, 解 p(x} 的 存在 区 人 疗 均 为 (- ,+ m) 则 及 是 上 
的 流 . 如果 由 下 式 定义 的 测度 


m(B): = | px)dz,v nc 


关于 流 gr 是 不 变 的 , 则 六 上 的 非 负 实 值 函数 p 称 为 上 述 常 微 系 统 的 积分 不 变量 . 
由 刘 维 尔 (Liouville) 定 理 知 , 当 pg&€ cc! 时 ,p 是 此 系统 的 积分 不 变量 , 当 且 仅 当 在 X 
上 恒 有 div(er) =0, 即 p 是 常 微 系统 的 一 个 积分 因子 ,因此 ,对 每 一 可 积 常 微 系统 ， 
流 yf 是 保持 上 述 测度 m 的 保 潮流 .特别 ,经 上 典 力 学 中 的 由 哈密 蛋 (Hamilton) 系 统 所 
产生 的 流 保 持 勒 贝 格 !Lebesgoe)} 测 度 . 

定 光 3 若 严 定 尽 在 革 的 全 体 博 雷 尔 子 集 ( 即 其 最 小 = 代数 包含 工 的 所 有 闭 
集 ) 上 , 则 称 X 上 的 一 个 测度 m 为 博 雷 尔 测 度 . 

定理 长 克明 洛 夫 - 波 研 留 波 夫 (Kmytov-Bognlieuhov)) 设 《 为 一 紧 致 度量 空间 ， 


TE Homeo( XX) , 则 存在 一 个 T 不 变 的 博 直 了 尔 概率 测度 ， 
定 兴 4 若 存 在 唯一 的 T 不 变 概 率 测 度 , 则 T: 一 王 称 为 唯一 遍历 的 . 
定理 2 席 加 莱 回 好 定理 ) 设 ( 厂 ,. 因 m,T} 为 一 度量 动力 系统 , 设 4E .各 
m{4) >0, 则 和 集合 
B:= [xEAITI(XIIE A,nEN 
的 测度 为 零 ， 


4.1.2 遍历 定理 


定 多 地 设 (X,. 风 m) 为 概率 空间 , 阁 对 任意 8E .多 ,于 祖 '8= 8 时, 必 有 
mi 8)= 0 或 m(8) = 1, 则 保 测 变换 7:X 一 X 称 为 遍历 的 . 

定义 6 若 对 任意 BE .恩人 条 件 pg-"(B8)C8B, 对 一 切 aEE .有 % 列 含 m(8)=0 或 
(号 = 1, 则 度量 动力 系统 (多,. 多 , mm, 9 、. 属 称 为 遍历 的 . 

定理 站 伯 克 考 夫 逐 点 遍历 性 定理 ) 设 (X,. 客 , m,T) 为 -度量 动力 系统 . 则 


le 对 任意 JE | (X, 儿 m)， 

him TF SAT) = f° (x) ae 
PF EB, mm); 
3»| 广 da - | fam.y4 € DTA = 4 


4 志 历 性 理论 与 暗 * 3743 ， 


六 :T= 间作 。， 

定理 4( 汉 . 诺 伊 蓉 (Ven-Neumann) 统 计 亡 芳 性 定理 ) 设 (X ,各 m,T) 为 一 度量 
动力 系统 , 则 

le 对 任意 AE .27(X, 罗 mm) (pz1) ,序列 | ACTD1 按 2?- 范 数 收 化 于 
大 

EEN,P mH T=/ ,a.e.. 

对 于 度量 流 上 述 二 定理 有 如 下 版 本 、 


定理 5 设 (X,. 关 m,T) 为 度量 流 , 则 
le 对 任意 fE€ (多 , m) 


jin 二 | PTGnDd = f° (x),a.e.: 
TERT, m): 
?| 7 dm =- | jam, ya E 总 T 员 = 4 


:T= ae.,. 
车 /EBP(X,. 知 m}(p 安 1), 则 按 . 儿 ?- 范 数 收 化 也 成 立 ， 


4.2 李 雅 普 诺 夫 棋 数 


定义 7 设 映射 
A:T, x 大 一 也 了 ,Rn x) An xr}: = := A 
福 足 
A = TE A ED,, 
则 称 14"(x)+ 为 直上 关于 T 的 上 闭 链 . 
定 福 3 设 (7Y,T) 为 离散 半 动 力 系 统 ,| 4 各 (xi 是 大 上 上 关于 工 的 上 闭 链 ,xE 
R" ,车 极限 


和 (一 im 十 In| | 


存在 , 则 称 x , {x ,nu)( 简 记 为 x(x,&) ) 为 在 点 x 处 问 量 4 关于 (T, 4) 的 李 雅 普 诺 
去 {ILyapunor) 指 数 ， 

若 ( 尖 ,T) 是 离 宜 动力 系统 ,而 上 闭 链 |4r(x)| CcC OGL{m.R), 其 中 nEZ, 则 称 极 
恨 


区 -着 ， 时 1 一 lim 一 | dgzy | 
为 点 * 处 向 量 # 的 负 向 李 雅 荷 诺 夫 指数 ， 
定 流 9 车 对 任意 sE R",x, (xy,a) 都 存在 , 则 称 x 为 关于 Hz)i 的 正 向 正 
则 点 ,简称 正则 点 , 若 对 任意 &R",x_(x,w) 都 存在 , 则 称 x 为 负 岗 正则 点 . 
命题 1 设 (X,T) 为 离散 半 动 力 系 统 ,1A4*{x)} 是 XX 上 关于 TT 的 上 闭 链 , 则 
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I? xtx, cu) = x{ XM) YeeER' 10}:; 
x(x +t cota) Emaxt rt EH ) AEE, HI)!; 
jp (T, 加 ) 至 多 有 mm 个 不 同 的 率 雅 普 诺 夫 指 数 . 
设 (T, 4") 在 正 虽 点 x 处 有 sfx) 个 不 同 的 李 和 雅 普 诺 夫 指数 
NYE x) 
则 由 命题 1 可 知 存在 R" 的 一 个 分 解 
10| = orc CE) = R", 
使 得 当 wwE Ltr} E(x,x(x ,= 证) 
定 文才 设 * 为 正则 点 , 称 
RCx): = dimt(x) — dimt_ (Cx) 
为 第 i 个 李 雅 普 诺 夫 指 数 的 重 数 , 称 数组 1(x(x)}, 后 (xz 为 CT 各) 在 点 工 的 谱 ， 
而 称 
xci(trc chantr)=R" 
为 Rm 相应 于 谱 的 滤 子 . 
例 4 设 开 为 严 维 光滑 紧 致 黎 要 流 形 ,1 一 ~ 遇 是 微分 同 有 是,4 忆 卉 为 的 双 
曲 不 变 闭 子 集 , 由 双 曲 性 ,对 任意 YE 4 ,存在 了 不 变 的 直 和 分解 Te = EY 提 吕 = ， 
且 存 在 常数 ctr>0,0< 让 1 ,使 得 对 任意 此 抱 A ;有 
TT scar nl, vaEeEs, 
和 Te 所 过 er 本， vueE:. 
此 时 车 x 为 正则 点 , 则 当 WE FE: 时 ,XX ,(x,n) <0; 当 weE 天 7 财 ,和 术 人 开 , 丰 ) >0. 
命题 了 设 (X,T) 为 离散 半 动 力 系 统 ,14"(x)| 是 上 闭 链 , 则 
lj 设 D 是 (X,T) 关 于 |4r(x 儿 的 正则 点 集 , 则 有 T-'DcCD, 且 当 |(x)1 cc 
GLCmRIN, DD= TD:; 
Pr, Tir, ACRIN) = x (x NH), YFKED, yatER"™; 
3 车 zYET- "(D) 且 存在 ij, 使 得 x(x) = x(T(x)), 则 有 ACx}(E(x))C 
五 (TCD)]3; 
sx Tx)), yrET (DD). 
对 于 保 测 半 流 或 保 测 流 (X,T') ,将 上 述 定义 8 ~ 定义 11, 命 题 1 ~ 命题 2 中 的 
ZZ ,Zn 大,T 分 别 换 成 R, ,R,:,s,T!', 即 可 得 相应 的 定义 和 和 结论 . 


4.3 蚁 


4.3.1 度量 精 


定义 11 设 (X,. 知 ,m) 为 概率 空间 , 若 六 是 诸 有 4 的 匹 交 并 , 则 称 子 集 簇 $: = 
| 有 笠 1,2.……,| 为 (外,. 关 澡 ) 的 一 个 有 限 分 解 . 

设 T: X= 为 保 测 蛮 换 , 则 子 集 艇 T-1&; = iT di1E= 1,2,… ,nj 也 是 (XX， 
.天 和 ',m) 的 一 个 有 限 分 解 . 
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定 兴 了 2 设 &=141i=1,2,…,n| ,y= |B1i=1,2,…, 卡 | 为 概率 空间 ( 计 ,. 少 
m) 的 两 个 有 限 分 解 , 若 对 每 个 iE 11,2,…,n| ,存在 子 集 J.c11,2,…, 上 ,使 得 
4 = UB(mod m 零 测 集 ) ， 


则 称 # 精 于 é&, 记 为 <. 阁 记 
EV rn:= {AN BIi= ,2 n=1,2,. ,|， 
则 EV 5 也 是 {大 ,. 几 , m} 的 一 个 有 限 分 解 , 且 
xeV nV 
定 关 她 设 &= fii=1,2,…,n| 为 (XX,. 洛 mm) 的 一 个 有 限 分 解 , 且 约 定 0:Im 
= 尹 , 则 其 


H(A): = - Dim A Inm( A) 
[| 


称 为 的 坑 . 
定理 6 设 £,7 是 (X,. 才 mm) 的 有 限 分 和解, 则 
le FT-16) = HE 
PEé<ISH OSH DD; 
PHEV DEHE + HD). 
定理 7 对 {XX,. 多 mm) 的 任意 有 有限 分 解 $, 极 限 
lm HCOV TE) = lm HCEV TIEV VT" é) 


= 


存在 ， 
定 党 去 设 为 (,. 名 ,im) 的 一 个 有 报 分 解 ,T; 一 六 为 探测 变换 , 称 极限 
halT,é): = lim LACVT- ) 
为 了 关于 上 的 精 , 而 称 
hlT): = sup| RC TE)] 

为 系统 ( 工 ,. 和 并, 的 度量 丧 { 或 称 测 度 论 坑 ) ,其 中 上 确 内 遍 服 (了 .家 ) 的 一 切 
有 限 分 解 . 

定理 8 设 &,y 是 (X,. 风 ,w) 的 两 个 有 限 分 解 ,T: 一 站 为 保 测 变 换 , 则 

1° hl{T, EV H(A): 

PExnsh tT, Eh TT, 9); 

子 htT, eV I(T, Ee) + htT, 17), 

定理 9 设 ({XX,. 和 Ym, 了 是 离散 ( 半 ) 动 力 系统 , 则 

l? TE) = hn T), ¥ FE NN 

2 车 T 为 可 道 变 换 , 则 

RT RA AT), YkEZ. 

特别 有 CT- = CT). 

设 ! 寿 ; 和 > mm 为 概率 空间 ki: 于 为 保 测 变 换 ( 二 了 ) ， 

证 集合 4,8B 的 对 称 差 汐 4 人 AB: = (#44 A 站 BYUCB ,AN 门 B8). 
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在 . 客 中 引进 等 价 关 系 " ~ “如下: 
4 刺 生 .守则 页 ~ Bom(d 人 BR) =0. 


用 4 , 表 4 所 属 的 等 价 类 ,并 令 . 儿 ;=. 税 /~ . 因 4; ~ BosT- 4 -TI, 故 
六 1; 党 一 用 ' . 访 F(T) 
有 定义 , 且 是 保 测 的 ,此 处 定 文 mm (及 1); = mi(A.). 


定义 上 ”车 存在 映射 p:(. 龟 ,mm 7) 一 (. 容 ,m 1) 满足 下 列 条 件 ; 
bp p 是 单 满 射 ; 
2 gq 与 集合 的 求 补 及 可 数 并 运算 可 交换 ; 
3 mlpt B= mB 2),Y FE 爱 ; 
和 9" 下 1 =Ti y, 
则 称 系统 { A 和 ,mi TD 和 (有 ,matT) 为 (度量 ) 共 二 . 
定理 10 ”度量 丧 是 共 斩 丰 变量 , 即 若 系 统 ( 全 ,和 ,mi TH) 与 (到 二 ,ma 详 ) 
共 轿 , 则 AT) = A (T). 
设 . 名 = 14 42 ,4 是 .多 的 一 个 有 限 子 代数 , 则 
站 .全 := iBIN BAN-… 门 BL1B,= A 或 X\ 由 1 
构成 (于 ,. 采 , m) 的 一 个 有 和 限 分 解 . 记 
Tt = TEA ,TEA ,+ ThA, } , 
(TA VT = TD 门人 TD = 1,2,.., n}. 
定理 11( 科 尔 黄 万 罗 去 - 西 闪 (Kolmogoror-Sinai)) 设 (X,. 才 mm,T) 为 度量 动力 


系统 ,. 名 是 . 罗 的 有 限 子 代数 ,车 在 不 计 等 测 集 的 意义 TV_T.C= 多 则 


hn(T) = hn T, A(B)). 
上 述 定理 提 殿 了 计算 度量 灶 的 方法 . 


4.3.2 拓扑 精 


设 { 工 , d) 为 紧 致 度量 空间 ,fFE CCX, ,a = | 而 1 ,B=1BB1 为 车 的 两 个 开 要 

盖 , 令 
上 VD; = (NBAEa, BEB. 
它 是 站 的 一 个 新 的 开 醋 盖 , 称 为 a 与 8 的 公共 加 细 . 

定义 1 二 若 覆 盖 有 的 每 一 成 员 是 覆盖 o 的 其 一 成 员 的 子 集 , 则 称 有 比 z 精 , 记 
为 ax< 月 ， 

定 必 了 7 瘦 定 开 和 覆盖 a ,可 以 找到 具有 最 小 基数 的 于 覆盖 (任何 一 个 这 样 的 子 
覆盖 都 称 为 极 小 的 ),a 的 极 小 子 覆 盖 的 基数 记 为 N(a}t 由 车 的 时 性 , Nta) 是 有 限 
的 ), 并 令 

H(a): = InN(a) 
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称 为 覆盖 a 的 坑 ， 
对 a=14 记 让 (ao) = (AA) AEal. 
定理 了 2 设 a,8 为 X 的 两 个 开 覆 盖 , 则 
?车 ae<B, 则 NOo) NCD): 
2 车 a <B 则 Nea YB) = NC); 
FP NOV A eaNta) NA), Hoey Ps Hla) + HOUP)': 
人 车 a<B 则 六 a) < (8B); 
PiaNA)= a) YB); 
Ne) Nf "(a)), 若 了 为 满 映 射 , 则 等 号 成 立 . 
定理 雪 对 的 开 更 盖 “ 及 f€ (T,X), 如 下 极限 


lm Vf ‘(a))= lim lm LH(a Vf (a)V NA" ie)) 


存在 并 有 限 . 
定 光 了 驹 设 * 为 工 的 开 材 盖 , 称 极限 
dm nH(V (0)) 
为 f 关 于 a 的 丧 , 而 称 
h() := sup| h(f, a)! 
为 了 的 拓扑 粒 ,其 中 上 确 界 取 裔 《的 一 切 开机 盖 ， 
精兵 户 是 动力 系统 ( 邢 , 甩 的 一 个 数值 参数 , 它 指 示 了 的 点 在 f 作 用 下 混合 的 
快速 程度 . 
令 (au) cn 为 基 的 一 个 开 覆 盖 序 列 , 且 满足 如 下 二 个 条 件 : 
下 
py 对 开 的 性 一 开 覆 盖 衣 ， 存在 on :车 得 <an, 
则 据 拓扑 丧 的 定义 有 RCD) = lim (jf as) . 
对 的 任 一 开 覆 盖 a = 1 上 令 
dla): 三 sup| diam A + 
并 令 L(a) 表 覆盖 a 的 勒 贝 格 数 , 则 易 知 , 设 a,8 为 XX 的 两 个 开 禾 盖 , 若 4d(8) < 
Frfa), 则 =a< 有 ,因而 有 
命题 3 设 (a,) cn 为 蕊 的 一 个 开 李 盖 序列 ,并 且 das 一 0, 则 At) = 
lim h(tf, fn) 
定理 14 拓扑 焙 是 拓扑 共 罗 的 一 个 不 变量 , 亦 妈 着 动力 系统 (XX, 巾 与 CY 2) 
是 拓扑 共 索 的 ,出 (07 = h(g). 
定理 站 ” 设 ( 工 ,月 为 一 动力 系统 , 则 
hfi)= Eh, YkEZ,, 
并 且 , 若 /是 同 胚 , 则 
hfF*) = 1K1*:h(F), ¥Y EELZT, 
推论 1 设计 为 紧 致 度量 空间 ,f, gE€ Co ,1 是 站 共 印 的 , 则 h07) = (8). 
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4.3.3 两 类 精 之 间 的 关系 


定理 16( 古 德 浪 (Goodwyn)) 设 大 为 紧 致 拓扑 空间 ,AE CCM, MM),m 是 看 上 
天 不 变 的 正则 波 莱 尔 概 率 测度 , 则 (7) 二 (1). 

定理 好 ( 古 德 温 ) 设 厂 为 紧 致 拓扑 空间 ,ffE€ CCX, 下 ), 则 (= 
sup| hm(/7) ,其 中 上 确 界 取 澳 互 上 所 及 不 变 概 率 测度 . 


动力 系统 {( 工 , 亡 的 非 诉 荔 集 口 = 总 (月 是 紧 臻 的 上 不 变 集 ,从 而 可 以 考虑 动力 
系统 (人 ,AT 

定理 克 ”动力 系统 (二 , 亡 的 拍 扑 丧 在 如 上 达到 , 亦 即 所 六 = h(n). 

定理 1( 鲍 思 (Bowen)) 设 革 为 紧 致 微分 流 形 ,PE DE*( 天 ), 生 满足 公理 4， 
邻 商人 (站; = # Fixt 7), 则 


hf} = lim sup 一 nN 


$5 混沌 动力 学 


5.1 基本 概念 


5.1.1 混沌 的 定义 


混沌 动力 学 是 动力 系统 理论 中 一 个 快速 发 展 的 领域 , 它 的 边界 并 未 清楚 界定 ， 
其 至 关于 * 混 钝 "一 启 至 今 也 设 有 一 个 公认 的 定 尽 .这 里 只 了 能 对 若干 概念 和 结果 作 
一 慨 初 步 的 介绍 .为 了 简单 起 见 , 主 要 以 离散 ( 半 ) 动 力 系 统 (X, 让 为 模型 进行 .处 
是 一 度 八 空间 或 C" 流 形 (7 庆 1) ,7E Homeo( 或 FE CT 或 ED T) 
(或 FE CT) 它们 分 别 构成 离散 动力 ( 半 动 力 }) 系 统 .内 CC" 流 形 也 有 度量 ,所 
以 有 的 概念 就 对 度量 空间 ( 钱 ,d) 来 搬 述 ,d 表 XX 上 的 度量 . 

定义 和 设 ( 针 , 放 为 ( 半 } 动 力 系统 .CX 为 1 不 变 紧 集 .车 存在 。 >0, 使 得 对 
任意 xEA 和 x 的 任 一 邻 域 ATx) ,存在 x' EATx) 以 及 nEN, 使 得 d(x )， 
"(x >e 则 称 { 半 ?动力 系统 的 轨道 敏感 依赖 于 不 变 集 A 

了 的 周期 点 羽 及 f 在 一 个 集合 上 是 拓扑 待 递 的 概念 前 面 已 经 定 久 过. 下面 是 一 
个 得 到 广泛 承认 的 Devaney 的 混沌 定义 

定名 2 设 (X, 用 为 ( 半 ) 动 力 系 统 ,ACX 为 上 不 变 紧 集 . 若 满 足 如 下 条 件 : 

1* 系统 的 轨道 笋 感 依 赖 于 4 ,也 称 为 了 敏感 依赖 于 初 值 xc A; 

2 /在 4 上 是 拓扑 传递 的 ; 

3 了 的 周期 点 稠密 于 4 ， 
则 此 动力 系统 称 为 在 A 上 是 混沌 的 . 
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定义 3 设 (, 门 为 ( 半 ) 动 力 系 统 , 若 存在 v>0, 使 得 对 任意 x ,x 区 ,| 关 
x2, 必 存在 nN, 使 得 d(x ,Ptxzah)>bub 则 称 了 在 Y 上 是 扩展 的 . 
定 习 4 设 (于 ,六 为 ( 半 )? 动 力 系统 , 若 存 在 m 总 Z, {包括 可 能 闫 = 咏 , 使 得 产 
x) EPer( 由, 则 点 xE 称 为 最 终 以 m 为 周期 {或 称 上 为 终于 周期 点 ), 的 终于 局 
期 点 的 集合 记 为 三 Per. 门 ,而 0rby(x) 称 为 终于 周期 轨道 ,显然 有 


Per(/) C EPer( f) = UF "(Per( f)). 


定义 设 形 为 光滑 整 曼 流 形 ,FE C"'(M, 时 )p€ 出 为 的 双 曲 周期 点 ,车 
Tf") :TM 一 ToM 对 应 的 分 解 T= 严 田 民 中 ,中 =0,. 则 称 p 为 吸引 周期 点 ;车 
忆 =0, 则 称 p 为 排斥 周期 点 . 


5.1.2 施 瓦 访 于 数 
设 1 ,JCR 均 为 区 间 ,f: 一 六 点 GE 处 太 的 施 瓦 兹 [Sehwarz} 导数 SY(x) 定 义 


站 (FT 
(x) = 7S -2 ) 

且 在 了 的 临界 点 处 , 值 w 是 容许 的 ， 

命题 1 设 P(zr) 为 多 项 式 , 若 户 (x) 具 相 异 实 根 , 则 s(P) <0. 

命题 2 设 Si<0,3559<0, 则 StFfg) <0. 

由 此 命题 知 , 若 季 <0, 则 对 任意 nE N, 有 SCP)<0, 因 而 性 质 S$<0, 对 由 
决定 的 半 动 力 系统 { 设 上 述 7= JcR) 具 有 惊人 的 合 义 . 

定理 1 设 字 < 人 Sr)= -ww 是 容许 的 ), 设 有 nn 个 临界 点 , 则 半 动 力 系 统 
(中 ,了 至 多 有 n+2 个 吸引 周期 点 . 

实际 上 , 施 瓦 花 导数 原来 是 对 复 解析 函数 定 习 的 , 它 在 复 分 析 中 有 重要 作用 . 


5.1.3 符号 动力 学 


对 于 很 多 { 半 } 动 力 系 统 的 复杂 的 动力 学 情 访 符号 模型 是 它 的 粗 粒 化 模型 , 它 
以 尽 可 能 简单 的 方法 刻 划 了 原 系统 的 动力 学 情态 ,所 以 符号 动力 学 是 一 个 很 有 用 
的 工具 . 

定 文 寿 集 癌 SED; = 10,1,…, 太 ~ 1|, 赋 以 离散 拓扑 .此 拓扑 空间 可 度量 比 ; 
对 任意 ,bE SCN) , 定 头 距离 为 

0， 若 a= 书 ; 
Ste,b)= 车 a$$， 
可 列 个 这 样 的 St) 乘积 


SN = [LS，S3= SCNY) 
或 
5* (N) = [SS，3 = SCN) 
下 
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称 为 符号 空间 ,其 元 素 分 别 为 双边 符号 序列 
Co + 
或 单 边 符号 序列 
( S03 $1: Sos"**). 
二 A ,+N 分 别称 为 双边 符号 空间 与 单 边 符号 空间 . 此 二 积 空间 可 并 量 化 如 
下 : 


st - st E ZON): 


及 
ds,0: = De st€ B+ (N). 


SAW) 称 为 (NN) 与 王 * (N) 的 状态 空间 . 

定义 了 { 左 ) 称 位 觅 射 5:3(N)->2(N)( 或 5:12+CN) 了 *(N)) 定 义 为 ,对 
sE SN)( 或 EECION)) (el SD) = 54. 则 (SCN),o) 为 一 动力 系统 ,(3* (CN)， 
0) 为 一 半 动 力 系 统 ,o 称 为 怕 如 利 (Bemoulli) 拓 扑 称 位 . 

命题 3 ZCN) 和 种 * (NN) 为 紧 致 豪 斯 宪 夫 (Havusdor0) 空 伺 , 它 们 也 是 度量 空间 
(SCN), dd) 或 (E+(N), d). 

命题 4 符 导 空间 BCN) (E+(N)) 是 紧 致 的 ,完全 的 ,完全 不 连通 的 ,从 曾 它 
们 同 昨 于 康 托 尔 (CCantor) 集 . 

命题 5 动力 系统 (FCN) ,a) 儿 半 动 力 系 统 (* CN),o)) 具 有 性 质 ， 

Po 的 周期 点 在 CMO(E + (CN)) 中 秽 密 ; 

Yo 有 一 条 轨道 在 2(N)(CZE*+ (NN)) 中 稠密 ; 

ga 在 ZCN}(E* CN)) 中 是 拓扑 传递 的 . 

定 尺 9 设 开 为 拓扑 空间 ,AT 天 为 同 胚 或 连续 映射 ,4C 荆 是 /一 不 变 集 ， 
若 存在 同 胚 hi: zw 一 4( 这 里 Bw 按 情况 取 为 前 述 3 8) 或 工 11m)), 使 得 户 庆 = 大， 
o ;如 有 以 下 交换 图 (图 5-10 ,网 称 4 为 系统 上 的 移 位 不 变 集 . 


Ey Ey 


I 
* + 4 
图 5-1 
下 面 构造 一 个 半 动 力 系 统 具 有 物 位 不 变 和 集 , 它 可 以 计 为 体现 了 期 梅 尔 " 翅 蹄 ” 
模型 的 基本 点 ， 
设 映 射 


ff: RR, n> -322+ 二 ， 


它 将 区 间 J=[ - 1,1] 拉 长 ( 拉 长 倍数 > 轨 , 热 后 折 查 覆盖 于 /之 上 ,首先 广 区 万 = 
UoU i 表示 线段 ,Ui 的 无 交 并 .它们 的 长 度 均 小 于 了 的 长 度 的 一 半 


LANLAESEANES! 
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且 f00D)=AD0D= J toU 本 .在 U0, 5 中 又 各 舍 扎 不 相交 的 于 线段 Um, Un 和 和 
Uo, Un ;使 得 
AUm= Uo, AUD=0, AUnD= Ut, AAU)= 0, 
并 且 
Wyl< 广 Ol< (j=0,1). 
一 般 , 对 任意 上 EE, 定义 
Ui 机 门生 下 区 让 全 生产 < UV ), 

其 中 ms ,5 全 10,1| = ${2). 

引 理 4 上 stk 宕 1) 满 中 


Pf Us es) = Use 


os 
2 Us < 2 
对 于 s= (ie 念 
U0):= Af A = A Uns 
引 理 2 上 述 DU(s) 满 足 
1 大 区 = Eee 
六 # UCs) =1, 即 以 ss) 是 单 点 集 . 
再 记 
成 :三 Ea 三 Fs), 
A (D) A ) 


定理 2 觅 射 / 在 不 变 集 4 上 是 结构 稳定 的 . 


5.2 ”一 维 动力 系统 


5.2.1 直线 自 映 射 


设 f; rR 为 连续 映射 ,TCR 为 区 间 { 容 许 1= RR 的 情形 )， 
将 全 体 自然 数 排 成 如 下 序列 : 

3 

3x2,5x2,7x2,., (2m+ 1 x 2,: 

xP SE,TxE,., {m+ 1 x, 


‘2,1, 

并 用 符号 快 表 上 述 序列 中 从 前 到 后 的 序 关 条 ,例如 7<3x2<5x 人 <2 等 等 . 
定 久 9 本 按 上 壕 方 式 排 成 的 顺序 称 为 沙 科 夫 斯 基 [Sarkovekii) 序 . 
定理 其 沙 科 夫 斯 基 ) 设 六 三 玫 连续 , 若 严 ET 六 ,于 由 本 ms 则 nETON. 
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由 于 “37“ 排 在 沙 科 夫 斯 基 序 之 首 ,所 以 , 若 3E 袜 方 , 则 一 切 自然 数 =ETCP) , 即 
若 上 有 3 周期 点 , 则 有 一 切 周 期 的 周期 点 . 

定理 4( 李 天 岩 -Yore) 令 fCR 为 一 区 间 , 关 1 7 为 连续 自 有 映射 . 若 存 在 点 
xm 所 天 它 的 最 初 三 次 迭代 给 出 zx: = xo0) ,x= 所 人 x0)) ,= 所 f(x0))) ,而 这 
些 点 满足 

好 生动 二 2 人 > 1> 
{ 易 知 , 若 了 存在 一 条 周期 3 轨道 , 则 上 述 二 串 不 等 式 必 有 - - 串 成 立 ) , 则 

对 任意 jEN,f 中 总 存在 一 条 局 期 £ 轨道 ; 

> 1 中 存在 一 个 不 可 数 集合 Sc1, 它 不 包 合 周期 点 ,而 且 满 足以 下 条 件 : 

对 5 中 pg 的 任意 二 点 ， 

lim supl f"{ p) -站 (go!>0, 

lim in fp)- f(a)1=0, 
对 S$ 中 每 个 4 点 和 1 3 中 周期 点 ,有 

lim supt f° (p) -f(g > 站 

定理 4 结论 ?是 定理 3 的 特例 ,但 定理 4 结论 习 被 认为 刻 划 了 李 -Yorke 意义 下 
的 混沌 . 

一 维 肌 射 的 一 个 模型 是 二 次 映射 如 :RR, (x): = Partfl-x) .这 是 混沌 动 
力学 的 一 个 基本 模型 ,以 下 奴 列 举 几 个 简单 性 质 . 存 在 子 集 ACTY= [0,1] , 它 是 吕 
的 不 变 子 集 . 

定理 5 对 请 >4,4 是 康 托 尔 (Cantor) 集 ， 

定理 6 设 所 (x) = jpx(l1-*), 其 中 >2+42, 则 

le ## Per 所) =2”, 其 中 Per,( 让) 表示 总 的 n 周期 点 集 ; 

之 号 ,在 4 中 有 一 稠密 轨道 . 

命题 6 当 关 >2+Y5 时 ,一 次 映射 已 ,在 4 上 是 混沌 的 . 

命题 7 当 j>4 时 ,二 次 股 射 疡 在 区 间 F= [0,1] 上 是 混沌 的 . 

定理 7 当 yg>2+5, 二 次 映射 下 ,是 局 结构 稳定 的 . 

命题 8 对 所 (x) = pn{l -x),F,:RR, 则 

le F, 有 不 动 点 0sp = 芋 二 

着 >1, 则 Ox p<l; 

PP 若 jz>1, 则 x<0 或 x>1 有 Fr(x)* -加 (Cn 一 的 时 )， 

由 上 知 ,的 有 趣 的 动力 情态 出 现在 区 间 7= [0, 昌 中 . 

命题 3 设 1<A<3, 贴 

FF 户 有 限 引 不 动 点 记 , 排 斥 不 动 点 0; 

RD = 所 (1)=0, 且 当 0<x<1 时 ,有 

Jim Folx) = py- 


因此 当 #<3 时 ,只 .的 动力 学 是 完全 清楚 的 ,并 且 不 太 复 杂 . 由 上 述 命题 6 与 
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命题 7 知 , 当 p>2+Y5 时 ,所 ,在 ACf 上 混沌 ,而 当 jy>4 时 ,所 ,在 整个 :上 混沌 . 
由 于 Devany 的 混沌 定义 要 求 出 现 无 穷 稳 个 周期 点 ,再 由 沙 科 去 斯 基 定 理 及 上 面 定 
理 6 知 必须 首先 出 现 所 有 周期 为 24*EZ; ) 型 的 周期 点 . 故 当 考察 扩 , 随 着 # 的 增 
加 通 向 混沌 时 , 6, 必须 出 现 一 系列 的 售 周期 分 歧 . 以 下 结果 可 以 用 于 刻 划 线段 连 
总 自 映 射 f: 1->7 的 周期 集 T( 放 何 时 仅 售 2 的 方 短 , 何 时 含有 非 2 的 方 秋 ,hk( 有 ) 表 / 
的 拓 盾 灶 . 

命题 加 ”对 半 动 力 系统 (7, 站 ,有 ht) = h(flpetp). 

定理 8 设 / 为 线段 连续 自 映 射 ( 即 ( 了 ,让 为 半 动 力 系统 ) ,车 2*pE TI 站 ,p>1] 
为 奇数 , 则 


hf) 75InA,, 


其 中 %, 为 多 项 式 癌 -2 -1 的 最 大 实 零 点 . 
推论 1 车 T(A) 含 非 2 的 方 材 , 刻 h(f) >0. 
定理 9 设 / 为 线段 连续 自 映射 ,T( 有 中 的 元 束 全 为 2 的 方 桥 , 则 此 六 =0. 
定理 8,9 说明 拓 扑 糖 (有) 为 零 与 天 ,区 分 了 这 两 类 周期 点 的 周期 性 质 不 同 的 
映射 . 


5.2.2 固 周 的 自 映 笑 


由 于 连通 的 1 维 微 分 流 形 或 者 微分 同 有 旺 于 岗 5' ,或 者 微分 同 腑 于 区 间 CR. 

讨论 了 区 亲自 摧 射 之 后 ,来 讨论 8 上 的 自 映 射 . 令 
Tr:R—S!, te 
为 S' 上 的 复 委 映射 , 设 f: S51 一 外 ,下 ; 民 * 民 ,车 成 立 x* 下 = x , 则 下 为 f 的 一 个 提 
升 (映射 ). 由 拓扑 学 知 的 提升 六 是 存在 的 , 若 指 定 了 下 在 一 点 的 值 , 则 提升 下 还 
是 唯一 的 .车 f: Si 一 Si 为 保 向 的 自 同 且 , 则 可 提升 为 严格 递增 的 连续 明 数 ;RR 
一 RR, 满足: 
Ftxt+l)- F(x)=1, WxEeR., 

上 上述 条 件 等 价 于 下- 证 是 周期 为 1 的 连续 肌 射 . 

定理 0 设 六 5 一 3 为 保 向 网 且 ,” 为 其 任 一 提升 ,x€ER, 则 极限 

tim 下 "一生 Bm Fx) 
Ci 十 加 nn 中 二 只 nn 

存在 , 且 与 * 无 美 , 记 为 p(F), 若 所 = Ft ,ET 风 p(F)=p(F)}+1. 

定 穴 吉 对 了 的 任何 提升 F,f 的 旋转 数 p( 详 定义 为 p(F) 的 小 数 部 分 , 包 
Bf 门 是 [0,1) 中 唯一 的 一 个 数 ,使 得 pt F) - pt 站 Ez， 

命题 1 旋转 数 是 保 向 拓扑 共 辐 不 变量 , 即 若 ,f,g8 ,上 :31 一 5! 均 为 保 向 同 胚 ， 
县 :f= gh, 则 

中 六 = 下 本) 

命题 卫 设 六 Si 中 为 保 向 拆 分 同 胚 . 令 >0. 存 在 86>0, 使 得 ,车 g; 5 一 

S( 是 一 个 -8 逼近 于 了 的 微分 同 胜 , 则 
Lp 站 -plg)l <e. 
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命题 茹 ” 当 且 仅 当 Per 六 = 人 四 ( 即 了 没有 周期 点 ) 时 ,六 及 是 无 理 数 ， 

定 光 于 设 f 为 5! 上 保持 定向 的 微分 同 胚 且 p( 认 为 有 理 数 ,而 且 它 所 有 的 周 
期 点 是 双 曲 的 , 称 站 为 $1 上 的 莫 尔 斯 -斯 梅 尔 微分 同 胚 . 

定理 11 SI 上 的 莫 尔 斯 -斯 梅 尔 微分 同 且 是 0'- 结 构 稳 定 的 . 


5.3 ”高 维 动 力 系统 


5,3.1 球面 的 代 教 自 同 构 


在 阿 诺 索 去 系统 那 部 分 介绍 过 由 类 阵 4E SLC2,Z 在 环 面 天: = 形 / 玉 上 诱导 
的 微分 同 胚 上 映射 一 一 环 面 的 代数 自 同 构 彤 :下 一 天 

定理 也 环 面 双 赐 自 同 构 /1 的 横 截 同 宿 点 在 于 中 移 密 ， 

定理 13 设 有 fi 为 人 上 的 环 面 双 曲 自 同 构 , 则 

1° Per 用 ) 在 下 中 稠密 ; 

2 所 是 所 扑 传 递 的 ; 

了 刻 对 初始 值 有 考 感 依赖 性 ， 
所 以 户 在 人 上 (在 Devaney 意义 下 ) 是 混 渍 的 . 

定理 14 环 面 双 曲 自 同 构 有 :TT 一 人 是 C! 结构 稳定 的 . 


5.3.2 吸引 子 ,村 -Yorke 定理 高 维 版 本 


设 癌 ECTR' ,RM)(rs1), 且 由 

向 量 场 x=/x) ,xER", 

里 庙 上 | 六 (和 下 
分 别 定 六 了 R" 上 的 连续 ( 半 ) 流 za) 与 高 藤 ( 半 ) 流 六 (<). 

定 必 了 全 若 4 是 对 应 系统 的 不 可 分 解 的 闭 不 变 子 集 , 且 具有 如 下 人 性质: 给 定 
<>0, 在 4 的 t 分 域内 存在 一 个 有 井 见 格 正 测度 的 集 盯 ,使 得 对 xE UU,w(r}CA，, 
并 且 x 的 正 半 雪 (Ohb; (x) 或 Orbit (xz)) 仿 于 了 中 , 则 闭 集 4CR"* 称 为 多 或 Y 的 吸 
引子 .一 个 吸引 子 如 果 是 混沌 的 , 则 称 为 奇怪 吸引 子 . 

由 于 混 征 并 无 公认 的 定 内 ,所 以 关于 麻 怪 吸引 子 的 定义 中 的 混沌 条 件 ,不 同 的 
作者 也 用 别 的 条 件 代 替 , 如 jp 它 包 含 一 个 模 截 同 宿 轨 道 ; 它 是 一 个 分 形 ( 虽 然 分 
形 也 没有 公认 的 统一 定义 ) 等 等 . 

考察 连 针 有 映射 f; XrR", 革 (4)= A 有 FCDNFAA)=@B ,le<i<cj<, 则 
子 集 4C 称 为 上 周期 的 . 

李 -Yorke 定理 有 如 下 的 高 维 版 本 ( 它 是 这 一 定理 的 许 几 高 维 版 本 之 一 ). 

定理 15(Diamond) 设 和 CR,f:X 一 R" 连续 , 设 存在 非 空 紧 集 上 CX，, 满 足 条 
件 : 

G KUARCAIOR CK: 
© KNMNAK)=0. 
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则 
{1) 对 每 个 n 科 晤 , 大 中 有 一 个 上 夺 期 的 集合 ; 
{2)X 中 有 一 个 不 可 数 集合 8, 它 不 包含 枉 何 一 个 局 期 的 集合 ,并 且 满 足 : 
PAS)ICS; 
>? 对 于 5 中 不 同 的 点 p,g 有 


lim sop (py -Frt a) >0; 
3 对 于 5 中 每 一 点 g 以 及 一 个 周期 集合 PcCX,P 中 所 有 点 p 有 


lim sup prip) -Cg) 1 >0. 

从 土 述 定理 的 结论 可 以 看 出 ,本 定理 的 混沌 是 模仿 李 - Yorke 意义 的 混沌 . 

介绍 李 -Yorke 定理 的 另 一 个 高 维 版 本 . 

定义 二 设 rl*Azr),zERe 决定 一 个 R* 上 的 离散 ( 半 ) 动 力 系 统 ,x" 拓 下" 
是 一 个 不 稳定 的 不 动 点 , 百 (x#*):= lzERIx-w* 1 srh 且 对 任意 re 
8.(x* ), 雅 可 比 DF(x) 的 所 有 本 征 值 在 欧 几 里 德 范 数 下 大 于 1, 则 点 x" SR" 称 为 
B(x" ) 中 了 的 扩张 不 动 点 . 

定义 14 设 ** 是 对 其 个 的 如 (xz ) 中 了 的 一 个 扩张 不 动 点 , 若 存 在 点 xoE€ 
B(x ), xox' ,日 对 基 nmEN,P(ro)=xr*, 目 detDF ze)zx0, 则 Y" 称 为 是 了 的 
一 个 快速 恢复 排斥 极 . 

定理 6(Maroto) 车 ff 有 一 个 快速 焦 复 排斥 极 , 则 决定 的 ( 半 ) 动 力 系 统 是 
混 症 的 . 

这 里 混沌 的 意义 基 本 同 于 定理 15. 

定理 46 的 真正 优点 在 于 只 要 动力 系统 模型 f 是 数值 化 的 , 它 的 得 件 可 以 用 数 
值 方法 来 判定 . 


5.3.3 KAM 定理 


考虑 具有 个 自由 度 的 哈密 顿 系 统 , 哈 密 顿 函数 H= 所 了 人 = 人， 下 
二 ) 为 作用 量 ,9p = (pi 位 ,各 ) 为 角 变 量 . 

最 简单 的 哈密 顿 系统 为 可 积 系 统 . 此 时 .2n 维 相 空 间 分 层 为 一 族 a 准 不 变 环 
面 , 在 每 个 环 面 上 系统 的 运动 是 拟 周 期 运动 .此 时 的 哈密 顿 肖 数 只 依赖 于 作用 量 六 
= 乒 ( 门 ,运动 方程 为 

7 = 10， P= wD), 

它 有 解 7(2) = 1(0) ,gq(1) = ox + 9%(0), 拟 周期 运动 的 频率 出 wl 站) 决定 . 

KANMCKolmogorov-Amold-Moser) 理 论 考虑 近 可 积 了 哈密 顿 杀 统 的 性 态 . 

对 拟 局 期 运动 的 频率 一 一 亦 称 旋转 向 量 os = (wez,…，,wn) 进 行 分 类 : 

〔 切 满足 委 番 图 [Diophantine) 条 件 ”存在 D(w) >0, 使 对 任意 下 = (hi, 局，…， 
大 和 Zr 0 有 


[kw) 1=1 bw Dw) Lk 1T7， 
i=l 
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其 中 =] 了 | 车 … 十 [Exe>nol1; 

{2) 满足 共振 条 件 ” 存 在 k€ Zz" 10} ,使 得 

《二 

(3) 刘 维 尔 条 件 ”不 满足 以 上 两 条 件 者 . 

命题 14 在 上 维 咸 几 里 德 空 间 R" 中 ,几乎 所 有 向 量 2 二 (wr m2 cn ) EE 
Rr" 均 满 足 对 看 图 条 件 . 

考察 一 近 可 积 险 密 顿 杀 统 ,其 哈密 顿 隆 数 为 

HiT, = MD + Poll, yp), 
Po( 门 注 足 科 和 尔 莫 芝 轴 去 非 退 化 条 件 : 
det Sy) 关 改 . 

Po 充分 小 . 当 系 统 不 会 不 可 积 扰动 , 即 P= 站 时 系统 可 积 , 它 的 解 为 


1D = 1(0),9(4) = p(0) + (De. 
由 于 9 为 角 变 量 , 相 空 间 被 分 层 为 -入 不 变 环 面 /= const, 在 每 -- 环 面 上 哈密 顿 相 


流 是 拟 周期 的 ,频率 w = 下 . 当 扰 动 Po 存在 ,有 一 般 不 可 积 , 则 有 

定理 17( 经 典 KAM 定理 ) 设 附 密 顿 系统 HCT,g) = No( 门 + Po( 了, 罗 ) 满 足 如 
下 条 件 ; 

pz 有 (79 在 区 间 3 上 实 解析 ; 

Eo: lImypl st, lf- 加 | 二 6i 
2 科 尔 葛 龙 罗 夫 非 退化 性 ; 
了 满足 丢 香 图 条 忻 : 
| | 站 1IKIT2， YEEZ' 10), 
对 任意 * >0, 存 在 d= 直 E ,ae > 人 若 在 2 内 pol<d 则 方程 
go= j= | 
=3, i=- 


所 定义 的 哈密 顿 流 具 有 " 维 不 变 环 面 
f= + T(E), p= 人 +PD), 


其 中 了 与 @ 是 在 复 域 IImg1< 二 上 周期 为 2x 的 实 解析 年数 .此 不 变 环 面 上 的 流 
可 表 为 
= Go+ Fs, 


并 且 , 这 样 的 不 变 环 面 充 分 接近 于 原 可 积 系统 的 相应 不 变 环 笨 ， 
1 大 + 本 [< 5 


hn 
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引 襄 


渐 近 分 析 是 数学 分 析 中 一 个 重要 分 支 , 而 大 参数 积分 的 渐 近 方法 , 则 是 新 近 分 
析 理 论 中 的 重要 内 容积 工具 ,因此 ,对 它 的 研究 有 着 重要 的 理论 和 实际 意义 . 虽 玖 
关于 大 参数 的 渐 近 方法 , 早 在 170 年 前 拉 普 拉 斯 (Laplace) 就 提出 一 个 经 典 性 定理 
和 方法 .但 直到 最 近 ,由 于 现代 科学 技术 以 及 让 用 数学 的 发 展 和 刺激 ,关于 大 参数 
扩 直 统 太 好“ 广 污 站 本 于， ,尤其 是 对 大 参数 积分 以 及 激烈 振荡 函数 积分 的 研究 , 依 
然 特 续 不 断 

本 简 尽 可 能 对 崭 近 分 析 的 基 检 理论 及 应 用 作 详 细 的 论述 .特别 是 对 大 参数 积 
分 的 渐 近 理论 和 方法 作 系统 讨论 .希望 它 有 助 于 科技 工作 者 的 司 用 . 


1 渐 近 分 析 中 的 基本 概念 


1.1 0 关系 和 记号 


设 扩 *} 和 zfz) 是 实数 集合 革 寺 的 函数 ,e 是 的 极限 点 (ec 可 以 是 + 各 或 
一 %), 若 .| 区 是 有 界 的 , 则 记 放 x) = 如 pxz) (yz ec,x 


0 出 当 | 入 呈 | 在 x 有 i.) = olgColtsE 加 
例 1 设 丰 =(-o ,+ 的 ) 风 有 
2 人 【XeE)， 
eT 二 Ol) {w+ mr 
lL- coax = Ox (x—0,xE 在 ), 
anx= Ol YE X). 
例 2 设 工 =(0.+ mm), 则 有 


= O{1) {r+ 的 ,XE 小 )， 


ix = OC(x2) (A 
= 和) 
= 人 (rE XX). 
下 文中 用 = Oo 表示 fx) = Oigptx)1. 吕 关系 有 如下 运算 性 质 ; 
车 f= Of(gp) (xr-re,xEX), 且 a>0, 则 有 
LA = OP) 《Xe YE) 
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z 若 上 =- 0(g)(zreszE X), 且 a 是 常数 , 则 >)of = 00>) 161 
人 Xe 人 
车 f= O00p(xre,x 所 名, 则 有 
TI = = om (xs -> ex EE X): 
+ 车 f= Olp),p= O(p) (ee, x 守 针 ), 则 有 
了 = OP (xre,x 人 CX). 

机 3 设 克 = (0,w) ,出 有 有 

Or) + Ox = Ox (x0,xEX), 

Ox) + Or) = Or) (zm+ ,rE TH), 

ep = e0(z 【Y 一 = 二 加 ,多 和 素 )， 
若 存 在 正常 数 村 ,mm 使 得 当 xEX 目 x-*c 时 ,有 m1 从 的 1 玫 , 则 说 0 关系 


Ax) = 0( g(x)) (x 一 c,xE€ 站) 是 最 佳 的 ,有 时 也 说 所 xz) 是 噶 渐 近 于 p(x) , 记 作 
fx) 蝶 p(x) (we, rEX). 
例 4 记 和 =(-wm,+%w), 风 有 
2x + xsinz 环 x {x + %,#EX), 
(er ef) 开 (r+ oz 拓 ) 


1.2 。 关系 和 记号 


若 zE 三 昌 * 一 < 时 ,及 的 一 0, 刚 记 


fx}= op(xr)) (yrerxrEX). 
例 5 设立 是 实数 集合 ,*=0 是 二 的 极限 点 , 则 
1 -~ coex= ox) (x—0,xEX}: 


l=o(x) (x>0,xEX); 
si w= or) (Cx,x 人 EE). 
若 X 是 复数 集合 ,/(*) = olp(*)) 定 义 中 则 要 求 极限 lim 人 的 = 0 关于 
asfxce X 是 一 致 的 ， 
例 6 设 X= ix | argzi 关 二 -3,0<f<-2|, 则 有 
-=0l1l) (xz 的 ,和 于 )， 
应 当 指 出 , 若 取 革 =1x |‖agxl < 也 上 |, 则 上 述 o 关系 并 不 正 懈 ,因为 此 极限 关系 对 
于 argx 在 内 不 一 臻 成立. 


t 渐 近 分 析 中 的 基本 概念 + 3763 : 


明显 地 ,车 f= ol p(x 一 c,xE), 则 有 = Olp)(x 一 c,x 毛 半 ), 但 其 逆 不 真 . 
5 关系 除了 具有 类 似 于 0 关系 所 列 的 运算 性 盾 外 , 它 和 0 关系 还 有 如 下 性 
质 : 
Otolp)) = oto pm)) = om) {xe, rE 和 XA): 
Ol(p)+ olp}= Op) 《YY 
加 (区 of 六 =) (x—re, xEX). 


1.3 斯 近 等 价 关 系 和 记号 


设 放 x) 和 p(x) 是 实数 集合 天上 的 函数 ,c 是 XX 的 极限 点 .车 x 后 关 且 x->c, 有 


入 可 一 1, 则 说 /x) 渐 近 等 价 于 g(x) 或 说 f(x) 浙 近 于 p(x), 记 作 f(x)-=p(x) 
(x—rc, EY). 
例 7 设立 是 实数 集合 ,*=0 是 它 的 极限 点 , 则 有 
sinx ~ (CX, x YY), 
IT + x) ~ 【人 


el~-ix {xr0,xET), 
1- cosx ~ 十字 (r,t 页 )， 
例 8 设立 =(0,m), 则 有 


+ 《Ye 十 区 ,和 仁 下 )， 


shz ~ 二 er fx 一 二 加,Y 王 和) 


nl ~ WAAR n+ EE) 
源 近 关系 f(x) ~ p(x)(x-re,* 蕊 六) 实质 上 是 f(x)= p(x)+ ol(p(x)) 
(x 一 c,x 人 三 下 ) ,这 种 表示 法 是 方便 的 . 
若 工 是 复数 集合 , 则 等 价 关 系 同 样 要求 其 极限 关于 urgxfxE 1 是 一 致 成 立 
的 . 


1.4 渐 近 等 价 关 系 和 阶 关 系 的 积分 和 微分 


渐 近 等 价 关系 和 阶 关系 在 积分 收 襄 的 条 件 下 ,可 以 分 别 积分 而 得 到 新 的 渐 近 
等 价 关系 和 阶 关 系 . 

定理 1 设 X={a,c),Ax),plx) 在 汪 内 可 积 , 若 x)= 人 Ye 
EX), 则 有 


[wa = of| i otx) 1 de) (x ec,x 人) 
车 fix) ~ p(x)(xe,x 著 ), 则 有 
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fva ~ | pda (GessEN). 


例 9 设 A(x) 在 区 间 #=(a,+ 名 ) 内 可 积 , 且 fx) ~ x(x 一 + ,x 全 下 ), 其 
中 v 是 实数 或 复数 , 则 


Pear ~ (x rE ,Rev<-l1} 
和 
常数 (Rev< -1)， 
[oa 
和 (Rev> — 1). 
这 些 关 系 可 以 推广 到 四 积分 . 


对 于 渐 近 等 价 关 系 和 阶 关 系 , 仅 当 具有 茶 些 特殊 条 件 时 ,才能 和 通过 分 别 微分 而 
得 到 新 的 浙 近 等 价 关系 和 阶 关系 .比如 有 

定理 2 设 f 所 :) 在 居 形 域 5 内 对 充分 大 1zl 是 解析 的 ,由 f(z) = 0(#)(s 王 史 ， 
z 扎 $5). 其 中 4 是 固定 的 实数 , 则 有 Cz) = Dzzeo,zES3), 其 中 了 是 真 
含 于 5 内 部 且 与 3 具 有 相同 项 点 的 任何 种 形 域 . 

应 当 指 出 ,上 述 结 果 中 的 0Q 记 导 改 为 。 记 号 仍 和 然 是 成 立 的 


1.5 渐 近 序列 


设 19,fx) 是 点 桌 导 上 有 限 个 或 无 限 个 亢 数 序列 , 若 对 每 个 有 和 人物 Cs) = 
of (YeyyE XA), 则 说 当 x->c 时 ,| p(x)1 是 一 个 渐 近 序列 . 

车 1 wl x} 是 点 集 荆 上 的 无 四 序列 , 且 和 fx) = ol g(x))(x-=c,x 忆 页 ) 关 
于 5 一 至 成 立 , 则 说 当 x 一 ec 时 ,|p,tx 汗 是 关于 = 一 致 的 曾 近 序列 . 

例 即 设 是 实数 集合 ,如 下 函 教 序列 是 渐 近 序列 ; 

le fxr—e)*) 【xz 

Px 

[x 其 中 是 严格 增加 的 实数 列 ， 

4 和 |xze x= 二 各 ,x 所 于 ) ,其 中 ,是 严 梧 增 加 的 实数 列 ， 

例 11 记 久 = TxlOcixl < + 四 ,iamgx1s -全 |， 
则 如 下 函数 列 是 渐 近 序列 ， 

le xl (r,t 3), 其 中 ReXhs ,1> ReAn( n= ,2 ); 

2 1e-my al (zx >o, 中 是 任 意 复 数 而 > 00; 


这 Tn 
7 (5) ,其 中 3> - 怠 ， 


渐 近 序列 有 如 下 性 质 : 
1 渐 近 序列 的 任何 子 序 列 也 是 浙 近 序列 ; 


1 源 近 分 析 中 的 基本 概念 + 3765S ， 


2 当 x-c 时 ,| gp | 是 浙 近 序列 且 a >0, 则 当 * 一 c 时 ,111 也 是 近 序列 ; 

3 当 x-=c 时 ,| p| ,11 都 是 浙 近 序列 (车 它们 都 是 存 限 列 , 要 求 个 数 检 间 )， 
则 当 x 一 ce 时 ,和 ps! 也 是 新 近 序 列 ; 

和 设 对 每 个 , 当 x-=c 时 , gp 或 南 , 车 1 gq) 是 新 近 序 列 , 则 1 yg! 也 是 浙 近 序 
列 ; 

FP 设 当 x 一 c 时 ,| g(x, y)1 是 关于 yEta,8) 的 一 禾 壮 近 序 列 , 又 设 积分 


B(x) = | g(x,7) 1dy 存在 , 则 当 x->c 时 ,1 (x)1 是 渐 近 序列 ; 
印 设 = (a,c), 当 w-rc 时 fp,(x)| 是 浙 近 序列 ,又 设 积 分 名 (x) = 
[18.00) 1 at 存在 , 则 当 x->c 时 ,|。(*)| 也 是 浙 近 序列 


16 淅 近 展开 


设 x 一 ce 时 ,|p,(x) 是 关于 的 一 玛 渐 近 序 列 , 即 yp ,x) = ot p(s) xe， 
x 马 丰 ) 关 于 n 一致 成 立 .车 Ax) 和 f(x)(s=0,1,…) 是 一 列 已 知 沙 数 , 合 得 对 每 个 
正 整 数 n 有 


Ax) = Sp + OC(p(4)) (x esrE 用 ， 
则 说 形式 级 数 (x) 是 x) 关于 渐 近 序列 19,j 的 渐 近 展开 , 记 作 
fix) ~ Dl) (Jl 1x -= cx EK}. 
特别 取 (x) = asp,(x) , 则 称 形式 级 数 > op) 为 f(x) 的 渐 近 级 数 , 记 作 


x) ~ >op(a(* 一 cze 丰 )， 
从 定 尽 可见: 当 且 仅 当 对 每 个 正 整 数 nn 有 
(4) - Sap,lx) 
dn = lm 
时 , Fx) ~ Pop se 攻 和 天 . 
例 志 设 基 = 人- we， + 加 ), 则 有 


~ SN ig- (x + mx EY), 
n= 


Ti 


~ Sx lr (rrt+ mo,x EX), 
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一 一 ~ DH Dx (x+ooyyE 人 
m=al 


人 讽 13 设 S=1xl0<lxl<+ “lagl < 31(8>0), 则 有 


_， -2 1Ja-txra (fr 


1 + ala 

i - PD lz (x wx € S$). 
从 例 12、 例 13 可见， 渐 近 级 数 并 不 唯 -决定 其 形式 和 Ax). 
关于 潜 近 维 数 有 如 下 重要 性 质 . 


了 车 -~ > au 得 ~ > ,8 是 常数 ,网 有 
af(x) + Be(x)~ Daa + PB) G(x) (x e,x EK), 
假设 当 x -> c 时 , 渐 近 展开 六 xz) ~- on.spn(x) 关于 :一 致 成 立 . 若 a, 是 
常数 使 得 级 数 > )a, 绝对 收 仇 , 且 对 每 个 n 级 数 4 = 人 ,mov, 收 化, 则 级 数 
>viarf(x) 在 e 的 某 个 邻 域内 收 伍 且 有 
Daflx) 一 > {x 亡 xX), 
了 设计 = a,c), 当 x 一 tc 时 | glx)i 是 正 汕 数 新 近 序 列 , 且 对 每 个 积分 
(x) = | pn(x)ds 存在 ,车 /(%) 是 (a,e) 内 可 测 函 数 , 且 当 * -~ e 时 ,有 
Nx) ~ Dopelx), 
则 F(x) = Ja 在 区 间 (a,c) 中 某 个 子 区 间 (a' ,ec) 存在 , 且 当 x _* ce 时 ,有 
F(x) ~ ZoD(x). 
这 就 是 渐 近 展开 中 的 逐 项 积分 方法 . 
应 当 指 出 , 宪 一 般 情 况 下 对 渐 近 展开 实行 运 项 微分 是 不 可 能 的 , 某 些 特殊 的 情 
况 将 在 下 节 中 给 出 . 
4 假设 当 x ~ c 时 ,f(x,y) ~- 之 yarn(y) g(x) 关于 yE (ap) 一致 成 立 ,车 对 
(a ,A) 中 的 可 积 函 数量 对 每 个 m 积分 


A = hy) ony)dy 


存在 , 则 积分 F(z) = | hy)A(x,y)dy 在 < 点 的 某 个 邻 域内 存在 , 且 当 = -> < 时 ,有 
F(x) ~ 人 >,dnpn(x)- 


1 渐 近 分 析 中 的 基本 摄 念 367 ， 


1.7 ” 渐 近 项 级 数 展开 


嵌 设 了 是 无 界 的 实 或 复数 集合 ,f(x) 是 上 定义 的 消 数 ,由 于 当 x -> o 时 ， 
ix" 是 渐 近 序列 , 若 f(x) ~ > ax-e(a ax 和 ET), 即 对 每 个 正 整 数 4, 有 
目下 血 


Hg) = 六 as Ov") Cr wx EA), 
则 说 形式 震级 数 > awx-! 是 x _。 wu 时 f(x) 的 渐 近 震级 数 . 
从 定 久 可 见 , (x) -~ a "(x 史 ,x 全 大} 当月 仅 当 对 每 个 有 有 w= 


Jim 1/f() - Sa 于 | 特别 当 形式 割 级 数 > ,ax-: 对 所 有 充分 大 的 | x 1 都 收 全 时 ， 
此 级 数 冻 是 其 儿 的 源 近 展开 
例 14 设 X= (0,%), 则 edt >) DD! (x ). 
解 ” 记 /x) = | 全 di. 通 过 分 部 积分 得 
Ax) = [e (十 + 二 +， + "!| Eid. 


因为 对 国定 n 有 a 二 -Sidt = Ox "tertx +t ,所 以 对 每 个 nn 有 


L 一 )' 
eS +) = 2) = D! 00 
numl 


] (x -+ 各 )》， 
即 
“a (x + oo 让， 


例 址 设 和 = ixI0O<lx1l<+%， 且 argx se -人 1 人 >0 则 e= -~ 


pe + 罗江 六 】. 


解 因为 imxe* = O08 = 0,1,…), 所 以 
e 0+ 于 + 让 + t+ {x ,xE 5). 
源 近 竺 级 数 在 渐 近 分 析 中 是 很 重要 的 . 它 具 有 与 下 化 衫 级 数 非常 相似 的 性 质 ， 
例如 设 
Ax) ~ > 多 ,el2) ~ > (x— ,x 区 )， 
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* THR * 
则 
fr) + al) ~ 2 (x m ,x EX), 
dz) ~ > 各 (x#¥ 的 和 区) 
中 = 中 
其 中 4 是 常数 . 


fA) em ~ (tm,r€ XN), 
且 二 和 0 
其 中 6 = 之 jabr_z. 又 荐 ao zz 0, 则 
二 三 由 
;~“ 直 + 马 全 (x mE X), 


Alx) 
ixl0O<izi< o，1amgx1s 人 他 到 ~ 8 > 0), 刚 有 


例 坏 设 有 = 
1 bad 【一 ye 
+ 所 (fT 
lt 之 2 * 3 
I 二 | 
~ -—— {x 
Ye 之 ,六 半 EE 月 


类 似 的 , 设 “ 是 无 的 有 限 极限 点 ,由 于 当 x -> c 时 ,1(x - c)*| 是 渐 近 序列 , 若 
Mx) ~ ot Bx ett bw， 


则 说 形式 舌 级 数 > bx - 6)" 是 zc 时 (x) 的 渐 近 吞 级 数 ,对 于 这 类 渐 近 竺 级 
数 上 述 性 质 也 是 成 立 的 . 
下 面 特别 指出 常用 的 渐 近 第 级 数 的 逐 项 积分 和 系 项 微分 . 


定理 3 设 开 = (a,+ 名 {a > 0), 若 
全 四 fi 万 XY), 


NW) ~ tt 

则 .x) - ao - 卫 在 X 内 可 积 , 且 有 
*™ 2 和 
| (AD - a0- 7 )d ~ x Tarit + i+ 


“x+ mE EY) 


” 全 A | 
或 op -aa-2)ae-4- 匀 -各 - -i 


pe 
4 = | CD -od 


其 中 
定理 4 设立 王 《a， ,wjfa > 0, 若 


2 实 变 元 积分 的 产 近 方法 ”369 ， 


fz) ~ ao+ 了 + 号 + + x 
且 当 x 一 + mm 时 ,f'(x) 具有 斯 近 短 级 数 , 则 
-于 -等 -…- 篇 -… (xz -一 + oo 和 和 大)， 


x xn+l! 


当 f(x) 是 复 变 元 « 的 解析 函数 时 , 砍 项 微分 定理 中 的 条 忻 可 以 减弱 而 得 : 
定理 5 设 删 形 碱 Se fxllxly oa < apgr < BS = |xllrl> oa 
< mrgx < pl, 其 中 a > or <al<AB<B, 基 f(x) 在 5 内 解析 且 


Alxr) = ao + 二 + 《和 
则 有 
在 了 让 Fn ， 
1 下 


这 里 再 次 指出 , 当 所 x) 是 复 变 元 x 的 函数 时 ,其 渐 近 夭 级 数 展开 总 是 村 求 关于 
是 一 致 成 立 的 ， 
最 后 注意 到 , 若 函 数 所 x) 存在 渐 近 着 级 数 展开 , 则 其 系数 | a,{ 是 唯一 决定 的 . 
皮 过 来 对 于 任意 指定 的 系数 列 |a,| ,必定 存在 -一 个 无 界 域 内 的 解析 函数 /(x) ,使 
得 


Ax) ~ > (x m,x ET), 


其 中 集合 x 可 以 是 实数 集合 或 复 平面 内 的 扇形 域 不 过 ,从 例 14 可 见 ,这 种 六 x; 不 
是 唯一 的 


2 实 变 元 积分 的 渐 近 方法 


2.1 分 部 积分 法 


含有 一 个 参数 的 定 积分 经 常 可 通过 累 次 分 部 积分 求 出 它 的 渐 近 展开 .例如 ,对 
于 近 普 拉 斯 积分 
Q(x) = | esp{t tdt, 
其 中 qt) 在 [0, ww) 内 无 限 次 可 微 且 对 每 个 ; ,有 
qt) = Der) (Ost<+%), 
这 里 e 是 指定 的 常数 , 则 当 x > o 时 ,nn 次 分 部 积分 得 
OUx) 于 at0) + (0) 十 "中 qu (0) 


e+ En( x}, 


其 中 是 非 负 整数 , 而 (x) = 二 | eq)de. 由 条 件 得 1 ex) 1< 
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a = 


了 (x > ao)。 这 里 和 是 确定 的 因此 s(x) = 
ofx (sz 一 o) ,于 是 得 到 
6 ~ DE (+ 
例 1 不 完全 丰 画 数 
ra,s) = 上。rtdt - “wt (a= De 2s (so), 


其 中 a 是 圈定 的 . 
解 ” 因 为 


Piaw,x) = | eee = ox | od + Fide, 
积分 js"(1+ 9071d: 是 9(0) = (1+ 4)"! 的 拉 普 科斯 积分 ,由 于 9(+) 满足 所 


述 条 件 , 故 得 
ea tidt ~ > {x mY). 


注意 Fe = Ca -a -Ca -ss = 12…), 所 以 
rc) 2 fetta ~ emt (= D(a 2)e -2) 


Tio) J 
二 © 1 Fa s+11)” 【和 -> 二 的)， 
例 2 误差 函数 
1 2 1 
erfy ~ 一 Ver-s > 一 -一 一 一 一 fx » mm). 
2 sal (六 ~ sy 


解 因为 erf = | = 圳 让 ( 二 ,*), 所 以 由 例 1 得 


1 2 i 
-re >， 一 一 一 一 一 (ro)， 
所 2 Ye > (3 _ 第 
分 部 积分 法 也 适合 具有 复 变 参 数 的 拉 普 所 斯 积分 ,比如 在 物理 光学 上 常见 的 
菲 涅 耳 (Fresnel) 积分 . 
例 3 菲 涅 耳 积 分 
”el ie* < Pa s) ow 
Flix,ay 三 了 di ~ 这 2 (a) i {x 一 和 下 )， 


其 中 a > 0. 
解 ” 积 分 F(z,a) = | 全 de。 当 a > 0,x > 0 时 收敛 ,由 分 部 积分 得 


2 详 变 元 积分 的 淋 近 方法 * 771 ， 


Fn) = RS ES Fe t+), 


由 于 
1 Re tatbd| = Less sid 
< 工 c 了 +a+I| _ Tia+n) 1 
去 | a =- 人生 二 二。 
因此 由 其 近 展开 定义 
[于 ie Tlat+s) 1 
F(x,a) = | at - 全 


例 4 记 惫 =fzl0<1zl<+m，|argzl<sr- 人 <r, 则 有 
本 《- 1 _ )! 

dt ~ >) ! 人 l (zs 
1=1 


十 名 
解 积分 ， pn - 
化 ,利用 分 部 积分 得 
mm { 一 1)*- <+— 1 ， ee-* 
网 上 十 By - > + (- D%” 小 (i+ sid 
由 于 
ml ee nl |” 
pil Cr dt le Tam sl qd 
nl 1 、 
1 z Trains+iG 一 04Tz Tr) 人 
因此 由 和 定义 得 到 
0 下 二 de ~ 之 | ] 人 UL! tz 


2.2 沃 森 引 理 


考虑 拉 普 拉 斯 积分 0(z) = | “eg(2dt， 
其 中 9(1) 是 (0, + %“) 内 的 实 或 复 值 函数 , 它 在 有 限 个 点 是 不 连续 的 或 是 无 穷 大 ， 
并 且 有 
qry ~ Dat 0*), 


+ 办 
其 中 和 是 使 ReX > 0,Reyp > 0 的 常数 ,此 外 又 设 q(t) 的 拉 普 拉 斯 积分 对 充分 
大 的 * 都 是 收 伍 的 . 
沃 森 (4Watson) 引 理 断定 ,由 形式 逐 项 积分 可 得 到 0(x) 的 渐 近 展开 , 即 
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0 = ome ~ PrtA) ms (一 + ©). 


例 设 开 = (oa, 4 mg > 四 则 有 


om _ 二 
| echidt ~ e-*al 天 >- DM 《二 十 有 人 


解 因为 | sehed: 一 “| Gr jd 
《了 1 十 (2 = pi 1): rv (0 Ee 2). 


上 四 必 
应 用 话 森 引 理 得 到 
| eehis ~ eA 站 这 1(- D): Hs =- DLT (xz 一 名 :和 和 天) 
相生 


sl(Bx) 
枫 6 设 基 = (ea, + om), 则 
life™) ~ “2 (x—» mm,x€ X), 


其 中 4) = | 出 ( 当 。 > 1 时 ,积分 按 柯 西 (Cauchy) 主 值 意义 取 ). 
解 ” 因 mw) = 则 , 令 w= ,+t = es ”得 


lifer = "9 ea" de - e| 2 上 - 
0 站 1 -上 


因为 = 1+ 6+ + 所 +…(0 < 4< 1 由 沃 硒 引 理 得 到 
| oS {x 
对 于 具有 复 参 数 = 的 拉 普 拉 斯 积分 


Ofr) = | e q(t tde. 
若 收 侣 找 坐 标 是 有 限 或 - w , 话 琳 引 理 仍 热 适 用 , 记 


Ss = 1z10<lzl<+ ,1agts™y 一 他 上 人 >» 0), 
则 Q(z) ~ Pn) ms (xz ,rE $), 
其 中 备 xun 取 主 秆 分 支 


例 7 用 8. 表示 人 怕 努 利 (Bermoulli) 数 , 则 
laT(x) ~ {2 -— 十 )tnz -z+ > a 证 + 二 in2r (全 
解 由 欧 拉 (Enler) 公式 ,有 


Os) _ 和 人 已- 二 _ ”1 1 _ 
Tiz) 一 | -i)a ine+ | -Ti)e dr, 


2 实 变 元 积分 的 渐 近 方 法 “773 ， 


取 4(D) = 十 - -一 , 它 在 : = 0 的 泰勒 (Taylor) 展开 式 为 


le 


2 Bp,, 
10 2 0). 
应 用 活 森 引 理 有 
《2z) 1 ~ B,, 
Fs ~ 
利用 逐 项 积分 法 得 


ns 一 《一 pi 一 之 ++ 2 Ts 三 + 十 En2n(z 一 %,s EE SS) 
车 qt i) 是 上 的 解析 函数 ,在 秽 形 域 ol < rE < dl ty az 所 0) 正则 ,到 设 
gC1) ~ > jatar (trOa + eargt ss oa; -6), 


县 存在 正常 数 o。 使 得 
qt) = Oe)(i m+ wat+d a at < a — $), 


其 中 8€ (0 天 人 0), 则 有 0 ~ TO 计 人) 和- 了 


< ra- a-$+). 


2.3 ” 情 蜂 叶 积 分 的 渐 近 展开 
二星 叶 (Fourier) 积分 的 渐 近 表示 是 藉 助 于 如 下 的 歼 到 勒 贝 格 (Riemam 
Lebesgue) 引 理 ; 设 - wm < a < 5 <+ m,q(!) 在 (a,8) 内 除去 有 限 个 点 外 连续 , 若 
积分 | ce*g( 1)di 在 a.5 及 除去 的 点 ,关于 充分 大 的 是 一 致 收 售 的 , 则 


| ey = ol) xy 一 地) 


应 当 指出 , 当 x 是 实数 时 ,车 给 定 的 积分 在 其 积分 范围 内 都 绝对 收 敏 , 则 必定 
关于 x 是 一 致 收 伊 的 . 另 一 方面 ,此 积分 可 以 是 一 教 收 笋 的 ,但 却 非 绝对 收 合 . 例 


如 , 当 0 < 3 < 1 时 ,由 分 部 积分 可 见 , 积 分 |” 守 ds 在 两 个 端点 关于 充分 大 的 < 


救 收 毅 ,但 在 上 限 趣 非 钨 对 收 黎 . 
首先 设 ~-m<a<5<+oyqfi 在 [ea 加 ] 上 无 限 次 可 微 , 利 用 分 部 积分 证 得 


本 一 上 。 
| agod = 2 erg (a) -eg "(B+ entx), 
而 于 理性 


其 中 < (xz) = Ct) | omg. 
由 黎 曼 - 勒 风格 引 理 , 当 x 一 + % 堵 , 有 fx) = Otx-") ,因此 得 到 渐 近 展开 : 
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| eg a . > tenga) 一 ea nb) (x 名}. 


5 
车 5 = + “ ,有 类 似 的 结果 . 设 对 每 个 s(: = 0,1,…) 积分 [dg 中 (Dd 
关于 充分 大 的 * 一 致 收敛 , 则 
[ea ~ PNET) (rt oy 
不 论 5 是 否 无 限 ,斯 近 展 开 的 误差 界限 都 由 下 式 确定 ， 
ex) 1 #7 1g) 1 de = #7" Yq"), 
其 中 V (J) 表示 /在 La,b] 上 的 全 变 差 , 即 


b 
VO -| 1 df(x) 1. 


其 次 , 设 q(2) = (aj*ig(2) ,g(t) 在 [a,8] 上 无 限 次 可 微 ,有 p(B) = 
Of(s = 0.1 1, 若 D< 4 <1, 则 


| ee _ ea-tpftdft ~ ei™ > Et Do a LY 攻 生 十 }, 
此 + 办 " 


类 似 她 , 设 4 人 = 《5 一 71g(2),g(4) 在 [a,5] 上 无 限 次 可 微 ,有 g'n(o) 
= Qs = 0,1,2,…). 车 0 < pg < 1, 则 有 


上 se -Delg(Ddi ~ ete dD) Tt Eg (LT) (rw). 
站 下 下 必 


最 后 ,假设 qf2) = 1- NU- ETPbD 9 在 [el 上 = 次 连续 可 微 ， 
车 QQ<A<10<4<1, 则 


| er -US -elopg(e)d 
- 3 Les DOL) Es- op(a)d + 
emo, CSF i ot) + 
OG) (s+ %). 
2.4 拉 普 拉 斯 浙 近 积分 公式 


考虑 实 参数 的 指数 积分 1(z) = | en(99(0dt, 其 中 p(0,9(9 是 La,B) 上 


的 实 函数 ,对 于 充分 大 的 参数 x 积分 都 存在 . 若 请 足 如 下 条 什 : 
上 全 在 [ae,8) 上 仅 在 点 达到 最 大 值 , 即 


2 实 变 元 积分 的 新 近 方 法 * 775 * 


,sup pr) < plE); 
p(t 由 在 1 = 有 具有 二 阶 导 数 , 且 pr(&) < 0 
gt 在 二 点 连续 且 gq(&) 天 站 ， 
则 


(2) = | org dt ~ er Og] (sr+t m)， 


其 中 az < B+ 四 ,这 个 公式 通常 称 为 拉 营 拉 斯 (Laplace) 渐 近 积分 公式 ， 
例 8 斯 特 林 {Siirling) 渐 近 公式 


Tix+1)= | e-'Fdx ~ nx (一 (x + wm). 
解 ” 令 : = xr, 得 
Tix+l)= eras = "| expl zne - rl]dr. 
联 qtr) = Lp(r) = inr - r, 于 是 = 1. 由 拉 普 拉 斯 浙 近 积分 公式 得 
Pte+D = | eed ~ Vii(E) (r+ ©). 


特别 取 x < n 是 正 整 数 时 , 则 a! ~ ()* V2rn (n> %). 
例 9 设 a > 0, 则 


| y-ray ~ Al 红 Uaerp( 0) ft -二 %). 
解 众人 y 换 为 十 ve(1+ y), 得 
| yrdy = Top( eee) expl A (y — 1+ yotl + y))) dy. 


取 gv) = 1pfyy)=Y-(1+y)ln(E+Yy),x 一 全 tl" ,于 是 二 = 0, 由 拉 普 拉 斯 渐 
近 公 式 , 当 a > 0 时 ,有 


| y-ray ~ Ere pB( 全 4) {rf -和 二 w ). 
从 上 述 例子 可 见 ,在 应 用 拉 普 拉 斯 渐 近 公式 时 ,有 时 入 要 通过 换 元 将 被 积 函 数 
适当 变形 使 之 符合 渐 近 公式 的 要 求 ， 
若 令 所 D) = ex(0 , 则 拉 普 近 斯 浙 近 积 分 公式 可 写 为 
fede -wwe FE r+) 
例 芭 ” 勒 让 德 (Legendre) 风 项 式 p,(x) 的 渐 近 表示 为 


| (s+ VF) 
pz] ~ Tr rl (n 一 十 ww }, 
解 。” 勒 让 德 多 项 式 p,(x) 是 微分 方程 
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《1 + 7 = 0 的 解 ， 
其 积分 表示 式 为 


mx = | [x + x leost]"de., 
取 g(9) = 小 ,1(6) = x+ VW-1cos9, 于 是 $4 = 0, 由 拉 普 拉 斯 渐 近 公式 


{ ) 1 {x + x nr { ) 

上 “一 一 一 和 be 
MY Var Ye 由 
例 1 由 塞 尔 (Bessel) 国 数 上 (iDtw = 0,1,…) 的 新 近 表 示 为 


L(t) ~ CD (+ om) 
解 ”由 汉 森 (Hansen) 展开 式 , 有 
er J) + 2S 0) "co0v { 记 =- 1). 
于 是 用 i 代替 ;得 加 
er = Jolit) + 2S it)iecoaex， 
所 以 ™ 


2 
2i Ci 二 二 | Cosare™ dx ， 
To 


取 g(x) = 十 cosvx ,1(x) = er 于 是 5 = x, 则 由 拉 普 拉 斯 渐 近 公式 得 


pt 


dit) ~ (i a Ct -到 十 的 ), 


最 后 注意 到 ,上 述 的 拉 普 拉 斯 浙 近 公式 ,对 于 六 ( 人 = 0 及 在 点 不 达 续 
或 9(£) = 0 的 情况 是 不 适用 的 ,因此 在 实用 上 需要 将 拉 普 拉 斯 浙 近 公式 加 以 推 
广 . 除 了 假设 p00 在 la, 让 (- wa < 记 e+ wm) 内 仅 在 : = 才 点 达到 最 大 什 外 ， 


还 设 
p(t) 和 g(t) 在 点 的 一 个 邻 域 内 可 能 除去 # 点 外 都 连续 ; 
于 一 $+ 时， 
PE) — plt) ~ Pl Er: gt) ~ 0 - Ol!) 


且 第 一 个 新 近 关 系 是 可 微分 的 ,其 中 p,0,g 和 4 是 常数 且 P > 0,m > 0 和 ReX > 


0: 
了 对 充分 大 的 x, 积 分 /(x) = | e*9g(r)de 都 是 绝对 收 信 的 , 则 当 * -+ 时， 
于 
月 wps 和 Sa 
je (Dat) de - ra ) Cer 


同样 地 , 若 设 x 一 &" 时 


2 实 变 元 积分 的 斯 近 方 法 + 777 ， 


PE) -pO) ~ PNE EN: 9g) ~ Qt- él, 
则 妆 x* 一 + o 时 ,有 


€ Ly 
| ez Jo( dt ~ a TC) Co 2 
于 是 当 x 一 + 时 ,有 
I(x) = 「 eg00d ~ (Lr 过) + 
| (4) 


1 ep 8) 
mi Ch {pi 本 


2.5 ”指数 积分 的 渐 近 展开 


首先 考 虚 实 参 数 的 指数 积分 
(x) = 上 ep gt i) dt 


当 x -w+ om 时 的 上 断 近 展开 . 采用 划分 积分 区 间 及 换 元 方法 总 可 设 pl14) 的 最 大 值 在 
积分 区 间 的 左 端点 a 达到 ,而 另 一 映 点 月 过 + %m. 梢 数 pl1) ,qt1) 除了 满足 上 述 条 
忻 站 ,还 假设 当 : — 站 时 ， 

p(t) ~ Pla) + Opi a)te; g(t) ~ Dlt -aril, 


而 且 第 一 个 展开 式 可 以 逐 项 求 微分 , 则 由 拉 普 拉 斯 渐 近 公式 导出 当 * 一 + w 时 , 指 
数 积分 有 如 下 渐 近 展开 


8 
| gcd - er Pr) 和 


pt 


二 
其 中 系数 a 0 
HY Dar ep) pl) 0). 
利用 渐 近 展开 的 运算 可 以 依次 决定 .例如 
ot Dprgo 
了 一 pe ! Po (- po) 
G2 2A+2 (A +2) 1 


疫 当 指出 , 沃 森 引 理 实质 上 是 这 种 展开 方法 的 特例 . 
其 次 考虑 如 下 形式 的 指数 积分 


Hx) = | “< fq( tds, 
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其 中 : 是 复 参 数 ,是 1 argz 1< 王 , 箱 6 <+ am， 


记 气 = lz10<1zic+oi1argz1<s- 7 -el, 


其 中 。 > 0. 这 类 复 参 数 的 指数 积分 有 如 下 基本 溺 近 关系 ; 
PP 设 qgtn) EE 50,8), 若 上 =0 是 9fb 的 连续 点 , 则 Y8 > 0 有 


| ade ~ Mr -3 § (2 mF) 
了 设 g(t0) = ptrF, 其 中 g(t) EE LO0, 甩 ,车 1 = 0 是 ptt) 的 连续 点 , 则 8 
> 0,c>-1, 有 
上 qe dd - WOE (r,s € Si 
3 设 gt 站 是 [0,8] 上 有 界 变 差 函数 , 则 ¥Y# > 0 有 
| pear (2 ,1 argr te HH). 
利用 上 述 淅 近 公式 可 得 到 此 类 指数 积分 的 渐 近 展开 : 
设 Gtk = 1,2,…,n) 是 任意 常数 , 若 
-ll<rn<rm< "< mo = cu + ge) En, 
其 中 g(2) 001 一 07), 则 YE8 > 0, 有 和 


li+n 上 + 


| g(t)e- di = >a- 4rC ~ 2 FF +0olzI TY) (zr%,zE SS), 
特别 当 qt) 在 :1 = 0 可 展开 为 夺 革 级 数 时 ， 则 yy5 > 0, 有 
[eee ~ DrdF Ds 5). 


2.6 平稳 位 相 方法 


考虑 积分 
I(x) = | ee? 0d. 


当 参 数 x -+ wm 时 的 痢 近 展开 ,平稳 位 相 方法 是 确定 此 展开 式 中 的 主要 项 ， 

殷 设 p(t) 在 ta,8) 上 可 微 , 且 ptt) 在 [a,8] 上 只 有 有 限 个 零点 ,即位 相 
xp(t) 在 [a,5] 上 只 有 有 限 个 平稳 点 ,因此 ,可 划分 积分 区 和 间 沟 腿 个 子 区 间 , 使 得 
在 每 个 子 区 间 上 或 者 p(t) yz 0, 或 者 p(t)} 仅 在 左 端 点 或 仅 在 右 端点 为 零 .下 面 分 
别 讨 论 ， 

1 说 ps) 在 [e, 有 ] 上 无 平稳 点 , 即 p(t) z# 0, 则 当 x 一 + wm 时 ,有 

8. , 
er ga = a ye ispto} + 0( 二 )， 
2 设 上 站 昌 在 [we ,站 上 只 有 = 是 平稳 点 , 若 玉 (ae) > 人 0. 则 当 x ->+ 加 时 .有 
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| seos Cidt = Pye Hg(e)e 和 0( 二 ) 


车 fa) <0, 刚 当 * 一 + m 时 ,有 


| er ga = p77 + 0( 二 ); 
若 pte) = 0, 而 p to) > 0, + % 时 ,有 
| CDgftydt = = |] Ne RTS) em Bi 0 2 )， 


PP 设 p( 引 在 [a,8] 上 仅 有 + = BB 是 平稳 点 ,车 六 (8) > 0 则 当 # + m 时 ,有 
ern ga = (zB a B) em Pe + 0 ); 
车 (8) < 0, 则 当 x 一 + “时 ,有 


| em g(t)dt = (ral (Bem + ol ); 
车 p(B) = 0, 而 p(B8) > 0, 则 当 x 一 + % 时 ,有 
六 ip tn op) dt = | mB TS Ber + 0(225 Ly. 


例 12 设 P 是 正 锐角 ， 则 当 : + oa 时 ,有 
x) = et - secsind) dd = (te + 0( 一 )， 
解 ” 取 p(9) = 9 - secpsin0,qg(0) = 二 ,由 于 9 = 8 是 P(9) 的 平稳 点 , 且 
(0) = 地 8 > 0, 注 意 到 
Mx) = 1 | awa = | ew dO + i) er d0, 


平和 位相 方法 得 到 , 当 :一 + “时 ,有 
r(x) = 1 x az0n zB re ix 及- t+ i 


Wi hp)+ i 0(+ ). 


二 1 二 ee + 0 
特别 考虑 到 由 塞 尔 函 数 
了 (asecB) = Ee ee _ secpsing)d6 - sn | ett omepeh) 1, 
由 于 
* ji 机 的 _ 上 
0 < [ore di < 上 df = 二， 
所 拟 妆 wz 一 + 名 时 ,有 
于 {psec 月 ) = 1 [oor(o — secfsind ) dO + 0(1) = Ref{v} + 0 ), 


因此 得 到 贝 塞 尔 沙 数 的 浙 近 表示 式 ; 当 v -+ % 时 ,有 
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Jaaecp) = os of - gH) + pl + o(L). 
秽 直 当 v->+ wm 时 ,有 

Lf teu LEyaga ol 

Ke) = Te mag = Lr os). 
从 而 当 v 一 + om 时 , 贝 塞 尔 西数 J,(v) 有 如 下 渐 近 式 

jtY) = i cosp(d ~ sind)dd 一 sass。 “bgs 

Tr( 士 ) | 
= Fr + Ota) 

解 取 49(6) = 二 ,p(9) = 9 - sing, 在 [0,x] 中 只 有 8 = 0 是 p(9) 的 平稳 


点 , 且 上 (0) = 0,p (0) = 1, 于 是 由 平稳 位 相 方法 得 
4 


Ii{v) = Cy 6 1 el mi 4 O(a Cot+ 的 


同 例 12 一 样 , 当 "一 + om 时 .Jo) = Rel Fo] + 0( 二 ). 所 以 , 当 ， -+ 和 % 

时 ,有 
1 

在 应 用 平稳 位 相 方法 时 ,有 时 需 通过 换 元 将 被 积 男 数 变形 使 之 符合 要 求 . 

例 14 确定 区 里 (Aiy) 积 分 4i(- z = 二 | oos( 村 由- mo)de 当 一 + 
时 的 渐 近 表示 式 . 

解 ” 令 v= Yx(tl+ t,x > 0, 得 

x 2 上 
A x) = |" oosl x + 三 二 dt. 
于 是 当 x > 0 时 ,有 
An 

取 q(0 = 二 ,p(t) = 记忆 + 语 避 ,由 于 在 [-1,%m) 内 p(t) 只 有 + = 0 是 平 
稳 点 且 p "(0) = 2, 因 此 应 用 平稳 位 相 方 法 得 到 (此 时 视 “2 为 x) 

p er (Frede = 1 ed + 二 | C$ de 


之 ( 其 
4 


1 rr 卫 时: 
ze 和 ai Ofx i) (r+ %), 


因而 得 到 渐 近 表示 这 
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工 ) + 0{( 工 ) 《和 -十 有)， 


出 放 一 #) = 三 (= cos( x7 - 


于 是 得 到 如 下 浙 近 公 式 


Ai(— x) -~ Feo $00 一 才 】 {x 二 的 )》， 


应 用 平稳 位 相 方法 也 可 以 导出 渐 近 等 价 关 系 和 新 近 展 开 , 比如 设 在 (e. 有 内 
p(t), g(t) 连续 忆 p'(i) > 0 而 天 (9 全 (至 多 有 有 限 个 不 连续 点 , 若 当 io 


时 ,有 

pli)—- pla) ~ Pa gf ~ Ot- eci 
且 这 些 关系 中 第 一 个 是 两 次 可 微分 ,而 第 二 个 是 可 微分 ,其 中 P,p 和 4 是 正常 数 ， 
而 8 是 常数 ( 实 或 复 ). 此 外 还 设 , 当 和 A < 闫 时 ,对 任何 9 E ta,B) ,q(t)/p'《t) 在 
(9,8) 内 是 有 界 变 差 , 而 当 尖 六 时 ,9AP 在 (aa 有) 内 是 有 和 界 变 差 . 且 当 
1 一 Br 时 ,g(t)Vp'(1) 的 极限 存在 ,车 p(8) = m 时 ,此 极限 为 零 , 则 积分 


[Wes 与 本 (和 全 
对 充分 大 的 x 一 臻 收 襄 , 且 
话 Bb | 《 isa 和 
A < x 时 ,| epi gti)di ~ eT ) 


乌 当 太 尖 天 时 ,有 


a qtt) ispta) | isptt)] 1 
【各 时 ， dt je 
je* gi dt 一 lm p(t) i + limt p' (1) 这 【区 一 二 加) 


eipto) 
(Cpe) 


(x 
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3.1 ” 复 变 元 积分 的 拉 普 拉 斯 方法 


考虑 复 变 元 积分 
(zs) = era tdt, 


其 中 入 表示 联结 a,5 两 点 的 路 径 , 这 里 设 端 点 e。 是 有 限 的 ,而 端点 4 可 以 是 有 限 或 
无 穷 . 

将 第 2 章 中 实 变 元 积分 的 拉 普 拉 斯 方法 推广 到 复 变 元 时 ,选取 多 值 函数 分 文 
必须 格外 小 心 . 设 表示 路 径 刀 在 a 点 的 角 系 数 , 即 当 : -> a(fE AA) 时 , 辆 角 arptt 
- &) 的 极限 值 . 又 设 函 数 p(+), ql1) 在 含有 了 路径 4 的 开 区 域内 ,可 能 除去 端点 a， 
8 外 都 是 正则 的 ,此 外 还 设 

P* 在 4 点 邻 域 存在 收 贫 的 级 数 展 开 式 ， 


pl0) = pa) + Dplt- ore; q(t) = 之 1 和 (全 - op!, 
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其 中 po 0,ReX > 0 和 gy > 0. 若 pg 或 1 是非 整数 ,应 数 ( -a)* 和 (人 - aia 的 分 
志 由 下 式 确 定 : 当 1 -a 时 (1 E A) 有 (ta lt-alrew(t- a .li-a 
ew ,并 解析 开拓 到 其 他 地 方 . 

> 和 参数; 限定 在 由 形 域 ,8 = argz. 引 才 8 志 名 且 18, ,1< XT, 成 在 一 条 墓 
线 上 . 
了 积分 1{x) 在 上 & 点 对 一 切 充 分 大 的 1x 1 绝对 且 一 致 收 敦 . 
人 Refex(p{1) - pla))| 在 A 上 至 多 仅 在 1 = a 点 达到 最 小 值 . 
在 土 述 条 件 下 ,有 


1(z) = | er as ~ ena) > T(t 4) 人 
Et Fm 
(z— %,H OO sag < Nh), 


其 中 知 * 的 分 支取 11 人 Ye 人 ,而 系数 a, 用 本 篇 2.5 节 中 的 方法 确定 . 此 外 ， 
po 的 舌 选 取 使 得 argpo 为 | argpo + pw 【< 全 的 分 支 ,这 种 选取 是 可 能 且 唯 一 的 . 


3.2 蒜 点 法 


考虑 积分 
f(z) = | er gde, 


其 中 4 是 联结 ,5 两 点 的 积分 路 径 . 当 Rel zp(r)| 在 A 上 的 最 小 值 不 出 现在 端点 
4; 而 出 再 在 AA 中 某 一 个 内 点 志 时 ,为 简单 起 见 , 设 8 = argz 是 固定 的 , 妈 与 = 无 关 . 
将 路 径 4 在 点 割 开 , 得 到 


所 zj = | eT Ed -| eT? (Edt, 
lL 空 


其 中 4 是 和 中 从 名 到 二 的 部 分 ,而 4 是 各 中 从 如 到 的 部 分 . 当 1 1 充分 大 时 ， 
对 这 两 个 积分 的 戎 近 展 开 可 以 应 用 本 篇 3.1 节 中 的 拉 普 拉 斯 方法 得 到 .注意 到 3.1 
节 中 条 件 ,在 点 名将 p(i) ,q(t) 展开 为 泰勒 级 数 , 若 p' (i0) 产 0, 则 发现 这 两 个 积 
分 的 装 近 展开 是 完全 相同 的 , 因 相 碱 之 后 只 留 下 课 差 项 .车 p(to) = 0, 则 yy 是 不 小 


于 ! 的 整数 ,因而 在 构造 系数 o 时 ,利用 了 pf 的 不 同 分 支 .因此 ,两 个 积分 的 渐 近 
展开 不 能 抵消 . 

可 见 当 p(w) 0 时 ,直接 应 用 3.1 节 中 的 拉 普 拉 斯 方法 是 不 适宜 的 .利用 柯 
西 定理 改变 原 积分 路 径 A 为 新 积分 路 径 4 ,使 得 Rei p(1)| 的 最 小 值 或 者 出 现在 
的 端点 之 一 ,或 者 出 现在 m《 的 零点 ,然后 再 应 用 3.1 节 的 拉 普 拉 斯 方法 给 出 
积分 的 渐 近 展开 . 这 种 方法 称 为 黎 显 鞍 点 方法 ,有 时 也 称 最 速 下 降 线 法 .利用 车 点 
法 时 ,p'(1) 的 零点 是 非常 重要 的 , 称 它 为 鞍点 .之 所 以 这 样 命名 是 因为 展 布 在 : 平 
面 上 的 曲面 {et 1 在 5 点 既 非 最 大 也 非 最 小 ,而 呈 鞍 状 . 而 新 路 径 4' 称 为 最 速 下 
降 线 . 
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总 插 来 说 ,用 鞍点 法 寻求 积分 1(z) 的 渐 近 展开 有 如 下 几 个 步骤 ， 

P 找 出 鞍点 位 置 , 即 求 出 pr (7) = 站 的 一 个 根 jo; 

2 从 gw 出 发 选取 一 条 最 速 下 降 线 A'; 

”设法 使 A' 与 4 延展 为 一 个 闲 转 道 ; 

中 分 段 应 用 3.1 节 的 拉 普 拉 斯 方法 及 必要 的 估计 . 

对 一 个 积分 确定 鞍点 是 容易 的 ,但 构造 一 条 新 路 径 4 使 得 其 端点 之 一 或 是 鞍 
点 达到 最 小 值 是 较 麻 烦 的 ,但 当 参 数 : 仅 限定 是 实 参数 时 .有 一 些 巧 妙 的 方法 ,不 
过 必须 了 解 上 平面 到 po 平面 间 的 共 形 映照 . 至 于 积分 上 zz) 渐 近 展开 的 余 项 个 
计 , 采 用 沿 到 (090) = 常数 的 积分 路 径 是 有 就 的 ， 

例 1 求 由 塞 尔 销 数 

1 虽 十 哲 


了 (usecha) = 3ri] 。 ， 
对 固定 的 a > 0, 当 vv 一 + % 时 的 断 近 展开 . 
解 有 取 pr = 上- sechashi ,其 鞍点 是 方程 ; 


chi = eha 


的 根 , 即 上 =+a,+ 上 ar+2r,…, 取 避 = 4, 并 选取 图 3-1 所 示 的 积分 路 径 4 


e- rl t—sechesht} | . 


好 十 再 ] 


图 3-1 
在 4: 上 的 辐 直 部 分 有 上 = ec +ir(-x srsT), 因 此 Repft| = a -thacosr 
> a -tihefr x 0), 而 在 水 平 部 分 有 t= we 上 mi+r0sr<+ om) 因此 
Relp(tit})l = a+r+aechasahta + tr) > a + ha. 
可 见 , 当 g > 0 时 ,Relwp(i)| 在 A 上 的 点 a 达到 最 小 值 ,注意 到 p(t) 在 a 的 泰勒 
展开 式 为 


上 和 二 和 the 一 方 (1 ~- ajithe - 60 -_ a- (1 — a) the + ** 
采用 3.1 节 中 的 记号 ,有 = 2,po = - 十 ha,m = - 言 ,p = -各 the 以 及 A = 


= 1. 在 路 径 A' 的 上 半 部 分 w = 省 ,又 9 = argv = 0, 因 此 应 取 argpo = - x, 利用 
3.1 节 中 的 拉 普 拉 斯 方法 ,得 
全 ”ee[- fr sechashi) ldt ~ exp[ — tle 一 tha)] > 7P( 三 二 ) 
立 Es 再 了 
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{y+ m}, 
其 中 系数 a, 可 用 2.5 节 中 的 方法 确定 ,例如 


dy = ( 广 cha)2i 好 | 二 本 etlzai 
一 ( 池 一 襄 ethze) (过 ~ ethe )32ii 
类 似 地 ,在 路 径 A’ 的 下 半 部 分 m = - 2 ,因此 取 argpo = 二 ,由 3.1 节 中 的 方法 可 得 


| ep[- of sechaahty |dt ~ 
exp[ - tla 一 tha)] > T(E ) 二 (am -+ 的 )》， 
了 到 性 去 主 
， 1 二 1 
其 中 eo= ( 2 cha?t{- Dj;a') = ot as 
好 = (六 - 诗 othza)( 广 — ctha) Yi; 
因此 , 当 w 一 -十 的 时 ,有 
了 (bsecha) = 去 | ept- vt — sechasht} jd 


1 f™*™ 


exp[ — ult - sechashi) jdt — 


二 Zi , 
a) erp- vit - sechasht) ]di ~ 
al + (去 ctha ~ 喜 ctma) 二 二 
这 就 是 德 拜 (Debye) 源 近 展开 . 
注意 ,本 例 中 没有 给 出 展开 式 的 一 般 项 ,因为 计算 高 次 系数 较 容易 的 方法 是 通 


过 微分 方程 . 
其 次 本 例 中 的 最 速 下 降 线 是 容易 想到 的 ,所 以 不 需要 共 形 映照 ,然而 对 于 和 
a 加 复 值 时 , 共 形 映照 是 不 可 避免 的 . 


4 积分 渐 近 展开 方法 拓 广 


4.1 具有 对 数 奇 点 的 积分 之 渐 近 撒 开 


沃 森 引 理 . 拉 普 拉 斯 方法 以 及 平稳 位 相 方法 都 可 以 拓 广 使 之 适用 补 积 函数 在 
鞍点 具有 对 数 奇 性 的 积分 .比如 , 设 4 是 上 的 实 或 复 值 兽 数 , 它 在 (0, + wm) 内 有 
有 限 个 不 连续 点 和 无 穷 大 ,并 且 当 1 一 0* 时 有 
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9(1) ~ Dat, 

其 中 ,5 是 具有 Reh > 0 和 Ren > 0 的 常数 , 则 利用 话 森 引 理 可 得 到 ; 当 x -+ 名 
时 ,有 

| ean ~ PC 二 4) 5 一 ms>F(2 2) -全 

有 二 看 EJ 了 回电 | 
这 个 展开 式 可 以 理解 为 从 新 近 展 开 式 
站 qte)di ~ Zr ) -全 (一 的】 
pe TF 


关于 指数 :4 形式 微分 得 到 , 因而 可 以 重复 任意 多 次 而 得 到 如 下 积分 
| sg(Dnad a ->+ me 时 的 产 近 展开 ,其 中 是 正 束 笋 


4.2 拉 普 近 斯 浙 近 方法 的 抑 广 


考虑 如 下 形式 的 指数 积分 
tA) = 上 expF{(xr,A)dx 


当 一 + 名 时 的 渐 近 值 . 

证 Fw 5) 下 Cu,9) ,下 (uv) 在 定义 域 DPsii,t) 1- 区 和 所 村 户 氢 
+ gu > 0 上 连续 上 且 满足 条 件 : 

bp 存在 连续 函数 za = ylv), 使 得 当 5 充分 大 时 有 上 (gfv),v) = 0, 且 当 
t+ wm 时 ,g(r) tta < < A: 

2 对 一 切 ute < wu < 门 及 充分 大 tv 有 Flu,v) < 0; 

3 Yu Em) FR) ~ Fs (EV0) rm 
则 当 一 + om 时 成 立新 近 公 式 

_ I ) 


fa) = ff expf (lx,Adr ~ exp[ P(g(2) ,1)]( FES 
例 1 当 4 ->+ oa 时 ,有 


| wap 人 - du ~ 4( ms) (FE). 


以 wm? 
mA 
故 取 Fa) =~ 让 + 4inu, 则 有 
A 4, 
Filu,A) 三 = A + Bit tu 和 
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这 
w= 9A) = tA (A ms; 


Fu,A)=- 村 < 0; 
下 
于 是 由 拓 广 了 的 拉 普 拉 斯 浙 近 公式 得 到 , 当 1 一 + % 时， 
=” nr eA “21 2 
| dorp( - Hm) ~ A (A) 
例 2 求 当 % -+ m 时 ,积分 


| 本 1 + i ra) du 
的 渐 近 值 . 


守 
解 ” 若 取 Fe) = 二 -上 + Ainu - ln(1+ 4), 则 得 


页 Atl+u)-u 
Fwd =- Rt+ a 。 
存在 ww = gpg(4), 使 得 所 (gp(3),4) = 0， 


和 / RR -1)? 
4 = g(aA)=1} FE | 十 1 EE 和 A +4E 


其 中 下 = 二 一 志 万 ,于 是 当 和 -> 多时 ,p(X) 一 《= 4. 又 


Fu, Dn (2 充分 大 了 时》， 


Pt = 如 
Stu, A rt, + 时 ， 开 内) ~ Flt,A). 
于 晨 由 拓 广 的 拉 普 拉 斯 新 近 积 分 公式 得 到 : 当 4 一 + wm 时 ,有 
EE | _ uA 
| ri mr sa} 


(1+ 4) {eon re 2{1+ 1 
| 


下 一 的 {4 的 )， 


_ | 
从 上 面 例子 可 见 , 六 广 了 的 拉 普 拉 斯 渐 近 方法 与 2.4 节 中 的 拉 普 拉 斯 方法 主 
要 差别 是 被 积 函 数 的 极 值 位 置 w= pl4) 是 一 个 动 点 . 


4.3 具有 两 售 参 数 的 指数 积分 的 福 克 蚌 渐 近 公式 


考虑 好 下 形式 的 积分 
8 
NMA,u) = jpDeml- Ap{E) + wep( et) tdt 
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当 1-=+ oo0=+ 吕 时 ,积分 的 商 近 值 , 其 中 心 < +m ,假设 : 
p00) = p00)=0,g(0)>0 且 pg(0EG[0,5] 且 在 (0,58] 上 是 不 减 的 正 活 
数 ; 
Py(0)=0 有 8 yt)€E 0,0]; 
PEL, 0] 有 1=0 是 gq(?f) 的 连续 点 ,9(0) #0. 
从, 当 A 一 + wm,u>+ 时 有 如 下 源 近 关系 : 
(A) 车 4=ola 中 ) 或 下 (0) =0, 则 有 


所 和 一 pL 
{B) 车 4&4 半 4 中 , 则 


2 A 


1 _2x YCop (0 Oe 
(A, a) ~ 2 9(0) (p00)) exp( 0 )[1+e G0) mn) | 
{A 各) 
其 中 erft* ) 次 保 差 函数 . 
(C) 若 Ar2=otw), 且 (0) <0, 则 


{D) 车 A 和?=olw), 且 {0)>0, 则 
2x ， 1 
1 0) ~ ql0) (286) exp( — Ap(T) + apt 5)) 


(A + mm ,Ur 十 wm ), 


其 中 是 由 方程 4g fr) = wy tT) 决定 的 . 
例 3 设 人 (a,x)= | ew-tds 是 不 完全 厂 函数 的 余 函 数 ,那么 
le 若 y= ofx2), 则 


T(x+ y+l,x) ~ (HF) eo mtr (x 十 yl) 


.证 的 + ww ). 


2z 若 1ylx< 好, 则 
Tixty+l,x)} -~ (FS) [Lt er 区] 
【xz 十 的 ,yl 一 十 的 )， 
3P 荐 y>0, 有 日 x= oly”), 则 
T(x+y+1,x) ~ (+n) (x my 人 m). 
不 若 ¥<0,8 x= oly), 则 


T(x+ y+lx)~ -le (r+ ,y+ oo), 


解 ” 因 次 rlat1,s)= | emerdu. 令 w= x(t+1), r=x+y, 得 到 


+ 3788 ， 第 二 箱 渐 近 分 析 方 法 


rst y+l,s) =0 mtr] exp[- x nl FA) + yn + A ldi. 


于 是 到 pC0)= -1+ 引 ,站 = In(1+ 让 ,A=x 和 w= yy, 应 用 福克斯 渐 近 公式 
便 得 到 所 要 的 淘 近 关系 . 


4.4 ”一 类 较 一 般 的 指数 积分 的 拉 普 拉 斯 方法 


考虑 如 下 形式 的 指数 积分 
Hx) = | oxpl- wp) + #9 gd 


在 x 一 + % 时 的 浙 近 公式 ,其 中 « 是 常数 . 

在 这 类 积分 中 若 取 4 = x1 ,2= 六 ,在 一 定 条 忻 下 自然 可 应 用 4.3 节 中 的 福 克 
斯 渐 近 公式 ,这 里 讨论 怎样 说 用 拉 普 拉 斯 方法 推导 它 的 源 近 关系 . 

设 1= a 是 gl 在 [a,#$] 内 达到 最 小 值 的 点 ,考虑 当 gi) 在 1= a 时 具有 怎样 
的 条 忻 才能 将 x*y( 让 项 上 略 去 ,而 使 得 当 x 一 -+ 时 有 


1#) ~ | expl- sp (1 gC dr. 


事实 上 ,车 假设 满足 如 下 条 人 忻 : 
?y(t 和 (让 在 a 点 的 某 个 邻 域 内 可 能 除去 a 点 外 连续 ; 
Pp pa PE ~ 1- a)% 71, 其 中 P,Q,u 和 
4 是 常数 且 p>0,u>0 和 ReX > 0: 
了 当 t 一 a ?时 (0) ~ REL- oa)", 其 中 此 ,v 是 常数 , 且 RO,v0 且 b> i 
{ 如 果 只 > 站 虽 要 求 <<1)， 
则 当 *-> + 名 时 ,有 


Hz) = | (Dempl- p(s) + pd ~ | gb)erpl- p(t) dr. 


于 是 应 用 2.4 节 的 拉 普 拉 斯 渐 近 公式 得 到 , 当 x 一 + % 时 ,有 
Or 
Hx) ~ i i Pye 

这 个 公式 表明 , 当 上 9 在 上 = ea 适合 上 述 条 件 时 ,确定 积分 (x) 的 渐 近 奸 
可 将 pf 项 略 去 ,然后 应 用 推广 了 的 拉 普 拉 斯 渐 近 公式 . 

现在 假设 当 t-wa' 时 ,有 0) ~ Rt a) 但 vw ,此 时 x(t) 项 已 不 能 作 
为 摄 动 而 略 去 .车 we< ow,; 则 a >0, 于 是 将 x 撞 作 x, 则 得 

x2)= {gts)expi - x pt) + pt) di. 

于 是 在 上 述 相 应 条 件 下 可 将 - x p(t) 项 略 去 ,然后 应 用 推广 了 的 拉 普 拉 斯 源 近 
公式 . 

当 w= mo 时 ,上 述 方 法 都 基 不 适用 的 ,因此 必须 寻求 新 的 渍 近 公式 ,更 一 般 
地 ,考虑 积分 
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b 
(x) = | el- vp) 4 rey) + sx, 0) g(r,t)di, 

其 中 8<+%m, 且 

le 在 区 间 (0,8] 内 gw'(1) 和 y( 由 是 连续 的 , 且 和 (> 人 

PP tH, gt) - pO = p+ OL); 

人 = wp + OP FE) = Re + OF), 

其 中 疡 > 和 ,wy > > 7Y0, 晶 >: 

3 对 完 分 大 的 *, 画 数 2fx ,日 和 xz, 昌 在 (0.5] 内 都 连续 且 1s0x 昌 1 二 SF; 
lqtx,t) 一 OO "| ,其 中 占 ， 和 2 向] 和 yy 都 是 与 Tt 无 关 的 


常数 是 v>0iA> 0 >0i7<min(1, 开 )38< 全 二 (注意 这 里 并 没有 要 求 .8 或 


民 
At 一 下 为 正 数 )， 
则 当 x 一 + wm 时 ,有 渐 近 表示 式 


六 
Hx) = 全 Fi( 二 ,全 


R ) ”0 
PP (Cpr) 
其 中 心 = minf ul- az- 有 -4 -明和 -有 ,而 只 (8,7i7y) 是 华 生 (Faxen) 积 分 ， 


FE, n= | ep- r+3yrelr dr (OReé < 1,Rey > 0. 
参数 值 = 9 = 二 和 # = 9= 的 华 生 积分 是 最 常见 的 , 关于 它们 有 如 下 关系 式 ; 


站 (二 ,本 5) <Yexp(PAACI+ed( 二 门 ) 


11+ od re}|, 


1 1 1 1 
Fy i)- F(T- y) = 2 xexpl yA4); 


Fl jy) = Px 3- y); 


11 
3 "3 
e- 念 下 (村 ,村 1y7e 有 ) + 入 届 ( 汪 ! 训 iye 时) 

= 20rd( -3 3y)》， 
其 中 ,所 (xz) = 二 | ep(- 二 2 + wat 称 为 斯 彬 尔 积 分 ,而 4(s) = 
士 | cos( 二 P+ wt)dt 称 为 人 里 (Airy) 积 分 . 


n 


4.5 具有 梅林 变换 的 核 困 数 积分 的 渐 近 展开 


考虑 积分 | esal rae 在 x-= + 名 时 的 产 近 展开 ,其 中 核 为数 g(:) 具 有 
用 下 式 定义 的 梅林 (Mellim 变 搁 
Gla) = 下 efryte tdr， 
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例如 , 取 gC) =e-', 则 
Gia) = | eredr = Jar > 0). 

又 车 取 g(1) =e-*, 则 
Gq) = | eedr = 方 包 ). 


2 
因而 这 类 积分 是 拉 羡 拉 期 积分 的 推广 . 
在 2.2 节 中 沃 森 引 理 断定 ,从 新 近 关 系 


q(t) ~ Da (1 — 0+), 
通过 逐 项 积分 可 导出 : 当 x->+ wm 时 ,有 
”a > + 
|e 可 (二 之 ry 
其 中 ReX >0,mr>0 且 上 式 亚 端的 积分 恢 伊 ,要 问 对 于 具有 梅林 变换 的 核 汲 数 积 分 
这 个 话 导 关系 是 否 成 立 ? 回 管 是 肯定 的 . 
设 g(t) ~ Do (1 0)， 
则 当 ** + % 时 ， 有 | g(xt) g(t)dt ~ 2d: 于 A) 各 饭 -, 其 中 ReA>0,x>0 昌 
x 
左 端 的 积分 收 化 .全 如, 当 x-> + wm 时 ,有 


[eae -二 富 n( 吉 二 


[ai(m)g 2d - 3 
其 中 ReX >0,Ap>0, 而 了 (0 保证 左 端 积分 收 笋 .特别 当 gtt) 在 t=0 时 可 和 颈 开 为 处 
外 收 敦 的 泰勒 级 数 : 

q(t)= > 0 v0 < f< 的 )， 
则 | 
| gw) a ~ > Cts + 1) 01) {x+ 加) 
例如 取 g(1) = e',g(1) =e- 信 , 则 
| exp| ~ xz2 们 十 直 d ~ 去 >) 2 了 (x—+ 的 )， 


如 果 gC1) 的 拉 普 拉 斯 变换 @(p) = | g(t)e-"ds, 具有 收 伍 横 坐标 w <0, 则 
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By) = > Svess 1). 由 此 可 见 G(s #1) = (DBO(0*)(s =0,1,.…). 
于 是 当 g( 让 在 :=0 可 展开 为 处 处 收 但 的 泰勒 级 数 时 , 则 当 --+ 时 ,有 
| gal)ds) ~ > (= go0r)g VOL) 
例如 取 g(z) = 人 为 9 阶 有 守重 娄 , 它 的 拉 普 拉 斯 变换 为 
OA 


[2391 
则 

{ — 1)*[(2x -111], s=2k, 

人 0), 


{on 二 
(07)= s=2k+1(k=0,1,"…), 


于 是 当 x 一 + mm 时 ,有 
nad ~ DI- D+ (te 
其 中 q( 疏 是 确保 积分 存在 的 西数 . 


4.6 布 列 斯 丁 展开 法 


考虑 积分 
1 
I(a,x)= | ew ge, pidt. 


对 固定 ae [0, 让 在 x 一 + 时 的 渐 近 展开 ,其 中 >0,0< 1s+%. 

假设 py{o ,和 qt, 是 et 的 连续 西数 ,对 给 定 a 了 商 数 pt{a,:) 在 [0, 站 中 
的 最 小 值 在 1 = a 点 达到 , 朋 设 Dla,a) =0 而 py(lo,a) 0, ola,a) 0. 利用 2.4 
节 的 控 普 拉 斯 浙 近 公式 得 到 : 当 x--+ 时 ,有 


pe- P(e oy) H -1 . 
gta,a)at” i 震 pato,a)| 。 ce 
I(a,x)~ | 全 


于 ew g(0,0 TFA) IE pe(0,0)1 -a=0. 
可 见 A(a,*) 的 渐 近 值 ,不 论 4 =1 与 否 , 当 a~0*+ 时 并 不 能 导出 在 = =0 的 渐 近 值 .， 
这 个 不 连续 性 说 明 对 于 任意 小 的 a 值 , 上述 渐 近 关系 对 a 并 非 一 致 的 . 

布 列 斯 丁 (Bleistein) 提出 一 种 关于 a 一 致 的 渐 近 展开 方法 ,为 此 利用 如 下 关 
系 ,在 积分 Ke ,z) 中 引 人 新 变 元 w: 


plast)=$w- ala) w+ h(a), 
并 选取 ata) ,5(a) 使 得 1=0 对 应 于 w =0, 而 平稳 点 1=a 村 应 于 地 = alfe), 于 是 


bla)= pla,0) ,ala) = |2p(te,0) -2p(a, a)1, 
即 
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Di Oateas 
U2p(la,0) -2p(a ,oT + (2pla,t) -2p a a)) 2, actel. 
在 这 个 变换 下 + 和 vw 之 间 是 一 一 对 应 的 , 且 因 


1 dpta,t) , 
a 3 ， 看 < 二 
df + 1 dplo,t) 
(2p(ast) -2ptaa)) ?2 at 
在 :=a 导数 是 连续 的 , 故 变 换 在 := a 无 奇异 性 . 
若 记 w{ 上 = 工 ,在 引 人 新 变 元 后 积分 I(a,x) 有 如 下 形式 : 


Ta,*)= dd ep[ — (六 we oto) fa, wuldw, 


其 中 (ayw) = qle,t)( 二 六 -1 于 ,而 上 是 a 的 函数 . 
在 w=s&a 点 将 fa ,wv) 展 开 为 奈 勒 级 数 : 


fla,w) = Dp la)(w 一 8 好 ， 
PE 
其 中 系数 pla) 在 a = 们 是 连续 的 . 
在 积分 上 as ,*] 的 表示 式 中 将 工 换 作 过 ,然后 对 fa, ww) 的 级 数 逐 项 积分 , 便 可 


得 关于 a 是 一 致 成 立 的 渐 近 展开 : 
pa 0} 


各 习习 了 


Te,x) -~ 4 nle) Ly, ~)， 
其 中 
F(y)= . expt 一 pe + Tr -yetdr. 


当然 上 述 渐 近 级 数 是 理解 为 关于 一 个 适当 的 渐 近 序列 的 渐 近 时 开 . 
例 4 寻求 积分 


Hae,t) 一 | eed, 
当 *x 一 + 中 轩 ,关于 a“E [0,- > ] 一 致 成 立 的 渐 近 展开 . 
解 取 pfa,9)= -oasg -toina,qgfe,0)=1 和 Ai=1, 于 是 
2 人 22 -= ing - sina. 
可 竟 在 [0, 7 ) 中 p(a,8) 在 8=a 点 达到 最 小 值 , 令 
cosb + gaina =1+ mg — Ww 


其 中 ,ea=v2feoan + wsinz - 1, 因此 
{ -2(eoea+fa -日 )aina ~ co080) 2, 站 二 0 二 ai 


一 a tyiloo80 + (a 一 日 Jsint - coad)t?, as<0< 二 ， 
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于 是 对 新 变 元 w 有 
Me,a=e| epl- x - a )| 和 dw 


其 中 工 = e+y3Sfeosk + (e-~ 二 msina)r2, 而 


d6 - S ， 
dw = A = pla) - a)!, 


sind 一 sing 
这 里 系数 gp,(a) 通 过 计算 可 得 ,比如 有 


mt(e) = FA; pi(a) = 和 Pta) = 人 


记 闷 (ce,x)= P( 方 + 也) + 一 (了 s+ 六 ,ose + asina - 1)), 其 中 rCu,x) 
是 不 完全 的 厂 函数 ; 

于 下， x) = | ldi(Rer > 0). 
利用 布 列 斯 丁 展开 法 ,对 任意 正 整数 mn, 当 x-* + om 时 有 源 近 表示 式 : 


和 


as) = 和 Sal) Ke, ?2 + 0(5)}， 


其 中 0(RA)x + wm 时 ,在 区 间 [0,a](eoE(0, 互 ) 中 任意 数 ) 上 关于 a 一 致 成 
立 , 可 见 , 当 x+ am 时 ,积分 1(a,x) 关 于 a 在 [0,ao] 上 一 致 成 立 如 下 的 渐 近 展开 ; 
Tur) ~ Steosa + asina) Ss (a)x,(0, 4)(2)#. 
{2x) 由 + 
4.7 切 斯 特 - 弗 里 德 晶 - 尤 雪 尔 方 法 


考虑 如 下 形式 的 围 道 积 分 
Has)= | ert g(a, id, 
其 中 pfa, 日 和 g(a,1) 是 复 变 元 ! 的 解析 函数 且 是 参数 = 的 连续 函数 ,又 设 p,(a， 
由 有 两 个 零点 ,其 中 一 个 是 := ae, 并 且 至 少 有 一 个 零点 属 了 A ,为 了 得 当 * + om 


时 ,积分 玉 a,z) 在 z 的 一 个 邻 域内 关于 a 一 玛 成 立 的 斯 近 展 开 , 类 似 于 布 列 斯 丁 
展开 方法 , 切 斯 特 - 弗 里 管 蝇 - 尤 委 尔 {Chester Friedman Ume 册 提出 一 种 展开 方法 . 
在 积分 Ka,x%) 中 利用 如 下 关系 引 人 新 变 元 w 


pc, 人 = 才 骨 + 妇 ( 人) 二 bla}lw+ ce. 


上 式 右 映 的 平稳 点 是 二 次 三 项 起 gr + 2ow + 6 的 零点 如 (a) ,wata). 选 取 alw)， 
bia) 全 得 wife) 与 afa) 分 别 对 应 于 pla ,1!) 的 零点 .而 系数 c 随意 指定 ,在 此 变 
换 下 ,积分 I(a ,x*) 变 成 如 下 形式 : 
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Ha,x) =e et- x + ow + be) fn, wdw, 
其 中 总 是 路 径 A 在 加 平面 的 像 ,而 


2 
fla,w)= g(a) do Lt 
根据 a= a(a)、6=b(a) 的 选取 ,不 论 c=4 与 否 , f(a,w)} 在 wi(a} 和 wz(a) 点 都 是 
解析 的 ,将 Aa, 芭 ) 在 积分 的 新 被 积 耳 数 中 的 指数 因 式 的 最 小 处 展开 为 泰 贡 级 数 ， 
并 逐 项 积分 , 则 对 充分 大 的 x, 积分 fa,x) 可 用 依赖 路 径 如 的 芯 里 函数 或 斯 玫 尔 
晒 数 的 积分 浙 近 表示 . 


$ 级 数 和 序列 的 渐 近 方法 


5.1 欧 拉 - 才 克 劳 林 公式 


为 了 给 出 数值 积分 , 收 敏 缓慢 的 级 元 求 和 ,以 及 级 数 和 的 病 近 展开 中 一 个 十 分 
有 用 的 欧 拉 - 玫 克 劳 林 (Maclausin) 公 式 , 下 面 预先 介绍 伯 努 利多 项 式 和 伯 努 利 数 的 
性 质 - 

由 如 下 生成 柳 数 


= Ba(4) 下 a Cite 2n) 


确定 的 包 项 式 aa 0， 0 .) 称 为 伯 努 利 儿 项 式 ， 它们 在 x =0 的 值 称 为 伯 努 
利 数 品 = 吾 (0). 前 8 个 伯 努 利 数 是 


1 1 1 
Bo=1， Bi= -省 ，Ba= 汪 ，BB=0， B= -水 ， 
Bs=0, Bs=j, B=0, Bs= -区 B =0. 


事实 上 , 奇 下 标的 怕 努 利 数 中 只 有 如 0, 其 余 都 是 零 ,而 相应 的 伯 弩 利多 项 式 为 
Bolx)=1, B(x) = 4— 溃 ,Bs)= r+ B(x) = x(4- 汪 )(x-1)， 


B(x) = 2 让 Bs(4)=%(x% 一 机 }( 民 -zx 一 二)， 


Belx)= x — Sx + 之 二- 二 人 2+. 


2 42" 
伯 努 利多 项 式 有 如 下 重 瘟 性 质 ， 
、 ， 1 
Ba = DDB Bs)ds = os> Di 
BECx)7 = 再 -15 有 人 一 和 (一 
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DF 三 il Bt 1) 一 号 .13 = 1); 


j=1 


py 


计 二 d= CD 他 Gz 
此 外 ,当主 1 时 ,Bitx) 在 [0,1] 上 只 有 0, 了 ,三 个 零点 ,而 Bo,(x) - 请, 在 [0， 
1] 上 只 有 0,1 两 个 零点 且 有 


1Batx)lslBl (Oxx<1). 
第 一 形式 的 铭 拉 - 震 克 劳 林 公式 设 a,m 和 n 都 是 整数 月 a < n,m>0, 叉 设 
FmY{x) 在 区 闻 (a,n) 内 是 绝对 可 积 的 , 则 有 


D0) = jo + fo) + 广 f(n) + 
be (Fs Gj Cn) -fa)) + 
f 2 - 名 证 LD) pom (qz, 
其 中 [zj 表示 (x - 1, x] 内 的 整数 ,也 即 x 的 整数 部 分 ， 

第 二 形式 的 胸 拉 - 素 克 劳 林 公式 ” 设 六 z) 满 足 如 下 荣 件 : 
tp f(z) 在 带 城 a Rez 专 n 上 连续 ,在 其 内 部 正则 ; 
2 当 a=s<s*<sna 时 ,xz) 是 实 的 ; 
J 当 Ims*%w 时 ,在 a Rez 和 <n 本 关于 Rez 一 致 成 立 f(z)= 个 (er )i 
和 ”积分 | 加 e+ iY 半 gy 收 敏 ; 


F 在 直线 Rez = n 上 .2z")(z) 是 连续 的 ， 


出 
SE 


> po 1 DEn) 二 


其 中 wm 是 (0.D 区 间 内 的 某 涉 数 ;a mn 就 是 整数 , 旦 a < n,m>0， 
例 1 求 和 数 stn) = > jlnj 关于 的 渐 近 展开 式 . 
解 。 取 /x)= zlnr, 所 以 
fix)=Inx+1, Am = (1 全 人 (sm2). 


“796 第 17 箱 渐 近 分 析 方 法 


由 第 一 形式 的 欧 拉 - 老 克 劳 林 公 式 得 
s(n) -| xlaxds t 主 ninn + 十 mn 十 下 一 
SB 
< 28f25 ~ (2s Dm 
~ 1 2] Ta 1 | 1) 
= onlnn- n+ nat nn+e- 
之 s(t28 ~ 1) 2s ~ Dn RCn), 
其 中 m=1 是 整数 ,而 


-二 -二 -二 六 Bx =- [xD) 
470 12 «1 


"Bs, — 8 — [x 
Rn) = | i 
利用 怕 努 利多 项 式 的 性 质 导出 ， 
1 8 -Be-[xI<s1p 1 且 呈 -Bfxs-[r]) 与 吾 。 同 号 ,因此 


:A 1 
(Rn) Tan 1) m2 ni( m2). 


于 是 当 m_ = w 时 ,有 R,(n) = 0( -起 -5) ,因而 得 到 , 当 n 一 + am 时 有 


s(n) = mlnn 一 六 本 + 六 mn 十 Inn + 让 一 


一 RCA) 


2 3 DD B+ O23)- 
其 中 常数 < 可 由 级 数 之 jinj 的 前 ”项 直接 求 和 并 利用 只 (mn) 的 界 得 到 ,例如 , 准 
确 到 八 位 小 数 时 有 c = 0,248 754 4， 
例 2 求 和 数 s(n) = ye-*e* 关于 a 的 渐 近 展开 式 ,其 中 a 是 正常 数 . 当 
全 
sn) = (Ve O(nd-") (m2). 


5.2 站 函 数 的 渐 近 性 质 


考虑 用 麦克 劳 林 (Maclaurin) 级 数 


fz) 一 Do 
定义 的 整 咀 数 在 |z1-> + “时 的 渐 近 性 质 . 为 此 ,时 常 将 此 和 法 示 作 围 道 积分 ,然后 
应 用 第 3 和 4 章 中 的 渐 近 方法 处 理 . 
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例 3 考虑 函数 /(p,x) = fy y+ 
时 的 渐 近 性 质 , 其 中 p&€ (0， 全 中 的 浓 数 . 

解 ”对 于 任何 正 整 数 nn, 利用 留 数 定理 推 
a 

人 > 名)e = 去 | [pa rT) | Pogrntdt, 
其 中 了 是 图 5. 1 所 示 的 闭 国 道 广 意 到 


crt 1 1 

2 2 ee 
-1 .—l 图 5-1 
2 el 


招 出 
Ch a x ds 
安信 = 时 je Dd -| lat + 1) |” ea -1 


IF 二 - 
aM 1 
其 中 4 ,4 分 别 表示 闭 围 道 4 的 土 半 部 分 和 下 半 部 分 . 
由 斯 特 林 浙 近 公 式 可 以 证 明 若 0< p <4, 沿 大 轩 弧 的 积分 , 当 有 n> + 名 时 是 赵 
于 零 的 ,了 叉 当 |xi1 和 Ret 志 9 时 ,有 |1 芝 1 去 1, 因 而 得 到 


fpsn)= lt oD) 《zz 
对 上 面积 分 应 用 斯 特 林 崭 近 公式 和 2.4 节 中 例 9 的 方法 可 以 得 到 : 当 pE (0,4] 时 ， 
有 


Aps%) ~ 一 一 和 一 《YX 十 的 让 
p 2 


5.3 ”序列 渐 近 的 达 布 奇 点 法 
设 i4,1 + 。 是 一 个 已 知 序列 .要 求 确定 当 n 一 + wm (或 a > - %) 时 ,序列 14,1 
的 渐 近 性 质 " 达 布 (Darbon) 提 出 如 下 方法 . 
引入 序列 14。1+>.。 的 生成 函数 F(z) = 全、 4w. 它 在 :平面 具有 有 限 个 异 
于 原点 的 预 立 奇 点 ,用 + 表示 这 种 奇 点 到 原点 的 最 短 距离 .又 设 存在 已 知 函 数 
ctz) = Dar , 它 具有 如 下 性 质 : 


?ez) 站 0<1zl<r 内 正则 ; 
2 级 数 Sa, - 妃 )re” 在 [x,x] 上 一 致 收 化 于 上 次 连续 可 微 函数 0)， 
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于 是 
A = | fa)e “do, 
将 上 式 中 积分 上 次 分 部 积分 得 
-二 = 一 (让 和 Lf fe ™ dy. 
oa 应 用 获 受 - 勒 内 格 下 理 有 
[2 = oll) (n+ om), 


因而 当 n -> % 时 有 
-d= or Ee- 0 或 于， 三 加 十 ol rn ty) 的 . 
这 样 以 已 知 序列 和 1 的 渐 提 性 质 , 可 导出 序列 1.1 的 新 近 性 质 . 
例 4 手 求 勒 让 德 案 项 式 P(x) 的 源 近 表达 式 . 
解 ” 勒 让 德 才 项 式 序 剂 i P(tz)i 的 生成 孙 数 是 
Flz,£) = > (2)& = (1 -2 + 2, 


其 中 -]<z<1, 空 060(0<9<r), 则 1-2 帮 + 各 =(E- es (Ee), 见 
F(z,&) 在 1&1=1 上 有 两 个 在 点 :£ =e*”, 于 是 7=1, 为 将 按照 (# ~- e*y) 展 开 ， 
选取 分 支 ,使 得 
VE ee ER 
于 是 当 #=1 时 ,有 ~ 1-2 关 + 总 =1, 利 用 二 项 式 展开 定理 得 
F(z,8) = ae- ev) + (es ~ e-0)1-12 


吧 1 
ee" ( -了 _ 3 
VIsind Et ,Iles — os) 


es | 了 
2aing Ti sn 《ee 
对 于 任意 确定 的 非 负 整数 上 


6 由 #1 . a- 闪 
Glz,£) = 7 二 之 ?few (Ss + ee : 


容易 验证 函数 F(z， &) - Gi(z18) 在 1&1 = 1 上 是 具有 上 大 次 连续 可 微 的 函数 , 令 
w= 二- (十 )(+ 四 ， 则 CCz,6) 可 展开 为 上 的 震级 数 


4 -一 [人 上 ww 一 (+sin] 
> 2 2 (em -~ e-#): * (ev - se 


去 和 PCD(zje， 
及 = 路 


Glz,€) = 
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其 中 
1 


和 1 
》 _ 1 -wi:-wt 1l ,下 1 
pulz) = | 2 ] ， 2 ] a {ent +is—-n-™)0- 


可 


(ma -~ 了 sj] + expt — i + 3- 二 方 )8 — {nr— 二 sx] 


= Fs > 了 人 72] (1+23) +(s-n- 示 )9). 


于 是 庶 用 和 达 布 奇 点 法 得 , 当 n 一 + wm 时 ,有 
P{z) = PCz) + on *) 


贞 1 1 
-之 -TD 
sinf > ” }( | (2sind)}! 

ceos[ 二 (1 + 25) + (sn 六 )9] + on *), 
且 此 源 近 关系 在 -1+ ez 三 1 -el(0<e<1) 上 一 至 成 立 .特别 有 取 司 = 人 0 得 到 


-1)1t 
PN(z) = 5 
他 


Jeoe( B+ — (nr ) 


( 


i 


或 
PtOfz) = (一 5) oos( 09+- 下)+ Of) 
于 是 当 na-=* + wm 时 , 勒 让 德 多 项 式 P(x) 有 如 下 渐 近 表达 式 : 
Plz)= (3) oo n+ 和 ) + om). 
和 且 此 渐 近 关系 在 -1+ 8 万 # 志 1-e(0< <1) 上 一 致 成 立 . 


5.4 蛤 尔 方 法 


设 扰 电 是 已 知 图 数 F(x) 的 拉 普 拉 斯 道 变换 
AD= 直 | ”sp(adz (ce>0). 


要 求 确 定 当 (一 + mm 时 ,tt) 的 渐 近 性 质 . 
类 似 于 达 布 方法 , 咏 尔 (Haar) 提 出 如 下 方法 . 设 存在 一 个 汕 数 g(4), 它 量 已 知 
函数 Csx) 的 拉 普 拉 期 着 变换 


e(D= 直 上 eec(o)ds， 
且 妆 上 = + 冯 时 ,8 六 的 毅 近 性 质 是 已 知 的 ,于 是 有 
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AD- aD) = el Fs)- co)ds 
@2 
人 


= [~ el 下 (ee 二 廊下 de。 


体 设 上 面积 分 对 一 切 充分 大 的 上 是 二 玛 收 化 的 ,那么 由 黎 达 - 勒 贝 格 引 理 得 : 当 
++ 反 了 时 有 


| er| Fie+r+ wm}- Ctec+t wldv= oll). 
于 是 , 当 t 一 时 ,有 FD) = g(t) + ole™). 
如 果 还 想 设 积分 
[lpr wm) CNet ld (k=1,2,.,m) 
对 一 切 充分 大 的 上 是 一 致 收 化 的 ,应 用 m 次 分 部 积分 得 
AD -sg(D = 全 (二 让” ep i)- Com(erahdo 
利用 烤 帝 - 惑 风 格 引 理 , 当 (+ 后 时 ,有 


AD)= g(t) + olt me). 
由 上 式 可 见 , 当 ce->0* 时 , 即 积分 围 道 尽 可 能 向 右 移 时 ,所 得 的 结果 最 好 ， 


6 渐 近 展开 的 余 项 估计 


6.1 有余 项 估计 的 收敛 因子 


设 记 z) 有 加 下 渐 近 展开 ， 
f(z)~at + 学 + + (z=%,sE 53), 


其 中 ,s = | 而 过 age 二 外 | ,特别 地 可 能 退 北 为 正 或 负 实 轴 上 的 区 冯 , 列 设 渐 近 
级 数 中 直到 (n +1) 项 为 止 ,每 项 的 绝对 值 是 逐 项 减少 的 ,而 此 项 之 后 每 项 是 逐 项 
增 各 的 .显然 n = n(z) 是 1s1 的 不 连续 冰 数 上 且 与 argz 无 关 , 于 是 


Rlz) = f(z) - 之， 和 
称 为 渐 近 府 开 的 余 项 ,特别 称 Rc)(z) 为 最 优 余 项 . 
现在 要 求 确定 oc(z) = 2 ,使 得 


Nx) 三 SS > + elz) “os As) 
当然 如 果 当 1z1 很 大 时 ,能 佑 计 出 cz) 的 量度 ,那么 就 可 以 得 到 最 优 余 项 的 估 


6 斯 近 展 开 的 余 项 估计 801 . 


计 , 在 实用 上 , 较 有 效 的 方法 是 作出 ctz) 关 于 = 或 az) 降 者 的 清 近 展开 . 有 时 对 
cf oz 只 需 计算 到 几 位 有效 数 字 恒 可 在 相当 程度 上 提高 西数 太 z) 的 精度 , 故 称 c(z) 
为 收 敏 因 子 . 

例 1 考察 指数 积分 


Ez)=] Sd (1 argz 1< 三) 


渐 近 展开 的 余 项 . 
解 Els)= | et = | Ee | 
由 于 对 任何 非 负 整数 有 


_1_ _ |， _ 
T+i=! f+ 


有 一 = 一 了 
+ CD" ie He, 


于 是 E(x) = es Sl) + 只 (z) ,其 中 
= 


因此 


El(z) ~ cu = 2 > D135 


在 此 渐 近 展开 中 ， 当 1z| 不 是 整数 时 ， 绝对 值 最 小 的 项 是 ulintz) 而 当 1z1 是 整数 
时 , 则 存在 两 个 同样 大 小 的 项 wz) 和 wu -1(z). 现 在 记 9 = argz, 导 求 


RiCnt toss- el- + ele, 
对 固定 &,0, 当 mn 一 + wm 时 的 渐 近 值 ,上 式 右 端 积分 中 被 积 钙 数 的 鞍点 由 下 式 确定 
让 14exp( - e8)| =0, 即 := ev, 将 积分 路 径 施 转 - 9 角 使 得 新 路 径 过 。- 5 点 . 于 是 ， 
令 1= re ,得 到 
Rl(nt tod} = (~ De ins] ered 
ar i ° ol]+res 
虽然 此 表示 式 是 在 191 < 下 的 假设 下 导出 的 ,但 再 次 将 积分 路 径 旋 转 并 利用 


解析 开拓 震 理 ,容易 看 到 此 表示 式 对 于 101<r 也 是 正确 的 .因而 利用 拉 普 拉 斯 方 
法 得 到 ; 当 n-r+ 时 ,对 任何 至 密集 中 的 上 和 6E[-xr+cr-T]G> 人 一 至 成 
立 


R 1(p+e)eal ~ (1)*(1- a)e-n-e- i DAE 0 


毕 -26+2o6+ 去 -26+2a7 


7 +4 


1T + 


其 中 
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t=: 


因而 对 于 收敛 因子 C(z)= 生 (号 ,只 要 利用 nl 的 斯 特 林 渐 近 展开 式 , 便 可 


得 : 当 p-= + 妈 时 ,关于 有 鼻 的 种 dE[-rx+ ,TK 一半] 一 致 成 立 
C {n+ é)ev| ~ (1 ol+ El+e) 4+}. 


对 于 指定 的 z 值 ,要 利用 此 结果 时 , 取 8=argz,n=[1zl] 和 &=1sl-[1s1], 
于 是 (na+ Elez = 2 则 RCC(nt fes)=m((n+ és) Cr+ ee). 比如 在 必 , 
(fna+s)es) 的 洛 近 展开 中 只 取 第 一 项 , 取 近 人 要 等 式 : CCfn+Eles)m1- ea= 

1 
1l+e 


竺 别 当 z>0 时 ,此 时 9=0, 于 是 1-a= 直 ,有 近 拟 等 式 Rea(s) 必 方 aa(z). 
为 了 说 明 收 敏 因子 的 作用 , 取 z=5, 则 
auf5) =0.2, (5) = -0.04， wm{5)=0.016, 
usfS) = 一 个 00 6， m5)=0.00 二， ms(5) = -0.06 8， 


肯 、* 


于 是 
vot) + we SY + aaf5)7 + wml) + ml5) =0.17408. 
总 
ES =0.170 422 176…. 


所 以 Rs(5) = dE) - yu{5) = -0.003 66… 
了 有 


若 利 用 收 伍 因 了 于 法 ,注意 到 
1 1 


Cs(5) ~ 证 (1 -二 可 +……)， 


如 果 只 取 前 二 项 得 到 C3(5) =0.475, 于 是 
RelS) ms Cel) ust5) = 一 个 .001 74… ， 
由 此 例 可 见 , 利 用 收 笋 因子 法 得 到 祭 项 估计 与 真 值 之 问 只 差 0. 000 01, 所 以 利 
用 收敛 因子 法 估计 余 项 有 是 可 行 的 . 


6.2 余 项 估计 中 的 三 拉 变 模 法 


提高 余 项 居 计 精度 的 男 一 种 方法 是 将 给 定 的 渐 近 级 数 ,变换 为 一 个 新 级 数 , 司 
得 新 级 数 开 始 的 一 些 项 以 较 快 的 速度 威 少 ,经 过 变换 得 到 的 新 级 数 的 最 优 余 项 ,经 
常 比 原来 级 数 的 最 优 余 项 为 小 ,有 时 蔡 至 可 以 全 新 级 数 收 怠 .经 常 采用 的 是 欧 拉 变 
换 法 . 设 m,a…， 是 给 定 的 序列 , 作 
=Ata)]o (1=0,1,2,.), 
其 中 上 是 任意 数 , 而 入 是 向 前 差分 运算 : 


6 渐 近 展开 的 余 项 估计 : $03 ， 


A dt 2 


A'y = A'-lyy,1 A- 
到 列 18 0, 称 为 1a,1y 的 欧 拉 变换 . 
假设 gfzl) 是 复 变 元 z 的 解析 函数 , 量 
s(x) ~ > 一 wm , 5), 
Pi 


其 中 ; 是 给 定 的 扇形 域 , 则 
币 b, 
B(x) ~ rp ,#9)， 
取 =1 和 z= -1 上述 变换 简化 为 
> 1)'a, ~ 2- D'S 


现在 给 定 渐 近 展开 式 f(z) -~ > ,而 


Rlz) = f(z) - 六 iu 人 al 
是 最 优 余 项 , 令 四 =({~ 轨 ifzIE=OL ). -用 可 拉夫 有 
之 (2 圣 27- 1)'a, ~ > 1)* El 


因而 在 应 用 时 适当 选取 非 负 整数 m ,将 和 数 1);’ 全 全 作为 R.(z) 的 近似 值 . 


a 


有 时 为 了 提高 估计 精度 ,可 对 >)(- 1): 全 90 再 次 应 用 欧 拉 变 换 ， 


a 
例 2 已 知 浙 近 展 开 cE,(z) -Sw,(z) ,其 中 心 (=(- 1 -24 ,要 求 用 欧 


mt! 了 
拉 变 换 法 计算 esE,(5) 的 近似 值 ， 
解 ” 由 于 


Rs(5) = ER(S) - > a5) = 2 45), 
= 


令 ~ 
= 
了 到 m=6, 计 算 到 第 5 位 小 数 ,得 到 表 6-1. 
于 是 
Rs($) ~ > =10-5( -384+38-27+12-9+7-6) 
= -0.003 69. 


因而 六 E,(5) = Ds) + Ret5) = 0.174 08 - 0.003 63 = 0.170 39. 
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它 与 (5) =0.170 422 176… 只 差 0.000 03. 
| 


-0. 07 16| — 0.0347 16| -0.052 O07 


-0.04 2) —0.089 18 
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蔬 


引 


函数 逼近 论 有 着 能 和 久 的 历史 , 半 个 密 世 纪 以 来 的 不 断 发 展 , 蕊 使 它 成 为 一 个 疑 
富有 深刻 理论 内 容 , 又 有 着 巨大 应 用 价值 的 数学 分 支 . 

本 往 的 主要 目的 是 较 全 面 地 展示 函数 前 近 方 法 中 最 基本 最 重要 的 内 容 , 筒 时 
也 尽 可 能 提供 领 爹 和 掌握 函数 通 近 方法 的 独特 技巧 ,为 此 ,本 篇 堵 重 讲解 歇 数 晕 近 
论 中 经 典 的 理论 和 方法 ,并 特别 介绍 十 分 有 用 的 样 条 函数 方法 和 非 线 性 通 近 方面 
的 基础 知识 . 此 外 ,本 篇 还 提供 一 系列 显 式 表示 的 逼近 方法 与 明 近 算 子 .因为 这 些 
方法 和 算 子 具有 计算 上 的 可 行 性 ,希望 对 现代 科技 工作 者 是 有 益 的 ， 


1 插值 方法 


播 值 方法 是 数值 分 析 很 古老 的 一 个 分 支 . 它 有 着 悠久 的 历史 . 等 距 结 点 内 插 公 
式 是 由 我 国 隋 朝 教学 家 刘 炬 (544 ~ 610) 首 先 提出 的 ;而 不 等 距 结 点 内 插 公 式 是 由 
唐 朝 数 学 家 张 递 (683 ~ 727) 提 出 的 .这 比 西 欧 学 者 发 表 相 应 结果 早 一 千 过 年 ， 

插值 方法 在 数值 分 析 的 许多 分 支 { 例 如 ,数值 积分 ,数值 油分 ,微分 方程 数值 
解 ,曲线 或 曲面 氮 合 ,近似 计算 函数 值 等 ) 均 有 应 用 . 下面. 仅 以 近似 计算 函数 值 为 
例 来 说 明 . 

设 已 知 藉 个 函数 关系 y = 所 x) 的 列表 函数 值 : 


开 E40 革 | EA 


F yo ?1 机 Ys 


及 #* 关 55(1i=01 mm), 问 应 该 如 何人 情 值 7y = f(x). 对 于 函数 关系 y= (x). 我 们 
所 知道 的 仅仅 是 上 述 的 表 列 值 .家 列 值 是 间接 求 得 的 , 贷 如 是 由 实验 { 现 测 ) 得 来 
的 ,或 者 是 从 级 数 或 微分 方程 求 得 的 . 

为 了 秸秆 y, 可 以 使 用 插值 方法 .插值 方法 的 目的 是 和 寻求 莘 单 的 连续 函数 
pfts) ,使 它 在 n+ 1 个 点 6, 和 ,… ,xs 处 到 给 定 值 pix) =%= fx)(i=0,1,'， 
n) ,而 在 别处 希望 它 能 近似 地 代表 函数 太 杂 .因为 太 x) 已 是 有 解析 表达 式 的 简单 
陆 数 ,所 以 它 在 x = x 处 的 值 可 以 按 表 达 式 精确 地 计算 出 来 .这 样 ,就 可 以 将 p(x) 
看 成 y = As) 的 近似 值 了 . 

称 给 定点 xo, #1,… ,wn 为 插值 结 点 . 称 函 数 p(x) 为 歇 数 所 x) 的 关于 结 点 各， 
zi ;xn 的 插值 函数 . 称 y = 所 *) 为 被 插 隔 数 . 

也 称 它 为 内 捅 法 ,如果 x* 藩 在 mx 知之 外 ,并 且 仍 以 插值 尊 数 p(x) 在 x 处 
的 值 近 杞 地 代替 F(x), 刚 一般 称 这 种 近似 计算 摧 数 值 的 方法 为 外 推 法 . 
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1, 拉 格 朗 日 插值 公式 

设 Y= fx) 是 实 变 其 x 的 单 秆 函数. 妇 设 已 知 fx) 在 n+1 个 不 同 的 点 各， 
x a 处 的 值 为 y0,y yy, 亦 即 y= 了 (=0,1,…,n).1795 年 拉 格 斋 晶 
证 明了 下 面前 定理 ， 

定理 1 有 了 唯一 的 s 次 专项 式 P(x) 满 足 条 件 : P(x) = 7 人 = 和 1 ,am)》， 

通常 称 条 件 PCx;) = mi=0,1…,n) 为 插值 条 件 ; 称 次 密 项 式 时 x)0i= 


0,1,…-,m) 为 拉 格 遍 日 因子 ; 称 “次 多 项 式 P_(z) = 》1yd.(x) 为 拉 格 朗 日 插值 多 
is 虫 


项 式 .其 中 
Li ) _ {x — xol(x — ri) {ts we 
和 


拉 格 朗 日 播 值 公式 P,(*) = 》 ?it(z) 结构 紧凑 .思路 清晰 ,所 以 至 今 在 理论 


分 析 上 仍 有 重要 价值 . 
例 1 已 知 记 -1)=2, 了 0) =1,f(2) =1. 求 A 记 x) 的 拉 格 痕 日 插值 多 项 式 . 
和 解 撤 上 (x) 的 表示 有 {x0=1,x1=1,x; = 2) 
_ x 
ds 
有 (下 二 各 


和 EL 一 Xo) RL 一 FE 一 


证 (X73x+2)， 


六 (2 一 2)， 


_ x-xox-*) 1 
bs)= Te = 3 【xz 一 1)， 


从 而 
P(x)= [2 3x+2) 34- x2 +2 -DD)]= (x 3x+8). 


2.、 牛顿 插值 公式 

拉 格 朗 日 插值 公式 的 缺点 是 , 当 播 值 结 点 的 个 数 有 所 变动 时 (例如 ,为 了 提高 
辐 庶 ,有 时 需要 增加 播 值 缚 点 的 个 数 ) ,拉客 朗 日 因子 £5) Ci=0,1,…,n}) 就 要 隧 
之 发 生变 化 ,从 而 整个 公式 的 结构 也 要 发 生 恋 化 ,这 在 计算 实践 中 是 不 方便 的 .为 
了 克服 它 的 上 述 启 点 ,我 们 引进 牛顿 型 的 插值 公式 . 

显然 ,a+1 个 结 点 xz 和 开 的 上 次 拉 格 朗 日 插 盾 兆 项 式 也 可 以 写成 下 
到 形式， 

P(x)= 00+ as- Xo t+ a x os — tt- 1 

下 面 来 确定 上 式 中 的 oo ai, 二. 

令 Pi(x) 表 示 个 结 点 zx60,xy ,6-1 上 的 tn- 1) 次 拉 格 朗 日 插值 针 项 式 . 
由 于 

Ptx)}= Px) = yi0,1,",n-1). 

所 以 Pr) P(x)= er woO(%— I) x), 
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此 处 * 为 常数 ,由 条 件 P(x,) = 可 以 定 出 


ja 一 Ta 
(人 


又 因为 P(x#.) = S y(n), 放 又 有 


_ 
SF Cr vom — xia — hn) 


= Dnt{ Ts 一 “1)} . 
取 记 号 人 
Hxorrir'', = >n{lls - x)} . 
fet 


得 p(x) 与 p,_1(x) 之 间 的 关系 式 : 
加 (= 本 
同 理 
priX) = pntx) + f xo wt Nn x wo 

继续 下 去 ,最终 得 到 

pk 和 = f(x0) + fxos tI CK ~ x0) + 二 

/wos %1 1 一 x0) {x 一 1 一 Xn_1). 
则 称 上 述 为 牛顿 型 的 插值 公式 . 
牛顿 插值 公式 笈 系数 很 不 好 记 , 有 必 蜡 另 寻 方 法 确定 它们 .为 此 ,引进 差 南 前 
概念 ,并 指出 牛顿 插值 会 式 中 各 系数 玉 x0, x 下 =1,…,n) 即 是 入 x) 的 阶 
差 商 , 设 已 知 不 同 的 自 变 量 x6,x1,…,% 上 的 联 数 值 让 x }(=0,1,…,n), 称 
Ha 本 人 和 (ia 

为 扩 x) 的 一 和 阶 差 商 { 或 均 差 ). 一 阶 差 商 的 一 阶 其 商 

Rx ri Yr) = A 
叫 币 后 x) 的 二 阶 差 商 .一 般 说 来 , 称 Cn - 几 ) 阶 盖 商 的 一 阶 差 商 


i _ EE 
所 其 各- 1N0) = Xn = KD 
为 函数 所 x) 的 sn 阶 差 商 . 
差 商 有 以 下 性 质 . 
P? 若 F(x) = fx),e 为 常数 , 则 


FU Sn 1 WO) = fx a No). 
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PP 若 F x) = x) + gtx), 则 
Firms nt Wo) = A No) + gr 1 0). 
了 车 x) = 尖 ,im 为 自然 数 , 则 
0, n> mm: 
fam n=sm: 
诸 %w 的 m-n 次 的 齐 次 汕 数 . nm. 


于 差 商 fw-1 ;和 ) 是 x0, x 的 对 称 隔 数 . 亦 即 当 任意 调换 xo， 
x*1，"… 的 位 置 时 , 差 商 的 值 不 恋 ， 


多 差 商 可 以 表示 成 两 行列 式 之 商 
1 1 a 1 1 oo 1 
b 1 | “"" he 3 | * Tn 
fxprriss xr) = | 本 ss 
专 
Axm) fr) 1 Ns) 入 和  … 姑 
例 2 已 知 列表 函数 : 
4 5 在 
¥ 5 和 2 3 |! 
求 这 个 辐 数 的 插值 多 项 式 . 
解 ” 先 道 差 商 表 1-1:; 


三 阶 关 商 


2 
3 
5 
6 


热 后 将 从 上 表 顶 部 对 角 线 上 取得 的 从 (x0) ,x0s 1) (x0, 1 2) 了 (x0 1X2， 
x3) 代 人 公式 
P(x) = flx0) + A(x0, xi) (x 一 xo) 二 “十 
xe, Tis En) (x — za) tt— x ~ xn_1). 
便 得 到 了 要 求 的 多 项 式 : 
Pi(z)=5-3(x-2+ 三 (xz-2)(z-3- 式 (z-2)x-3)(z- 司 . 


3. 插值 祭 项 
设 Ptx) 是 在 点 加 ,2 拉 加 处 关于 天 < 的 插值 多 项 式 . 项 望 知道 , 当 x x % 
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(k=0,1,…,n) 时 , Fz) 与 户 (x) 的 偏差 ,所 谓 偏 差 , 意 指 此 方法 所 图 有 的 误差 ,而 
忽略 了 在 计算 呈 (x) 时 造成 的 会 人 误差 .通常 , 舍 人 误差 与 在 逼近 中 的 固有 误差 相 
比 是 小 的 . 按 习 惯 , 称 E(f;x) = x) 一 P(x) 为 插值 误差 (或 插值 祭 项 ). 

定理 2 车 fx) 在 包含 普 播 佣 结 点 x6,x*i,…, 忆 的 区 间 [a,8] 上 n+1 次 可 
微 , 则 对 任意 xE&[a,58], 有 与 x 有关 的 & 存 在 (oa < < 485), 使 得 

E(fs4) = (2) - Pals) = TA" Ne), 

其 中 加 (sz) = Cx xo)tx x) 

通常 不 知道 式 中 的 点 六 一 旦 知道 了 ,就 知道 了 精确 的 误差 ) .尽管 如 此 ,还 是 
可 从 式 中 得 到 有 用 的 信息 .如 车 /A** (Cx) 在 [a,5] 上 有 上 界 好 .，, 亦 即 

Ma 

则 由 式 子 立刻 得 到 


Ex)1 < (x— xo) (x x) rx). 
显然 ,牛顿 插值 公式 与 拉 格 六 日 搬 信 会 式 有 相同 的 插值 余 项 ， 


例 3 设 扎 x) = Inx, 并 假设 已 给 出 值 表 ; 


0. 加 
-J.203 144 


-人 .916 291 


试 近 似 估 值 In0.6, 并 指出 糖度 . 
解 ”利用 4 点 人 简单 计算 过 程 如 下 : 


{x -Ox -00.7 x- 人 0.8), 


一 站 .003 147 -9.3 75 


lt*) = 001 
la(*) = TO O06t* ~ 0.4 tx -0.7)(x -0.8), 


Btx)= -0.4 -0.5}(x -0.8), 


bl) = 013 bi2(*- -站 .4 人 一 0.5)fx -0.7), 


11(0.6) = - 若 ， 4(0.6) = 之 ， 
(0.6) = 之 ，4(0.6)=- 滞 


InD.6s - 二 0.4+ 名 np.5 + 这 In0.7- 一 10.8 = -0.509 95. 
及 因为 (x) = -6/x4, 所 以 


(4) = 4 
ona If Cx) = 600.4) < 234.4. 


从 而 IE(f:0,6)1 < 加 x0.0004x 234.4< 0.00391， 
综合 上 述 , 有 
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真 值 ;: 10.6= -0.510 826, 

近似 值 : P(0.0 = -0.509 975, 

真 误差 ， in0.6— P,(0.6) = -0.000 251, 
估计 上 界 ; (In(0.6) = P00.6)1 <0.003 1, 


4, 有限 关 分 皮 其 性 质 
设 已 知 函 数 fx) 在 一 捉 等 距 结 点 0 + 典 (7 =0,1,…) 上 的 秆 f(xw0) ,f(x0 + 
和) 放 wo+ 坝 ),… ,现在 定义 表达 式 Af(xo+ 凋 ) = 让 x0 ++(+ 中) -所 x0+ 病 ) 
为 所 x) 在 点 xo+ 内 处 的 一 阶 有 限 整 分 ,或 简称 一 阶 差 分 .--- 崔 差分 的 一 阶 差分 川 
二 阶 差分 , 记 为 
f(xot 册 ) = fxot (jf+ lA) AfCxo+ 册 ). 
一 般 说 来 ,n 阶 差分 定 交 为 上- 1 工 阶 差 分 的 一 阶 差分 ,例如 
A++ 摧 )= A ot + Dh) -A Frot RR). 
Af(xo) = f(x0+ bh) — fro), 
AAOro) = Afxro +t h) -AA vo), 
BACx0) = f(x + hh) — AAA x0), 


按 定义 可 知 符号 A 满 吓 指数 律 ;APAY(x0) = 证 x0) .其 中 p,g 是 正 整 数 . 
有 恨 差 分 移 理 论 是 微分 学 的 原始 形式 .在 历史 上 , 福 分 学 正 是 由 有 恨 差 分 的 理 
论 产生 的 ,所 以 差分 与 微分 有 着 极其 相似 的 性 质 . 不 妨 列 举 如 下 . 
bp 常数 的 差分 等 于 零 , 亦 即 若 所 x) 二 ec, 则 
Mfr)= xt h) -fx)= ce- c=0. 
2 常数 因子 可 以 提 到 差分 号 外 , 亦 即 若 卡 为 常数 , 则 
FCx) = x + h) -Hix) = kA x+ hh Hx)) = FA x). 
3 如 果 当 4 二 加 + 记 (j=0,1,…,n) 时 ， 


Ax) = Spgs), 
其 中 6 是 一 些 常数 , 则 用 归纳 法 可 以 证 明 
A 加) = pon gil xo) . 
癌 如 果 当 x = wo+ 内 (j=0,1,- = p(x)p(x) ,NM 
A x0) = > ( n) ArpC xo) A "pl x0 + 起 )， 


人 P 设 P(x) 为 一 nn 次 多 项 式 (最 高 次 项 的 系数 为 go); 风 当 <n 时 Px) 在 
xo 处 的 大 防 差分 为 如 的 m- 大 性 密 项 式 ; 当 上 = m 时 是 常数 , 即 A"PCx) = onl; 
当 计 > rn 时 为 零 . 

6 设 已 知 Fi+ 员 )(7=0,1 ,mn) 的 值 ,用 恶 次 代 人 法 容易 证 明 ,计算 差分 有 
以 下 公式 : 

Aflxo) = f(x0 + h) — fl x0), 
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fxo) = Aflxo + h) ~ Af( x0) 
= A(xo + 28) -21 x0 + h) + fro), 
f(xo0) = An-LRK + h) — A I xo) 
= 2 D(C Pro + Cn — Dh). 
按 相 似 的 方法 ， 对 上 述 类 型 的 方程 用 逐次 消 元 法 ， 可 得 到 
flxo+ mh) = > (1 nD) Aif(%0) , 
实际 计算 差分 时 ,常用 形 如 表 1- 2 的 表格 ( 关 分 表 ) 


下 面 的 定理 揭示 了 洱 数 的 差 商 、 差 分 和 导数 之 阿 的 关系 ， 
定理 3 设 函 数 y = 放 x) 在 包含 结 点 5, xc0 ,和 44 的 区 间 (a,58) 上 为 上 次 
可 微 函数 , 则 


fs rl = El 
fn rt = 


A = £08). 


此 处 mint 站 ,区 4 二 < sank ; 
上 面 介绍 的 差分 叫 向 前 差分 . 些 于 计算 实 段 的 需要 ， 再 介绍 一 个 向 后 差分 和 中 
心 差分 的 概念 . 
设 yy = 并 xo 天 )(j = 人 0,1,…,n) 为 已 知 , 则 分 别 定义 
Yoxoy = f(xo) - f(xo — §), 
vhs) = YA(x0) - VA(xo 一 各) 


vn x0) = Vf(x0) - VA xo — h) 
为 玉 x) 在 x = xo 处 的 向 后 1 阶 ,2 阶 ,…,n 阶 差 分 . 
由 向 后 差分 定义 ,容易 验证 
VA wr) 兰 ffx) -拟人 -有 三 BAU Th) 


+ B14 ， 第 18 篇 函数 和 逼近 方法 


WA) = 允 所 类) — WHY) 
= Afixes m0) ~ WU, ki-2) 
三 2 x Wels FL2), 


Vf = nh ws 
在 实际 计算 启 后 差分 时 , 常 采 用 向 后 差分 表 ( 表 1-3): 


表 1-3 
了 ] -3 
Yh -2 
革 一 字 2 wh YA wp 
.| -1 Vf Y a 
xn h " 


由 方程 (“0) = f(xo+ 之 ) - f(xo - 之 ) 定义 的 差分 叫 作 一 阶 中 心 差分 .类 


亿 地 , 称 
Bf x0) = -1fl xo 4 过) -BrU(m- 二) 


为 = 阶 中 心 差 分 .容易 验证 (及 = /zo + 地), 余 类 推 
dy = -= Mxo,r), 
4 = -f= xo,*-1), 
Hf = d= (及 二 -站 -起 -( 有 由 二- 由 二 ) 
(Ah - A}- (nh -所 ) = hf %2) — fxo, x1)) 
= 2hf( 0, Ki, x2), 
了 


Sm fl = 上 《2 + Df mm 


人 = "(2m) 1 Nm 
可 以 利用 表 1-4 计 算 中 心 差分 : 


表 1-4 
和 -2 fa 六 -4 
x-1 A Sf4 Ff- HAs 
xo hn ? 六 放 ’ A 
天 | nn of dn 了 
x2 A 8 
三 种 差分 之 全 有 下 列 关 系 ， 


eV 的 = Ai 
pa 
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PO = A 

5, 等 距 结 点 上 的 择 值 公式 

对 于 给 定 的 等 距 结 点 的 数据 ,可 以 灵活 地 运用 播 值 余 项 极 小 化 原则 ,给 出 适应 
具体 需要 的 插值 公式 .一 般 说 来 ,在 左 端点 x = xo 附近 进行 插值 宜 用 牛顿 向 前 插 
值 公式 ,在 右 端 点 x = an 附近 捅 值 宜 用 牛顿 向 后 插值 公式. 如 果 在 插值 区 间 中 间 
进行 插值 , 宜 用 带 中 心 差分 的 插值 公式 . 

(12 牛顿 向 前 插值 公式 

设 已 知 y= fCxo+ 读 )(i = 0,1,… ,VN) ,需求 于 

X= m+ ei 
处 的 太 x) 近似 值 . 按 余 项 极 小 化 原则 ,插值 结 点 应 取 x0,x1，…,(n 友和 N) ,注意 差 
喜与 差分 的 关系 ,由 牛顿 插值 公式 ,得 到 
Ax)= Yo 在 Am 十 A Ay + HE ey 十 


Yt ， 
引 一 ]) nt A + ECf, x), 


其 中 


nt _ -el _ ) i 
E{frx) = A : i MA Dg), Wo 人 二 立 ep 十 mth， 


通常 称 其 为 牛顿 向 前 插值 公式 . 
(2) 牛顿 向 后 插值 公式 
设 x = + 外: 自 轩 值 公式 可 得 牛顿 向 后 畏 信 全 和: 


fx) = f(t + hh) = 加 十 二 V+ Ht v2 + 
{ 1 - 1) ， 
t+ 二 y + E(f,x) 


其 中 
E(Ff;x) 二 At) arg), 


{n+ 1)1 
这 里 < 在 诸 包 与 * 之 间 . 
此 公式 适用 于 计算 函数 在 最 后 一 个 结 点 附近 的 近似 值 (内 播 或 外 质 ). 
(3) 高 斯 (K.F.Gauss) 插值 公式 
现在 引进 带 中 心 差分 的 插值 公式 ,在 插值 公式 中 用 结扎 列 
EA 
替代 结 点 列 x0, xo + Wi + 2h,… 得 到 


A = ft (x 0) + (oo) x ) 二 启 
(ws -as dhs ， 


《和 一 os — w(x x_i)(x — x2) 2 Me 
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若 设 * = 而 + 寺 ,n = 2m{ 或 2m + 1), 则 
Ax) = fxo+ th) 
2 
= ++ HT Dp + (Spt+ 


He 六 一 全 


,HR mw) +: 
A demi) + ECf;x). 


当 az = 2m pa n = 2m + 1 时 他 至 奇数 阶 闫 分 全 ”1 
插 慎 祭 项 次 ; 当 n = 2m 时 ,有 
E(f; x) 二 my HAR DE 二) fm ey. 


(2m + 1)t 
当 ma=2m+t 时 ,有 
Elfix)} = him+2 HD | ms Li [ 1 fm €). 


{2m + 2)t 
在 插 灶 公式 中 用 结 点 列 
xor%] = 0 一 趟 ,%1 二 NO 由 ;2 二 0 一 2,x2 = 0+ 2 
替代 结 点 列 ET 时 ,得 到 的 是 高 斯 向 后 公式 ; 
A x) = f(x + 二 
一 + 2 4 Het lap 十 EF. 


i+ 
(= ) DC ) 
上 22 T(t+ 之 让 及 + 上 1 Ga Et me 
(或 4 本 + ECf;x). 


{2m + i! 
E(x) 是 余 项 , 当 = = 2m 时 ,有 
Elf;x) = jet HP DF me) fant 6). 


《rm + 1)! 
当天 = 2m+ 1 时 ,有 
Etf;x) 一 hm? A Dt et pom 8). 
6. 这 步 线 性 描 值 法 
设 已 知 列表 函数 
x 0 xt 的 xm 
x) | 招 入 六 … Jr 


并 息 定 希望 近 亿 地 估 值 CE)(x #5, = 0,1,…,n), 可 以 设想 按 下 列 作 法 实现 ; 
te 过 点 (xy ,Cx ,4) 作 直 线 py(x) ,计算 pi(x); 
2 过 点 (x0;y0) ,x1 1),( x2; 加 ) 作 二 次 插值 多 项 式 ps( *), 计 算 pz(*) 并 比 
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较 pz{x) 与 pl(x); 

Ey 过 点 (x0, yn)， 《xl1y 1), {x 2) {xys ys) 作 三 次 插值 案 项 式 pa(*), 计算 
patx) 并 比较 pa(x) 与 pa x)s 

4 继续 下 去 ,直至 相 邻 的 值 pa(*) 与 ps_1(x) 按 给 定 的 有 效 数字 重合 为 止 . 

下 面 讨 论 如 何 从 值 p(x) ,ps(x),… ,pm-i(%) 计算 出 值 p(x). 将 用 
po afz) 表示 扎 z) 的 在 点 和 ,zt,…, 徊 处 的 n 次 捅 值 儿 项 式 .仔细 说 来 ,pol(z) 
表示 过 两 点 ( xo, yo),(%1, 1) 的 一 次 插值 多 项 式 ;piz(x) 表示 过 两 点 (xb 力 ) (2 
Y2) 的 一 次 插值 密 项 式 ; pl 3 s(x) 表示 过 点 (x +71) ， Cx Fy1) ， Cs, ys) 的 二 次 揪 值 
多 项 式 ; 余 类 推 . 依 插值 的 唯一 性 ,有 pi,2(x) = pai(x) ,p13.s(*) = ps,s,1(%*) 等 ， 

定理 4 设 n 2, 则 
Po nt(x) 1 一 竺 
01 ,n,nt XY) Wh 一 尘 . 
例 4 由 一 个 正 辟 函数 表 {x 以 弧度 计 , 步 长 为 0.1) , 求 sin4.238 的 值 . 
解 依 艾 特 肯 (Aitken) 插值 法 ,计算 可 按 索 1-5 进行 : 

表 1.5 


1 
En 一 Nn-l 


Po n(*) 去 


-0 07 1 


-由 的 1 5 于 万 


所 求 的 值 ( 指 真 值 ) 是 - 0. 889 572 00. 

7. 播 值 余 项 的 个 亚 诺 {Peano) 估计 

令 [a,5] 是 有 限 区 间 ,m > 1 是 整数 . 若 

Fx FP) fm) 

在 [a,b8] 上 连续 ,而 f(x) 在 [a,8] 上 分 段 连续 且 1 (x) 1 甩 ,, 则 说 函数 
六 x) 属于 函数 类 "(Na,b). 

例 5 令 fx) =1xl,[a,8] = [- 1,1]. 容 易 验证 jx) E€ (1!1; - 111， 

2 2 
例 6 今 [es5] =[- 1 及 1) = {> 


-3x 和 


则 


Gx ， x 3 Os 必 +» 0; 
i} _ 2) 一 
f(x) = 人 0 (x) = -65, x<0. 


因此 ,六 x) 所 Wite:; 一 1,1) ,同时 f(x*) 忆 WG 人 1,1). 
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令 x 和 :是 实数 ,0 是 整数 ,二 个 变量 x 和 ;的 图 数 (x - 1)* 定义 如 下 : 


(x xt 
_ | 一 和 本 
(x — D+ to Te 上 . 


车 :为 固定 常数 , 则 (x - 1)+ 就 是 x 的 共 断 多 项 式 .对 于 = 0,1,2 截断 多 项 式 的 
图 形 如 图 1-1 所 示 . 


1 
o {x -- £) 1 
【和 (x), 


[9 3 EE 下 9 


图 1-1 
当 % 国定 时 ,{x - 5 是 上 的 函数 ,上 类似 可 绘 其 图 . 
用 [ae,5] 来 记 包 含 着 点 rss 和 的 最 小 区 间 . ECf;a) 表 插 慎 误差 , 亦 即 
| 吕 ( 产 za) 1 二 | fla) ~- Plo) |, 其 中 记 (x) 为 函数 六 x) 在 结 点 x0,xj,… ,x 上 的 
n 次 插值 名 项 式 ， 
定理 5 设 由 基 正 束 数 (1L < m 和 < n+ 了, 则 当 所 x) 局 于 ;a,) 时， 
存在 一 个 似 恢 粮 于 反 ,a; x0,x1 ,a 的 消 数 所 (1). 


Kt} = Ce ~ 上 me 
Tie A NAC - 19), 


《中 — 


使 得 E(f;a) = | Goode 


定理 & 设 m 基 一 正 整 数 人 过 闪 过 员 1) m0,5)， 则 
| 更 (Fo | 到 en ,其 中 


em -| | 天 【th di. 


定理 7 了 设 严 是 一 正 整 数 人 1 三 站 二 mm+i, 则 有 了 画 数 所 (人 本 (io,5) 
使 得 | Ei;a) 1 = en 


定理 $ 由 | El(f;x) | Cs [Cx — xo)(x — zo) ts x 
和 | E(fa) 1< en 给 出 的 插值 误差 的 界 是 恒 等 的 ,换言之 


| | E(t} tdt = mi | (a wla - rx) ta mn) |, 


2 一 致 逼 近 
这 一 章 介 绍 犀 罗斯 学 者 扑 见 谢 夫 (desonues) 提出 的 最 导 一 致 通 近 的 理论 . 
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2.1 要 尔 斯 特 拉 斯 第 一 定理 


在 实 变数 函数 的 数学 分 析 中 ,居于 最 重要 地 位 的 函数 类 是 连续 函数 类 Cla， 
4&4] 与 连续 的 周期 函数 类 C2.. C[a,&] 是 定 头 在 某 一 闭 区 间 [ a,8] 上 的 一 切 连 续 实 
明 数 所 成 的 集合 ;C2 是 定 尽 在 整个 实 输 { ~ w ,wm) 上 的 一 邹 具 有 2 周期 的 连续 实 
明 数 的 集合 . 
定理 1( 奖 尔 斯 特 拉 斯 (Weierstrass) 第 一 定理 ) 设 扩 xz)E [ab], 则 对 于 任意 
给 定 的 6 > 0, 都 存在 这 样 的 多 项 式 Ex) ,使 得 
max | Plx) — fx) l< £. 


相配 可 呈 必 


注 1 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 第 一 定理 实际 上 正好 解决 了 如 何 利用 多 项 式 作 成 的 画 
数 项 级 数 表 示 连 续 函 数 的 问题 .因为 任意 取 定 一 个 单调 下 降 于 0 的 数列 和 , 则 对 每 
个 及 都 可 找到 一 个 名 项 式 P(x) 使 得 1 PP (x) - 信 x) 1 < 总 .于 是 令 
Qi(#) = P(x), OF(x) = Pr) Pitx),n > 1, 


可 知 级 数 >) 0(x) 的 第 4 部 分 和 恰好 与 P(x) 相合 ,因而 该 级 数 也 就 一 致 地 收 做 
于 f(z) 


2.2 博 雷 尔 存 在 定理 


由 定理 1 知 : 凡 Cfe,#] 类 中 的 任何 函数 都 可 忆 用 包 项 式 近 似 地 表示 并 具有 预 
先 企 章 措 定 的 精确 度 .然而 ,这 时 近似 钞 项 式 的 次 数 趣 可 能 很 高 .因此 自然 要 问 ,如 
果 预 先 对 近 和 似 多 项 式 的 次 数 加 以 恨 制 , 则 近似 多 项 式 将 能 达到 怎样 的 最 商 精 度 ? 为 
讨论 这 个 问题 ,要 引进 一 系列 的 重要 概念 . 

以 后 总 用 及 表示 次 数 不 高 于 的 那些 实 系 数 多 项 式 的 集合 , 即 形 如 

本 (fg) = eo Cx + 4 nA 
的 多 项 趟 的 集合 .其 中 诸 高 次 项 的 系数 6 与 ci 等 也 可 以 是 间 0, 因 此 显然 有 后 己 
RCHhc" 

设 As)E Clae,5 PCz)Ee 中, 则 数值 AP) = max | ms) - 放 x) 1 便 称 

为 Ptx) 与 所 x) 的 凡 差 ;而 偏差 的 下 确 界 
EF = El = AP 


便 叫 卫 对 给 定 晴 数 放 x) 的 最 小 偏 莽 ,又 称 为 所 中 的 针 项 式 对 所 x) 的 最 侍 通 近 . 
自然 人 们 会 想到 去 阿 : 吃 中 是 否 总 存在 这 样 的 多 项 式 P(x) 使 得 A(P) = 最 小 
属 差 5.? 往 下 讲 到 波 备 尔 的 一 个 定理 时 ,就 知道 问题 的 管 案 是 肯定 的 , 基 最 小 偏差 
是 能 各 达 到 的 . 
不 难 着 出 及 2 0, 50 > 下 2 玉兰 了 根据 秋 尔 斯 特 拉 斯 第 一 定理 ,可 知 囊 


Nn- ~m). 
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定理 世博 雷 尔 (下 . Borel) 定理 ) ”对 于 任何 六 x) EE Cle, 了 1, 集 合 已 中 总 存在 
这 样 的 多 项 式 Ptx) ,使 得 A(P) = 加 ， 

为 了 简化 ,给 C[a,8] 中 的 每 个 函数 规定 范 数 , 即 若 1x) € Cla,8], 则 称 
IF = max, 1 Kx) 1 为 Ax) 的 范 数 .不 难看 出 这 种 范 数 有 与 通常 物 对 值 完全 相 


似 的 性 质 . 如 ， 当 且 仅 当 7z) = 0 时 , 才 有 1 = 0 车 gtx) 为 CLa,5] 中 任 一 否 
数 , 则 ff-gHh+ 上 ge ,及 由 称 项 可 知 1 1 -下 让 1 天 外 了 -有 放荡 
数 不 等 式 }. 

借助 范 数 符 导 , 博 雷 尔 定理 的 另外 儿 述 为 :对 于 任何 六 x) E€ Cfo,5], 集 合 瓜 
中 总 存在 多 项 式 

PT Co + OF ++ OR, 
使 得 
A(x) = -Cr Cr = a Ax)- Co- Cr- Cl. 


上 全 加 反对 中 所定 和 人 的 导 位 A(LP) = 巨 的 n 次 多 项 式 Ptx*)， 
称 为 削 数 放 x) 的 最 小 偏差 多 项 式 或 最 佳 通 近 多 项 式 .这 种 多 项 式 究竟 具 有 什么 样 
的 特征 以 及 是 否 唯 一 存在 等 问题 ,应 该 说 比 魏 尔 斯 特 拉 斯 通 近 定理 或 博 雷 和 东 的 存 
在 定理 所 要 回答 的 问题 更 进 了 一 步 . 然而 却 远 在 双 近 定理 发 现 之 前 30 年 ,就 已 由 
契 贝 谢 夫 所 全 部 解决 了 . 闯 贝 谢 去 之 所 以 未 能 去 完成 逼近 定理 的 发 现 , 主 要 是 由 于 
当时 设 有 注意 到 考虑 囊 一 no) 的 问题 .同时 在 契 贝 谢 夫 当初 看 来 ,最 佳 通 近 
多 项 式 的 亨 在 似乎 是 毫 无 疑 向 的 { 从 而 是 无 需 证 明 的 ) ,因此 走 到 他 死 了 十 年 以 后 
《1905 年 ) , 才 由 博 雷 尔 补充 建立 了 上 述 的 存在 定理 . 


2.3 ” 淆 贝 谢 夫 定理 


设 绍 定 -一 个 函数 fix) EE Cla,81, 叉 设 P(x) 是 太 x) 在 于 类 中 的 一 个 最 佳 遍 
近 多 项 式 , 妈 
| PCr) - FO) = 5. 
如 果品 = 0, 那 么 这 表示 所 x) 是 一 个 次 数 不 高 于 nm 的 多 项 式 . 除 了 这 种 显 而 易 蝎 
的 情况 不 予 考虑 之 外 ,一 般 站 是 候 定 只 > 0. 
因为 连续 函数 | Pltx) - ALx) 1 在 闭 区 间 [e,5] 上 总 能 达到 最 大 值 , 所 以 至 少 
会 有 一 点 xo 使 得 
| Pi) =- Fixo) = E. 
把 任何 这 样 的 点 称 为 P(x) 的 偏离 点 一 一 简称 Cz) 点 , 缴 且 根据 下 列 情况 
P(x0) -fixg) = 忆 或 P(x0) - fiw) =- 所 
而 分 别称 图 这 种 (e) 点 为 (+) 点 或 (- ) 点 ( 亦 可 称 为 P(x) 对 六 x) 的 正 偏 离 点 或 负 
今 离 点 ). 显 然 ,(+) 点 和 (-) 点 都 是 存在 的 . 
定理 3{ 契 幢 谢 夫 基本 定理 } 及 中 的 一 个 多项式 P(x) 成 为 C[a,81 中 基 给 
定 阔 数 f(x) 的 最 佳吉 近 包 项 式 之 充分 必要 条 件 是 ; | P(x) - fzx) | 在 闭 区 间 [ 6， 
8] 的 不 少 于 n + 2 个 点 处 达到 其 绝对 极 大 值 ,而 是 这 些 点 依次 为 正 偏离 点 和 负 坊 
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离 版 . 
基本 定理 中 所 说 的 n+ 2 个 点 组 成 的 组 通常 称 为 契 贝 谢 夫 交错 组 .定理 的 主要 
意思 实际 也 就 是 说 明 交 错 组 的 存在 芒 是 最 佳 还 近 多 项 式 的 特征 . 作为 基本 定理 的 
一 个 推论 ,还 很 容易 得 出 唯一 性 定理 . 
定理 4 对 于 给 定 的 站 xs) € C[o,1, 集 合 品 中 只 存在 一 个 最 佳 通 近 多项式 . 


2.4 ” 契 贝 谢 夫 多 项 式 


契 瓜 谢 夫 狗 项 式 的 发 现 是 和 考虑 如 于 的 问题 分 不 开 的 : 给 定 函 数 f(x) = 
wl) , 问 怎 样 以 不 高 于 rn - 1 次 的 多 项 式 PP (x) = -cex-" 
- -去 作 最 住 通 近 ? 

根据 架 见 谢 夫 基 本 定理 ,如 果 PP,(x) 是 x* 的 最 导 遍 近 和 多项式 ,那么 偏 若 | x" 
+ oo cx + co 1 就 得 在 区 间 [-- 1,1] 的 某 n+ 1 个 点 (所 谓 交 错 组 ) 处 
依次 改变 符 导 并 达到 它 的 最 大 值 .显然 ,上 述 的 偏差 也 可 以 看 作 是 n 次 多 项 式 

于 
与 风 x) 一 0 的 偏差 ,因此 原来 所 考 虚 的 问题 也 可 以 称 之 为 最 小 零 仿 差 问题 一 - 亦 
即 以 所 中 最 高 次 项 系数 为 1 的 多 项 式 去 作 0 的 最 佳吉 近 的 问题 .同时 ,对 0 的 最 佳 
逼近 多 项 式 P(x) 也 可 称 之 为 次 的 最 小 办 偏差 多 项 式 ， 

一 般 地 , 形 如 六 + cb + Acoxyt 的 多 项 式 所 能 给 出 的 最 小 零 偏 差 为 


17 .1 = eos( nare co)1 = 2. 


这 里 了 (x*) = 去 [(x + 1 ] 是 次 禹 由 谢 夫 名 项 式 . 
再 指出 契 贝 谢 夫 包 项 式 系 统 的 一 个 重要 性 质 , 妈 在 区 间 [- 1,1] 上 关于 权 函 数 
1 ! TFT x) F(x) 
ptx) = J 的 正 交 性 质 : 当 和 mn 时， 1 
令 x = ceosg, 则 dx =-sin8dd =-v -入 由, 且 了 (fx) = 元 -ieoang, 因 之 上 述 积 
分 转化 为 


dr = 0. 


( 计 )"** 和 jeoemgeoengdg = 0 (m zn). 


2.5 ” 找 尔 斯 特 拉 斯 第 二 定理 


讨论 了 用 代数 多 项 式 通 近 连续 函数 的 问题 之 后 ,自然 就 会 想到 ,用 三 角 多 项 式 
去 遥 近 周期 性 连续 函数 的 问题 . 先 来 讨论 实 系 数 三 角 儿 项 起 所 具有 的 某 些 性 质 ， 


多 项 式 T(z) = 4 + > (acoslz + bisinkx) 中 的 系数 a 和 所 如 果 不 全 为 0， 
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则 称 T(x) 为 n 阶 的 三 角 包 项 式 . 

命题 ”了 两 个 三 角 多 项 式 的 入 积 仍 热 是 一 个 三 角 和 多项式, 而且 它 的 阶 等 于 原 
来 两 个 儿 项 式 之 阶 的 和 . 

俞 题 3 若 三 角 多 项 式 T(x) 具有 侦 性 : TC- *) = T(x), 则 它 必 可 表示 次 


T(x) = A+ D1 Gcoeks. 
命题 3” 凡 具 有 奇 性 T(_ x) = ~ 7(%) 的 三 角 多 项 式 恒 可 表示 为 
T(x) = psink， 
三 角 多 项 式 的 零点 .对 于 任意 一 个 具有 实 系数 的 4 阶 三 角 多 项 式 
T(x) = A+ D1 ( osco0ks + brsinkx) 


el 
而 言 , 凡 司 T(x) 取 汐 值 的 实数 xo 便 称 为 它 的 零点 ,如 果 
Tix0) = T(z0) = = Tw) =0 而 T(x0) #0 

那么 就 称 xo 为 " 重 黎 点 .下 面 所 说 的 零点 概 指 实 数值 的 零点 而 育 ， 

显 灼 一 个 三 角 包 项 式 也 可 以 没有 零点 ,如 cosx + 2 就 没有 零点 .又 由 于 三 角 包 
项 式 是 以 2x 为 周期 的 函数 ,因此 如 果 当 知 基 一 个 零点 时 , 则 一 切 形 如 wo + 2mr(m 
= 土 1, 主 2,…') 的 数 也 都 成 为 零点 .不 过 对 这 些 带 2x 周期 的 零点 ,今后 都 不 如 以 区 
别 ,而 把 它们 称 为 是 互相 等 价 的 

在 计算 零点 的 个 数 时 , 虽 热 等 价 的 堆 点 是 不 计算 的 (实际 .等 价 零 点 有 无 最 煞 
个 ) ,但 零点 的 重 数 却 可 以 计算 在 内 , 即 m 重 零 点 可 算 作 m 个 . 

命题 4 “” 凡 不 恒 等 于 零 的 = 阶 三 角 允 项 式 六 x) 的 零点 个 数 恒 不 能 超过 2m. 

利用 三 角 款 项 式 , 可 以 任意 近 估 地 表示 周期 性 的 连续 隔 数 . 

定理 5( 殊 尔 斯 特 拉 斯 第 二 定理 ) ” 设 扩 xs)E Ce, 则 对 于 任意 给 定 的 es > 0, 都 
存在 这 样 的 三 角 多 项 式 T(x), 使 得 max | Tix) - Az) | < e. 


最 后 指出 ,第 一 定理 和 第 二 定理 实际 是 一 对 互相 等 价 的 命题 
2.6 三角 多 项 式 的 最 佳 允 近 问题 


利用 三 角 老 项 式 来 逼近 CC 中 的 函数 时 , 同样 有 最 佳 逼 近 问 题 .从 问题 的 提 
法 理论 的 展开 以 及 所 达到 的 结论 来 看 ,可 以 说 基 和 代数 名 项 式 的 到 近 理 论 完 全 相 
似 的 .就 老 干 重要 定理 (如 博 量 尔 的 存在 定理 , 婴 贝 谢 夫 的 基本 定理 和 有 瞧 一 性 定理 》 
的 论证 方法 来 看 ,它们 也 基 完 全 平行 的 ， 
以 HH" 来 表示 一 切 n 阶 三 角 和 多项式 Tix) 作成 的 集合 .对 于 给 定子 的 一 个 函数 
太 x) 七 Cm; 同样 可 忆 定 义 
ACT) mm || TOx) — Ax) = ma Tix) ~ fx) 1, 
E» = Er (A) = it{ A T)!, 


而 分 别称 A(T) 与 E52 为 偏差 与 最 小 偏差 .同样 ,如 果 (x) E HH 是 一 个 达到 最 


[Pw 交 We 
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小 妨 差 的 多 项 式 
A(T*) = EE;, 
那 就 称 它 为 最 小 偏差 多 项 式 或 最 佳 通 近 多 项 式 . 完全 平行 地 有 下 述 的 博 雷 尔 存在 
定理 ， 
定理 6 对 于 每 个 ,在 H 中 都 有 这 样 的 三 角 儿 项 式 T(x) 存在 ,使 得 A( 7) 
= FE:. . 
定理 7 ;中 的 三 角 多 项 式 T(x) 成 为 某 给 定 函 数 f(x) E C5 的 最 小 偏差 多 
项 式 的 充 要 条 件 是 ,对 函数 差 T(x) - f(x) 而 言 存 在 有 2n + 2 个 点 
7 Xanaa (0 be 2m) 

作成 的 交错 组 . 

定理 $ 对 于 所 给 函数 所 x) 各 Car 在 集合 厂 中 只 存在 一 个 最 小 偏差 多 项 
式 


“特别 是 ,有 如 下 一 条 推论 ， 
推论 1 车 f(x) 是 Cu 中 的 一 个 个 函数 , 则 它 的 最 小 偏差 多 项 武 T(x) 也 必 是 
但 函数 一 侦 性 的 三 角 多 项 式 


3 ”函数 的 结构 性 质 与 多 项 式 有 逼近 阶 之 间 的 联系 


3.1 ”连续 模 数 有 到 其 性 质 


“连续 模 数 ”是 一 种 用 来 表示 函数 连续 性 状态 的 基本 数量 ,在 分 析 函 数 航 结 构 
性 质 与 多 项 式 玩 近 速 度 之 间 的 关系 时 , 室 起 着 很 重要 的 作用 .这 种 数量 最 早 是 在 费 
尼 (Vall8) 、 波 辛 (Poussun) 等 人 的 著作 中 被 引 人 人 的 . 

今后 用 ta ,5) 来 表示 以 a, 为 端点 的 一 般 区 间 { 可 以 是 开 的 . 闭 的 或 半 开 半 闭 
的 区 间 , 也 可 以 是 (- % ,+ %w)). 假 谨 太 zx) 是 定义 在 ta,5) 上 的 一 个 实 函 雪 ,那么 ， 
可 以 把 数量 w(5) = .| 1 As- 大 7)1 叫做 函数 产 xz) 的 连续 模 数 ,其 中 了 是 


一 个 任意 正 数 . 

连续 模 数 w(6) 实际 是 表明 了 当 自 变数 的 两 个 值 相差 不 大 于 + 时 ,函数 信之 问 
究竟 顶 多 能 相差 党 少 . 对 于 固定 的 3,m 是 函数 据 蓝 特性 的 诺 量 .下 面 列 出 有 关连 
续 模 数 的 一 系列 简单 性 质 . 

二 函数 (人 ) 是 单调 递增 的 , 亦 即 当 他 所 从: 时 将 有 cl 全 |) 立 wl ). 

关 隙 数 x) 在 et 上 一 致 连续 的 充分 必要 条 件 是 linw(8) = 人心. 

了 若 r 是 一 个 正 整 数 , 刚 w(n6) 二 mw (全) 

中 对 于 任意 正 数 1 都 有 不 等 式 w(a3) 过 (4 + 1)w(t6). 

玉 设 族 x) E Lipya 表示 函数 f(x) 在 区 间 ta,58) 上 恒 适 合 如 下 的 利 普 希 牙 
(Dipschitz) 条 件 : 
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ifr -fr MI 1, 
其 中 正常 数 af0 < a < 1 和 贞 分 别称 为 指数 和 系数 . 亦 可 把 满足 此 种 条 件 的 所 有 
函数 作成 的 集 台 称 为 利 普 需 茨 函 数 类 Lipwa. 这 样 ,下 列 两 个 关系 式 
Fir) EE LipweeotBy 二 MS 
恒 是 完全 等 价 的 . 


3.2 ”关于 过 过 速度 的 杰克 进 定 理 


锁 数 的 结构 性 质 ( 如 像 连续 性 ,可 微 性 、 满 足利 普 希 芯 条 件 等 属性 ) 究竟 对 最 
小 偏差 杞 (或 三 。) 趋 于 0 的 速度 会 发 生 怎样 的 影 啊 呢 ?这 是 在 表 近 论 发 展 到 一 定 
的 历史 阶段 自然 要 提出 的 问题 .关于 这 个 问题 的 探讨 ,有 若干 基本 结论 是 在 杰克 卉 
(D. Jackson)1911 年 的 博士 论文 中 获得 的 .下 面 记 述 他 所 得 到 的 一 些 主 要 结果 . 

定理 1 设 上 xz) € Lipwa; 并 生 具 有 周期 2x, 风 一 定 存 在 一 总 对 常数 久 司 得 ; 


:< n= 1,2,.), 


其 中 "= E70 为 n 阶 三 角 针 项 式 对 放 x) 的 量 佳 逼近 { 或 最 小 偏差 )， 
定理 2 杰克 卉 基本 定理 ) 设 六 %*) € Go; 则 对 于 一 切 正 整 数 = 都 成 立 著 如 下 
的 估计 式 : 
其 中 下 为 绝对 常数 ,wo( 二 ) 表示 x) 的 连续 模 数 . 
推论 1 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 第 二 定理 恒 成 立 . 
推论 2 车 f(x) Elipya(O<a<D), 则 E: < KM 二 . 
推论 3 若 斥 *) E Co, 且 在 在 着 有 办 的 徽 商 上 六 (zl 而 1 si [< 村 , 则 


* 1 
£, < EM- 


3.3 ” 折 感 斯 坦 不 等 式 


在 函数 结构 性 质 的 研究 中 ,起 着 极 重 要 作用 的 一 个 强 有 力 工具 ,是 1912 年 创 
立 的 伯 因 斯坦 (Peprurreiin) 不 等 式 .下 面 即 可 看 到 ,无 论 是 从 该 不 等 式 的 重要 性 还 
是 从 简明 性 来 看 ,都 是 值得 高 度 重视 的 . 


怕 因 斯坦 不 等 式 。 设 T(x) = 4+ 31(arcoskx + bsiniz) 是 一 个 a 阶 的 三 角 


名 项 式 , 则 它 的 导数 有 居 值 式 : 
[Tx) en mr) Tix) 1, 
这 个 命题 可 以 改 述 为 如 下 的 等 价 形 式 : 


3 南 数 的 结构 性 质 与 多 项 式 副 近 阶 之 间 的 联系 * 825 ， 


若 max | Tx) 1 = 14, 则 max | T(x) 13 小， 

事实 上 ,只 要 在 新 来 的 佑 值 式 的 两 边 , 除 以 常数 扩 = max 1 T'(x) 1, 并 将 多 项 
式 于 7(x) 仍 记 为 7(x), 便 可 看 出 另 述 是 与 原来 叙述 形式 完全 等 价 的 (至 于 大 > 0 
这 一 事实 , 郑 是 由 了 tx) 半 避 所 保证 的 ). 

需要 指出 , 司 值 式 中 的 系数 实际 是 最 值 可 能 的 ,例如 对 T(x) = sin nx 而 言 ， 
就 有 

Enax | 天上 rn max| T(r) |. 

怕 乔 斯坦 第 二 不 等 式 ” 设 P(x) 是 x 的 n 次 代数 多 项 式 , 那 末 下 列 导 值 对 一 切 
xz{- 1 < x < 1) 都 成 立 ; | P(x) | < 3 max | P(x) 1. 

事实 上 , 令 x = co0s9, 卓 应 用 第 一 不 等 式 于 r 阶 三 角 针 项 式 开间 = P(ecos0) 


上 ,可 得 
| 车 Pteose) = 1 sing. PlcosB) l=1V 1- HP(x) ln ml POx) 1. 


因此 第 二 不 等 式 可 作为 第 一 不 等 式 的 推论 而 导出 . 
推论 4 设 P(x) 是 的 = 次 代数 多 项 式 , 那 未 如 下 的 估 值 式 对 开 区 间 ( ae 用 ) 
内 的 一 切 x 都 或 立 : 


P(x) le 


Rn 
|) 


3.4 ”人 怕 因 斯坦 定 理 和 Zygmund 定理 


让 3.2 节 中 ,已 经 得 知 沙 数 的 结构 性质 一 一 如 连续 性 、 可 微 性 等 怎样 影响 着 景 
桂 允 近 ( 或 最 小 偏差 }E* 的 递减 速度 .在 这 一 节 中 将 讨论 反 向 的 问题 , 即 怎 样 根据 
号 * 的 递减 速度 去 作出 关于 函数 结构 特征 的 结论 . 关于 这 一 -方面 所 得 到 的 最 重要 
结果 是 属于 伯 寻 斯坦 的 . 

从 上 还 已 经 知道 什么 叫 利 普 希 艾 区 数 类 Lipwa ,特别 是 .在 系数 用 无 关 紧 要 的 
情形 ,可 以 用 记号 Lipa 来 表示 这 种 函数 类 . 此 外 , 再 引进 这 样 一 个 函数 类 下, 它 是 
由 满足 条 件 

ao 人) 二 外 (TiogB1) 
的 一 切 函 数 所 组 成 的 函数 类 ,其 中 4 与 可 变 正 数 $ 无 关 . 可 以 证 明 , 若 函数 的 定义 
范围 限于 有 限 区 间 , 则 有 下 面 的 包含 关系 
Lipi cc WcLipe Oe < 1). 
定理 3( 伯 思 斯 坦 定 理 ) 设 扎 zx) € C2, 并 设 EE; 表示 用 Hs 中 的 三 和 角 儿 项 式 


通 近 六 xy) 所 得 的 最 小 偏差. 又 设 当 * = 1,2,3,… 时 , 恒 有 上; 反 二 (0 <axl), 
那么 当 a < 工时 可 以 断定 Kx) € Lipa; 而 当 @ = 1 时 , 则 可 以 断言 Kx) € 印 . 
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定理 4 设 Fx)E Cn ,又 设 苞 * < 了 (nm = 1,2,…), 其 中 p 为 正 整数 ,而 0 


< wa sl 那么 ,六 xz) 必 存 在 有 连续 的 p 阶 微 商 FMM(x), 并 县 当 @ < 1 时 ,Amtx)E 
Lipa ,而 当 a = 1 时 f(x) EP. 
定理 5 要 使 6. 中 的 函数 x) 有 任意 阶 商 的 必要 充分 条 件 是 对 于 任意 p 都 


已 经 知道 ,满足 条 件 E < 二 的 以 2 为 周期 的 函数 未 必 属于 Lipz 类 . 因此 自 


然 产 生 这 样 的 问题 :由 条 件 Ex < 鞋 所 界定 的 类 究竟 是 怎样 的 函数 类 ?这 个 问题 
是 由 A.2ygmund 在 1945 年 所 解决 的 .他 发 现 要 寻找 的 函数 类 , 即 下 述 的 2 类. 
Z 类 :类 中 的 元 素 /(x) 是 以 2 为 周期 的 连续 函数 ,并 且 有 这 样 的 常数 K 使 得 
对 一 切 * 及 一 切 上 > 0 都 满足 如 下 的 条 件 : 
{fix + hy- 2Fx) 4+ Fx — hs Fh. 


定 现 6(Zygmund 定 理 ) ”了 获 数 成 *) 属于 Z 类 的 必要 与 充分 条 件 是 6; < 4 人 n 
二 1 ,240 为 某 一 常数 . 


3.5 ”函数 的 最 佳 逼 近 与 诗 导 昂 数 的 最 佳 允 近 之 癌 的 关系 


要 研究 非 周 期 性 函数 的 结构 性 质 与 阔 数 的 代数 多 项 式 送 近 阶 之 间 的 联系 ,最 
简单 的 方法 就 是 先 通 过 变数 代 换 法 把 被 逼近 的 函数 转变 成 三 角 隔 数 ,然后 用 三 角 
铸 项 式 来 进行 逼近 (这 时 有 妈 可 应 用 3.2,3.4 节 中 的 理论 }, 城 后 再 把 三 角 包 项 式 转 
变 成 代数 多 项 式 ， 

现在 根据 土 述 想法 来 进行 具体 分 析 . 假 设 八 x) 是 定义 在 闭 区 间 [ a,5」 上 的 一 


个 连续 函数 .通过 变数 代 换 * = 二 [(4 - a)t + (上 + 0)] ,显然 就 将 * 的 区 间 e < 


x 近 玉 变换 成 上 的 区 间 - 1 三 上 芝 二 同时 得 到 上 的 辣 数 
( ) = At 
他 ”二 2 - 


既然 - 1 < 上 < 1, 故 不可 作 变 换 t = cos6 而 0 < 9 志 7 这 样 便 得 到 一 个 三 角 函 数 
(0) = Plcond). 

由 于 cos6 是 如 的 偶 性 周期 函数 , 故 可 将 (四 按照 (8) = yg- 四 与 J) = p09 
+ 2x) 而 延 拓 成 为 { ~- w , + m) 上 的 人情 性 周期 函数 . 

如 上 得 出 的 如 8) 称 为 源 始 函数 起 xz) 的 诱导 函数 . 利用 此 种 诱导 函数 即 可 讨 
论 代 救 多 项 式 的 最 佳 对 近 和 三 角 老 项 式 的 最 佳 逼 近 之 间 的 .关系 ， 

命题 1 设 忆 是 函数 Kx)E CLa,8] 的 用 不 高 于 = 次 的 代数 专项 式 的 最 佳 
通 近 ,而 E* 是 它 的 诱导 函数 (0) 用 阶 数 不 高 于 n 的 三 角 包 项 式 的 最 佳 通 近 ,那么 
FE = E'. 

命题 2 设 w(8),wy(5) 分别 表示 男 数 扰 z 与 诱导 西数 岂 的 的 连续 模 数 , 则 
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op(3) < wl (8 - 0)8). 
命题 3 设 [a,8] 是 整个 包含 在 (a,8) 内 的 闭 区 间 , 而 w AS) 表示 六 (x) 在 
La,8] 上 的 连续 模 数 . 则 存在 一 个 仅 依赖 于 区 间 (a,5) 及 [a,8] 的 正常 数 & 司 得 
w KB) a wl AB). 


3.6 ”代数 多 项 式 过 近 理 论 中 的 杰克 进 定理 与 伯 因 斯坦 定理 


有 六 3.5 节 中 的 内 容 作 淮 备 , 便 不 难 根 据 三 角 多 项 式 通 近 论 中 的 杰克 偿 定 理 
与 伯 导 斯 坦 定 理 去 导出 代数 多 项 式 允 近 论 中 的 相应 命题 . 
定理 7( 杰 克 迁 ) ” 设 包 是 函数 f(x)} E CLa,8] 用 ,中 的 多 项 式 所 得 的 最 住 


逼近 ,那么 玉 < Kor( 二 ), 其 中 大 为 一 正常 数 , 仅 与 a.b 有 关 ， 
推论 5 设 /(x) E Lipya(0 < < 是 , 则 已 < RN( 工 )*， 


推论 6 设 扩 x) 有 微 商 f(x) 且 1 (x)1s 1, 则 为 二 Rh 二 

如 果 用 wt (6) 表示 p 阶 微 商 A(x) 的 连续 模 数 ,那么 还 有 如 下 的 一 个 更 一 
般 的 结果 . 

定理 8( 杰 克 孙 ) 设 /(x) 在 [a,$] 上 具有 p 脸 连续 沿 商 ,那么 当 n> p 时 司 
有 全 值 式 


1 bb-a 
B < hi) en 5) ， 
其 中 心 是 一 个 仅 依赖 于 a,8 与 p 的 正常 数 . 
定理 9( 伯 恩 斯 坦 ) 设 函 数 Kx) E C[o,5] 的 最 佳 速 近 ,满足 不 等 式 E, < 
全 (0 < a < 1). 令 [a1,] 为 整个 全 于 (a,5) 内 的 一 个 出 区 间 . 那 么 当 。 < 1 时 ， 
f(x) 在 该 闭 区 间 上 恒 属 于 Lipe 类 ; 当 。 = 1 时 ,f(x) 在 该 闭 区 间 上 便 属于 中 类 . 
定理 10( 怕 恩 斯 坦 ) 设 p 为 正 整 数 而 /(x) € CLa,6], 并 且 包 <<-(0<a 


志 1) ,那么 p 阶 微 商 1PM(x) 在 开 区 间 (a,8) 内 处 处 存在 ,并 且 当 & < 1 时 fm(x) 
在 包 合 于 (a,5) 内 的 任何 闭 区 间 [ a , #1] 上 恒 属 于 Lipa 类 ;而 当 w = 工时 属于 四 
羔 . 

最 后 要 着 重 指出 ,将 伯 恩 斯 坦 的 一 系列 定理 和 杰克 进 的 定理 联系 起 来 (包括 
Zyregrmmnd 定 理 ) ,可 以 看 出 如 与 glLa,t] 中 的 函数 正好 能 名 按 照 它 们 的 最 佳 通 近 的 
递减 速度 来 进行 分 类 ,如 分 成 LipatO < a < 1 类 .类 , 商 次 可 微 国 数 类 等 . 


3.7 ”作为 如 近 工 具 的 情 里 叶 级 数 
本 节 讨 论 用 由 情 里 叶 级 数 的 部 分 和 作成 的 三 角 多 项 式 来 逼近 Cs 中 的 函数 问 


+ 828 ， 第 18 篇 ”函数 逼近 方法 
题 . 于 面 将 证 明 拉 格 船 日 的 一 条 定理 ,由 该 定理 可 以 看 出 ,人 址 里 叶 经 数 的 部 分 和 在 
作为 函数 的 表 近 工具 时 ,确实 要 比 最 仁 饥 近 包 项 式 差 一 些 , 在 它 所 给 出 的 逼近 阶 却 
和 最 住 通 近 仪 有 极 微 小 的 差别 . 
记 关 xz) 和 CG,; 并 假设 有 健 里 叶 展 开 


Axij~ A+ > Cocoskx + drainir), 
其 中 的 系数 A be 按 下 式 确 定 ; 
下 = | fixydx, ar = 工 | px)ooskedr, 


= 二 p(x)sinkcds {Ek = 下 2.…). 
显然 ,如果 所 x) 是 一 个 n 次 三 角 多 项 式 , 则 它 的 人 情 里 叶 展 开 就 是 该 三 角 包 项 式 本 
身 


设 SLA = 5S,(x) 为 Kx) 的 传 里 叶 级 数 的 部 分 和 1: 
Sf] = 4+ DD orcooks + bsinks). 
由 数学 分 析 知 道上 述 的 部 分 和 可 以 表示 成 如 下 的 狄 利克 雷 (Dirichleb) 积分 . 
$[f] = 二 [fx 4 21) + fix = 21)] sin(2n + D4g,. 


snt 
因此 要 研究 5,[ 由 对 记 x) 的 逼近 速度 ,只 项 考 察 狄 利克 雷 积分 收 伍 于 . 扎 x) 的 速度 
即 可 .为 此 ,有 
引 理 1 对 于 任何 正 整 数 = 2, 成 立 著 不 等 式 : 


+ sin(2n + 1)+ sn(2 + De | 1 
asin dt < 2 《2 + logr). 


定理 11( 园 由 格 (Lebergue) ,1909)” 老 烽 数 ALx) 用 H? 中 的 三 角 多 项 式 所 得 的 
最 佳 适 近 为 E* , 则 对 一 切 x 及 一 切 n 2, 有 | 5] -fx) 1 (3 + logn) E*. 

由 勒 贝 粘 定 理 可 知 : 当 lm《 Es logr) = 0 时 ,部 分 和 5 一 致 收 敏 到 A 作 x*). 亦 
即 此 时 所 z) 可 展 成 一 致 收 贫 的 埔里 叶 级 数 . 义 根 据 三 角 副 近 论 中 的 杰克 进 基本 定 
理 , 知 道 87 < Bo( 十) .因此 只 要 @( 二 ] log( 二 ) 一 0(n 一 ), 也 就 保证 了 (x) 
的 傅 里 叶 级 数 的 一 致 收 伍 性 .这 就 是 下 面 的 推论 . 

推论 7 保证 /(x) 能 展 成 一 致 收敛 的 傅 里 叶 级 数 的 充分 条 件 是 

liml wy(8)log8] = 0. 
这 就 是 著名 的 利 普 希 芯 - 帝 尼 条 件 . 
显然 勒 贝 格 定 理 中 的 不 等 式 可 以 改写 成 
| Sa[ 门 -Ax) | 二 Klogn * Es Cn 三 之 ,3 

其 中 六 为 一 绝对 常数 .已 经 知道 ugn 虽然 随 着 n 的 增 大 而 增 大 ,但 和 严 {e > 0 为 任 
意 小 的 数 ) 比较 起 来 毕竟 缓和 惕 得 多. 亦 即 logn = of)(a > om). 因 此 可 坟 认 为 部 
分 和 5.[ 有 用 比 之 入 x) 的 = 阶 的 最 佳 遏 近 三 角 窗 项 式 并 不 坏 得 太 过 分 . 
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3.8 ”作为 逼近 工具 的 费 隐 和 


明 数 放 x) E C2 的 博 里 叶 组 数 的 部 分 和 5$.[/] 本 身 可 能 不 收 合 于 该 沙 数 .但 
是 将 部 分 和 经 过 平均 之 后 得 到 的 费 屠 (Fejér) 和 


ox) = [7] = Sf + SLA + Sl (3-1) 


却 恒 能 一 致 收效 到 f(x). 这 就 是 通常 数学 分 析 教 程 中 讲 人 到 的 费 耶 定理 . 既然 费 耶 
和 so,{x) 仍然 是 三 角 允 项 式 而 且 恒 具有 收 敏 性 ,这 就 使 人 想到 ,作为 函数 的 通 近 工 
具 , 在 某 种 场合 za,[ 对 函数 fx) 的 逼近 速度 可 能 要 比 3,[P] 快 一 些 .下 面 要 讲述 
的 伯 筷 斯 坦 的 一 个 结果 ,表明 上 述 狂想 确实 是 正确 的 . 
由 所 [六 的 积分 表达 式 ( 炙 利克 盏 积分 》 可 得 出 
gl[f] = 二 As2[ 六 in 人 24 + 1)t] ds. 


叉 因 为 2sinasing = os 一 六 - Cos(a + 月 ) ,所 以 
osine > sin(24 + 让) = SD (coi - cos2(k + 1)1) 


= 1 oom = 2sin i me. 
由 上 面 的 推导 得 天 


Ssin(2t + i)t = gin Sn 


aint 


由 此 上 友 (3-1) 式 有 
alf] = pe [fx+t 2 + Hx -201[ Sina] dt, 
由 于 SL1] = 1, 故 对 特例 放 x) = 1 而 言 自然 有 


1 = ol1] = + ?| me sinne | 


na | 


因此 
of fx) = 二 | fs +20 + Fx 20) - 2700] ar. 


Sint 

定理 以 ( 伯 恩 斯 坦 ,1912) 车 x) EC 和 且 x) EE Lipwyr: 其 中 0 < ao< 1 

那么 对 于 一 切 x 成 立 着 请 值 式 
| of Ax) 1 A, 

此 处 4 基 一 个 反 依 闵 于 & 的 常数 . 

将 此 处 定理 中 的 佑 值 式 和 杰克 进 基本 定理 推论 > 中 的 估计 式 作 一 比较 ,可 知 
就 整个 Lipwr 类 (0 < a < 1) 中 的 全 性 周期 连续 函数 而 言 , 费 耶 和 所 给 出 的 偏差 估 
计 愉 好 与 最 小 偏差 EF* 的 估计 有 着 同样 的 阶 (当然 这 并 不 排除 对 应 个 别 的 函数 三， 
具有 更 快 下 降 速 度 的 可 能 性 ) ,然而 在 另 一 方面 ,根据 勒 贝 格 定理 看 来 , 博 里 叶 级 数 
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部 分 和 5,[f 对 于 Lipwe 中 补 逼 近 函 数 的 人 山 差 估计 却 只 能 是 Alogn. 二. 换 句 话说 ， 
这 里 需要 多 出 一 个 无 限 增 大 的 因 了 于 ljogn 


4 线性 正 算 子 逼近 


酌 数 逼近 论 与 泛 画 分 析 有 其 密 切 的 联系 ,事实 上 ,前 面 几 节 中 所 介绍 的 用 代数 
多 项 式 或 三 角 包 项 式 妃 近 给 定 函 数 的 具体 工具 (例如 ,内 插 儿 项 式 , 伯 轧 斯 坦 多 项 
式 、 傅 里 叶 级 数 部 分 和 、 费 耶 和 等 ) 都 是 些 线性 算 子 .换言之 , 若 L4A sx) 为 上 面 所 列 
举 的 通 近 工具 之 一 ,又 令 与 # 为 任何 实数 ,而 瑚 日 与 ZE 为 属于 算 子 Lf;z) 存 
在 域 的 函数 , 则 

Laf + bpsw) = LS) 二 二 Li 

这 些 著名 的 下 近 工 具有 如 此 重要 的 共性 , 自然 启示 人 们 可 以 在 研究 证 函 分 析 

某 些 概念 的 同时 来 研究 函数 逼近 理论 . 


4.1 线性 正 证 函 


引进 证 图 数 的 概念 . 

定 兴 1 如 果 对 纵 定 集 下 的 每 一 个 函数 所 x) ,都 有 一 个 实数 而 与 之 对 应 , 即 玫 
= 省 (办, 则 说 在 阴 数 集 所 上 定义 了 一 个 泛 鸭 数 5( 有 站. 集 FF 称 为 泛 函 数 的 存在 域 . 

由 上 述 定 义 可 以 推出 , 泛 函 数 与 函数 之 间 的 不 同 点 仅 在 于 这 些 量 的 存在 域 不 
同 :点 集 为 函数 的 存在 域 ,函数 集 为 泛 晴 数 的 存在 域 . 这 两 个 概念 之 闻 的 其 他 差别 
是 强 有 的 . 

定义 2 如果 当 函数 f(x) 与 g(x) 都 属于 泛 函 数 BC 的 存在 域 时 ,af x) + 
apfs) 亦 热 , 上 且 有 等 式 { 线 性 关系 式 ) 

(af + ip) = ot) + tp) 

成 立 , 其 中 a, 上 8 为 任意 两 实数 , 则 下 (六 称 为 线性 的 . 

例 1 BA) = Afla). 

泛 函 数 玫 ( 有 n 在 那些 于 x = a 有 定义 的 阔 数 所 x) 所 成 的 集合 下 上 有 意义 . 它 
的 线性 可 由 下 列 等 式 推 得 

Tia + bp) = ACaflo) + bpto)) = aAfla) + bpla) = aoB(f) + BLP). 


例 2 A 三 > 4y(x). 


泛 函 数 @( 站 在 那些 于 诸 点 x1 ,mm ,…,x 上 有 定义 的 函数 人 x) 所 成 的 集合 
上 有 意义 . 由 等 式 


Tiaf+ bp) 


DI A fla) + 有 吉庆 = 4 PA) + b 2 Mp x) 
ab(f) + bE(p) 


此 


4 ”线性 正 算 子 允 近 ” 831 ， 


推出 其 线性 . 
例 3 (六 = g(x)/(x)dx, 其 中 (x) 在 [a,8] 上 连续 .证 函数 的 线性 可 由 
等 式 
gear+ bp) = | pf) + bp(#))ds 


of p(s + bf p(x) pn) ds 
ob(f) + 十 (p)， 

定义 3 苦 对 于 每 一 个 正 函 数 f(x)( 称 不 取 负 值 的 前 数 为 正 函 数 ) 都 有 名 (让 
宕 0, 则 称 线性 汉 阔 数 (7f) 为 正 的 . 

容易 看 出 ,线性 正 谤 函数 必 ( 有 7 的 值 当 其 变 元 增 大 时 不 减 小 .其实 , 若 f(x) > 
Fx); 则 AEE) - tx) 0, 了 MO 二 BA- fh) = 出 (CA - BF) PA) = 
(fj). 由 于 这 一 情况 ,可 以 说 线性 正 泛 函 数 是 单调 增 大 的 . 

例 4 若 4 沁 0 省 函 数 有 (= A(a) 是 正 的 . 

例 5 若 太 0(k = 1,2,…,n), 汉 函数 省 (1) = AY(xz) 是 正 的 . 


下 


例 § 设 p(x) 在 区 间 [a,b] 上 连续 , 日 p(x) > 0, 则 泛 函 数 (7) = 
十 

| p(x)dz 是 正 的 . 

其 实 ,车 pt xo) < ,a 和 0 所 b, 叶 由 于 p(x) 是 连续 的 , 故 有 区 间 [a,Bl](a = 
eb,a < 使 得 于 其 上 p(x) 是 负 的 .现在 邻 

1， ax 人 ep, 
A(*) = to 其 他 ， 
b 
Bf) = | word - | oa < 0. 

现在 来 研究 线性 正 泛 函数 序列 (| 的 收 襄 性 , 主 杰 是 研究 在 怎样 的 条 件 下 

对 于 一 切 点 x = a 处 连续 并 在 实 轴 上 有 界 的 晤 数 冻 x) ,成 立 等 式 
lim ®,(f) = Aa). 
定理 1(KopoarkHH,19%53) ”车 线 性 正 汉 函数 多 ,( 亡 满足 条件 ; 
Dp On m), 

其 中 pix) = {x -a 六 , 则 对 于 任何 于 点 wx = a 处 连续 且 在 实 轴 上 有 界 的 了 消 数 A x)， 
都 有 lim 中 (及 = fo). 

推论 i 车 对 于 线性 正 汉 函数 序列 下 (有 六, 下列 三 条 件 满 足 :更 (1 一 1， 
三 fr) 一 和 上 ,全 【人 这) 一 全 ea , 则 对 于 任何 在 实 轴 上 有 界 并 于 点 左 二 站 处 连续 的 男 数 
不 #) ,序列 十 (让 恢 化 于 fa). 

定理 2(Kopoaxnrt,1953) ”着 线 性 正 汉 函 数 序列 互 1) 满足 条 件 ; 

1) 1, Ty — 人 0, 
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其 中 p(x) = sin? 宇 3 < , 则 对 于 以 3 为 周期 ,于 x = ax 处 连续 且 有 界 的 函 教 扰 x) 
多 有 lim 多 ,( 方 三 Aa). 
推论 2 若 线 性 正 活 函 数 序列 必 ( 门 满足 条 性 : 
D1) 1, B,C cosx) 一 co0sa , Dsinx) 一 sine, 
朋 局 期 消 数 f(x) 于 点 x = a 处 连续 日 有 界 , 风 
DN — fe). 


4.2 ”线性 正 算 于 


攻 具 体 的 例子 引出 与 函 孝 概念 相近 的 算 子 概念 . 设 p(x ,rt) 对 于 集中 每 一 % 
在 区 闻 a < t 二 上 关于 1! 连续 , 则 积分 


Lfi#) = L015) = | p(s, D0)d: =- gx) 


对 于 每 一 在 区 间 [a, 上 ] 上 连续 的 负数 站 中 都 确定 出 一 个 男儿 g(x) = L(f;x). 此 
处 L(f; zx) 与 微 积 分 中 的 函数 fx) 相似 ,所 差 的 只 是 变 元 与 值 的 含意 不 同 . 画 数 的 
存在 域 与 变化 域 为 数 集 ,而 L(f;x) 的 存在 域 与 变化 域 为 函数 集 . 

定 多 4 ” 设 已 知 函 数 集 玉 , 如 果 对 于 集 FF 中 的 每 一 函数 f(t), 均 有 一 个 函数 
ptr) = HO ;x) 与 之 对 应 , 则 说 在 冰 数 集 F 上 定义 了 算 子 HCOfix)》 = HOUND) ;x). 

定 久 5 如果 随 着 0 与 p(1) 属于 HCf;x) 的 存在 域 ,af(1) + 好 (9 其 中 
与 为 任意 的 实数 ) 也 属于 它 的 存在 域 且 成 立 如 下 等 式 : 

H(iaf + bpix) = aH(fy#) + BH(gpix), 

则 称 算 子 HC; *) 是 线性 的 . 


例 7 由 LO :x) = | g(x,2)A( i)dt 定 义 的 算 子 L(f;x) 是 线性 的 . 
事实 上 ,由 下 列 等 式 即 可 推出 算 子 LC ;x) 的 线性 ， 
Lofi + Bs) = | px DC) + ls) 


出 [i 
= of pe, dfs ENDADIT 


= alL(fisx) + PL(A: x). 
定义 6 ”如 果 对 于 每 一 正 梢 数 /() 及 x E€ ,线性 算 子 1(f;x) 满足 条 件 :LCf; 
*) 二 人 0, 则 称 L(f;x) 为 集 EE 上 的 线性 正 算 子 . 
旺 榴 ,对 于 每 一 固定 前 值 x ,线性 算 子 L(f;x) 成 为 线性 泛 函 数 . 因 此, 如果 对 
于 集 上 5 中 每 一 固定 的 值 x ,线性 泛 函 数 均 是 正 的 , 则 线性 算 子 LCF; x) 在 集 上 上 是 正 
的 .例如 , 妆 了 二 1 ,2.… ， n) 在 E 上 次 正 西数 时 , 算 子 


LA = Sm x) 
为 集 EE 上 的 线性 正 算 于 ,又 如 ,车 p(1,x) 对 集中 每 一 阅 定 的 x 在 区 间 [ a,8] 上 
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关于 上 为 连 凌 的 正 西数 , 虽 算 子 
Lifix) = | oC DAD 


在 集 EE 上 是 正 的 ， 

还 须 指出 的 是 , 在 线性 算 子 Lf;x) 中 , 变 元 的 变 元 与 * 不 同 ,L(f;x) = 
LOA) ; x). 在 计算 算 子 L(F;x) 的 值 时 将 x 当 作 常数 { 值 为 集中 任意 的 ), 因 此 等 
式 LFACx);x) = f(x)L(T;x) 成 立 , 这 是 由 于 让 x) 为 常数 (与 1 无 关 ). 

现在 研究 线性 正 算 子 序列 L (Ff;x) 在 区 间 [a,58] 上 -至 收敛 于 函数 f(x%x) 的 条 
件 .这 里 的 上 zx) 是 [a,b5] 上 的 连续 范 数 ,并 且 在 整个 实 轴 上 有 界 .如 在 证 晒 数 情形 
一 - 样 ,下 面 将 证 明 ,序列 LAiz) 在 [ea,5] 上 一 致 收 禹 于 上 (xz) = 过 (= 0,1,2) 将 
语序 列 (ff;x) 一 致 收 人 证 于 (x)( 如 果 站 x) 满足 上 面 指出 的 条 件 ). 


4.3 KopoaKkn 定理 


定理 3(Kopoerkan,1%3) ” 设 线性 正 算 子 序列 Le(/; xz) 满足 条 件 : 

ltl;x) = 1 + oat%)s 

PEA) = r+ A 

PIP) = #4 Yl), 
其 中 ix), 名 Cx) ,Ylx) 在 区 间 [a,8] 上 一 致 收 禹 于 零 ; 又 设 函 数 所 与 有 界 且 在 
区 间 [a,5] 土 连 续 , 于 点 厂 为 右 连 续 , 于 点 a 为 左 连续 . 则 在 区 间 [s.] 上 序列 
LAf;x) 一 致 收 租 于 函数 六 <)， 

定理 4(Kopoarknr,1953) ” 设 线性 正 算 于 序列 L.(Pmx) 满足 条 件 ， 

PC 

PL (cosg 和) = coar + PLX)S 

FL (sints x) = sing + Y(tx), 
其 中 (x) ,B(x) 与 (x) 在 区 间 [ a,8] 上 一 致 收 般 于 橙 . 又 设 王 数 AL1) 有 界 旦 
具有 周期 2r, 在 区 间 [a,8] 上 连续 ,于 点 右 连 续 , 于 点 < 左 连续 .在 上 述 条 件 下 ， 
序列 L(x) 在 [e ,5 上 一 致 收 伍 于 所 x). 


5 平方 通 近 
这 一 章 较 系统 地 介绍 平方 通 近 的 理论 和 实用 调和 分 析 中 的 -一 些 典型 方法 
5.1 最 小 二 药 法 
利用 插值 方法 构造 近似 多 项 式 ,总 要 求 这 个 多 项 式 让 预先 给 定 的 若干 个 点 上 


取 给 定 值 .但 对 于 有 些 情形 ,上 述 要 求 并 不 十 分 适宜 ,因为 给 定 值 岁数 是 所 过 观测 
或 实验 得 到 的 ,常常 带 有 误差 .即使 给 定 值 是 精确 的 ,实际 问题 对 各 点 和 的 近似 程度 
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要 求 也 并 不 一 致 ,许多 时 候 要 求 在 确定 意 久 下 整体 近 仙 . 当然 ,在 个 别 数 据 或 实验 
有 严重 错误 的 和 捕 况 下 坚持 近似 黎 项 式 精确 符合 这 些 数 据 或 实验 是 更 为 不 利 的 . 

在 一 致 逼近 中 ,用 数量 

|p-Fl = ,max, | px) -Ax) 1 

去 度量 近似 多 项 式 pt x) 与 已 知 函 数 所 x) 的 逼近 程度 的 . 若 ps - 了 | 一 0Cn 一 
w ) , 那 就 意味 着 序列 让 (xz) 在 区 闻 [e, 上 ] 上 一 致 收效 于 大 x). 显 热 ,再 近 程 度 的 放 
荣 方 式 并 不 是 唯一 的 .通常 称 度量 | P - /| 为 契 贝 谢 夫 度 其 .这 种 度量 很 直观 ,也 
有 它 的 长 处 ,但 是 由 于 它 的 非 线性 特征 合 得 最 佳 一 致 丙 近 款项 式 的 构造 问题 显得 
十 分 困难 . 

鉴于 上 述 情 况 , 有 必要 引进 新 的 度量 方式 .本 节 就 是 讨论 在 平方 度量 意 尖 下 函 
数 的 近似 表示 问题 , 亦 即 近似 叫 项 式 的 构造 问题 ， 

现 介绍 历史 灯头 的 最 小 二 秽 法 . 它 起 滨 于 以 测量 和 观测 为 基础 的 天 文学 .高 斯 
在 1794 年 利 下 最 小 二 乘法 解决 了 儿 余 观测 问题 , 当时 他 只 有 17 岁 . 这 类 问题 可 以 
用 下 面 的 简单 例子 加 以 描述 . 

假定 通过 观测 (或 实验 ) 得 到 表 4-1 所 示 一 组 数据 ( 即 列表 函数 ); 

表 5-1 


于 面 的 任务 是 用 一 简单 的 式 子 表 出 这 些 数据 间 的 关系 .从 分 析 数 据 看 出 (可 西 图 )， 
这 些 点 差不多 分 布 在 一 条 直线 上 ,因此 自然 想到 用 线性 式 y = a + bx 表示 它们 之 
间 的 关系 .这样 就 必须 定 出 参数 a 和 上 的 值 来 .这 实际 上 是 多 余 观测 问题 ,用 撒 值 
法 不 能 确定 出 a 和 少 的 值 .待定 参数 的 确定 归结 为 矛盾 方程 组 的 求解 问题 . 
候 定 有 某 方法 可 以 定 出 a 和 $3, 则 接 y = e+ 如 ; 瘦 出 一 个 x 便 可 以 算出 一 个 
7y, 记 
= + Btk = 1,2,.,8). 
% 称 为 %% 的 估计 值 ,显然 它们 不 会 是 完全 相同 的 ,它们 之 间 的 着 (通常 称 为 残 差 ) 
es = Tk = 1,2,.%,8) 
无 疑 是 衡量 被 确定 的 参数 a。 和 5&( 也 就 是 近似 多 项 式 y = e+ 录 ) 好 坏 的 重要 标志 . 
可 以 规定 许多 原则 来 确定 参数 ,5. 例如， 
1 参数 的 确定 ,将 使 残 差 绝对 值 中 最 大 的 一 个 达到 最 小 , 即 了 = max | ea | 为 
最 小 ; 
参数 的 确定 ,将 使 残 差 绝对 值 之 和 达到 最 小 , 即 之 ， 1 er | 为 最 小 ; 


3 参数 的 确定 ,将 使 残 莽 的 平方 和 达到 最 小 , 即 >，1 ci | 为 最 小 . 


1 和子 两 个 原则 是 很 直观 的 ,也 很 理想 ,但 很 不 好 用 ;而 原 财 3 嫉 很 直观 又 和 
好 用 . 按 原则 2 确定 待定 参数 ,从 而 得 到 近似 多 项 式 的 方法 ,就 是 通常 所 说 的 最 小 
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二 乘法 .这 一 方法 的 理论 根据 是 ,概率 理论 已 证 明 , 只 有 这 样 的 原 虽 才 能 使 得 观测 
(或 实验 ) 的 偶然 误差 对 于 所 作 章 近似 儿 项 式 有 最 小 的 影响 . 

加 到 上 面 所 提出 的 问题 上 来 ,用 最 小 二 乘法 确定 参数 4,5. 按 最 小 二 乘法 ,应 
使 


S{a,by = 2 (Co + bx}): 
取 最 小 值 . 因此 ,应 有 
站 
和 一 2 (9 (a+ br.)) = 0, 


立 

号 虽 

3 = 2 Cat bi))x = 0. 
由 此 ,得 到 如 下 线性 方程 组 : 


经 简单 计算 ， 这 个 方程 组 成 为 ” 
协 + 285 = ]2.2; 
28 + 1405 = 47.3. 

解 之 可 得 a = 1.142, = 0.110, 从 而 得 近 敌 过 项 式 p(x) = 1.142 + 0.110x. 

现在 转 人 讨论 更 为 一 般 的 情形 . 设 已 知 列表 函数 y = fw = 0,1,.*,m)， 
并 且 用 一 个 通常 的 na( < mw) 恢 包 项 式 

Pan(x) = a0+ OX + "+ dn 

去 近似 它 . 问题 是 应 该 如 何 选择 ap,a;,… ,a, 使 得 p(x) 能 较 好 地 近 极 列表 函数 
f(x). 按 最 小 二 导 法 ,应 该 选择 娜 样 的 ao,a4，… ,6 ,它们 使 得 


S(ao, a on) = >a) pal xi))? 


取 最 小 值 . 注意 到 3 是 非 负 的 , 且 是 co, el，…… an 的 二 次 多项式 , 它 必 有 最 小 值 . 现 
在 求 5 对 a6, 6,"… ,a 的 偏 导数 并 令 其 等 于 零 ,得 到 


> - -人 
进一步 ， 请 它 们 写成 
了 有 = 3 十 D3 ,二 a 
{E 2 0， 1 ,4)- 和 
用 记号 ss = 了 对 和 罗 = ya 上 述 方程 组 成 为 
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1 i 3 让 | 十 十 Sn 二 0 
$0 十 弛 村 | 二 二 


Si 


它 的 系数 行列 式 是 
31 $2 “”” 盈 4] 
Sn nt #2n 
由 sti = 0,1,… ,27n) 的 定 头 及 行列 式 性 质 , 可 以 革 言 
| 三 Tr DW obs) {) 


此 处 符号 多 表示 范 德 蒙 德 (Vandemmwonde) 行列 式 , 而 >' 是 对 所 有 可 能 的 &(i = 0， 
1,…,n) 求 和 (每 个 名 可 以 取 值 xo0,z1,… ,xo ;并 且 当 i j 时 5 5). 


0 


由 ( * ) 式 及 范 德 蒙 德 行列 式 的 性 质 指 W(xo, x ,…,)= 二 (x - 4,) 可 知 ， 


严 亚 玫 
当 Th 豆 异 时 ， 
1 1 由 二 1 


名 | 机 总 
WSo,8 和 ) = 1 疡 攻 0 
. 总 并 
从 而 ,于 关 0(> 的 ,方程 组 有 了 唯一 解 a0; oa, ,它们 使 得 SC a0; al am) = 
> (ma) - (2 取 极 小 值 ,如 此 ,应 用 最 小 二 委 法 找到 了 sx) 的 近似 多 项 式 
pnt %). 
在 利 表 最 小 二 磁 法 组 成 和 式 人 ma) = S10) -pat 各) 时 ,所 有 


的 点 x; 都 起 其 局 样 的 作用 ,但 是 有 时 依据 某 种 理由 认为 >， 中 的 某 些 项 的 作用 大 
些 , 而 另外 一 些 作用 小 些 { 如 一 些 六 是 由 精度 较 高 的 仪器 或 操作 上 比较 熟练 的 人 
员 获 得 的 ,自然 应 该 予以 较 大 的 信任 ) ,这 在 数学 上 表现 为 用 和 


Sap) ~ pal a)y 
替代 和 和 St og, al an = Ds) -mt 到 最 小 值 .此 处 p; 是 任意 的 正 数 ， 


通常 称 之 为 权 ; 而 称 > pi(/( as) - ps(%) 为 加 权 和 . 
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例 1 设 已 知 函 数 起 x) 的 表 列 值 为 
0.2 0.5 0.7 0.85 I 


1.221 1.649 2.014 2.340 2.718 


试 按 最 小 二 乘法 构造 记 x) 的 二 次 近似 多 项 式 . 
解 经 简单 计算 可 得 关于 参数 ao,eai 和 mm 的 方程 组 (人 参阅 表 5-2): 
表 5-2 


56n0 + 3.230al + 2. 044, = 9.%42, 
3.2500p + 2.3038 + 2.0006, = 了 .185， 
2.03an + 2.090a + 1.8260% = 5.857., 
解 之 得 mm = 0.9%8 ,al = 00.751,wo = 1.035. 鼓 
Paf xz) = 0.908x? + 0.751x + 1.035. 
表 5-3 给 出 了 ps(x) 在 结 点 处 的 误 莽 


-二 人 人 
一 二 1 | ] ,6549 人 2.014 
[本 2.017 
一 


用 包 项 式 p,{x) = ap+ Qt + + 去 近似 一 个 纵 定 的 列表 函数 ( 即 给 出 
的 一 组 观测 值 xy, = fix,)) 时 ,需要 确定 的 央 数 是 a0, a ,…… ,6,:; 而 p,(x) 可 以 看 成 
是 go, a ,… ,的 线性 函数 . 但 是 有 时 在 利用 观测 (或 实验 数据 去 确定 一 个 经 验 
公式 时 ,往往 要 确定 的 钞 数 和 待定 参数 之 间 不 具有 线性 形式 的 关系 .这样 问 题 就 变 
得 有 些 复 淋 . 然 而 .常常 可 以 通过 变量 替换 使 其 线性 北 . 

例如 ,有 时 用 ; = pt? 类 函数 去 近似 一 个 由 一 组 观测 妆 据 (列表 ) 所 描绘 的 画 
数 , 其 中 p 和 g 是 特定 的 两 个 参数 ,显然 ;已 非 p 和 d 的 线性 函数 ,怎样 线性 化 呢 ? 为 
此 ,在 * = pt? 两 端 取 对 数 , 得 到 logs = logp + glogt. 1 logs = 7 ,logp = am,al = 
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他 区 二 logt , 则 二 pF 变 成 7 = dn+ 1 这 是 一 个 一 次 凶 质 式 , 它 的 系数 azo 和 是 
可 灸 用 最 小 二 蒋 法 求 得 . 
经 常 还 用 函数 3 = Ae* 去 近似 一 个 已 给 的 列表 画 数 ,其 中 4,ec 是 待定 的 参数 . 
这 时 ,可 以 在 5 = Ae 的 两 端 取 对 数 ， 
logs = logd + et 
记 ]ogS = ylog4 = ae = 41% = 十 则 y= av + x. 这样, 仍 可 用 最 小 二 恢 法 
定 出 o6; ol( 从 而 也 就 定 出 了 4A,e), 得 到 近似 函数 9 = Aer. 


5.2 空 闻 Lf0w 


设 p(x) 是 一 个 在 区 间 [ a,5] 上 (2) 可 积 的 非 负 函数 , 它 至 多 只 在 一 个 测度 为 
零 的 集合 上 可 能 等 于 零 .以 后 常 把 p(x) 称 为 权 函 数 . 

对 于 任意 一 个 定义 在 区 间 [ a,8] 上 的 可 济 函 数 f(x) ,如 果 p(x)/(x) 为 (上 ) 可 
积 , 则 就 说 A(x) 属于 [a,5] 类 ;如 果 p(x)(JCx))? 为 (2) 可 积 , 则 就 说 (x) 属于 
[2[a,8] 类 . 


由 不 等 式 pz) L(x) Ts p(z) 1 二 全 (加 可 以 看 出 , 凡 成 中 的 函数 都 在 志 内 


( 即 世 C4) .又 由 不 等 式 1 (x)g(x) 1< 代 夺 (和 2 可知 太 中 每 两 个 两 数 之 
现在 介绍 一 下 范 数 的 概念 ,对 于 [2 中 的 每 一 个 函数 (x) ,都 赋予 一 个 数值 


ERIE 


并 称 它 为 了 的 广义 绝对 值 或 范 数 .由 此 


IF- el = ) oC) - gc) Yas 


便 给 出 了 两 个 晴 数 /与 z 之 间 的 吊 离 或 接近 程度 的 度量 ,所 请 平方 通 近 正 是 按照 这 
种 度量 方式 来 规定 其 逼近 概念 的 . 

下 面 关 于 范 数 的 三 条 基本 性 质 是 容易 验证 的 ， 

P fi 3 0, 并 且 当 和 且 仅 当 f=0 时 上 = 0; 

fl = e141: fi ,ec 为 一 任意 常数 ; 

Fitrgll < A+ el. 
看 来 只 有 性 质 3 是 需要 仔细 验证 的 .事实 上 ,在 ByHarosermi 不 等 式 


[wear < (| esi] (| e874s) 
的 两 边 习 以 2, 并 各 加 上 
| oraz + | oar， 
得 到 


s 平方 逼近 839 ， 


| eu; gdx Ee (| grax) + (| perax)'2y. 


再 将 上 式 两 边 各 自 开平 方 ,就 恰好 得 到 性 质 3? 中 的 不 等 式 . 

仿 马 空 间 的 理论 ,也 可 对 及 中 的 元 素 序 列 扩 , 户 ,… ,及 … 引进 平均 收 敏 性 概 
念 .假如 lm 矿 - /上 = 0, 则 称 序列 (x) 平均 收敛 了 A(z), 记 作 (x) 一 
放 x)j(n 一 名 ). 完 全 类 似 地 , 假 即 

-0 mn), 

则 称 !A1 为 及 中 的 基本 序列 .还 可 以 证 明 , 刀 空间 理论 中 的 傅 里 叶 定理 在 此 仍然 
成 立 . 亦 即 , 凡 [2 中 的 基本 序列 必 有 极限 且 极 限 函 教 仍 在 态 中 (这 也 就 是 关于 下 
空间 的 完备 性 定理 }. 


5.3 ” 直 交 函数 系 与 广义 健 里 叶 级 数 


设 ofx) 为 定义 在 闭 区 间 [a,8] 上 的 权 函 数 .如 函数 /tx) 与 g(t%*) 满足 条 件 
| ea rzjgtxjdx = 0, 
则 说 函数 /与 在 [4,58] 上 关于 权 函 数 o(x) 是 直 交 的 . 你 如 果 阴 数 系 统 


多 | 区) wR) 

中 的 每 一 对 函数 在 区 阅 { a,5] 上 关于 权 聊 数 ptx) 均 为 直 变 , 则 称 该 系统 为 [Le 上] 
区 打上 的 关于 权 函 数 olx) 的 直 交 函数 系 .特别 地 , 若 efx = 1, 那 就 可 以 不 必 提 到 
权 函 数 . 于 面 列 举 几 个 最 常见 的 直 交 函数 系 . 

例 2 三 角 函 数 系 

lcosx , Sinxt ,Cos , SINn2r ,COBTY , SIN TX 1*** 

是 定义 在 闭 区 间 [- x,w] 上 的 直 交 函数 系 ， 

例 3 余 荡 函数 系 与 正 束 函数 系 

1 ,eos ,COME ,COS NT 8 


均 悬 [0,x] 上 的 直 交 函数 系 ， 
例 4， 寺 让 德 多 项 式 P(x) = (是 ) (2- "(n= 0,1,2,…) 


是 区 间 [- 1,1] 上 的 直 交 密 项 式 系 . 
例 5 揣 贝 谢 夫 多 项 式 系 了 (xz) = cosl narc cosx)(n = 0,1,…) 是 区 间 [- 上， 


1] 上 对 权 消 数 (1 - 妇 ) -二 而 言 的 直 交 系 ， 
例 5 考虑 施 图 姆 - 刘 维尔 (Sturm-Liouville) 型 微分 方程 边 值 问题 : 
77+ Atlr)y = 0,7(a) = F(4) = 0. 
此 处 p(x) > 0 是 定义 在 [ea ,8] 上 的 连续 钞 数 ,而 4 为 数值 参数 .除去 平凡 解 y(x) 
一 0 不 予 考 虑 之 外 , 凡 不 恒 等 于 零 的 解 y(x) 均 称 为 基本 质数 ,而 对 应 的 4 值 称 为 
特征 值 (注意 并 非 任何 * 值 都 对 应 有 基本 应 数 ) .根据 微分 方程 式 理论 ,上 述 边 值 问 
题 的 特征 值 总 是 存在 的 .而 且 除 常数 因子 不 计 外 ,对 应 于 和 舞 一 特征 值 都 只 有 一 个 基 
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本 函数 .特征 值 可 以 由 小 到 大 地 排列 起 来 ,因而 对 应 葛 基 本 上 画 救 也 可 排 成 一 列 ,如 |: 
Als ATs 入 3 ， a 
Yr), yt) Yar) 
可 以 证 明 , 上 列 的 基本 郴 数 系 在 闭 区 闻 [a,5] 上 关于 权 pl x) 是 直 交 系 . 
事实 上 ,假如 让, 则 
Pit Ap{x)y = 0, V+ Amtx) ye = 0. 
用 mr 分 别 乘 第 一 .第 二 式 , 再 相 碱 , 则 得 


Cai ~ Ji + Cp - yi = 0. 
两 边 积 分 又 得 
(ai - a)] P(z)yoyads + [yi ro] =0 
由 过 界 条 件 及 4, z= 从 ,人 恒 得 知 
[ps) yonds = 0, 


下 面 着 重 介绍 广义 的 傅 里 叶 展 开 问题 . 设 iow(zx)1k = 1,2,3,…) 在 区 间 [a， 
5] 上 关于 权 函 数 p(x) 作成 直 交通 数 系 , 其 中 每 一 个 w(x) 均 不 几乎 处 处 等 于 替 
且 均 在 空间 成 中 ,因而 


A = | psd sd (k = 1.2，…) 
都 是 有 限 正 数 .特别 ,车 4 = 1(4 = 1,2,…), 则 称 |ws(x)| 为 标准 直 交 系 (显然 ， 
人 生生 | 总 是 标准 直 交 系 ) 
设 A(x) € 已 , 则 称 按 下 列 算出 的 常数 
oc = 二 | pC sR rds Ck = 42 
为 Kx) 的 广义 傅 里 叶 系 数 , 从 而 有 如 下 的 广义 傅 里 计 级 数 : 
f(x) ~ Sy an). 


由 于 还 不 能 断定 上 而 的 情 里 叶 级 数 是 否 平均 收 合 于 所 x}, 所 以 只 能 用 联结 符 
号 ~ 去 表示 它们 之 间 的 相应 关系 .尽管 如 此 ,这 个 级 数 的 部 分 和 却 能 用 来 园 满 地 
解答 一 般 形 式 的 最 小 二 乘 方向 题 . 这 便 是 下 面 的 定理 1. 

定理 长 杜 皮 拉 (Toepler)) ”对 于 任意 指定 的 正 整数 ,用 线性 组 合式 F(x) = 


Y ou z) 作成 的 函数 来 对 给 定 的 (x) 进行 平方 允 近 时 ,为 使 偏差 (平均 平方 入 
差 ) / 

I PF = (pC P(r) - Cn) Pde)? 
达到 最 小 值 , 函数 F(x) 必须 等 于 广义 传 里 时 级 数 的 部 分 和 : 


5 平方 通 近 :B41 : 


S.Cx) = D1 ow x), 
而 偏差 的 最 小 值 等 二 | 
| so- JN = Cf oC de - No Ae). 
注意 | S, ~ | > 0, 因 此 根据 最 小 值 的 那个 表达 式 立 即 推出 


DA < {pcx) Pas. 
又 因为 不 等 式 的 右 端 与 mn 无关， 故 可 令 -一 um 而 得 出 了 At < 


和 (amUGe ae. 通常 称 为 广义 贝 赛 尔 (Bessel) 不 等 式 


根据 偏差 的 最 小 时 表 于 式 知 上 述 的 内 塞 尔 不 等 式 能 改 为 所 请 的 帕 塞 所 尔 

(Parseval) 等 式 : 
> ri - - | etoUoPds 

的 充 站 条 件 是 lim | Stx) TAs) | = 0. 

换言之 , 情 里 叶 级 数 的 部 分 和 S.C*) 平均 收 襄 于 记 x) 这 件 事 是 辐 六 x) 的 巾 塞 
瓦尔 等 式 成 立 这 忻 事 互相 等 独 的 . 因此 ,空间 中 的 -- 个 情 里 叶 级 数 是 否 收 伊 的 
问题 也 就 归结 为 帕 塞 瓦尔 等 式 是 否 成 立 的 问题 . 

这 里 有 一 个 问题 ;在 什么 条 件 下 ,给 定 的 数列 el 能 够 有 资格 作为 忆 中 其 一 
请 数 fx) 的 傅 里 时 系数 ,并 且 作 成 的 傅 里 叶 级 数 平均 收 误 于 六 x*)? 正 恒通 常 的 情 


里 叶 级 数论 那样 ,对 于 这 个 问题 的 回答 有 如 下 的 定理 . 
定理 六 里 斯 - 费 希 尔 (FieszFishem) 设 lws(x)i 在 闭 区 间 [a.,48] 上 关于 权 函 


数 p(*) 作 成 直 交 函数 系 . 若 数 列 1ce1(h = 1,2,…) 满足 条 件 : > Act < + ,其 中 
A = | muidx, 则 束 中 存在 唯一 的 函数 /(x) ,使 得 (x) 的 信里 叶 系 数 恰好 是 1 ci， 


有 EY》 cup (x) 一 7 


车 一 个 直 交 函数 系 1wsi 对 于 球 中 的 每 一 画 数 帕 塞 瓦尔 等 式 都 成 立 , 则 称 它 为 
封闭 的 直 交 系 . 

车 iwws| 为 封闭 的 直 交 系 , 而 认 x) 与 g(x) 为 如 中 的 任意 两 函数 ,它们 的 傅 里 
时 系数 分 别 为 jat 与 1B&i, 则 必 成 立 下 列 的 广义 帕 塞 瓦尔 等 式 : 


| pC)fx) glx)ds = > AB 


事实 于 ,因为 了 + g 的 傅 昌 时 系数 为 |ak + |， 因此 利用 通 当 的 帕 塞 天 尔 等 式 
应 该 有 
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9 
| p02 + 2 + gds = D+ 2a + RR), 
Er | al 


¢ = 6 一 
j as = Da | rd = D2AB, 
故 由 上 列 三 = 式 间 的 比较 便 得 出 广义 的 帕 塞 瓦尔 等 式 。 
给 定 一 个 直 交 系 1o1 ,如 果 下 中 再 也 没有 -一 个 耳 数 (几乎 外 处 等 于 零 的 英 数 
除外 ) 能 和 一 切 ww, 相 直 交 ,那么 [wl 便 称 为 完备 的 直 交 系 . 
直 交 系 的 完备 性 实际 是 和 封闭 性 等 价 的 .这 就 是 下 述 的 
定理 3 fw| 是 一 个 完备 直 交 系 的 充 要 条 忻 是 : 它 是 一 个 封闭 直 交 系 . 


5.4 直 交 因数 结构 公式 


关于 函数 系 的 线性 相关 与 线性 无 关 的 上 鬼 念 ,实际 和 通常 向 量 人 代数 中 所 说 的 概 
念 是 完全 一 样 的 . 
设 p(x) ,p(x),… ,p(x) 是 定义 在 [a,5] 上 的 函数 系 .车 能 找到 一 组 不 全 为 
0 的 常数 1 ,a;,…,a。 使 得 
G 交代 性》 十 ep 和) + + age) = 0), 
那么 就 称 该 函数 系 是 线性 相关 的 ,反之 , 恒 称 之 为 线性 无 关 的 (只 要 天 数 是 几乎 处 
处 等 于 零 ,就 说 它 恒 等 于 零 ,并 用 记号 ”= 人 表示 ) .显然 在 线性 无 闫 的 情形 下 要 使 


> own(z) = 0, 谣 只 有 1 = aa = … = ms 三 必 . 
一 个 包含 可 数 杀 个 函数 的 防 数 系 ,要 是 它 的 每 一 个 有 也 部 分 都 是 线性 无 关 的 ， 
那 必 读 函数 系 便 称 为 线性 无 关 ， 


例 7 商 数 系 1,x,x*,…: 是 线性 无 关 的 ， 

事实 上 , 它 的 每 一 个 在 限 部 分 ,x < < < ) 都 是 任 
何 区 间 上 的 线性 无 关 硝 数 系 . 

例 3 关于 权 函 数 p(x) 的 性 意 直 交 函 数 系 | w(x)| 都 是 线性 无 关 的 . 

事实 上 ,要 是 eteox + … + ao 三 0, 则 以 pos 乘 等 式 的 两 边 并 积分 ,得 到 

ai = OF = 1,2,.…,n). 

作为 例 2 的 特例 ,可 以 知 遵 三 角 函 教 系 、 余 弦 函 数 系 正弦 函数 系 等 都 是 线性 
无 关 的 系统 . 

设 fx) 与 gtx) 是 玉 中 的 两 个 函数 , 则 称 六 x) 与 g(x) 乘积 的 积分 


(pg) = | p(x) gs) ds 


为 六 x) 与 gCx) 的 内 积 .如 果 g(x) ,qrtx),…' ,P(x) 都 是 LoL a,5] 中 的 印 数 ,网 
称 由 内 积 构成 的 行列 式 


3 平方 衣 近 - B43 + 


(gs 1) (pi Ppa) 和 (pL Fn) 
MA 
Cs) pap ph 


为 函数 系 | g(x)|} 的 格拉 姆 (Gram) 行列 式 . 借 用 这 种 行列 式 可 以 给 出 一 个 关于 函 
数 系统 线 性 相关 与 否 的 判别 准则 : 

定理 4 请 数 系 g(x) ,ia 人 xz) ,gn(x) 为 线性 相关 的 充分 必要 条 件 是 
AP = 0. 

进 -- 步 有 

定理 5 若 op 各 为 线性 无 其, 则 An > 0. 

于 此 ,不 玲 备 重 述 实 变 函 数论 中 的 施 效 特 (Schmiqt) 直 交 化 手续 ,而 是 要 进 一 
步 指出 直 交 函数 的 普遍 结构 公式 . 

定理 6 设 g(x), gt*) ,是 上 [a,8] 中 的 一 个 线性 无 关 函 数 系 ( 有 限 或 可 
效 ). 又 设 


《9 让 
sn 

he 

《和 名] 机 {en Fn) 人 


按 下 烈 公式 便 可 造 出 一 个 标准 直 交 系 
| _ Pa) ro -在 (1 
twrl :antxy = VE ， 外 党) 二 RAR {Fk -= 2). 
注 1 ”由 定理 6 中 的 直 交 函数 结构 公式 可 以 看 出 ,每 个 w, 都 是 9i ,9p ，…' ,pi 的 
线性 组 人 台 . 反 过 来 还 可 看 出 ,每 个 也 都 是 wp，… ,ws 的 线性 组 合 .事实 上 ,由 
于 已 知 om 是 wi 的 线性 组 合 ,利用 递 推 关系 


A -1Tn = 内 一 1 一 一 人 nn-1s 必 = 旺 已 人 Ten 
恒 避 逐步 推 知 每 个 y, 也 都 是 wen 的 线性 组 合 . 
1 
好 宇 x) 1 刚 wirwii=1 上 三 一 一 -一 二 
注 2 令 屎 (x) = api(x) 则 由 条 牢 Cow ,wn) 显然 导致 vv 


-元 .一 般 说 来 , 当 把 每 个 wi 表示 成 9 ,… , qs 的 线性 组 合 时 (实际 也 就 是 施 密 特 标 


] 
准 直 交 化 手 续 ), 其 中 的 系数 也 是 唯一 确定 的 .这 一 事实 读者 不 难 自行 验证 .因此 可 
以 断言 ,定理 6 中 的 直 交 函数 结构 会 式 的 形式 万 是 唯一 确定 的 { 只 有 分 母 中 的 开 方 
根 号 可 以 有 正 与 负 的 两 种 选择 ). 
注 3 ” 依 注 记 ! 可 知 ,和 所 有 ps 都 直 交 的 函数 也 将 和 所 有 ws 都 直 交 ,而 且 反 之 
亦 然 . 因 此 可 以 断言 , 函数 系 1 和 | 与 1wsi 或 者 同时 是 完备 的 ,或 者 同时 是 不 完备 
的 . 
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5.5 ”站 交 多 项 式 的 一 般 性 质 


在 讨论 广义 伟 里 叶 展 开 时 ,已 经 知道 利用 直 交 消 数 的 线性 组 合 ,能够 对 指定 的 
应 数 作 平方 通 近 . 另 一 方面 ,从 实际 计算 的 可 行 性 与 简便 性 驱 点 出 发 ,我 们 曾 一 再 
强调 过 利用 多 项 式 函 数 作 逼近 工具 是 最 理想 的 . 因此 人 们 自然 就 去 考虑 这 样 的 问 
题 :能 否 构 造 出 种 种 最 有 用 的 直 交 多 项 式 系 统 以 便 作 为 平方 下 近 的 工具 ? 

看 来 上 述 癌 题 是 有 解答 的 .因为 一 则 原始 的 等 画 数 系 1,x,x ,x**,… 在 尾 一 团 
区 间 {fo,5] 上 都 是 线性 无 关 的 ;二 则 根据 施 密 特 直 交 化 手续 或 直 交 函数 结构 公式 ， 
对 于 每 一 个 函数 p{x) 总 是 可 以 将 该 蜂 函 数 系 进行 直 交 化 . 

但 还 必须 考虑 这 样 一 个 更 基本 的 问题 , 即 不 论 p(x) 是 怎样 的 权 函 数 , 儿 项 式 
类 是 否 总 是 在 总 中 稠密 ?也 就 是 癌 : 是 否 对 上 中 的 每 个 函数 都 能 用 多 项 式 作 任意 
精确 的 逼近 ?事实 上 有 如 下 的 定理 . 

定理 7 设 fx) € 总 [a,5], 则 对 任意 s > 0, 都 存在 有 多 项 式 plx) 使 得 

ff-pll se. 

定理 8 对 权 函 数 e(x) 而 言 的 标准 直 交 多 项 式 系 | gp,( x) po 的 次 数 是 n) 是 
了 空间 中 的 完备 直 交 系 ( 亦 见 封闭 直 交 系 ). 

定理 9 筹 函 数 系 1,x,*,… 对 任何 上 空间 说 来 都 是 完备 的 . 

经 过 以 上 的 理论 分 析 之 后 ,可 以 看 出 ,考虑 如 何 去 利 用 直 交 多 项 式 系统 来 作为 
各 空间 成 中 的 平方 遏 近 工 具 是 极 有 意义 的 问题 .以 下 便 进 人 较 具 体 的 讨论 . 

令 p(x) 为 给 定 的 权 函 数 ,| 址 1 = 0,1,2,…) 为 给 定 在 区 间 [a,b】] 上 的 团 孙 
数 系 . 称 


Ha = [p(s) ds (n= 0,1,*…) 
汶 权 函数 plx) 的 矩 量 .显然 内 积 ( 吕 ,xi 可 表 成 
5 
(x ,xt) = | pw) wnads = 请 


因而 格拉 遍 行 列 式 Ar， 如) 可 记 成 
(Uy ox) ,a ) Ha A 


和 = (x,1) (tx,x) *"* 【xi 二 a 2 ”ntl . 
(x°,1) (Ca, x) 机 【如 扩 ) Fn Enrl ”Psn 
其 次 ,5.4 节 定 理 5 证 明 中 规定 的 加 (1x) 郑 数 可 表 成 
po Cp pt 1 
bh 
Hn Hn+] Hin-l EM 


为 方便 计 可 规定 和 (xz) 二 二 al = 1 于 是 根据 5.4 节 的 定理 6,. 便 可 以 构造 出 如 下 的 


5 平方 通 近 : B45 ， 


标准 直 交 函数 系 { p(x)|: 


po Ai pi 
p (wy = | Hn 世 
VA A 1 re 加 。 
Pr AT Han! 

{hn 一 日 ,上 


A =-] An-! 
注意 q(x) 正好 是 次 数 为 n 的 针 珊 式 , 而 且 江 的 系数 是 太一 = a 
关 几 .总 结 一 下 , 便 是 下 面 的 定理 . 
定理 10 不 论 定 庆 在 [a,5] 上 的 权 旺 数 pt x) 如 何 , 都 存在 有 关于 权 p(x) 的 
标准 直 交 多 项 式 系 wpolx) ,p(x) ,gotx) ,其 中 gtx) 正好 是 n 次 多 项 式 ,其 具 
体 绪 构 形 式 系 由 上 列 公 式 所 给 出 . 
定理 11 设 f/(x) ,f(x),… 基 对 权 瑟 数 ptx) 的 直 交 和 示 ,f(x) 正好 是 5 次 多 
项 式 , 而 最 高 次 项 系 闭 为 六, 刚 诸 扩 此 可 唯一 地 表示 成 


Rx) = po, f(x) = por Epa) Cn = 1,2,...). 


事实 上 ,因为 上 (x) 可 以 表示 成 
Ux) = ap 和 人) + oP) + + ap), 

而 且 pol 4x) ,p(x 一 ,pi(x) 也 癌 玉 表示 成 加 (x) ,有 x), 记 i(x) 的 线性 组 
合 , 因 此 由 请 (x) 商 的 直 交 性 与 诸 p(x) 问 的 直 交 性 便 推 知 当 大 过 n - i 时 恒 有 
(hp) 兰 apt Pe, De) = 心 Ce = 0)., 

这 就 表明 f(x) = orp, (x). 


注意 及 (x) 中 的 系数 为 P 而 wup,(z) 中 加 的 系数 为 mA/ 健一. 因此 由 相 


等 关系 定 出 m 的 数值 之 后 .也 就 得 到 定理 的 证 明 . 
定理 这 设 A(x) EE 下 . 则 在 所 有 次 数 不 高 于 的 儿 项 式 p{ x*) 中 ,使 平方 偏差 


f= pl? = [p(s) - p(x) Pd 
达到 其 最 大 信 的 只 有 人 息 里 叶 级 数 的 部 分 和 


S{x)} = D> cupr( x) Cer = (Ff, pred), 


并 且 最 小 平方 偏差 县 min fpl? = 六 


上 二 n+L 
这 个 定理 是 一 般 的 短 虹 叶 定 理 的 推论 . 注意 标准 直 次 志 项 式 系 1g;| 是 封闭 
的 , 故 有 外 塞 伐 尔 等 式 成 立 , 因 而 最 小 平方 偏差 为 


-st oa Da- Da- Yd- Da 
杏 &=] kel 


上 =1 让 n+ 
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这 就 是 定理 12 的 证 明 . 多 项 式 gp,{x) 还 有 一 个 有 趣 的 极 慎 福 质 , 即 有 下 面 定理 . 


定理 13 ”在 最 高 次 项 系数 为 1 的 所 有 " 次 多 项 式 中 , 使 积分 (p,p) = 
» 
人 p(x)Lp(x) Tdx 达到 最 小 值 的 多 项 式 是 


px) = 如 -wa 


定理 14 ”标准 直 交 系 | zl 中 的 多 项 式 p(x) 的 所 有 根 都 是 单 实 根 ,并 且 都 在 
开 区 间 (&,48) 之 内 . 

定理 站 设 #4 >1, 则 g(x) 和 gr(x) 的 根 必 相 互 交错 . 亦 即 9,(x) 的 根 护 
和 ost(x) 的 根 加 之 间 有 如 下 的 不 等 式 关系 : 


1? 


令 p ,fx) 表示 最 高 次 项 系数 是 1 的 直 交 多 项 式 (5 代表 次 数 ,n = 0,1,…) 则 


9 ol x) = 1, p a(x) =aj 全 wa 


下 面 的 定理 给 出 了 诸 p .(x) 间 的 一 个 递 推 关系 . 
定理 6 ”对 一切 n = 0,1,… 都 成 立 着 递 推 关系 PP sfx) = 
nr?) 9 mril x) 一 应: 多 n(x) ,其 中 ns2 与 AB 为 某 些 常 数 . 


5.6 直 交 多 项 式 级 数 的 收 敏 性 定理 


设 1P (si 是 对 权 郑 数 p(x) 的 标准 让 交 多 项 式 系 .中 设 拨 *) 为 空间 C[ ,8] 
中 的 一 函数 . 现在 要 研究 在 怎样 的 条 件 下 , 连续 消 数 f 的 广 闷 情 里 叶 级 数 


5 1 orpe( x) 能 在 通常 的 意义 下 收敛 于 f(x). 
以 S (zx) 表示 级 数 的 第 n 部 分 和 
Sx) = [fx] = >) Cp x). 

注意 博 里 叶 系 数 C, 具有 直达 式 

人 = | economcods， 
因此 代 人 后 即 得 出 

S64) = [pO Da a 

这 相当 于 普通 传 里 叶 级 数理 论 中 的 猴 利 克 雷 积分 ,而 表达 式 

天 (ex) = Sn (x) 
可 称 之 为 广义 狄 利克 雷 核 (简称 为 核 )，、” 
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显然 , 趟 高 于 nr 容 的 凶 项 式 P(x) 按 直 交 过 项 式 1 阅 | 恨 开 所 得 的 第 = 部 分 和 

5,(x*) 是 与 P,(*) 等 同 的 :S [Pixr] = P(x), 于 是 

Slf- Pix] = Sfixj— SlPixl = S{fix] - P(x), 
两 边 各 加 - 所 x) 并 移 项 , 旭 得 出 

Sfsx] — fx) = Px) — fx) + SF- Pix], 

[Sfx]- Fx) let P(x — Fx) +l SA- Px]!. 
既 设 f(x) 为 连续 函数 , 故 存 在 最 佳 净 近 所 (7, 而 1 Px) -fx BB 站 -0(n 
一 ®m). 因 上 性 |1 S51f;x] -f(x) | 是 理 趋 向 于 0 的 向 厦 妇 结 为 醋 否 (5.[f- PP;xj] 1 一 
0 的 问题 .显然 


Sf Psx] 1 =1] pO) ~ PC x)d 
< ma ID - RD IA 


< EP) pl 1 Ets) ld 


三 ECA D(x), 
其 中 
本 
hx) = | pC Kt,x) 1d 
称 为 勒 贝 拘 函 数 . 
这 样 ,使 总 结 出 如 下 的 收 襄 性 定理 . 


定理 17 设 几 x) 为 连续 函数 , 则 当 条 件 (六 (x)->0(n 一 w) 满足 时 便 
有 收敛 的 翼 里 叶 级 数 


> Gonz) ~ f(x). 
又 车 在 [a, 5] 上 E.() L(x) 一 "0, 出 上 列 级 数 便 是 一 致 收 全 的 . 
5.7 “上 几 种 特殊 的 直 交 多 项 式 


下 面 齐 绍 三 种 最 著名 的 直 交 多 项 式 系 , 即 勒 让 德 守 功 式 系 1Ptx)| , 拉 盖 尔 
{Laguerre) 才 项 式 系 (x)| 和 埃 尔 米 特 (Hemmite) 过 项 式 系 1 忆 (z 计 .这 三 种 冤 项 
式 无 论 在 数学 物理 方法 中 或 积分 近似 计算 理论 中 都 居于 重 昌 的 地 位 . 

1. 勒 让 德 多 项 式 

在 区 癌 [- 1,1] 上 对 于 权 函 数 pf(*) = 上 构成 直 交 系 的 多项式 P(x) 称 为 勒 让 
方 几 项 式 (n = 0,1,…) .自然 ,可 以 根据 一 般 结构 公式 ( 定 开 6 来 找 出 P,{x) 的 显 
明 表 达 式 . 然而 行列 式 的 计算 毕竟 是 很 麻烦 的 . 事实 上 , 早 在 1814 年 轴 德 里 格 
【Rodrigue) 就 已 经 找到 了 一 个 极 莘 单 而 恒利 的 表达 式 ; 


P(x) = Fr (Bh) (2- 0" 
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容易 看 出 ,这 确实 是 一 个 n 次 名 项 式 , 而 且 x 项 的 系数 是 
Ter (2n) (2n _ (nt1) = 2 


"(nt)" 
因而 当 规定 最 高 次 项 系数 为 1 时 , 密 项 式 可 表 必 
全 ni dy" 交 
Pix) = ci (起 ) (x2 1)". 
现在 来 验证 上 述 多 项 式 系 确实 是 关于 权 函 数 p(x) = | 的 直 交 系 . 记 p(x) = 


Cr) oN) = 000 二 上 过 站 -1 而且 疡 (xz) = Ti pe). 
设 Q(x) 为 次 数 不 高 于 r 的 任意 密 项 式 , 则 由 分 部 积分 法 易 算 出 
| P00)as = 过 io -| 0 Cp 
| fa- 人 _ 
= - zu] ,0 {xp Ur)dr = 
= | Vr) ple) dam. 
因此 ,假如 OC(x) 的 次 数 低 于 nn;, 则 OCx) =0, 从 而 9(x} 便 和 P,(x) 相 直 交 . 这 
就 表明 Ptx) 是 与 PCx),… ,P(x) ,Potx) 都 直 交 的 . 因而 1 P(x)| 确实 是 
[~ 1,1] 土 的 直 交 系 . 
车 在 上 列 计算 中 取 Q(x) = P(x), 则 
I —l “人 此 用 (2n)1 ! 硬 
(2n)t fr 加 中 (Cnn)! 2r+i(nt)? 2 
一 co 642 = 28(nm1 2 (2n+1 2n+1° 
因此 标准 直 交 西数 可 羽 表 作 


A + 
P lx) =a a+ lp (x) = 1 过 这 也 { xz ~ 1)°. 


根据 一 般 理 论 ,可知 P.(x) 的 所 有 根 都 是 单 实 根 , 且 位 于 开 区 间 ( -~ 1,1) 之 内 , 
以 下 给 出 玫 (zifa = 0,1,… ,5) 的 显 式 表 达 式 .以 供 参考 ， 


Po(z) = 1,P(#) = ,P(x) = (PD), P(r) = 二 (552 - 34), 


p(x) = 站 (35i _ Mx + 3), Ps(x) = 襄 (63 _ TI0x 4 15x). 


事实 上 ,根据 罗 德 里 格 公 式 ,利用 二 项 式 展开 定理 及 爱 项 微分 容易 得 到 如 下 的 普 测 
表达 式 : 
MT A npln kn 27)! 
P(x) 实际 是 下 出 勒 让 德 微 分 方程 式 


fr 2x dr nin+t+l 


dx 1- x dx 1-m ?0 
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在 正规 点 x = 0 附近 满足 条 件 y(1) = 1 的 唯一 确定 的 多 项 式 解 . 
现在 指出 P,{x}) 有 如 下 的 母 消 数 : 
1 但 
J = Ds P(x) el zl< ])， 
利用 和 母 函 数 可 以 证 明 如 下 的 不 等 式 ; 
| (xs Cn = 0,1,2,..). 


训 实 上 , 令 * = coeg = 方 (es + er 人 代入 母 函数 公式 后 , 易 得 出 
Sp (coe0) = [1 - ses + ee- 3) + 2]-2 


= (1 - set)- 0 0) -3 3 


-|S 了 jc 上 县 人 加 [本 


当 +xl<l 时 , 右 端 二 每 级 数 是 可 以 相 攻 的 因此 在 左右 两 端 比较 z 的 系数 后 得 出 
P{cod) = te" + 8 3] + 
2 (Dn FR} Dt a 
2}!t (Hn kt 

注意 上 式 右边 各 项 的 系数 均 为 正 ， 而 各 项 将 于 6 = 0 时 达到 最 大 值 .这 样 便 推 出 

| P{eosd) Is Pleosd) = P(1) = 1. 
这 就 证 明了 所 需要 的 不 等 式 . 

按 勒 让 德 多 项 式 展 开 ,已 证 得 


| P(x) le 1,B,(x) = A/ ip, x). 


由 此 可 知 对 应 于 直 交 系 1P,1 的 核 局 (t,x) 具有 估计 式 


| K(x) 1= DACA < > = 1 -. 
从 而 和 应 的 勒 贝 格 本 数 具有 估计 式 
L(x) = 上 {KCt rx) dt 《+ 1). 


这 样 ,根据 5.5 节 中 所 建立 的 收 伍 性 定理 , 便 知 扩 量 佳 禹 后 满足 条 件 时 吕 ( 六 一 
0(n 一 wm) 的 每 一 连续 函数 沪 x) ,都 可 按 勒 让 德 家 项 式 展 成 在 全 区 间 [- 1,1] 上 一 
臻 收 敏 的 广义 博 里 叶 级 数 .根据 杰克 逊 (Jackson) 定理 知道 , 凡 有 连续 二 阶 微 商 的 
函数 记 x) 都 满足 上 述 条 件 , 因 此 有 如 下 的 定理 . 

定理 18 ” 设 定 义 在 [- 1,1] 上 的 函数 Kx) 具有 连续 的 二 阶 微 商 六 (zj). 则 
ftx) 按 1P,(x)| 展 成 的 广 尽 博 里 叶 级 数 一 致 收 侣 到 它 自 身 . 

最 后 还 值得 提 到 关于 户 {*) 的 一 个 递 推 公式 : 

nP Cw) 一 (2n ~ axP x) + (no DP, a(x) = 0. 
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这 在 证 P(x) 的 母 函 数 时 实际 已 经 得 到 了 ,只 要 在 那儿 将 4 改 措 成 P,(x) 就 可 以 . 
自然 ,如 果 应 用 一 般 会 式 (定理 16) , 那 也 同样 可 以 得 到 上 述 结果 . 
2. 拉 盖 尔 多 项 式 
以 前 讨论 的 一 切 , 都 是 一 直 假 定 基本 区 间 [a,51 是 有 限 的 . 其 实 , 权 函数, [2 
空间 以 及 直 交 系 等 概念 也 完全 可 以 推广 到 无 限 区 间 的 情形 .所 谓 勤 让 德 多 项 式 系 
1.(x)1 ,就 是 在 区 间 (0, + w) 上 关于 权 函 数 e-* 所 构成 的 直 交 系 .它们 可 以 用 类 
似 于 罗 德 里 格 (Rodrigue) 公式 的 表达 式 来 定义 : (x) = ef[( 岂 】 (ze 
只 要 将 上 式 右 端 的 微 商 算出 ,就 知道 L,(x) 是 n 次 多 项 式 : 
bx) = (一 D(C nn 一 nm 
其 中 最 高 次 项 系数 显然 是 (-- 1)*, 因 此 
7 (xs) = (- De LE) (Creo) 
便 是 最 高 次 项 系数 为 1 的 拉 盖 尔 多 项 式 . 
记 (x) = xre"”, 则 它 的 逐次 微 商 满足 条 任 
UO = UH 的》 =0 (FE=0,1, aa- 
因此 假如 K(x) 是 次 数 不 高 于 # 的 多 项 式 , 则 由 分 部 积分 法 易 算出 
| esitz) Vyde = | UVds 
= [UDp 4 DV D+ 


{- J U Vdx 


= {- D" UPdx, 


因此 当 T 的 次 数 低 于 = 时 ,上 面 的 最 后 结果 便 是 霍 . 这 表明 是 与 一 切 次 数 较 低 的 
多 项 式 相 直 交 的 .从 而 也 就 证 明 | 五 上 是 关于 权 e* 的 直 交 系 . 
丈 如 果 在 以 上 的 计算 中 取 『 = 五 (xz), 则 


| eax = CD tC rntde = nt] versds = (aeD2 
从 而 可 知 标准 化 了 的 直 交 函数 应 该 写成 
ZL = Se() es) 
3. 埃 尔 米 特 多 项 式 


所 谓 埃 尔 米 特 多 项 式 系 ! 玉 ,(x)| ,就 是 在 区 间 ( - % , w) 上 关于 权 应 数 e-= 所 
构成 的 直 交 系 , 它 可 以 通过 如 下 的 表达 式 来 定义 : 


H(x) = er (A) (ey 
将 上 式 右 问 的 微 商 逐步 算出 ,就 知道 也 (x) 是 mn 次 的 和 多项式, 而 且 用 归纳 法 容易 证 


6” 样 条 冰 教 通 近 ”SS5t ， 


明 它 的 最 高 次 项 系数 是 (2)". 记 w = er- , 则 
ui ay = oo)》 = 站 (k= 0,1,.). 
因此 对 仔 何 次 数 不 高 于 £ 的 包 项 式 Vix) .利用 逐次 分 部 积分 法 同样 可 得 出 


六 es H (x) Vir}ds = {- De 1， 


因此 当 『 药 次 数 低 于 am 时 ,上 式 右 端 便 优 零 , 这 证 明了 1 局 ; 确实 是 关于 权 e-* 的 直 
交 系 . 
其 次 ,如果 在 上 式 中 取 Vix)》= 开 (z)，, 册 


站 so]dx ~- 0 中 em = 2nIV 


因此 标准 直 浆 沙 数 的 形式 应 该 是 
A 【= 1 
H(tx} = Hlxr). 


6 样 条 函数 到 近 


在 第 2 章 中 ,号 经 过 论 丁 在 有 限 半 区 间 内 的 任 一 连续 明 数 用 多 项 式 -致远 近 
的 可 能 性 问题 .指出 了 有 限 闭 区 间 上 的 任 一 连续 消 数 ,都 中 以 用 多 项 式 表 近 至 任意 
精确 程度 .或 者 说 ,多 硕 式 类 是 在 整个 连续 函数 类 中 处 处 稠密 的 .那么 在 盯 数 欢 近 
论 范畴 里 ,是 可 就 没有 必要 引进 其 他 逼近 工具 了 呢 ? 许 多 姓 实 表明 情况 并 非 如 此 . 

首先 由 于 多 项 式 是 者 级 数 的 特例 , 它 在 一 点 附近 的 性 质 就 足以 决定 其 整体 性 
质 . 然 测 ,自然 界 较 大 范围 内 的 许多 现象 ,例如 物理 或 生物 现象 癌 的 关系 却 往 往 呈 
现 互 不 关联 .互相 蔓 裂 的 本 性 . 摸 言 之 ,在 两 个 不 局 的 区 域内 ,它们 的 性 状 十 以 完全 
不 相关 .其 次 ,上 数学 上 来 说 ,例如 在 多 项 式 插值 理论 中 .4 个 插值 结 点 所 作 的 播 
值 多 项 式 是 一 个 n -1 次 的 多项式 , 它 通常 可 能 有 m- 3 个 塌 点 ,对 于 某 些 比较 平滑 
(平井) 的 函数 来 说 ,这 自然 是 不 理想 的 ， 

本 章 将 要 介绍 的 样 条 函数 是 一 种 分 段 多 项 式 , 在 各 段 的 多 项 式 之 间 又 具有 某 
种 连接 性 质 . 正 因为 如 此 , 样 条 冰 数 既 保 持 了 允 项 式 的 向 音 性 和 可 逼近 性 ,又 在 各 
眉 之 间 保 持 了 相对 独立 的 局 部 性 质 . 近 3 加 0 客 年 来 , 样 条 几 数 已 成 为 最 有 成 效 的 通 
近 工 具 之 一 . 


6.1 “ 样 条 图 数 及 其 基本 性 原 
设 给 定 一 组 结 点 


一 (6-1) 
及 设 和 分 段 函 数 5Lx) 满足 条 件 ; 
在 区 间 [%y, wy.1]0j = 01…, WwW) 上 ,SCz) 是 一 个 次 数 不 超 过 = 的 实 系 数 代 
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数 多 项 式 ; 

2 S(txj 往 (- ww 上 具有 一 直到 n -1 阶 的 连续 导数 ， 

则 称 y = S(tx) 为 于 次 样 条 函数 . 常 把 结 点 的 m 侈 样 条 省 数 的 总 体 记 为 .ww(xtiyxy2z， 
-9 和 为 样 条 结 点 . 

一 个 2m -1 次 样 条 郴 数 y = 3S(x) ,如 果 其 在 区 间 (- m ,x,] 与 Cxw, wm) 上 的 表 
达 式 都 是 n - 1 次 密 项 式 ( 并 不 要 求 该 本 # -1 次 志 项 式 相 柯 ) , 则 特别 称 之 为 2n - 
1 次 的 自然 样 条 函数 . 结 点 的 2n -1 工 次 自 热 样 条 函数 的 总 体 记 为 R(t; 2 ， 
xN). 显 热 

Ran -Xi Ns 让 {6-2) 

下 面 来 给 出 样 条 阴 数 类 .250x,x2，… ,xw) 中 任 -~- 样 条 函数 的 一 般 表达 式 . 

对 于 任意 给 定 的 以 人 Cn - 1) 为 结 点 的 nn 次 样 条 函数 SUx) EE (x 2 
根据 定义 ,其 在 每 个 子 区 间 [% ,x ](j = 0,1,…,N) 上 均 为 一 = 次 多 项 式 . 特别 
好 ,于 子 区 他 (- om ,xi|] 内 是 一 n 次 名 项 式 . 椒 妨 设 该 多 项 起 为 ptx) E 从 ， 

今 考 虚 SCx) 于 [wi,*3] 上 的 表达 式 . 由 定义 ,5S(x) 于 [ x1,x2] 上 的 表达 式 奶 为 
一 个 m 次 多 项 式 . 若 该 4 次 多 项 式 为 g,(x), 并 考 虚 下 述 = 次 多 项 式 的 性 质 ， 

nx) = qt) palx). 
按 次 样 条 函数 的 定义 ,p(x) 与 (tx) 于 点 * = #1 处 的 伪 以 及 1 阶 ,2 阶 ,一 直到 
n -1 阶 时 数值 峰 相 等 ，; 
PDTWI) = g(x) (f= 0,1,.,n- 1). 
pw) = (= 0,1,…,n -1). 
是 本 x = x 是 丈 x) 的 n 重 捐 , 即 x) 会 tx- xi 这 个 因子 .由 于 网 好 是 一 
次 密 项 式 , 所 以 存在 茶 常 数 c ,使 得 
WR) = cx FI) (0-3) 
本寺) 三 pnCx) 十 ct 一 % 《人 -二 ) 
它 说 明 5S(x) 于 区 间 {xi,xz] 上 的 表达 式 性 为 其 前 一 区 则 上 的 表达 式 加 上 (~ 区 六 
的 某 一 常数 信 . 这 样 一 来 ,5(%x) 于 (- w ,wz] 上 的 统一 表达 式 应 为 


pnt ), 于 
$x) = te + (6-5) 
为 把 (6-5) 式 写 成 一 个 统一 的 表达 式 , 引 入 记 寻 
和 ， 二 maxt0,x) = 他 。 > {6-6) 


2 一 Cx)"™, 
则 (6-5) 式 所 示 的 S{x) 又 可 紧 六 地 表示 为 
SOX) = p(x) + erlw — zi)! (人 
继续 采用 这 种 分 析 方 法 ,可 得 SCx) 于 整个 实 轴 上 的 表达 式 为 
由 
S(z) = px) + Dor 加 (< 的 ). (6-7) 


此 即 为 下 面 的 定理 . 一 


5 样 条 函 孝 适 近 ，853 :+ 


定理 1 任 一 Sx) 和 nx， xy) 均 可 唯一 地 表现 为 
S(x) = pl + Do (x- wt (-wm<x<w), (6-8) 


其 中 记 {x) 七 于 ,cj = 1,2,… AN) 为 实数 . 
显然 ,由 (5-8) 式 所 给 出 的 插 一 尔 数 SCx) 疙 然 满 足 n 次 样 条 了 梢 数 的 定 尽 ,也 即 
Sx) EE (x 因而 定理 1 可 进一步 写成 下 面 的 定理 
定理 2 车 使 Sir) EE (ri 须 且 只 山本 在 p(x) 扎 上 和 和 NN 个 
实数 人 Ov ,使 得 (6-8) 式 成 立 ; 
SCx)} = pa(x)+ Doelx -x 人 加 区 的) 


=| 
定理 1 和 定理 2 说明 函数 系 
] 一 rE) 一 TY (5-9) 


构 或 nn 次 样 条 孙 数 类 (xz,x2,… ,xw) 的 一 组 基底 . 
因为 由 (56-2) 式 和 定理 2 可 知 , 任 一 号 ( 并) 过 Ratt x ,Xp NY) 均 可 表 为 


m 
Sx) = por) + Ooi- sl (mere mm), (6-10) 


其 中 Pn_1CX) Hi. 

当然 一 函数 S{x) 只 是 满足 (6- 10) 式 还 不 足以 保证 它 一 定 是 一 个 自然 样 条 函 
数 .因为 它 在 [xw, %m】 上 是 否 为 一 个 - 1 次 的 多 项 式 尚 不 能 保证 .为 保证 这 点 , 恒 
须要 求 S(x] 于 [xnw,o) 中 的 表达 式 


pm-t(z) + Do — #2! 
为 一 -1 次 多 项 式 . 即 要 求 上 述 求 和 号 这 一 项 中 次 以 上 的 方 敌 项 之 系数 为 0. 但 
DG 一 区 Je， 二 Soo(™- et- w+ 


DR 
= 2 Di ce 
要 求 上 式 中 ,x ，… x" 的 莱 数 为 0, 即 得 
on =0 (k= 0,1,2,.,n— 1). (6-11) 


定理 3 为 使 sx) 拓 Ra XE xn) ; 攻 须 且 外 须 存在 Pr-it x) .1 
和 满足 线性 约束 (6-11) 式 的 实数 Ci Cy,"… ;Cw, 征 得 


SCx) = pa (0 + Dos- {<x< wm), {6-12) 


下 面 讨论 样 条 函数 的 积分 关系 式 ， 
定理 4 设 S(tx) 由 (6-8) 式 所 给 出 ,其 中 m= 2 -上 县 
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OR {6-13) 
电 设 所 x) 满足 下 述 三 性 质 ; 
PA) Ea,b] 有 有 AD) 于 每 个 开 区 僻 (x, wi01)(i = 0,1,,N}(xo = 
XN4| 二 6) 内 连续 ; 
PFE I SE =0 (r=01,,k-2x 5; 
FPAaI SVa + = A SED - 0) = 0, 
则 


| FASC)SH (sd = CC- :C2k - 1)! 3 xi). (6-14) 
推论 1 若 在 定理 4 的 条 件 外 , 再 设 Asx ) 于 x oxy 钼 角 为 0, 则 
| eteysto(z)dr = 0. 


扒 论 2 设 样 条 结 点 由 {16-13) 式 给 出 ,Stx) 为 由 (6-10) 式 给 出 的 自然 样 条 函 
数 (n > 1), 且 设 Ax)E Ci[o,5,FA"(x) 于 每 个 区 间 (x;, mn) 内 连续 (1 = 0,1， 
,NN) {xo = 1 一 b), 则 


[00s 0) = (- D2n - D1 DD eps). 
车 还 有 f(x,) =0 (= 42,…,A), 则 
[I = 疾 


对 于 自然 样 条 泉 数 插值 的 存在 .唯一 性 ,有 下 面 的 定理 ， 
定理 5 设 1 < nn 志 训 , 则 对 尾音 给 定 的 和 2 存在 唯一 的 自然 样 条 郴 
数 Sx) 毛 忆 ,1(x#1，… ,zxw) , 嫩 得 
SIH) = ¥ (f= 1,.2,,N). (6-15) 
定理 5 从 理论 上 指明 了 自然 样 条 函数 掺 值 的 存在 唯一 性 ,这 不 奴 有 重大 的 理 
论 意 义 ,而 且 在 实际 计算 中 有 一 定 的 指导 意 习 ， 
下 面 介绍 自然 样 条 函数 插值 的 所 谓 最 光 消 性 上 质 , 它 是 首先 由 JC.Holladay 于 
1957 年 给 册 的 ， 
定理 设 i1<n<NHacsa<mm < < ry XLS(x) EE B(x 
Ta NN 是 满足 插值 条 件 
S(x) = (f= 1,2,.,N) (6-16) 
的 自然 样 条 函数 , 则 对 任何 满足 (6-16) 式 的 函数 
fx) EE Cla Bl:Ax) = (= 1,2,.,N) 
必 有 
$ # 
| [sa) pdx <| Up, (6-17) 


且 等 号 仅 当 x*) = S{x) 时 才 成 立 . 
车 于 定理 6 中 取 m = 2, 则 (6-17) 式 成 为 


看 “” 样 条 函数 通 和 近 ，855 . 


必 上 
贱 1s“D]daz < | [f(x) Pd. (6-17) 


大 家 知道 ,-- 个 函数 当 其 一 阶 导数 较 小 时 ,其 二 阶 导数 与 其 蛋 宣 值 是 很 接近 的 ;: 
Ya VAL YY. 
而 曲 举 小 ,在 几何 上 理解 为 * 平 潜 ” 当然 是 很 自然 的 . 因此 和 常 称 自 然 样 条 函数 插值 
是 最 光 请 曲线 插值 . 
下 面 给 出 在 理论 和 应 用 中 都 十 分 有 用 的 佩 亚 诺 定理 . 
没 工 表示 对 和 任意 启 x}) E 中 [a,8] 定义 的 线性 算 子 


LA = DFO) (6-18) 


定理 7{ 佩 亚 诺 } 。” 设 对 一 切 次 多 项 式 p(x) ES 厅 , , 井 有 Lp) = 0. 则 对 所 有 
x) EE Cr[a,b6j,L( 有 ) 恒 可 表现 为 


LD = fC KOO, KD = FEL- 2], (6-19) 
CC(z 一 表示 视 其 中 (x 为 x 的 要 而 被 上 作 州 号 所 得 红果 
函数 (0 = -7L[L(x - 3] 称 为 证 函 工 的 佩 亚 诺 核 ， 


推论 3 在 定 外 7 的 假设 外 若 核 Kt) 于 [aa 不 全 守则 对 一 切 fx) 志 
Crt a, 上 1, 均 有 


n+1) 
LCA = fr GLC) tn). (0-20) 
事实 上 ,对 (6-19) 式 右 端 应 用 第 一 积分 中 值 定理, 则 审 
LOD = SN RDd (asge sn. (6-21) 


特别 地 , 若 于 上 式 中 取 六 x) = 如 可知 
Lot) = (n+ D1 Code 
将 其 化 人 (46-213 式 即 得 (6-20) 式 . 
下 面 讨 论 样 条 函数 的 播 值 问题 :给 定点 列 
人 
试问 对 于 任意 给 定 的 - -组 实数 yi,y;,… ,yw,n1; 是 否 存 症 阶 -的 一 个 rn 这样 条 孙 
束 Stx) E .天 (xt,x2,… ,xw} ,使 得 


Sté) = % (=1,2 + (6-22) 
定理 $$ 对 于 下 > 0, 行 列 式 
中 于 一 x1) 时 一 和 7 (| 1 rn) 
在 点 a 点 
8 tl 0 人 -2 ‘6 + > 0， (6-23) 
CB I 


必须 二 只 须 下 述 等 式 均 满足 ; 
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总 | 习 和 裤 所 人 于 1 2 是) (6-24) 
定理 9 对 任意 给 定 的 yi ,yo,… ,yminsl 插值 问题 (6-22) 均 有 解 ,必须 且 只 须 
让 < C6-25) 


并 且 在 这 种 情况 下 ,问题 (6-22) 的 解 还 是 队 一 的 . 
由 定理 8 并 注意 在 区 间 [& ,和 5, ww] 内 ,34x) 可 表示 为 


| 


ax 一 St 攻 ta 芝 二 Bj 三 坟 . 


因为 插值 问题 (6- 和 2) 是 一 个 线 伐 数 方程 组 , 它 对 任意 jy} 都 有 崔 一 解 , 必 须 且 只 须 
其 相应 系数 行列 式 不 等 于 0. 于 是 由 定理 8 可 知 ,为 使 对 任意 给 定 的 一 组 yy2,…， 
ywsnx1: 插 值 问 题 (6-22) 均 有 解 ,必须 且 只 须 (6-24) 不 等 式 成 立 . 再 由 名,j,4 = 为 等 
关系 式 , 可 知 此 时 必须 且 只 须 (6-5) 式 成 立 ， 

定理 9 从 理论 上 完全 解决 了 次 样 条 函数 的 插值 问题 解 的 存在 性 与 唯一 性 问 
是 .无 论 在 理论 或 实际 应 用 上 , 它 都 有 重要 的 指导 意义 ， 

推论 4 “给 定 插值 结 点 日 < 所 < < 后 . 考 虚 具有 NN 个 样 条 结 点 的 n = 中 
-NN -1 次 样 条 函数 ,其 NN 个 样 条 结 点 取 自 名 ,… ,后 -1 之 内 - 则 对 尾 何 一 组 yi ,7Y;， 
…, yn; 插值 问 题 (6-22) 悄 有 了 唯一 解 . 


6.2 BB 样 条 及 其 性 质 
设 
A {6-26) 
sr 二 ofa 一 土台 0 为 自然 数 . 
定 关 1 MCxpy) = nly - 和) (6-27) 


其 中 + 为 参数 ,把 M(xy) 作为 ¥ 的 函数 ,考虑 其 于 FY = Mor Lr NT 处 的 六 阶 
差 南 禁 (《w320 和 


1 ， n=l1 
M(x) = ME TI = > {6-28) - 
其 中 wr) = (x wo ). 


显然 时 (x) 是 一 个 以 mx 入 为 结 点 的 n - 1 次 样 条 函数 .并 且 按 截断 多 
项 式 的 定义 , 当 x > 各 时 , 科 (x) = 人 0 又 当 # < 加 时 ,(6-28) 式 右 端 中 的 截断 号 
“+" 可 以 去 掉 , 而 使 好 (x) 是 一 个 n -1 次 多 项 式 的 4 阶 莽 商 .于 是 由 差 商 的 性 质 
了 可知 ,此 时 也 有 时 (xz) = 0. 总 之 


M(x) = 0, 当 x ELxo,%m] 时 . (6-29) 
fxos wes ta) = | Ms Ko sf (v) dx, (6-30) 
“入 


特别 地 , 若 取 f(x) = 如, 则 可 由 上 式 推 郑 


6 样 条 函数 通 近 + $47 ， 


| M(x;ror ,x dx = 1. 《6-31) 


定理 10 Mr) =0,1 mn 一 2) 于 (xo1 mn) 内 恰 有 zs 个 不 同 的 等 点 .特别 
地 ,有 亲 (x) > 0 下 xE (xz 时 ,1i(z) 称 为 8 样 条 网 数 . 
对 于 等 距 结 点 情况 , 乔 思 伯 里 {Schoenbery}{1946) 还 给 出 了 B8 样 条 的 差分 表达 
式 . 对 于 以 1 为 步 长 的 等 距 结 点 情况 ,他 给 出 
1 


N(x) = 二 (<) eitd = {an - I» 


其 中 6" 表示 #5 阶 中 心 差分 . 

fs) 的 显 表 达 式 为 

Can 11 村 (xz) = 
0, 若 x 所 一 了; 
(x+ 2)”, 车- 全 sx<- 人 +1 
( 和) -人 
(r+ 全 1) 若 - 子 +1<x<- 了 +2 
(x+3) ("7) (rt) + + 
(CDc 人 (人 (=- 生 + ， 
车 2 -上 sx< py 
xl = 0 车 二。 
特别 地 
0 当 x < 一 方 时 ; 


M(x) = 11， 当 -二 <x< 二 时 
0， 当 二 < x 时. 


此 处 还 须 加 上 Mi(+ 方 ) = 十 的 要 求 . 

六， 当 xz 万- 1 时 ; 
x+1. 当 -1 sw 关上 时 ; 
-Y+1， 当 0<*s1 时 ; 
0， 当 1 和 x 时 . 


M(x) 一 
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履 当 x <- 了 时 
访 立 + 1] 
二 (x+ 之 | 3 当 - > 二 * 生 -~- 方 时 : 
2 2 
wa- 导 ( 和 芭 二 < 和 
2 
二 ( -+ 之) 了 2 
0， 当 广 < = 时， 
0, 当 x 2 时 ; 
二 (x + 2)?， 2 
证 (2+27 -名 (x + 1), 当 -1<xs0 时 ; 
Mtx) = 1 二 
Bi- +2 一 而 (和 +， 当 0 到 * 和 1 时 ; 
让 (= x+2)3， ls x<2H; 
0， 当 2 一 > 


它们 的 图 形 如 下 : 


石 ” 样 条 函数 通 近 ，859 ， 


下 面 来 讨论  - 1 次 样 条 函数 类 .学 _1(xi, xy,… ,xn) 的 基 困 数 问题 .由 定理 ]， 
(ri XxN} 有 下 述 一 组 基 画 烙 
1 (6- 32) 
它们 是 由 中 + 个 画 数 组 成 的 . 
由 于 实际 计算 问题 的 需要 ,下 面 来 指出 8 样 杂 的 -- 个 分 重要 和 性质, 即 它 们 构 
成 了 宫 1(x1 ,x2 ,xN) 的 更 为 方便 的 基 麻 ， 
引 理 1 证 x < x 其 中 re) 于 区 
间 (- m ,xi) 中 为 一 般 高 次 项 系数 不 为 零 的 上 -rr 次 多 项 臣 ;( -Di 凋 (x 和 
x*) 于 区 间 (4,,o ) 中 为 一 个 最 高 次 项 系数 不 为 零 的 n - r 次 多 项 式 , 并 且 
有 
C—O) = (x 
定理 11 设 rna NN 有 Hx<x < < 下 述 站 + 个 样 杂 国 数 构成 
gx) 的 一 组 基 沪 数 ; 
县 fr) = MCUryxls XI Ti) (下 
Bsitx) = MlxyNis ls Nin) {iE = 1,2,.,N - n); 
Buyil x) = (— DM (ry ya ni 
推论 5 说 a 过 由, 且 2 < 和 wy: 则 上 8B 样 条 月 数 
BAx)y = Mg ttn) C= 1,2, "NN- n) 
线性 无 关 . 于 是 满足 Slx) 三 0， 只 要 二 Ex Xm) 的 性 一 - ~{x) (x 和 
xn 均 可 唯一 地 表现 为 


(6-33) 


Wn 
S{x) = 和 3). (6-34) 
对 于 自然 样 条 函数 类 Ry _1{xi ;x2 ,xw) ;也 可 以 引进 新 的 基 消 数组 , 设 
MUxsy) = 2k{y ~ rl. 
定理 12 设 和 N28, 且 x < 如 < < xw: 则 下 述 刘 个 自然 样 条 了 易 数 构成 自 
然 样 条 函数 类 Rye_1l x 1 XW 的 一 组 基本 数 ; 
Blx) = MOxs XI, Nor", Keri) Ci = 站) 
Bor) = 人 {i = [2 NN -2k), 
本 iT 
定理 如 若 KkedN<2kr< rc < Xn 有 且 帮 项 式 pi(x}, psx } 
Par_w(x) 是 2k -NN -1 次 多 项 式 类 的 一 组 基底 . 则 下 述 Y 个 自然 样 条 聊 数 构成 
只 Ifxiy za Ny) 的 一 组 基 钞 数 ; 


B(x) = MUxsxts ,Xpri) (i = 2. ,Nk), 
Bw 上 E+ 《xw) = px ) Ci = 1 一 MN), 
Ber) = Co DMM gr wi) CE= 1,2.. 一 此}, 


定理 9 指出 了 样 条 函数 插值 问题 (6. 22) 解 存 在 并 且 哈 - 鸣 充分 必要 亲人 插 
值 缚 点 与 < 名 < … < 后 与 样 条 结 点 x < x2 < < wy 之 间 , 必 须 满足 位 置 分 配 
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关系 (6-25) 起 即 & nt 于 1,2,.+, NY) 

然而 当 (6- 了 4) 式 满 足 时 ,为 了 求 得 满足 插值 条 忻 (6-22) 的 样 条 函数 SCx) , 必 
须 求解 下 述 线 代数 方程 组 

S(&) = Dogl+ Dal§ - Sy C=,2, N+tnt+l). (6-35) 


容易 看 出 该 线性 方程 组 的 系数 矩阵 不 是 生 玻 矩阵 . 方程 组 i:6-35) 有 时 甚至 是 病态 
的 ， 
为 了 避免 出 现 以 上 不 理想 情况 ,经 常 采 用 B 样 条 作为 各 (xy 好) 的 基 
底 , 转 而 来 求解 一 个 新 的 线性 方程 组 
DGB(#) = G12 N+ n+ 1). (6-36) 


由 于 轧 (z) 的 支 集 的 有 限 性 ,此 时 系数 矩阵 就 不 会 出 现 以 上 情况 了 . 
6.3 埃 尔 米 特 揪 值 公式 
下 面 将 介绍 一 种 具有 重 ( 复 ) 结 点 的 多 项 式 插值 方法 , 即 埃 尔 米 特 插值 方法 . 
设 


下 人 《和 -37) 
yh = 01 ,G1 = 1,2,…,s) 为 事先 指定 的 实数 值 ,其 中 elez,……a 为 
正 整数 : 


和 | 十 上 2 十 {6-38) 
今 敬 构造 一 个 & 次 多 项 式 P(x) € 了 凡 ,使 之 满足 捅 值 条 忻 
PRM) = yh Ch = O01 a lk = 1,2,. ,5). (6-39) 


为 了 解决 插值 问题 (6-39), 最 直接 的 办 法 是 采用 待定 系数 法 或 者 求解 由 
(6-39) 式 所 确定 的 线性 方程 组 . 

此 处 拟 采 用 拉 格 遍 日 搬 值 中 构造 基本 多 项 式 的 类 似 办 法 来 解决 埃 尔 米 特 插值 
何 题 (6-39) .构造 一 批 n 次 名 项 式 也 (ti = 1.2 ,s = 0 ,1 ,011) ,使 之 满 
是 


Lx) = Om # iih = 0 san) (6-d0) 
和 
L(x = 性 ny 7 + (hh = 0,1," ,a1). (6-41) 
只 本 上 述 向 题 一 解决 , 则 次 考 项 式 
» -| 
P(x) = 之 之 ;yp 人 (ax (6-42) 


就 必 满 足 插值 条 件 (6-39)， 
以 下 集中 来 构造 [4(*). 由 (6-40) 式 和 (6-41) 式 可 知 
Eatx) 二 


6 样 条 画 数 逼 近 ”$61 ， 


其 中 (x) 它 H, i 是 某 要 | 一 二 一 次 密 项 式 ， 


若 令 
wt) = x， 
则 上 式 可 缩写 为 
at sh》 = rt). (6-43) 
为 确定 (x) 还 须 利 用 条 件 (6-41) ,而 得 
Lelx) = 全 [1+ arx — 生生- 一 点 + (6-44) 
比较 之 有 
hat%) = PT a +t FN 一 人] 机 二 


因为 4a(x) € 防 -所 以 它 必定 是 画 数 十 “二 汪 “于 x = 二 处 泰勒 展开 的 前 


wi = 具 项 和 . 若 把 它 ww -大 项 和 证 为 


0 


则 由 (6-43) 式 , 应 有 
x) = 一 {Ce x oe 


a Hl wt) bo 
从 而 


P(x) = DS 罗 2 Dy 和 je (6-45) 


we 
车 于 (6-39) 式 中 取 y1») = po- = 0 ya; 让 = 1,2,… ,5), 则 相应 埃 
尔 米 特 桂 值 宪 项 式 为 


Pix) = > Src) Ea Wi) {和 _- 和) } "| 


— 多) wl xr) 《本 
{6-46) 
例 1 设 ei = a2 = … = a = 1, 则 插值 问题 (6-39) 就 是 通常 多 项 式样 值 问 
题 .此 时 , 按 定 兴 有 
(x — 第) 人 1 , 
{Sa wx) wx) = (x X10) 0). 


相应 于 {6-4) 式 的 埃 尔 米 特 搬 值 多 项 式 , 恰 为 一 般 的 拉 格 说 日 插值 儿 项 式 
Plx} = 2 fm) rs. 
例 2 说 公有 一 个 ge 重 的 结 点 * = ee, 则 mwfxz) = (x 一 4a)" ,而 相应 埃 尔 米 特 插 


， 862 ， 第 18 篇 ”函数 通 近 方法 


值 多 项 式 恰 为 /x) 于 * = a 点 附近 泰勒 展开 式 的 部 分 和 
Px) = > AD(a) oi. 
上 = 疾 " 


6.4 ”二 次 样 条 妊 值 的 计算 方法 


二 次 样 条 函数 插值 问题 ,除了 可 以 漆 用 上 8 样 条 人 必 基 底 击 让 接 求 解 外 ,还 可 以 直 
接 用 下 述 方法 来 求解 ， 
设 络 定 -- 区 间 [a.8], 旦 6&@ = xo < x < < xw = 思 . 全 和 意 给 定 一 组 yy,…， 
rw 要求 构造 -个 
3 人 SEC Ro FL NN 
使 得 
Sw) = 人 = 0,1,,N). {6-47) 
今 以 帖 表示 Sw)(j = 01 和 ). 由 于 S(x) 为 分 段 3 次 包 项 式 , 所 以 
S"tx) 在 区 闻 [ %_ ,ww|] 上 为 一 线性 负数 .因而 蕊 可 由 过 (x 1, 船 -1) 与 (和 ,村 ) 两 
点 的 线性 插值 明 数 
S*(x) = Me 
. 
所 决定 ,其 中 点 二 条 一 其 -1 
为 了 最 后 求 由 Stx) 在 [xx 上 的 表达 式 ,只 须 对 (5- 8) 式 积分 两 次 ,并 定 
出 和 分 常 娄 就 各 了 . 
当 x € [si 的] 时， 


席 一 党 | 
+ 出: 一 


hh (与 -1 近 二 过 辐 ) {6-48) 


(x:— x) Cx Ts) hi 
S(tx) 到 NM.) om + (7 _ 2 可知 十 
-和 三 和 
Y= 右 后 
，， (x 一 六 {x — x I) PT- wl MM- Wi 
SM 6 


(6-40) 
由 (6-49) 式 可 知 ,为 求 Stx}) ,关键 是 设法 确定 各 个 i(j = 0.1,…, 入). 而 为 了 求 得 
各 个 Mj = 0,1,…, NN) ,必须 引用 样 条 结 点 处 的 光滑 连续 条 件 


Sx -0) = S(tx+ 0, {和 0) 
按 ({6-49) 式 , 有 
点 h; Li | 
Sr 0 = C++ ， 
入 HIT 后 
a 上 hj, Fl 二 7 
Ft) = 


由 (6- 和 0) 式 可 得 连续 性 方程 


6 样 条 函数 台 近 B63 ， 


页 ， hi + hi, LL 
放生 -1 + 一 村 + rn 
_ Yl 站 (j= 1,2, 上 一 人- (6-51) . 


它 给 出 了 NW +1 个 未 知 数 Mj = 0,1,…, 入) 的 N - 1 个 方程 式 , 按 它 尚 不 足以 只 
一 确定 好 (7 = 0,1,…, 育 ). 尚 须 补充 两 个 “边界 条 件 ”, 这 有 下 述 几 种 情形 . 
(1) 假定 5 Ca) = yo, 5'(8) = yw. 于 是 按 前 面 公式 ,可 得 方程 


6 一 : 
Mn 十 时 | 三 pl ra 


6 (6-52) 
Mi + My = 下 [ywv- 下 让 2 
(2) 假定 本 = 0, Mw = 0, 这 相当 于 自然 样 驼 函数 的 条 件 . 
无 论 {1) 或 (2), 均 可 概括 为 
2Mo + AoNM) = do; 
在 -33 
(om + 2My = dy. ( ) 
引入 记 有 
hi 由 
和 = 于 1 -和 人 = 2 (6-54) 
则 (6-51) 式 可 以 改写 为 
Ri] yi) 
Mi + 2M + = i i 
(= 11, 1), (0-55) 
所 以 由 (6-53) 和 (6-55) 式 确定 的 线性 方程 组 为 
2 Ap jy do 
HI 2 A MM di 
1 2 An 心 MM, dd 
. . . : = | : ， {6-56) 
0 | fan-2 2 An-2 本 ON? 
HN-1 2 An-1 -| Nl 
pw 2 Ma dn 


其 中 GO = 1,2,…,WW -1) 表示 (6-56) 式 的 右 端 项 . 
一 个 次 样 条 孙 数 SCx) 和 .E(xo, Xx, xy) 如果 满足 条 件 
Sa+D = Shi -0 {f= 0,1, .7-1), {6-57) 
则 称 之 为 以 上 - a 为 周期 的 n 次 周期 样 条 函数 . 
显然 ,对 以 5 - a 为 周期 的 3 次 周期 样 条 函数 来 说 ,应 说 要 求 (6-55} 式 对 j= 上 
的 情况 也 成 立 . 如 果 再 注意 到 这 时 的 in = Mw 和 性质, 而 把 (6-55) 式 中 的 4 换 成 
Muw, 则 相应 于 3 次 周期 样 条 函数 的 方程 组 为 
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2 A 0 op FM di 

Pa 2 A 0 0 Mf dn 

0 x 2 0 0 | Mm, ds 

; 0 pa Aws 1 |: : = : |, {6-58) 
0 0 站 2 Aw_2 0 My_2 dy_z 

0 0 0 pn 2 aw My dw- 

in 0 0 0 pw 2 JLMy dy 


庙 三 时 A 三 1 三 1- A 
0 Ms hk | 所 本 


线性 代数 方程 组 (6- 56) 常 可 采用 追赶 法 来 求解 ,而 方程 组 (6-38) 则 可 把 和 
先 作 为 参量 ,求解 其 中 前 六 - 工 个 方程 中 的 mw - 1 个 未 知 数 Ms Mas Pe 
他 MM ), 然后 代 人 最 后 一 个 方程 以 求 出 My, 同时 NM, NM Hy) 也 随 之 确定 


“为 使 读者 使 用 方便 ， 下 面 简要 介绍 有 关 具 体 计算 程序 . 
(6-56) 式 是 一 个 以 三 对 前 炬 阵 为 系数 第 阵 的 线性 代数 方程 组 . 其 一 般 形式 为 


#| x dd 
a cc 0 | 和 中 
m3 by «a 3 _ 由 《6-59) 
0 | -| 
th d 
其 计算 程序 为 先 形成 | 9! 和 | wl: 
Pe = Ot + be (90 = 全 
[. = tpey k= 2,n 
ue = pe (uw = 00. 
然后 按 下 述 关 系 式 逐 一 推算 各 x 的 值 : 
{= gg + ht = 2 1); (6_60) 
Tn = ln。 
方程 组 (6-58) 的 一 般 形式 为 
$b el 1 党 ] 三 
az 如 cz 0 x dd 
: = ， (6-61) 
D ot bt Cn-l [| mt da 
cn qn Ni dh 


其 计算 程序 为 先 按 (6-59) 计算 出 1 , {qf 和 [ww|. 
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再 按 下 述 公 式 算出 和 ,| 和 |}: 
: = 一 1 PE {sn = 1); 


= rl + {1, = 1)3 (6-62) 
Uh = rr + {ov. 三 0). 
接着 从 方程 
CnC Flin + v1) + an( tn-iXn 十 1 + bx 三 由 (6-63) 
中 解 出 x, ;最 后 由 递 推 关 系 式 
本 【6-64) 
逐个 求 得 和 -xy 
7 非 线性 逼近 
7.1 非 线性 一 致 逼近 
讨论 如 下 有 理 分 式 
Bt 
R(x) = 0%)’ {7-1) 


其 中 ps (x) 蕊 打 O07x) 所 机 分 别 为 x 的 m,n 议 名 项 式 . 设 R(x) 是 既 约 有 理 
分 式 , 即 p(x) 与 (x) 互 质 . 
设 所 x) 是 有 界 闭 区 间 [a,58] 上 的 连续 函数 .定义 偏差 良 数 x) - R Lx) 的 
绝对 值 的 上 确 界 为 R(x) 与 似 x) 的 最 大 偏差 ,简称 为 偏 基 : 
AAA 六。) = ,SuB, | F(x) =- Rm) |. {7-2) 
叉 定 义 
om) = jnf .sp, [fx — Rn | 《7-3) 
为 (7-1) 式 形 有 理 分 式 类 ER Cx} 对 给 定 函 数 /(4) 的 最 佳 乙 近 或 最 小 偏 浆 . 
甘于 懈 差 的 下 界 导 计 有 下 面 定理 ， 
定理 1( 费 尼 - 波 闻 (Vallé-Poussin}) ” 设 多 项 式 
ACx) = aorm Ft Oma: Bx) = dor + + 
百 质 ,其 中 9 < p< m0 vn,a0 光 0, 且 设 R(x) = 洛 开 于 [a,b] 区 间 上 为 
有 穷 , 差 函 数 所 xz) - R(x) 三 Lg;] 中 的 点 列 
和 | 区 RW 
上 以 正 负 交 错 的 符号 取 异 于 0 的 值 
Als — Azss(— I) IA 
(不 妨 假 定 各 个 4; > 0). 而 且 和 = m+ nn- d+2,d = min(w,v), 则 对 每 一 形 如 
《3-1) 式 的 函数 R(x), 恒 有 
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ACO) > mint dy, ,Awl. (7 了 -41 
当 Rx) 二 0 且 和 = m+2( 即 4 = 4) 时 ,此 不 等 式 仍然 成 立 ， 
定理 2 ”在 所 有 形 如 (7-1) 式 的 有 理 分 式 中 ,至 少 存在 -个 有 理 分 式 只 wx ) ,人 恒 
得 
A{ QO) = min. 
根据 定理 2, 存在 (7-1 式 形 的 有 理 分 式 RR(x), 使 得 
A RY = Pi , (7-5)} 
其 中 jx) 是 区 间 [ a ,58] 上 的 连 急 函数 . 称 满 是 (7- 引 式 的 有 理 分 式 为 六 x) 于 (7-1) 
式 所 了 示 有 理 分 式 类 中 的 最 佳 一 致 通 近 有 理 分 式 . 下面 损 耸 谢 夫 {Yetbnuee) 定理 对 
最 佳 -- 臻 逼近 有 理 分 式 的 特征 作 精 确 描 述 . 
定理 3 形 如 {7-1) 式 的 有 理 分 式 隐 数 中 在 La,58] 上 与 Ax) 偏差 节 小 的 有 理 
分 式 Pix) 由 下 述 特征 所 唯一 确定 . 
若 将 Ptx) 写成 
Bor tO tt (x) 
Ptx) = or + a te A 
其 中 4tx) ,Blx} 互 质 ,ag 0 有 ym 和 1 有 4 则 在 fa,8] 上 证 产 *) - 
Ptx} 以 正 负 变 铺 的 符号 达到 A(P) 的 点 列 之 点 数 Nm+n-d+2, 其 中 -= 
mintaov). 若 Pix) = 人 00. 则 Nm+2. 
诺 恨 蝇 (D.J.Newman) 曾经 讨论 了 1x 1 有 理 通 近 的 误差 估计 问题 . 下面 介绍 有 
天 结果 ， 
若 mfx) 是 两 个 n 次 互 质 儿 项 式 的 商 
rz) = 研 4z (人 
" Ox) ， 
出 称 ntxz) 为 4 阶 有 理 函数 .定义 
at) = inf syp | A\x) ~ r(x) 1, 


和 扶 中 4 为 实数 集合 , r(x) 取 遍 一 切 sn 阶 有 理 函 数 .根据 关 二 函数 类 的 “宽度 ”的 研 
完 可 知 , 对 于 性 质 较 好 的 函数 来 说 ,有 理 通 近 的 优越 性 不 大 . 然而 ,对 于 有 较 小 奇异 
性 的 菌 数 ,有理 逼近 却 非 常 有 效 ,下 面 来 考察 灼 数 Ax) = 1zr1 在 区 间 [-1,1] = 4 
上 用 “ 防 有 理 函 数 盟 近 的 误差 估计 问题 . 诺 伊 坚 证 明了 下 述 定 理 . 

定理 4 当 5 5 时 , 恒 有 


pll x1) < 3e7n. (7-6) 
诺 刁 及 还 证 明了 
Pat] x 1) > {n 5), {7-7) 
综合 (7- 合 ) 式 与 (7-7) 式 , 可 知 
FEM pl sl) so (ny5). (7-8) 


它 比 /(x) =1x 1 在 [- 1,1] 上 的 最 佳 n 次 多 项 式 逼近 的 误差 阶 0( 趟 ) 要 优越 得 
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多 . 
庶 伊 曼 的 不 等 式 (7-8) 可 以 用 来 佑 计 某 些 函 数 的 有 理 通 近 的 误差 阶 . 


7.2 有 理 困 数 插值 
纺 定 m+nt+l 个 互 蜡 的 点 Tor TI m+n 和 相 岂 的 函数 值 f(x0) ,f(x)， 
x 贡 鹿 构造 一 个 有 理 分 式 请 数 


tx fm tt 二 (7-9) 


Rn nl) = Dx) Ba" + r+ blr+ Bo 
使 之 满 号 插值 条 件 

Roantw) = fx (= 0 m+ a). (7-10} 
这 种 问题 就 是 所 证 有 理 渗 数 插 慎 问 题 . 


显然 , 当 分 母 次 数 n = 上 时, 户 ,,(x) 是 一 个 mw 次 的 多 项 式 ,从 而 插值 问题 
《7-107 的 解 存在 并 且 叭 一 .但 是 , 当 n > 0, 即 (7-9) 式 所 未 的 R(x) 真正 是 一 个 有 
理 分 式 范 数 时 ,插值 问题 47- 10) 是否 对 任何 石 回 x}! 许 有 唯一 解 存在 呢 ? 

例 1 没 m= 0.f5) = 0,fx) 天 0, 则 

(0) 
名 

于 是 由 Rs(z) = 0 推 知 ao = 0. 但 当 mo = 0 时 ,显然 R(x) 关 0 不 成 立 ,故此 
时 相应 插值 问题 无 解 . 

例 2 设 mm= na=1. 且 As = 不 om) 所 x3). 则 由 相应 插值 条 件 , 必 在 
i 如 3 十 dg 
Dixi+ bo Bix2+ 各 -于 是 

{ cdo) 一 a bdo) {x 一 1) = 0. 

而 x 2 从 而 at = dl 如， 

车 上 三 0D, 出 RCX) 授 北 为 一 次 儿 项 式 , 既 然 中 Ca 于 让 三 车 + 处 的 值 一 
样 (假定 ), 说明 y = R(x) 是 一 条 平行 于 x 办 的 直 处 . 当然 也 就 不 可 能 满足 


Ri aa) z 有 tr) 了 .所 以 不 妨 设 各 = 0. 于 是 oo = 鱼 *, 从 而 
lx+ ho T+ abo bl Qt bx + bo) a conat 


R(x) = [ bx+bo Blbxtho) bl 
这 样 一 来 , 叉 不 可 能 满足 插 秆 条件 中 所 要 求 的 条 件 Ri) zz R(x3} 了 .总 之 ， 
本 语 所 示 有 百村 值 问题 的 解 丰 存在 . 


为 便于 讨论 ,要 引进 一 些 定义 .如 果 存 在 一 个 非 零 常数 a, 使 得 
P(x) 三 aPi(l x), Qa x) 三 GO (Cr), 
则 两 个 有 理 分 式 


RICx) 三 Ox)’ Rot x) 三 Q(t x) (7-11} 
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称 为 恒 等 ,此 时 常 记 记 (x) 二 遍 (x). 

如 果 

Ptx) * 0 (x) 于 Ptx) * Oi(x), 

网 (7-11) 式 所 示 两 有 理 分 式 R(x), R(x*) 称 为 等 价 的 .此 时 常 记 RCx) ~ 旋 (x). 

对 于 此 处 所 定义 的 关系 ~ , 显 扒 有 本 列 三 性 质 : 

FP R(X) ~ R(x); 

PREX) ~ OFC), OFx) ~ SCx), 则 ROCx) ~ S{x); 

RIE) ~ Ox), 风 OC(x) ~- R(X), 
所 以 ~ 是 一 种 等 价 关 系 . 

显然 可 知 , 两 有 理 分 式 RCx) 和 Rt*) 等 价 ,必须 且 只 人 须 R(x) 和 局 (x) 的 最 
简 ! 既 约 ) 有 理 分 式 中 (xy 和 中:(x) 恒 等 ， 

今后 内 要 两 有 理 分 式 等 价 , 则 认为 它们 是 同一 个 有 理 分 式 ,而 不 加 以 区 加 .有 
理 阻 数 插值 的 唯一 性 也 是 在 这 种 意 兴 上 说 的 . 

定理 5 插值 问题 (7-10) 若 有 解 , 则 必 唯 一 . 

定理 5 说 了 明 对 于 有 理 数 插值 来 说 ,关键 的 问题 是 存在 性 和 具体 解法 . 

当 (7-9) 式 所 示 的 有 理 分 式 忆 .,(x) 满足 插值 条 件 (7-10) 时 ,只 要 分 母 DD,(%) 
关 QF = 0,2,……, 了 H+ 1), 就 应 有 

N(x) - Fx) D(x) =0 (= 0,1,,m + nn). (7-12) 

它 是 一 个 关于 系数 os ,…, 60, 56,…, bo 的 线性 代数 方程 组 .这 当 热 比 非 线 性 方程 
组 (7- 10) 要 容易 求解 了 . 

那么 ,7-10) 式 在 什么 条 件 下 会 与 47-12) 式 等 价 呢 ? 下 商定 理 6 对 这 个 问题 作 
了 明确 的 回答 . 

定理 在” 设 线 性 方程 组 (7- 12) 有 非 平 凡 解 . 为 使 满足 插值 条 件 (?-10) 的 最 简 
有 理 分 式 Rs(x) = ef 存在 ,必须 目 只 须 (7- 12) 式 的 任 一 非 平凡 解 NX (2)， 
Do 在 约 去 一 切 公共 因子 后 ,所 得 的 互 质 密 项 式 a(x), B(x) 仍然 是 {7-12) 式 
的 解 , 妈 

Atx) -AxIBIT)} = 和 (f=0,1, ,m+ n), 

定理 6 建立 了 (7-10) 式 与 (7-12) 式 等 价 的 充分 必要 条 件 .然而 由 于 所 给 条 件 
仍 不 便于 检验 ,所 以 马 康 (N.Macon) 与 杜 普 利 (D.E.Dupree) 还 给 出 了 便于 检验 的 
条 件 . 

定理 7 设 (x,y)( = 0,2,…,m+ #4) 中 各 (j= 0,2,…,m+n) 是 互 异 的 . 
为 使 满足 插值 条 件 (7- 10) 的 最 简 有 理 分 式 

N(x) 
Rat*) = D(x) 

存在 ,必须 上 且 只 须 下 述 各 矩阵 
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4 -i i ~] 
1 xo 3 Ei Yo Xo¥o 0 Yo 
1 区 ; x 卫生 wn ， 生 ， ， 43-] 。 
有 -1 | jl 好 -1 Tm pf i1 入 -1 
i 2 和 m-l 二 -] ， 
] ir | it 入 + 其 3 Dr] Yi# 


I i Xn 机 Yntn Tm+rnmrn Xn nn 
(7-13) 
都 是 非 冶 异 的 ,其 中 yy = (i = 0,2,.… ,m+ n). 

H. Salzer 讨 论 了 切 甬 有 理 插 值 同 题 . 设 N(x} ,D(x) 是 + 的 二 个 多项式 ,xlvw2， 
…,% 是 互 异 实数 ,f(x,) ,j= 0,1,… ,Si 为 一 批 给 定 的 数 .所 谓 切 触 有 理 插值 ， 
就 是 确定 N(x) 和 2 的 系数 ,使 得 

[ND] = Ac 


= 站 1212 
若 d = > s, 通 常 取 N(x) 和 D(x) 的 次 数 相等 或 接近 相等. 即 当 4 为 奇数 时 ， 
N(x) 和 DCx) 的 次 数 兽 取 成 [ 芋 ]; 当 4 为 偶数 时 ,N(x) 和 D(z) 的 次 数 则 分 别 取 
[区 ] 和 [ 芋 ] - 
设 D(x) * 0, 一 般 有 理 函 教 插值 问题 
Pe = aa) 人 = 1.2,r) 
自然 等 价 于 An) = [DCA(x)] (i 12 7). 


(7-14) 


一 院 切 触 插值 
NEx) Nix) ' i 
D(x) | ca = ff) [$e] = {xi) (7-15) 
可 以 表示 为 


NEUX) = [D(A x) so: ee - 和 各 汪 窑 = (7-16) 


后 一 等 式 中 叉 可 雇 f(x Me ， 然后 用 Dlx,) 各 乘 而 化 为 N(x) = 
(区 十 子 人 人 的 ) ,因而 (7-15) 式 最 后 化 成 
N(x) = [DOF x) ss 
N(x) = [BJCx)] ss. 
完全 类 似 地 ,二 阶 切 触 有 理 持 慎 可 转化 为 


{7-17) 
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{a = [DOFA))s so Nx) = [有 ez- 


Ne") = [DOOA RP, 7-18) 
一 般 情况 十 ,是 和 理 也 可 把 有 理 切 触 插值 
d™ (Nix 网 
(DH) ,AV Cm Ors) (7-19) 
化 成 等 价 形式 { 当 D(x,) xz 0 时 ) 呢 ? 这 里 
At xi = (D(C)) sas (mm = 0,1., 51). 《7-20) 


奇 答 是 肯定 的 .这 可 以 用 数学 归纳 法 来 证 明 .事实 上 ,由 前 面 的 分 析 , 蕊 知 当 > = ss 
-1 =0:1 时 .(7-19) 式 和 7- 加) 式 是 等 价 的 . 今 设 当 r = -1 时 ,(7-19) 式 和 
(7-20) 式 是 等 价 的 . 当 r = 时 ,它们 也 是 等 价 的 .其 实 只 须 证 明 


ds Nix 二 
(ME) ,= 0 
可 ~ 中 上 
Am) = FD) (7-21) 
等 价 就 够 了 . 
设 上 式 成 立 . 则 由 莱 布 尼 兹 公式 ,有 
WO) = CD) = EP) Dd), (7-22) 
Nx ta 
1 ar) 三 0 
= (BO) 2) 


由 归纳 法 假设 .(7-23) 式 右 端 中 用 | 荆 笠 ] (4 = 0.1.…,s - 1), 与 上 两 式 右 详 


Dix) 
比较 , 即 知 


F(x = [3] ,. 


世 吕 (7-21) 式 成 立 . 
反之 ,假定 (7-21) 式 成 立 , 则 由 (7-23} 式 , 有 


mrw) = > (7 (MW) aero 


= D(C Ds) 


= [fx) D(x)]s:,, 
即 {7-21》 式 成 立 . 
定理 8 设 D(x,) z 0, 则 有 理 切 和 触 插值 问题 
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(2) [3] =f (Cm = 0,1,.…, #1) 


与 下 述 线性 问题 
Nx) = (EE) DOF Os m= O10, si) 
是 等 价 的 . 


若 把 定理 8 中 的 微 商 换 成 有 限 差 (等 路 情况 ) 或 差 商 . 则 可 以 建立 类 似 的 定理 . 
另外 , 当 N(x) 与 D(x) 不 是 普通 多 项 式 , 而 是 广义 多 项 式 时 ,定理 8 也 是 照样 成 立 


的 . 
由 定理 8 可 知 ,只 要 各 个 D(x;) 关 0, 则 有 理 切 触 插 代 问题 47-14) 便 等 价 于 线 


性 方程 组 
NM) = (EE) [POO (7-24) 
《二 人 
下 面 用 定理 8 来 具体 讨论 有 理 切 触 插值 的 构造 问题 . salzer 具体 讨论 了 下 述 连 
分 式 作为 有 理 分 式 


NM 区 _ 证 一 | 地 一 灾 | 本 一 | 
PICz) 0 二 11 G12 " | " 
A 
2,0 2,1 2 -| 
TN Mm (7-25) 
{3,0 fr 0 | fs -1 
为 讨论 方便 , 先 介 绍 一 些 有 关 分 式 的 预备 知识 : 
D3 2 2 .， ‘mh... 示 
P 连 分 式 bo + 了 大和 “二 E 了 “表示 
bo 4 < 
bi + Te 
! 十 
(7-26) 
dn 
+ Bt + 


~ 分 式 称 为 连 分 式 [7-26) 的 第 5& 节 ;a， 与 有 称 为 连 分 式 (7-26) 的 第 m 节 


的 两 项 ;al a;,"… 称 为 连 分 式 (7-26) 的 部 分 分 子 ; ,加 乏 为 连 分 式 47-26) 的 
部 分 分 母 ; 有 限 连 分 式 


GE _ 2 .各 
五 十 Bb + 十 了 由 


称 为 连 分 式 (7-26) 的 第 个 渐 近 分 式 ， 


bo 十 
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3* 相 邻 三 个 渐 近 分 式 之 间 有 递 推 关 系 式 
rr, 三 [| + dn 
te 一 bn -1 十 nh (7-29) 
事实 上 , 按 连 分 式 的 定义 
Fo _ bo PP _ 和 
do 1 ”名 和 
pr 右 ] 本 Fr 
0 b+ rb = bo+ i 


_ bobiba+ omy + aty PPi+ aPo 
ibs + a aa 
这 说 明 当 = = 1 和 ”= 2 时 ,(7-27) 式 成 立 ( 已 人 为 地 取 定 P_. = 1,8-1 = 人 0. 设 
递 推 公式 {7-27) 对 a 已 成 立 , 即 
Pp, bP _1+ oP, .2 


人 本 各 A 二 人 人 
须 证 当 a 换 为 n + 【时 ,(7-27) 式 也 成 立 .注意 从 人 变 到 人 1! 应 以 各 + 多 代 将 


0 0 bsl 
如 ,于 是 
nl 
Pu bP -I + Bo fe + 人 ni huiP, + m+, 
Ql as 


bs + 站 + GO-2 
所 以 对 一 切 正 整数 n 而 言 , 递 推 公式 (7-27) 恒 成 立 ( 其 中 P.) = 1,8.1 = 所 


下 面 回 过 头 来 继续 讨论 (7-25) 所 述 区 地 的 切 航 插值 问题 .假设 a1.0,611,…， 


oy ' ， P. Cx) bb,. Cx) 
-ts-1 一 1 已 经 求 出 ,于 是 由 (7-25) 式 可 以 求 出 已 的 渐 近 分 式 0 《二 ， Ox) ， 


此 处 + - 1 = 5. 根据 递 推 关系 (7-27), 有 


N(xz)} _ RAxIP_ x) + (x 一 Xi_ Pat *) (7-28) 
Diz) ROXIOLIR) + Cx NAO 2 x) 
其 中 
和 一 六 区 一 知 . 立 一 工 1 To— XT: 
R(x} = 0 + di2 + + lt 
: (7-29) 
Ee 多 一 
irl + 二 
当 按 (7-28) 式 所 示 的 人 和 切 甬 条件 {7-14)( 其 中 * = x) 来 确定 全 ,0 


,#1 时 {其 可 个 条 件 ) ,六 (zx) 表达 式 中 的 项 


7 了 7 非 线性 通 近 ，873 . 


下 一 入 i 寺 一 计 it1 四 和 一 让 
fil ,D0 + Giril + + dn, -1 
是 可 以 忽略 的 .车 记 
SX) 一 
T(z) TOT gl + m2 + + i 
则 由 定理 8,5{x) 和 工 (x) 两 名 项 式 的 系数 应 该 满足 
1S{x}P._ (x) 十 Cx 一 x Tx}P, sx)!™) | 4=a, 


兰 EFCx)! SCx)O, 1 x) + Cx 一 x Tx Om™ | #2 
{im 三 O01 ,$1). {7-30) 
Si 


由 此 求 出 导 43 表达 式 中 的 各 系数 i.0,ai1…， oi. 于 是 (7-29) 式 的 源 近 分 式 


le ,… 可 按 道 推 公式 
Pr( x) 一 下 十 
(x — XL1) 当天 = 全 时 ; 
(x Xx) | aa 当 上 = 1 .8 -1 时 ， 
Ol) = + 
(x x1) 当 上 = 0 时 ; 
【和 一 和 | oa 当天 = 1 -1 时 
来 逐个 确定 .用 i + 1 震 代 i 用 t+ s 特 代 : 可 重复 上 述 各 步 又 … 当 具有 较 小 的 ， 
值 时 ,比如 = 2,s,，= 3,…, 则 立即 可 以 较 方 便 地 在 多 个 点 处 应 用 公式 (7-30). 
欧 拉 - 麦 本 (EulerMinding) 兽 经 推导 出 关于 有 限 连 分 式 恕 42， 的 具体 有 再 分 
式 表达 ; 


Ss:{ x) 二 Wo" Gs -1 十 [1 + > {TT 一 XI os] 十 


Dj 


TT™ 
>) 2 (x 一 Xi 0 hy G4 +2 + 


个 本 了 二 | 


2) 2, Ds 一 TE a EO 2 + ***] (7-32) 


Daj kt.-d 


{7-31) 


T(x) = alez asl + 2) (x -— Nd jt + 


1 本 扫 二 一 
2 2) (x 一 Ki) a Qk irr + |， 
lj 
其 中 at = 0,1 ,5 -1) 表示 a (j= 0,1,….si -1). 
具体 写 出 ,可 列表 7.1. 
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表 7-1 


本 | (n+ {x 一 x,) 


辣 症 0 十 {oar + Aa) (x 一 xi) 


辣 于 好 了 如 | 好生 十 {aaz 十 症 #3 本 0 十 fa) 总 
可 1 各 > 上 十 {a + u(x 一 wi 


(re) + (xr) 


伍 半 好生 守 站 1 三 站 十 (aa 十 三 4 家 于 灵 慷 十 
da 4200 + (diy + 如 4 人 | + 全 3 全 | 其 


{x or) 


da dit + adito) (i 一 A) + 


(Cag + q+ any - tr) 


和 了 委 4 实 3 和 2 和 + t 往生 4 映衬 


十 宇 # 科 4 村 40 十 5 二 4 十 三 5 旦 直下 了 站 2 全 | 十 1 家 4 本 3 十 


rT 一 x + {ara 十 并 5 好 2 十 自生 4 本 1 十 本 5 十 dd ) {x 一 各) 


Qsd0 + rar 4 和 GD 二 全 1 


(x 


7.3 ” 帕 德 台 近 方法 


一 个 函数 的 泰勒 级 数 展开 的 系数 同 该 函数 什 的 关系 问题 ,既是 一 个 有 深刻 意 
闪 的 数学 问题 , 称 基 一 个 重要 的 实际 问题 . 它 是 数学 分 析 研 究 的 基础 ,又 是 遍及 许 
多 物理 和 生物 学 中 数学 模型 的 实际 计算 起 础 . 即 所 知 , 和 如 果 -个 素 勒 级 数 展开 绝对 
收 襄 , 划 它 唯一 确定 一 函数 的 值 , 且 该 函数 任意 次 可 微 ,反之 ,如 果 一 个 阴 数 任意 次 
可 微 , 旭 它 世 唯一 确定 一 个 泰坦 级 数 展 开 . 此 时 实际 上 可 以 川 名 项 式 来 近 近 始 定 的 
蛤 数 . 当然 这 种 功能 是 有 一 定 限 度 的 .考虑 
上 
Fa = (1 全 = 1+ 本 -033) 
容易 看 到 当 * > 12 时 , 上述 泰勒 级 数 是 不 收 合 的 . 当然 岂 就 不 能 用 它 来 计算 
flm) = 人 了 ! 
如 果 作 变量 蔡 换 x = 一 的- 或 6 = 二 二 , 则 
fx(w)) = (1 oO2 = 1 B+ 诗 w+ 温 o + (7-34) 
于 = 十 (x = %) 处 是 收 化 的 . 取 泰 勒 级 数 (7-34) 的 前 = 个 戴 断 多 项 式 于 w = 过 
的 值 , 即 可 得 /2 = f( %) 的 近似 值 
], 1.125,1.343 75,1.392 8 .1.399 90,.. (7-35) 
还 原 于 原先 的 变 掉 x, 则 {7-33) 式 的 前 几 今 关于 的 截断 秘 项 式 , 正 是 * 的 干 列 有 
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理 分 式 


1 4+ (SAI)x 1 + (0/2)x + C43/8)x (7-36) 
+ 和 > 下 ™ 
] + 2w (tl + 2x) 


下 面 考 虑 获取 由 泰勒 级 数 展开 式 (7-33) 所 定义 国 数 fx) 的 其 他 有 理 分 式 表 
近 的 一 种 重要 方法 一 一 帕 德 {Padé} 逼近 方法 . 
考虑 让 x) 的 这 样 -种 有 理 分 式 通 近 (o + bx)(e + dr), 便 其 泰勒 级 数 展开 的 
前 三 项 同人 -33) 式 的 前 三 项 相 重 合 ,于 是 求 得 
0 
按 它 算出 V2 = 站 ma) 【4, 它 比 (7-35} 式 所 给 近似 为 好. 革 谍 所 xw} 的 下 述 有 理 分 
起: 
(a+ br+t eri)/(d + ex + hx:), 
使 其 秦 勒 级 数 展开 的 前 五 项 同 (7-33) 式 的 前 五 项 相 重合 , 叫 得 到 
l + (11/4) x + (209/10) x7 
由 它 算 得 /2 = fi %) -= 3 = 1.413 793 103. 往 下 ,按司 样 亿 器 分 别 考虑 分 于 [ 母 ) 为 
3 次 .4 次 和 5 次 多项式 之 有 理 分 式 , 使 其 泰勒 级 数 展 开 1j(7-33) 式 的 前 七 项 . 九 项 
和 十 一 项 相 曾 合 .于 是 相应 求 得 /2 = fm) 的 下 述 近 似 位 ; 
1.414 201 183,1.414 213 198 和 1.414 21.1 552. (‘7-390) 
2 辣 最 后 一 近似 的 误差 仅 为 10-3. 是 儿 这 种 算法 还 是 很 优 捷 的 .由 此 即 可 引导 出 一 
般 的 帕 德 通 近 方法 . 
设 f(x) 是 由 下 述 形式 宅 级 煞 所 定 愉 : 


Ha) = > au (7-40) 
zx) 的 [ LAM] 帕 德 通 近 为 
Prixy 
[LM] = Oa) (7-41} 


其 中 Ptx) 司 Hi, 上 Of Hy 分 别 为 次 数 不 超过 LN 的 多 项 式 . (37-41) 起 中 
P(x) 和 Owlx) 的 答 数 , 接 下 述 方程 来 确定 : 
Pt x) 
Fx) 一 四 
因为 一 个 有 理 分 式 的 分 子 . 分 母 局 莱 一 常数 其 值 不 变 , 所 忆 特 地 要 求 分 峡 Owl x) 
满足 标准 化 条 件 


-- 站 (x+ 时 +1y {7-.42} 


QutO) = 1.0. {7-43) 
最 后 要 求 P(x) 与 Ow(*) 无 公共 因子 存在 . 若 记 
{2 = ot x+ "+ pexts 


了 - 
人 =1+ q+""+ qiev' , { d+4) 
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则 由 标准 化 条 件 (7-43), 可 用 Qutx) 遍 习 17-42) 式 ,以 线性 化 系数 方程 . 于 是 比较 
系数 可 得 线性 方程 组 


0 = pn, 
d+ Hod91 = pl: 
d2 + 091 + 092 = pi: 
(7-45) 
Ht = pi 
G41 + rd + ”十 dr = 0, 
在 Er 是 十 rm + + org = , 
蒜 中 已 规定 
a =0(n < 0,9 = Uj) > M). 
为 方便 计 , 记 
L+M= NL-M=J. (7- 由 ) 


弗 涪 比 尼 斯 和 帕 德 曾 采 用 条 件 Ow(x) 六 0 来 蔡 代 标准 化 条 件 (7- 牺 ). 这 两 类 条 件 
显然 是 不 相同 的 .事实 上 ,作为 例子 考虑 xl] = 1+ 妇 +… 对 于 工 = 和 材 =1, 容 易 
验证 


Pl{x) = M(x) = £, 1 = 1, 
满足 Ou(Cx) fx) — P(x) = O(N+t), 


而 不 满足 (7-42) 式 . 按 定 义 , 该 幕 级 数 的 [171] 逼近 是 不 存在 的 . 

下 面 的 唯一 性 定理 ,无 论 按 那 种 规定 者 是 成 立 的 . 

定理 9{ 旨 洛 比 中 斯 - 帕 德 } ”对 于 尾 意 形式 等 级 数 放 4), 若 其 [LAM] 帕 德 通 
近 存 在 , 则 必 唯 一 . 


常 把 一 函数 /(x) = > ;ar 的 帕 德 远近 列 成 一 张 所 谓 “ 帕 德 ” 表 、 


[00] [0/1] L072] [0/3] 
(10 [tt [12] [L131 
[2x0] [25 L272] [273] 
[3x0] [3 [32] [33] 


大 量具 体 算 例 表 明 , 在 入 = 上 + 玫 为 一 确定 常数 时 ,所 有 各 可 能 的 [LM] 由 
德 融 近 中 ,以 上 和 相等 或 接近 相等 者 为 最 精确 .比如 , 当 入 = 2n 时 ,应 访 采 用 
[nn] 帕 德 逼近 ; 当 六 = 2n+ 1 时 ,应 该 采用 [Cn+ ta 或 [na+1l 帕 德 逼近 ， 
总 而 言 之 ,应 该 采用 帕 德 逼近 表 的 主 对 解 或 主 对 角 线 附近 的 帕 德 通 近 . 

为 了 得 到 比 (7-46) 式 更 为 紧 恋 的 表现 形式 ,于 (7-4) 式 右 端 分 子 和 分 母 两 行 
列 式 中 , 均 以 第 1 列 各 元 素 威 去 第 2 列 相应 元 豪 的 x* 售 ;以 第 2 列 各 元 素 减 去 第 3 列 
相应 元 素 的 * 倍 ;… 则 按 行列 式 性 上 质 , 其 值 是 不 变 的 , 即 得 出 


7 了 ， 非 线 性 逼近 *。 8T7 ， 


RM 人 一 XA +1 LL+] 
dr ~ Xdr+! 搞 提 时时 计 帮 填 ， | LL4+ 遇 
L 
中 加 二 | j 
— a — dt Dap 
J1= 
[EM] = : (7-47) 
OH TELM QE — NE r+] 
人 一 NL+ 1 NM OL 


0 人 0 1 
按 行列 式 性 质 , 上 式 分 二 以 最 后 一 列 , 展 开 即 可 化 为 一 个 必 阶 行列 式 ; 同 时 对 分 于 
上 的 行列 式 施 以 变换 :以 w-* "1 乘 其 第 j 列 (j= 1,2,…. 玉 ) ,然后 将 它们 统统 加 到 
最 后 一 列 , 则 得 到 


全 4 一 全 — XL +l 
a -机 
QL 一 Xl 人 + 有 -1 一 计时 全 
六 -起 
+1 加 上 +1 
-i 一 个 玫 D> jap 


LM] = 一 。 {7-48) 
[ ] 在 一 Nl 
dr 一 Xr | 


再 将 (7-48) 式 的 分 子 上 的 行列 式 按 最 后 一 行 作 拉 普 拉 斯 展开 ， 并 且 除 人 op 的 代 


数 余 子 式 外 ,其 他 各 余子 式 均 又 按 其 最 后 一 列 作 拉 普 拉 斯 展开 ， 则 由 逆 甜 阵 的 标准 
定义 可 知 


[2 好] = Say + Mw AM WL MIW LM (7-49) 
其 中 w-'( LM) 是 下 述 短 阵 的 首 短 阵 


ILM — MEN dr — MT 
wiL/M) = | ** * | {7-50) 
dt — Xr M1 Ni 
而 
wiL/AM) = 【Gy 人 (7-51) 


由 = 二 
如 果 j < 0, 则 规定 w = 0. 当 上 < 好 时 ,(7-4) 式 中 的 和 式 之 ,ar = 0. 纵 使 当 必 


> 工 +1 时 ,出 现 x 的 负 寡 ,等 式 (7- 和 9) 照样 成 立 . 
按照 同样 的 方法 也 可 得 到 另 一 种 紧凑 表达 式 


7 非 线 性 特 近 879 - 


Lanpetr 
xs[2/4] tanh 1 Petri xx 
tanheer ~ x) tanhyer 
六 


以 - 区 尖 近似 替代 上 式 右 端 的 分 子 , 则 相对 误差 画 数 近似 为 


人 


Oo me 


-过 xs 时 ,有 


Qtx) = 1， ni = lanhp. 


从 而 于 - 1] < xy 三 工时 
息 
-~ ,， -7 ， -? 
A m2 wha 0977 x 0 < 0.9 x 1077. 


tanhpx 于 [- 1.1] 上 最 佳 有 理 通 近 为 
R* (C4) = — O349 306 144 Olx + 0.157 | 1%9 sx 
] + 0,129 233 609 S54x: + 0.000 858 919 04x*° 
其 相对 误差 为 0.595 x 107, 
关于 帕 德 逼近 方法 ,还 应 指出 ,f(x) 的 帕 德 逼近 也 可 此 理解 为 从 方程 
Onfx)Fx) - P(x) = 一 直到 x*** 项 条 数 为 0 
中 解 出 疡 (xzJxzeowfz) 所 得 的 近似 式 . 
1972 年 夏 塔 {Shafer) 提出 考虑 从 
Px)[ A) Owtxj)f(x) + Ry(x) = 一 直到 x N+1 项 系数 为 0 
(7-55) 
中 解 出 记 x) 的 方法 ,并 以 此 而 得 到 的 六 x) 退 近 式 和 作为 帕 德 副 近 摇 推 广 . 
由 于 六 x) 的 三 级 数 展开 已 知 , 从 而 [站 x) 了 的 宕 角 数 习 于 也 已 知 .这 样 由 上 还 
关系 式 可 建立 关于 P(x) ,Owtx) 和 Ry(x) ,而 天 xz 的 所 前 | LMAN] 二 次 下 近 为 
AX) = 2P(x) 
有 人 芯 至 把 (7-55) 式 换 成 徽 分 方程 形式 
Potx) 4 Ont x) 全 + 和 


而 考虑 帆 德 道 近 的 新 的 推广 ,此 钼 不 拟 详 述 了 . 
7.4 有理 谴 近 的 其 他 -一 些 算法 


1. 达 布 公式 龙 其 有 关 方 法 
研究 积分 
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1. 达 布 公式 龙 其 有 关 方 法 
研究 积分 
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B= Da) pf sodt, (7-50) 
反复 作 分 部 积分 ,可 得 出 
= 2 ra) pO) oO fN(e)] - 


J pKa xz- oat. 
若 p(4) 是 次 数 不 超 过 4 的 多 项 式 , 则 上 式 右 端 积分 为 零 .二 是 有 达 布 [Darboux] 公 
式 


PMMA fla)] = >- 1D a) [pF Nz) ~ 


po- Of C0)] + 下 . (7-57) 
当 p(t) = (1 DodD = Or = 0,1.…,r- 拉 . 这 时 (7-57)] 式 恰 为 秦 
勒 公 式 ( 带 余 项 ) . 
当 pt) = tt -10* 时 ,于 相应 达 布 公式 中 用 2n 代替 m, 则 可 得 下 列 简化 公 
式 : 


{2n)! ~ 


Fa = fla) + V28— nN! 
(COLFAN a) CDAOCN D(z a) + Hoo. (7-58) 


此 处 
= (z— or et 一 Del (a + fitz 一 本) 


(7-58) 二 可 为 用 Hummel-Seebeck-Obrechkoff 公式 ,简称 为 HSO 公式 . 对 于 满足 
fF'{2) = Rs)fls) + Rlz) (3-59) 
(其 中 R,(z) 和 Rtz) 为 > 的 任意 给 定 的 有 理 函 数 ) 的 任 一 阔 数 放 2), 哟 热 (7-58) 
式 两 边 都 有 售 护 z) 的 项 .只 须 从 中 把 产 :) 和 作为 未 知 元 解 出 . 妈 可 得 到 让:) 的 一 种 
有 理 通 近 式 . 例如 
ee 2,10:, logyz ,arctgz, (22 + 1) -2Ce + sinh-tx), 
2 "(a+ blogs), (1 — #2,[ R(x)]” 
{其 中 R(x) 为 任意 有 理 函 数 ,而 a 为 任意 指定 的 实数 ) 等 等 函数 ,都 可 以 采用 HSO 
公式 而 获得 相应 的 有 理 裔 近 式 . 
例 4 设 站 sz) = e:, 取 a = 0. 从 相应 公式 (7 了 -8) 中 解 出 ,可 得 鲍 有 理 通 
近 式 
> (2n - D(C) + Ry 
6 = OO， (73-60) 
>- D2n -UY 


7 非 线 性 通 近 * B81 : 


1 
其 中 R= "| Pl _ nesdt. 


会 去 {7- 提 ) 式 中 的 已 ,; 即 得 前 近似 有 理 分 式 ， 
分 别 取 n = 0,1,2,…, 则 出 (7- 提 ) 式 得 到 通 近 式 
1 2+2 D+6r+# 120+600+11 + 
1 2-212-6+ 2 10D- 60:+122 -2 
它们 恰好 为 时 的 [0m0],[171 ,L272],[37A3]… 巾 德 台 近 .这 自然 是 一 个 很 有 超 的 巧 
a 


当然 并 不 是 一 切 函 数 的 HS0 逼近 都 能 得 到 帕 德 逼近 式 的 ， 事实 上 ,如 果 取 
Ai) = exp(arctgz), 则 其 HSO 通 近 (a = 0,n = 1) 为 


1 2 E a 
I++ 2 + 
Kz) = _ .2 2. 
1 — 六 六 十 a 
但 相应 的 帕 德 逼近 却 为 
1+ 0.84:+0.877+ i 
ff) = 


1 -0.16z + 0,532° 

2, 微分 修正 菇 法 ( 切 电 - 洛 比 法 ) 

对 于 给 定 的 函数 玉 x) ,有 理 通 近 问 题 , 祖 当 于 选取 c,d 使 得 
Ale,d) = sup Alz) - Darif Da | = min. 

为 了 给 出 一 个 一 般 算 法 ,考虑 


(e+ 
和 9 = mp (BO 
其 中 (本,e) 表示 者 与 的 内 积 , 且 :家 限于 竹下 述 区 域内 取 值 
D= |ec€EE (FB,c) + >» 0 对 于 , (7-61) 


本 节 将 奴 限 于 i 的 取信 范围 是 一 个 有 限 集 合 . 
定理 起 ( 切 尼 - 涪 比 ) Alc) 于 区 域 D) 上 的 局 部 极 小 必然 也 是 整体 极 小 . 
定理 13 为 使 :* 是 Alc) 在 DD 中 的 极 小 值 点 ,必须 日 只 须 线性 不 等 式 组 
(dpB,r) <0 itn) (7-6@2) 
不 相 容 ,其 中 
x= Me ,T= til Rc) = . (7-63) 
今 证 4 ,BCE = 1,…,m) 为 任意 集合 DD 上 的 实 值 阴 数 ,假定 对 一 切 c 蕊 D 和 
if = 1,2,…,m), 均 有 


Ocax Blc)sp. (7-.64) 
重新 定义 A(e) = mex Pe (9-65) 
微分 修正 算法 的 具体 算法 如 下 


1 选取 初始 近 雇 EE DD; 
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> 假定 ce*!' 已 经 求 得 (上 = 1,2,…), 现 求 辅 助 函 数 
AACe) -和 (有 fo 
B.{ et 

于 也 中 的 圾 小 值 点 ,并 以 此 作为 新 的 近 做 向 量 c*. 
这 样 可 形成 一 个 向 量 序列 | e 千 .关于 序列 fc 的 极 小 化 性 质 是 切 尼 - 党 比 建 


(7-66) 


Ste) 三 AX 


立 的 . 
定理 14{ 急 尼 - 将 比 ) Ace 随 直 的 增 大 而 单调 下 降 , 有 日 
limAt ef) = jnfA( c). {7-67) 
切 尼 - 语 比 还 指出 :对 e = {el ,ew), 设 
Mc} = SuB， Fx) 一 Plce,x}/Ofe,.x? 1, 
其 中 xy 所 cLa,8], 而 
Per = el Q(te,x) = Dy ex", 


F f= ne} 


采用 下 述 方法 产生 的 序列 1c 二 ,使 得 A(o*) 4 且 
limAt e*) = A*. 
于 单位 方 体 | c? | < 1 上 选取 c ,使 于 [a,5] 上 QCe* ,x) > 0; 对 给 定 c*, 肥 
S.Cc) = maxl| f(x) Qe, x) - Ple,x) I- Al(ci) O(c, x))| 
于 单位 方 体 上 的 极 小 值 点 作为 c**'…. 
特别 ,对 Ate) 的 每 个 极 小 值 点 e ”而 言 , Pte* ,x) 与 0(c* ,x) 均 互 质 , 刚 


甘 


limcetf = ce*, 
[mt 


7.5 “Prony 指数 型 过 近 方 法 


Prony 方法 是 一 种 获得 指数 型 非 线性 逼近 的 重要 算法 . 其 目的 是 构造 一 个 皮 
数 


ALL) = 4ey， (7.68) 
j= 
使 得 
FACT}Y = ££ (= 0,1,.…,24- 1), {7-090) 


其 中 了 为 步 长 ,| AI 为 给 定型 值 ,14,| 和 1 si 为 待 求 的 2m 个 参数 ， 
引入 新 的 变量 


zj 二 er (f= 1,2,..,n), 
并 按 下 式 定义 变量 a.: 
Deas ea) (= 1), (7-70) 


于 是 (7-68) 式 ,(7-69] 式 等 价 于 


7 非 线 性 逼近 883 ， 


f= > (i = 0,1,..,2n — 1). (7-71) 
由 (7-70) 式 和 (7-71) A 


> 一 全 Pande 


= Das De) ]=0 (k=0,1,,n-1). 
因为 a,。= 1, 于 是 上 述 方程 组 可 写 为 


Zh 一 — frn (kk 一 心 ,1 一 1). (7-72) 
从 中 和 解 出 so,ai， mia = 1 为 已 知 ) . 然后 依据 (7-70) 式 , 求 解 高 次 代数 方程 
4a tot+an= 活 (7-73) 

得 到 个 根 z ,5s;,…,z., 最 后 按 公 式 
5; = 市 og5 (j= 1,2,..…,n) {7-74) 


即 可 定 出 (7-68) 式 中 的 指数 5 来 . 再 由 (7-71) 式 中 前 rn 个 万 程 组 成 的 方程 组 解 出 
{7-68) 式 中 的 各 个 系数 4 4: 本- 

下 面 来 讨论 Prony 方法 与 z 变换 的 基色 ， 

所 谓 一 个 函数 产品 的: 变换 ,万 是 


Fz) = hrf fa (7-75) 
其 中 让 = TD = 01 , 按 定义 ,显然 e# 的 # 变换 为 
关上 ez = z 


zs-eF 2-% 
于 是 不 难看 出 由 (7-68) 式 所 给 出 的 (1) 的 = 变换 应 该 具有 形式 
二 | 

F(z) = 2 + 十 全 1 au (7-76) 

希望 stz) 悦 好 为 扎 iz) 的 帕 德 和 逼 近 : 邵 使 
B+ 
= (+a + a + a tf + fst rs + ), 

两 边 从 #* 至 z-'"0 的 系数 相等 ,这样 得 到 由 2 个 方程 弓 成 的 方程 组 

ho = an: 


oon-l + 由 = Cal (7-77) 
Ja + flar + 二 -20n-1 十 所 -1 = 
joao 十 用 人 二 ni + hh = 0: 
Naot fot thoit fh = 0 (7-78) 


ao0 t+ fat + + fen20n lt + font = 0. 
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不 难 发 现 (7-78) 式 与 (7-72) 式 是 完全 一 样 的 ,所 以 在 帕 德 带 近 (7-76) 式 中 的 1Ta1 
和 由 此 确定 的 1| ,1s) 等 恰 为 Prony 方法 中 的 那些 同 各 参数 ， 


骨 注 意 基 zf Swer| = bp 入 


, 五 一 可 


因此 在 求 出 (7-78) 式 中 的 各 个 与 以 后 , 先 按 (7-77) 式 求 出 各 wj, 然后 形成 (7-76) 式 
中 的 有 理 亢 数 Ps(z), 最 后 依据 恒等式 区 (z) = 》) 一， 即 可 定 出 各 个 系数 


,A 入 来， 
以 上 分 析 表 明 ,Prony 方法 从 实质 上 讲 ,是 与 某 相 应 z 变 搞 的 帕 德 逼近 相通 的 . 
例 5 设 上 :5) 是 单位 方形 脉冲 
1 ， 当 自 过 < 1 


所 站 三 十， 当 上 二 1; 
0， 别处 ， 
取 m=3,7= 1/3, 型 信和 则 为 
万 -1 =1T 太 =1 方 = 十 =0P=0 


于 是 Fe( 2) - U7 + 47 + O17 


立 + qz28 + ois + oo 


= 了 上 + + 二 + 六 2 + rt 
与 (?-78) 式 相对 应 的 线性 方程 组 为 


| 
a0+t oto=- a? 


其 解 是 ao =- 方 ,al = La = - 1. 


于 是 (2z) 的 分 踊 为 王 -和 + 12, 它 的 零点 是 
#1 = 0.647 80, z23 = 0.176 10 + i0.860 72. 


大 (1) 的 指数 则 为 
5 = -1.302 54, s».3 = -0.388 47 + 这 .106 %. 
又 由 (37-77) 式 得 出 
uy 二 1 a = 上 ea= | 
这 样 一 来 ,应 有 


1 国 _ +1 
~ Fatlz) 一 《zz gs 22){g — za) 
将 其 展 成 部 分 分 式 , 求 出 


8 ”数值 积分 * $85 ， 


4 = 1.473 67,4,; = -0.236 8 干 训 .074 MM. 
因此 
FA) = 1.473 67 ，e 间 5 + 2Rel (- 0.236 83 - 0.074 8 上 6 种 有 4 6 Ni):] 
= 1.473 67e™ :4: _ 0., 496 74e 理 和 ,cosf4.106 97t + 0. 305 92). 
其 晕 近 情 视 如 图 7?-1 所 示 . 


8 数值 积分 


1. 数 刁 积分 的 一 般 概念 
从 微 积 分 学 中 知道 能 够 利用 牛顿 - 莱 布 尼 兹 公式 


| mana 一 Cf)ax ls 
去 计算 的 定 积分 是 很 少 的 . 事实 上 ,在 实际 问题 中 ,常常 陷 干 无 法 利用 初等 阔 数 去 
表 出 原 函 数 | A(x)dz 的 困境 . 例如 ,对 于 概率 积分 与 桶 加 积分 


Pl1) = a et (0art< mi 


和 E(t) = jv 1 + hsimxdx (Date 2dr) 
来 说 , 便 遇 到 了 上 述 的 困难 . 因此 由 于 实际 问题 的 要 求 , 不 能 不 考虑 定 积分 的 近似 
计算 问题 . 
以 下 所 讨论 的 求 积 公式 绝 大 多 数 具 有 如 下 形式 ; 
[pf Wa = PAS) (8-1) 


其 中 必 为 求 积 公式 的 结 点 ,Ai 为 求 积 系数 . 通常 称 右 端 的 和 为 求 积 和 ;又 称 
E [站 去 [pend - DY Afla) 
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为 求 积 误差 . 有 时 ,也 将 求 积 公式 写成 


| eCard = Dy A) + ELFA]. {3-2} 


在 (8- 心 式 中 ,[a， 5] 是 实 直线 上 的 有 限 或 无 限 的 区 问 ; 遂 数 pl %) 是 已 知 的 侨 
定 的 孙 数 且 常 常 是 p(x) = 1, 以 后 将 称 它 为 权 函 数 . 此 外 ,还 假定 积分 


8 了 
| ecomaodr,| 中 dr 001. 


总 星 存 在 的 ,并 且 胃 数 f(x) 在 点 22 如 处 是 有 定 光 的 . 

- 般 说 来 , 求 积分 公式 (8-1) 中 的 结 点 x 和 系数 水 可 以 按 所 希望 的 方式 随意 
选取 {除非 是 被 积 水 数 仅 在 一 离散 点 集 . 上 是 已 却 的 , 那 时 只 好 限制 从 离散 点 集中 去 
选取 了) ,自然 总 是 希望 通过 和 i 的 选取 使 得 在 某 种 以 义 下 求 积 误差 尽 可 能 
小 ， 

慨 括 来 说 ,数值 积分 问题 可 分 解 为 下 述 的 三 个 主要 问题 : 

1* 精确 性 程度 的 衡量 标准 问题 ; 

2 求 积 公式 的 具体 构造 问题 ; 

余 项 十 计 间 题 ( 毁 误 差 估 计 间 题 ). 
为 了 合理 地 解决 第 一 个 问题 ,将 引进 代数 精 雇 的 概念 . 为 了 蛇 决 第 二 个 问题 ,必须 
着眼 结 点 xx 和 和 和 求 积 系数 机 ,机 … ,机 的 决定 {或 选择 ) 问题 ,至 于 第 三 
个 问题 , 则 主要 是 借助 于 内 村 多 项 式 的 余 项 估计 公式 来 解 次 . 

全 数 情 度 的 慨 礼 是 这 样 的 . 就 形 如 {8-1) 公式 的 求 积 公 大 来 说 ,假如 对 所 *》 
= 1 上 xX 的 多 项 式 ) ,会 式 值 精确 地 成 六 ( 即 E(f) = 人 ,而 当 
flx} = mo :时 公 趟 就 不 精确 成 立 ， 这 样 就 称 公式 (8-1) 式 的 代数 精度 为 站. 容易 看 
出 ,oa 越 大 , 则 就 一 般 的 连续 函数 六 zx) 而 言 , 公 式 {8-1) 的 石油 数值 与 左 端 积分 值 
的 接近 程度 也 就 越 高 . 事实 上 ,; 当 m 越 大 时 ,用 次 数 不 遍 上 m 的 针 项 式 ( 例 如 
plx)) 去 近似 亿 x*) 亦 就 越 好 , 即 max 1 站) -ptx) 1 = 信使 越 小 ,因而 全 式 (3-1) 


的 误差 亦 就 越 小 . 理由 是 ， 
- fp) fx) ds - > Ma) | 


= 1 od) ~ pO) ds - DY ALS) ~ pC)! 


< | p(x)5, dx + > | AL 1 可. (8-3) 


由 此 可 见 , 引 进 代数 精度 的 概念 作为 衡量 求 积 公式 的 精确 性 中 二分 自然 的 . 
下 面 的 定理 说 明了 具有 代数 精度 的 求 积 公式 的 存在 竹 . 
定理 1 ”对 于 任意 给 定 的 n 个 不 同 的 结 点 x14,x2,…, x。 ,有 常数 4 ,4 ,4 
使 得 当 /(x) 是 次 数 < n - 1 的 多 项 式 时 求 积 公式 (8-1) 式 精确 成 立 , 即 


[oC fr = Dap). (8-4) 
1 点 天 上 


8 ”数值 积分 ,887 。 
注意 ,上 述 定 理 并 没有 要 求 x 一 定 要 属于 区 间 [ a,4] .另外 ,定理 只 是 断言 了 ， 
当 直 由 (8-3) 式 决定 时 ,公式 (8-1) 对 于 一 切 次 数 < n - 1 的 多 项 式 是 精确 的 ,这 个 
公式 对 较 高 侈 的 多项式 可 能 是 精确 的 ,也 可 能 不 是 精确 的 . 换言之 ,定理 1 说 明了 
公式 {8-1) 的 代数 精度 d = nn 一 1， 
以 后 称 求 积 系数 由 (8-3) 式 决定 的 求 积 公式 为 插值 型 六 积 公式 . 由 于 对 次 数 
不 超过 5 -1 次 的 任 -一 儿 项 式 fx) 说 来 ,EF[f;x |] 与 0, 所 以 nm 个 结 点 的 插值 型 求 积 
公式 的 代数 精度 df sm - 1. 上 反之 ,容易 证 明 , 代 数 精度 4d > n -1 的 # 个 结 点 的 求 
积 公式 一 定 是 插值 型 求 积 公式 .特别 , 当 交 (人 = 1,2,…, nn) 属于 [4,58] 时 ,我 们 称 
公式 


[pd = > Mf (8-5) 
为 肉 插 型 求 积 公 式 , 其 中 求 积 系数 由 下 式 确 定 : 
A = | td (k= 1,.2,..,n). (8-6) 
2, 和 牛顿 - 科 茨 公式 
设 [a,6] 是 .- 有 限 区 间 ,o(xz) = 1 令 有 = 全 ,x0 = ax = G+ 有 a 


= e+ 中 = 8, 则 依 定理 1 有 常数 心 使 得 求 积 公式 


far = DA) (8-7) 


对 于 一 切 次 数 三 的 密 项 式 是 精确 的 . 事实 上 , 当 册 由 (8-6) 式 决定 时 (注意 ,此 
时 wwf) = Cx 一 wo) 上 玉 求 积 公 式 的 代数 精度 
过关 由 .以 后 称 NN 个 结 点 的 内 插 型 求 积 公式 为 N 点 的 牛顿 . 科 区 (Newton-Cotes) 公 
式 .通常 , 称 一 个 结 点 的 牛顿 - 科 艾 公式 


| Kaoas = C8 - Ko) + EL (8-8) 

为 矩形 公式 ; 称 二 个 结 点 的 牛顿 - 科 芯 公式 
jdz = $0 ofa) + RD) + EL (8-9) 

为 梯形 公式 , 称 三 个 结 点 的 牛顿 - 科 芯 公式 
| = Sa) + AEH) + Fb + EL (8-10) 


为 辛普森 (Simpson) 公式 . 此 处 = 二 全 - a). 
现在 考虑 在 结 点 个 数 s 无 限 增 大 的 情况 下 和 牛顿- 科 东 公式 的 收效 性 问题 . 下 
面 定理 的 结论 说 明 管 案 是 否定 的 . 
定理 2 设 [a,$] 是 有 限 区 间 ,并 设 已 给 出 求 积 公 式 序列 
| Kas = 和) + 三 [ 门 Cn = 2 了 33) 
它们 具有 性 质 ， | 
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Px otk = 1,2,…,n) 是 不 相同 的 且 在 [a,8] 中 ; 
2 ,使 得 n 点 公式 对 所 有 阶 数 < mn - 1 的 地 项 式 是 精确 的 . 
如 果 当 一 %m 时 ,数列 


站 nn 一 > | nl (nm = 了 3 
无 限 增 大 , 则 有 范 数 /{ x) E_C[e.b] 使 得 数列 
S14 fn) Cn 三 2,3…} 


不 收 化 于 积分 | (x)ds. 
定理 2 令 丸 ,,(k =0,1,…,n) 表示 +1 点 牛 帜 - 科 获 公式 中 的 系数 , 则 当 
n 一 om 时 ， 数列 > 1 4;,.s 11 无 限 增 大 . 


定理 2 与 定理 - 2 说 明 牛 顿 - 科 落 公式 并 不 总 是 上 伍 于 积分 的 真 值 . 
由 3. 1 揪 值 余 项 公式 可 条, 梯形 么 式 的 求 积 误 差 为 


EL = | fa,8,s)(# - a) (x -dx (8-11) 


设 六 sx) 有 连续 的 二 阶 微 商 ,由 于 当 a 万 x* 专 5 了 8 时 ,有 
(# 一 elfty 一 起) 二 中， 
所 以 对 (8-11) 式 应 用 中 值 定理 可 知 必 有 [a,4b] 中 的 点 向 和 上 使 得 


EiN = Ka x- or- bdr = (8 (8-12) 
同 理 ,辛普森 公式 (8-10) 的 求 积 误差 为 
BE = {fasbyes x ~ x- B(x ~ edx (8-13) 
设 x) 有 四 阶 连 续 的 微 商 ,由 于 
(x -edx = d(x a)(s — 6)], 
故 由 分 部 积分 公式 和 积分 中 值 公式 ,可 得 
EL = 二 | etcsadtt(z - os -的 了 


= | jia,b, er, a)[(s -atx b)]dzr 
= f(a,b, ek, 1)| Cx - atx — bidr 


= S/N) < < 的) (8-14) 

上 辛普森 公式 的 求 积 误差 公式 (8-14) 可 以 看 出 ,辛普森 公式 的 代数 精确 讼 是 3. 
从 公式 (8-12) 和 (8-14) 看 出 ,对 给 定 的 被 积 函 数 扰 x) 而 言 , 当 积分 区 间 缩 短 
时 , 求 积 误差 以 更 抉 的 速 间 闫 小 ,内 此 在 实际 计算 中 为 了 保证 计算 的 糖度 ,往往 首 


# 数值 积分 : B89 ， 


先 用 分 点 
后 二 如 十 Hb (i = 人 00,1, ,n) 
将 区 间 [ a ,45] 分 成 = 个 相等 的 子 区 间 : 


[ wa， x1j]， [x1, *2 | ,* ,Lx -1* ,Xn | , 
而 后 对 每 个 子 区 间 再 应 用 梯形 公式 (8-9) 成 衬 普宁 公 浆 (8- 10). 例如 ,对 每 个 子 区 
间 应 用 梯形 公式 (8-9) ,得 到 


[na = SS + arD) - 二) 

在 上 式 中 售 掉 余 项 并 对 i 从 0 到 a - 1 求 和 ， 可 得 一个 新 来 了 人 

fd = G0) + HD 12a tie) 8-15) 
上 述 求 积 公式 的 误差 是 

& [=- 十 (2 (&). (8-16) 
若 "(x) 连续 ,由 于 名 均 为 [a， 站 的 内 上 | 所 以 由 中 值 定理 ,有 
(6) = 3 (和 {a<é<b). 

将 其 代 人 (8-161 式 ,得 到 


已 [站 =- (8p). (8.17) 


公式 (8-15) 称 为 复 化 梯形 公式 , 求 积 误 差 由 (8-17) 式 确 定 . 
同样 可 以 建立 复 化 辛普森 公式 . 用 分 点 
t= +H- a)/2n 人 = 0 1 
兰 [a,5] 分 为 2n 等 分 . 然后 ,在 每 个 于 区 间 
[so x2],[ x2 wa] [wan-2ywzn] 


上 应 用 辛普森 公式 并 求 和 ,得 到 
|n x}dx = Sn x)dx 


al 


2S a+ ie= 2)] + Es,[f], (8-18) 


其 中 Bf] =- (和 A 


= - 5 二 ie) 《人 人 (8-19) 
递 推 关 系 是 数值 方法 的 重要 技巧 , 它 具 有 结构 紧 竣 和 便于 在 计算 机 上 实现 的 
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特点 .下面 , 仅 以 梯形 公式 为 例 介 绍 一 下 所 滑 的 过 次 分 半 冯 法 . 
首先 在 整个 区 间 [s,5] 上 应 用 梯形 公式 算出 积分 近似 值 T,:; 然 后 将 [a， 5 元 
等 分 ,对 n = 2 应 用 复 化 梯形 公式 算出 7; 再 将 每 个 小 区 间 . :等 分 (即将 [a ,3 
等 分 ), 对 n = 4 应 用 复 化 梯形 公式 算出 ;如 此 下 去 ,直至 所 部 两 个 人 之 基 小 于 多 
许 误 莽 为 止 . 应 注意 ,在 计算 后 面 的 Tan nT 的 值 : 


To = 2 fa) + Ab) + 25 Ko 十 下 “2) + 


2>'7a + (2i -De)) 


= 十 ( + 4 ne, (2 - 1) © FA)) 
-二 T+ Ha ， (8-20) 
其 中 
H, ,= et Qi) ‘8-21) 


为 复 化 中 矩形 公式 . 应 用 (8-20) 式 和 (8- 21) 式 计算 了 ,时针 要 计算 被 积 靖 数 所 x) 
在 na 个 点 处 的 值 就 可 以 了 ,可 见 递 推算 法 减少 了 计算 量 . 
现在 来 看 一 看 为 什么 可 以 通过 禄 邻 两 个 近似 积分 值 之 准 来 控制 计算 过 程 . 令 


必 
1 = | Koaz， 
如 依 (8-16) 式 可 知 
E.[7] = = re 
El f] = 了- Ts 三 - 超 ( 革 2 - spy ( 了) 


将 两 式 相 除 并 注意 当 a 充分 大 时 ,有 
25 "(8) = | (eds， 
针 "(9 ~ "ds, 


了 了， 
则 得 到 i- Th, 着 4， 


7 思 广 (Ton 和) (8-22) 


{8-22) 式 说 明 , 若 两 个 相 邻 的 积分 近似 值 只 与 ,之 差 为 允许 误差 , 则 T, 与 积分 
和 精确 值 之 差 大 约 且 允许 误差 的 13, 因 此 计算 可 以 至 此 为 止 . 误差 之 此 种 估计 法 称 
为 后 天 估计 (事后 估计 ). 

对 辛普森 公式 也 有 类 似 的 算法 .比较 公式 (8-20),(8- 18) 和 (8-15) ,可 以 得 到 


8 数值 积分 -891 ， 


-人 了 {8-23) 


_L 
了 
8.3 龙 贝 格 方法 


现在 比较 一 下 复 化 梯形 公式 与 复 化 辛普森 公式 . 复 化 丧 形 公式 仅 对 -一 次 多 项 
式 情 确 成 立 , 收 敛 速度 是 (一 )?; 而 复 化 辛普森 公式 对 所 有 有 次 数 不 超 过 3 的 密 项 式 


精确 成 立 ,收敛 速度 是 (一 )#. 所 以 一 般 说 来 辛普森 公式 要 比 梯形 公式 好 . 然而 如 
果 用 逐次 分 半 算法 计算 了 Ti ,Ty, 74,…, 则 依 (8-23) 式 顺便 就 可 以 算出 复 化 辛 普 
森 公式 的 值 5,, 5,,…. 同样 ,用 Sas 和 5S, 作 适 当 的 线性 组 合 义 可 以 得 到 更 好 的 求 积 
公式 . 这 种 用 两 个 相 邻 的 近似 公式 (其 中 一 个 公式 是 由 男 - -个 公式 的 分 半 得 到 ) 的 
线性 组 合 而 得 到 更 好 的 近似 公式 的 方法 ,就 是 近代 电子 计算 机 上 常用 的 龙 贝 格 
(Romberg) 求 积 方法 ,也 叫 逐次 分 半 加 速 法 . 形 如 (8-23) 的 公式 也 叫 逐 次 分 半 加 速 
公式 . 

公式 (8-23) 是 由 比较 求 积 公式 的 系数 得 到 的 ,下 面 想 从 吨 一 个 角度 , 即 从 近 做 
求 积 余 项 的 分 析 引出 这 种 加 速 公式 的 一 般 形式 ， 


令 1 = | (x)dx. 由 复 化 梯形 公式 的 余 项 
Ef] = 1- TD, =- pe). 


加 12n: 
_ 
BL] = 1 To = 
可 以 看 出 4ENLF] - Ef =0 


对 所 有 次 数 不 超过 2 的 多 项 式 精确 成 立 . 因此 
4 Th) 0, 
亦 即 i= TT 
对 所 有 次 数 不 超 过 2 的 堆 项 式 精确 成 立 . 事实 上 , 它 就 是 83.2 中 所 讲述 的 辛普森 求 
积 公 式 , 它 对 所 有 的 3 次 多 项 式 也 是 精确 成 立 的 . 
同样 由 复 北 辛普森 公式 的 求 积 误差 表 达 式 
了 
BB [/] = 1 $2 =— pe 
; _ _ a) 
Rio[ 门 = 了 - Se = 一 28860020 "Cn) 
可 以 看 出 
本 , [用 一 BL 0 
对 所 育 次 数 不 超 过 4 的 多 项 式 精确 成 立 . 因此 
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PT S00)} -人 -So) ss0, 
亦 即 1= BS Se Co, (8-24) 
对 所 有 次 数 不 超 过 4 的 多 项 式 精确 成 立 . 这 就 是 复 化 科 艾 公式 . 复 化 科 获 公式 的 


余 项 为 
[rds - Cn = -Be). 


945 (4n)s 
因此 ,实际 上 复 化 科 蒋 公式 (8-24) 对 5 次 多 项 式 也 是 精确 成 立 的 . 


当 n= 1 时 , 记 % = /a + i 二 4), 则 有 


4 1 了 32 2 32 7 
Ca = nt mt T+ DN + W070. 


上 式 即 是 rn = 4 时 的 牛顿 - 科 艾 公式 ,也 称 为 科 训 公式 . 
类 个 地 ,可 以 将 复 化 科 芯 公式 加 速 ,从 而 得 到 更 好 的 求 积 公式 . 
依 此 类 推 , 可 以 得 到 一 系列 壹 次 分 半 加 速 公式 , 表 列 如 下 ( 表 $-1). 


表 8-1 
区 间 等 分 数 逐次 分 半 加 速 公 式 _ 代数 精 查 
梯形 公式 (了 公式 ) | 
nn 了 
辛普森 公式 (3 公式 ): 
28 4 1 了 


Sn = iT 41 
科 芯 公式 (5 会 式 ): 


4n + 1 5 
Ca = Se 

Bn 了 

16n 9 

325 11 


在 实际 计算 中 ,逐次 分 半 如 速 法 可 按 表 8-2 格 逐 行进 行 计算 . 当 表 中 对 角 线 上 
出 现 两 个 顺序 接连 的 数 之 差 为 允许 误差 时 , 即 可 停止 运算 . 


8 ”数值 积分 * $903 ， 


例 1 ”计算 定 积分 | 工 dz, 并 使 误差 不 超过 0.000 1 


上 


解 在 区 间 [1,2] 上 用 梯形 公式 ,得 
7 = 二 CR + /(2)) = 六 = 0.730 XW, 


2 将 [1,2] 二 等 分 ,得 
Hy = ff) = 地 = 0.66667, 


7, = 方 (7 + H,) ~ 0.708 33, 
S92 三 二 bd 0. 6od 症 ， 
3 将 [1,2] 四 等 分 ,得 
机 = 直 (f) + 所 二 )) = 0.68571， 


T, = 方 (四 + Hi) w= 0.697 2. 


二 7 一 下 
Sa = ~ 0.693 25, 


454—5 
C = 一 全 ~ 0.693 17. 


(4) 将 [1,2] 八 等 分 ,得 
He = FE) + 县) + HAR) tA) < 0.691 22， 
Ts = 六 (和 + Hs) = 0.694 12. 
Sa = es = 0.693 15， 


和 9 3 
Cs = Se 0.693 15， 


PO GC 
= 0.693 15. 
Re = ~ 0.693 15 
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由 于 1C- R11 = 0.000 近 < 0.0001, 故 计算 可 以 停止 ,积分 的 近似 秆 为 0.693 15. 

1. 高 斯 型 方法 

在 8.1 节 中 已 经 指出 ,n 个 结 点 的 内 插 型 求 积 公式 的 代数 精度 至 少 为 n - 1. 那 
么 自然 会 问 , 如 果 同 时 允许 适当 地 选择 求 积 系数 和 结 点 内 人 = 1,2,…,n) ,如 它 的 
代 雪 精 度 最 移 能 提高 和 多少 呢 ?高 斯 隐 满 地 解决 了 这 个 问题 . 

事实 上 ,由 于 4 和 x 作为 参数 来 看 共有 2n 个 ,因此 如 果 令 一 个 任意 的 2n 一 1 
次 多 项 式 

FAx) = xz2a-1] + gir + qx" + + oni 

(或 者 分 别 令 x) = x 人 代 人 人 (8-5) 式 的 两 端 而 令 其 精确 相等 时 , 则 
由 于 诸 系 数 a; 的 任意 性 , 便 得 到 2n 个 联 立 的 方程 . 正 因为 本 和 % 恰好 有 2 个， 
町 此 恰好 可 以 求 出 坟 与 x 的 2n 个 特殊 的 数值 ,使 得 2x 个 联 立方 程 完 全 被 满足 . 
这 样 也 就 说 明 要 使 (8-5) 式 两 端 精确 相等 的 代数 多 项 式 . 圭 次 数 可 以 最 多 提高 到 
2n -1. 换言之 , 形 如 {8-5) 式 的 公 臣 的 代数 和 精度 最 名 可 能 控 高 到 2n - 1, 通 常 称 具 
有 最 高 代数 精度 的 内 捅 型 求 积 公式 为 高 斯 型 公式 . 

定理 3 和 欲 合 = 个 结 点 的 内 插 求 积 会 式 (8-5) 具有 代数 精度 2a - 1, 其 充 要 条 
人 忻 是 结 点 zj, 妇 ,和 所 构成 之 固 次 款项 式 @fr) = 人- 放生 迷 
须 与 一 切 次 数 sn - 1 的 儿 项 式 Q(z) 在 [a,b|] 上 关于 afx) 为 直 奖 ， 

根据 上 述 定 理 可 知 问题 归结 为 :给 定 了 p(x) 与 nm, 究 营 应 如 柯 来 作 n 议员 项 
或 

x) = Cx rx x x ) 

使 得 w(x) 与 任意 次 数 < n -1 的 多 项 式 0(x) 关于 p(x) 恒 直 交 ,其 中 a < 1 < 
x 由 前 而 的 知识 知 n 砍 多 项 式 w(x) 可 表示 成 


Fo A fn | 

1 ai A Fn A 

wx) = A 1 | ... i 
= 

Fn Hn+tl YY FA2n-] A" 


定理 4 设 (8-5) 式 为 高 斯 型 内 搬 求 积 公 式 , 则 其 求 积 条 数 A 管 为 正 , 晶 A 有 
一 个 与 (8-6) 式 等 价 的 表达 式 


Col 站 
A = TO (六 
定理 5 若 所 x) 在 [a,8] 内 25 次 连续 可 微 , 则 高 斯 型 公式 (8-5) 的 余 项 表达 
式 为 


2 
dx. (8-25) 


[1] = fo) pL) pas, (8-26) 


其 中 四 过 站 过 站 全) = (x wx)(x oo r(x 
由 定理 2 和 定理 了 可 知 ,即使 记 *x) 是 一 有 限 区 间 [a,5」 上 连续 函数 ,关于 积分 


] (x)dx 的 a 点 牛顿 - 科 获 公式 序列 也 不 一 定 就 收 伍 于 积分 的 真 值 .现在 考虑 高 
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斯 型 求 积 公式 的 相应 问题 . 
定理 6 设 [a,&8] 为 一 有 限 区 间 , 并 有 高 斯 型 求 积 公式 序列 


| pf ds 兰 DA fx) {Cn = 2.3,..). 
< 二 = 


若 F(x) 在 [a,b] 上 连续 , 则 此 公式 序列 收 伍 于 积分 的 真 值 . 

2, 高 斯 公式 和 Mehler 公式 

高 斯 公式 和 Mehler 会 式 都 是 一 般 的 高 斯 型 公式 的 特 剂 情形 . 因为 它们 很 有 
用 ,所 以 值得 专门 来 介绍 一 下 . 

古典 的 高 斯 公式 为 


| xjdx = 4 ) + 器 [ 门 . (8-27) 


因此 这 是 一 般 的 高 斯 型 公式 中 售 p(x) = 1,[a;8] = [- 1.1] 所 得 的 特别 情形 . 
根据 一 般 理 论 , 可 以 知道 公式 中 的 靖 点 xz 及 是 次 因 次 密 项 式 w(x) 的 零点 ; 
而 这 个 w(x) 必须 与 一 切 不 超过 一 1 次 的 多 项 式 0(x) 秆 交 , 亦 即 
| wz Ot{x)dx = 0., 
里 然 这 样 的 w(x) 总 可 以 通过 得 量 
Ek 三 | vdz tk = 1) 


作成 的 行列 式 表示 出 来 ,但 是 这 样 做 毕竟 是 麻烦 的 . 事实 上, 人们 早已 发 现 著名 的 
勒 让 德 多 项 式 


_1 时 2 了 n 
P(x) = 2"n! dt -1) 


恰好 具有 上 述 w(x) 所 要 求 的 直 交 性 ,由 于 P,(x) 也 是 = 次 多 项 式 , 因 此 它 与 所 需 
要 的 w(x) 顶 多 差 一 个 常数 因子 ,容易 看 出 

P(x) = 2 二 
因此 所 需要 的 w(x)( 即 最 高 次 项 的 系数 是 1 的 多 项 式 ) 可 以 吉成 


22( 1 
wl x) = Ton) | Px), 


这 样 不 仅 解 类 了 高 斯 公式 的 半点 问题 ,而 且 也 可 以 利用 所 注 到 的 w(x}) 去 解决 求 
积 系 数 的 问题 和 求 积 公式 的 余 项 问题 . 显然 
} wep | 1 Plx) 
4 = | {x 一 ww (xe) = | {x we) Pd (3-28) 
但 是 用 这 个 公式 来 计算 本 还 是 不 其 方便 ,事实 上 可 以 得 到 喝 简 单 的 系数 公式 . 试 
考虑 积分 


— Ptx)dx (8-29) 


-让 一 守 E 


注意 被 积 函 数 为 2n - 2 次 名 项 式 , 故 由 高 斯 公式 知 
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= A P', (x) ]. (8.30) 
田 一 方面 ,如 令 
= Fa a, = Ptr)dx, 
别 将 (8-29) 式 的 右 端 进行 分 部 积分 ,可 知 有 
Sk = [2 -人 Pu(x)( Pls Le ) dr (8-31) 


广 意 上 式 右 端 第 二 项 内 的 被 积 函 数 叉 是 2n - 2 次 多 项 式 ， 它 应 该 精确 地 等 于 高 斯 
公式 的 求 积 和 . 又 因 中 (am = 0 = 1,2,… ,nn), 故 (8-31) 式 右 端的 积分 等 于 坡 ， 
注意 成 (+ 1) = 1, 容 易 求 出 第 一 项 的 值 为 


PeiCx) 1 | J 
5 = 1 + x 


因此 依 48-30) 式 , 便 得 到 了 4 的 系数 公式 
a 之 


2 
(1 - x P, (x) (8-32) 


这 样 ,已 完全 解决 了 高 斯 公式 的 枸 造 问 题 . 
在 验证 P(x) 的 直 交 性 时 , 曾 用 分 部 积分 法 处 理 了 积分 
i= | PC) Qs)ds, 
现在 就 0(x) = Ptx) 而 言 , 则 由 同样 的 计算 手续 可 得 
1 ~ {2n)! 站 4 2 

| PPar = CD" 220s] (C42 Drdz = 元 2 ， (8-39) 

于 是 根据 高 斯 型 求 积 公式 余 项 的 普遍 公式 ,使 可 算出 公式 (8- 困 ) 的 余 项 为 
FAM E) L 人 2m+ (nt) 

El] = C2n)' | Lot) Pax 【28 + Dn (得 ， (8-34) 

其 中 -1 万 < 1, 于 此 ,用 到 了 (8-33) 式 和 


wx) = ST p(x). 


下 面 再 葡 要 地 指出 Mehler 求 积 公 式 的 结构 形式 .所谓 Mehler 公式 就 是 如 下 的 
特别 情形 ， 
1 
= i 
计 对 这 种 情形 来 说 ,具备 直 交 性 条 人 忻 的 因 次 名 项 式 w(x) 愉 好 就 是 著名 的 契 贝 谢 
夫 名 项 式 


[a,b] =[-1,1|. 


宁 n(x) = icos(n rocoOsx ) . (8-35) 


它 的 明显 表达 式 可 由 cosmg 的 展开 式 得 出 .了 .ix) 的 个 零点 ,wy,…,% 重 是 
Mehler 公式 的 结 点 . 再 根据 求 积 系数 的 一 般 公 式 , 将 wix) = 了 fx) 代 人 并 作 变 
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数 并 换 x = cos9, 则 可 得 出 所 需要 的 系数 为 
4 = 1 上 cosnd 下 


Fn) , Bos0 - x = (8-36) 
上 式 中 的 三 角 消 数 (实际 是 - 1 次 三 角 儿 项 式 ) 的 积分 值 恰好 等 于 让 个 (x) 的 


事实 ,读者 可 作为 一 个 习题 来 论证 . 
综 上 所 述 , 可 知 Mehier 公式 的 形式 是 


:2 1 x ， 
| fd = 人 fl) + FLA, {B37) 


其 中 诸 x 愉 好 是 天 fr) = 0 的 一 切 根 . 
公式 (8-37) 的 最 大 优点 是 求 积 系数 都 相同 . 这 在 应 用 冉 可 以 减少 mn - 1 次 乘 
法 运算 . 
公式 {8-37) 的 一 个 余 珊 信守 或 为 
ELf] = 0 7 一 一 Ke) (lstal). (8-38) 


这 里 当然 应 先 假定 /tx) 在 [- 1,1] 上 存在 并 连 钙 ， 

3. 三 角 精 确 麻 与 周期 函数 的 求 积 公 式 

在 实际 应 用 中 ,有 了 时 会 届 到 局 期 次 数 的 定 积分 ,因此 厂 必 要 再 讨论 这 种 积分 的 
近似 求 积 法 ， 

假定 要 计算 的 积分 是 / = | fx)dx, 其 中 1x) 是 4 的 以 2x 为 周期 的 连续 函 
数 , 即 /ix + 2x)= Ai) 下面 希望 建立 带 有 nm 个 结 点 的 求 积 公式 


| zyax 送 Say ry). {8-39) 
根据 维尔 斯 特 拉 斯 的 第 二 逼近 定理 ,用 三 角 多 项 式 
Tx) = qo+ SC orcoskr + besinkx) 


可 以 一 致 地 允 近 周期 连续 函数 ,因此 , 自然 叉 要 用 三 角 多 项 起 的 次 数 m 来 规定 求 
积 公式 (8-39) 的 精确 度 . 

如 果 会 式 18-39) 对 任意 m 次 三 角 多 项 式 说 来 都 精确 成 立 ,而 对 m + 1 次 三 角 
多 项 式 却 不 恒 成 立 , 此 时 便 称 (8-39) 式 的 三 角 精 确 讼 为 m. 

下 面 证 明 无 论 零 样 选取 水 和 x% 都 不 能 使 公式 (8-39) 的 三 角 精 确 度 提高 到 
宕 .考虑 n 次 三 角 多 项 式 


AD = Law( 32), (8-40) 


其 中 沟 (8-39) 式 右 端 求 积 的 绪 点 ， 由 三 骨 函 数 的 和 积 夺 化 公式 易 验证 = 个 三 角 
多 项 式 的 乘积 仍 是 三 角 窗 项 式 ,而 次 数 等 于 连 蒋 的 多 项 式 的 次 数 之 和 .因此 (8-40) 
式 显 然 是 n 次 三 角 包 项 式 , 假 如 设想 (8-39) 式 的 三 角 精 确 度 > m, 则 自然 就 会 有 
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人 [sae( < 一 4 ) | dx - Da) -0 
恒 工 式 的 在 端 明明 是 > 0， 这 个 矛盾 便 证 明了 人 39) 式 的 : 角 精 确 度 无 论 如 何不 
能 超过 nm - 1. 


进一步 还 可 证 明 {8-39) 式 确 实 可 以 达到 最 商 可 能 的 精确 度 (n - 1). 这 其 实 只 
须 服 等 距 缚 点 和 相等 的 系数 A 二 用 二 ”二 太 ， 即 可 办 刘 . 


在 [0.2x] 中 任 取 步 长 为 = 径 的 等 距 结 点 
x = x + (kK- nA (Ek = 1,2,. ,14). 
义 假 定 一切 系 数 为 常数 (A， = A), 在 公式 (8-39) 中 令 f(x) = L 则 | dx = Dia 
= 避 , 因 此 可 知 4 = 符 , 从 而 ,公式 (8-?9) 此 时 即 变 成 如 十 的 特殊 形式 . 


[A0 a EA (8-41) 

易 验 证 求 积 公 式 (8-41) 确实 具有 三 角 精 确 度 ma - 1, 为 此 只 须 取 f(x) = 1， 

cosmzr,sinmx{(m = 1 ,2,…,n 一 了) 来 验证 就 可 以 了 ,自然 同样 地 取 
fx) = ef = 0,1,2,. ,nn-1;i= v1) 
来 验算 -- 下 亦 就 由 了 , 当 扰 m = 0 是 无 需 输 证 的 . 以 下 可 候 和 外 0< m5- 1, 此 时 ， 
有 
| fds - [Wa = 二 [em] 和 = 0 
另 一 方面 , 求 积 和 也 等 于 0 ,原因 是 


> = Se +tk- DAE) jm 


这 就 证 明了 关于 精度 所 作 的 断言 . 
旺 然 ,如 果 秆 积 酌 数 的 周期 为 了 > 0, 虽 只 须 作 一 变数 代 换 即 可 将 公式 (8-41) 
变形 为 


| fa)ds = TOAm) + EU, 
=1 
其 中 0 sx 二 六 大 = ,om = DA) 
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引 言 


样 条 函数 的 概念 是 美国 数学 家 肖 恩 员 格 (I. Schoenberg) 在 1946 年 引进 的 .但 样 
条 函数 作为 分 段 才 项 式 男 数 ,特别 是 关于 分 段 多 项 式 早 就 为 人 们 所 研究 和 应 用 .由 
到 加 世纪 印 年 代 , 关 于 样 条 郴 数 的 研究 与 应 用 才 开 始 得 到 大 力 的 发 展 . 

样 条 晴 数 理论 飞速 发 展 的 源泉 主要 在 于 它 的 实用 性 . 样 条 遂 数 不 仅 具 有 良好 
的 结构 性 质 ,而 且 述 具有 很 好 的 逼近 性 质 和 数值 算法 实现 的 简易 性 . 它 被 广 话 地 应 
用 于 大 部 分 的 数值 计算 领域 .例如 ,数据 拟 合 , 郴 数 逼 近 , 数 从 积分 ,与 常 微分 方程 
及 篇 微分 方程 相关 的 算 了 于 方程 的 数值 求解 ,积分 方程 ,最 优 控 制 等 等 . 

样 条 函数 理论 的 论题 主要 包括 : 样 条 画 煞 基本 分 类 及 村 条 函数 空间 的 结构 ; 样 
条 函数 及 空间 的 代数 性 质 ,分 析 性 质 及 对 各 类 函数 空间 的 胃 近 性 质 ; 样 条 函数 的 讨 
算 方 法 及 样 条 函数 远近 的 各 类 数值 遏 近 算法 . 


1 梓 条 函数 空间 


!.1 基本 概念 


1.1.1 剖 分 及 剖 分 节点 
定 党 1 设 {a,] 是 一 个 有 限 闲 区间, 具有 如 下 排列 


= 
的 一 组 节点 | = 1,2 ,nn) 称 为 区 间 [a,5] 的 一 个 剖 仓 , 记 为 4 = jz = 
1.2,……,n), 剖 分 4 将 区 间 Lae ,5] 划分 为 n+ 1 个子 区 间 
= (gr) i=0,1, ,no-1lh 有 = [a ,ne ]. 

而 每 个 x(i = 41.2…,n) 称 为 剖 分 节点 ,简称 节点 . 

注 1 在 上 述 定 多 中 ,人 党 许 区 间 [a ,由 是 无 穷 区 间 ,例如 m =- 辐 或 ae =+m 
等 ,可 以 完全 类 似 地 定义 无 穷 区 间 上 的 部 分 . 其 剖 分 节点 可 以 仅 由 有 限 个 点 组 成 ， 
也 可 以 是 一 个 无 穷 序 列 ， 


1.1.2 差 商 及 其 性 质 


定 凡 3 设 已 知 站 数 fx) 在 n+ 1 个 互 不 相 网 点 x1ti = 1,2,…,n) 录 的 函 
数值 , 称 


[xi,x]f = A A 人 关门 
i 
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为 f(x) 的 一 阶 差 商 , 一 阶 差 商 的 一 阶 差 窗 

[x ,tilf = df 2 {i 上) 
称 为 让 x) 的 二 阶 差 商 . 一 般 地 , 称 (n - 1) 阶 差 商 的 一 阶 差 商 
,xf = [xx 一 [Lira 


[xo Xi x 
看 一 二 
为 函数 f(x) 的 rn 阶 差 商 , 特 别 地 ,函数 值 f(x;) 称 为 0 阶 益 商 , 记 为 [x ]. 
差 商 的 主要 性 质 如 下 : 
性 质 1 [zx 和] FF+g) = [xoswiy yr]f + [xor Xin" Xn |g 
性 质 2 x0,xi x1 = {xo x]f “其 中 [六 = 


性 质 3 车 Fx) = zr,m 为 自然 数 , 则 


0, ny Mm: 
[ xo, x1 , xa |f = R= hs 
诸 % 的 册 一 nn 次 的 齐 次 国 数 ， < mm. 
性 质 4 mn 阶 差 商 可 表 为 郴 数值 起 xz) ,f(x.),… ,A(x 的 线性 组 合 ,县 
Cx) 
[vos le y 2 《好 一 共和 让 区 一 Ki 一 Ket 一 和 
也 即 差 商 与 节点 的 排列 次 序 无 关 . 
性 质 5 若 扩 sx) 在 [a, 占 上 有 呈 阶 导数 , 且 节 点 和 和 |eb] = 0,1,.…,n)， 
则 存在 上 志 [ec.5] ,使 


[ xy 好] = nl + 


差 商 可 以 推广 到 具有 重 节点 的 情形 ,这 对 不 再 规定 节点 组 是 严格 递增 序列 ,只 
要 定 它们 为 非 减 序列 


1 


一 般 地 ,有 如 下 的 差 商 定义 
Li] 
| 
x [和 当 * 关 交 时 
了 F 和 Fr 时 
二 [人 
. [x we 人 ~ Lx, a ]7 
lim 是 二 Li | 下 了 < 昱 Eid Bh ， 当 > 一 x 时. 


所 
也 就 是 说 ,在 重 节点 处 求 差 商 就 是 求 导 ,因而 函数 在 重 节点 处 求 差 商 后 光滑 阶 会 降 
低 . 


1.1.3 多项式 空间 
定义 3 栎 下 列 集 合 


1 样 条 函数 空间 ， 90905 : 


再 


{ptx) 三 jar-ls eo, 人 和 都 是 实数 1 


是 次 数 不 超 过 m 的 实 叶 项 式 空 间 , 记 为 x,(R)( 或 简 记 为 x,). x, 中 的 每 个 元 素 
pt) 称 为 让 -1 钦 志 项 式 . 

定理 1 rw(R) 是 C*{R) 的 线性 子 空间 , 且 dimr,fR) = m, 对 于 任何 实 常 数 
a, 画 数 1: 一 4 一,(x - 49)"! 构成 x,(R) 的 一 组 基底 . 

龙 格 {Runge) 现象 ” 取 函 数 扩 rr)] = 1A1 + x) ,在 区 问 [- 5,5] 上 用 儿 项 式 去 
逼近 函数 大 *) .最 自然 的 方法 是 构造 一 个 插 鼻 窗 项 式 p(x). 取 区 间 [-5,5] 上 的 m 
个 等 分 点 


5510 有， 
《mm -1 


由 拉 格 朗 日 {Lagrange) 插值 ,存在 一 个 多 项 式 p(x) EE rnfR), 满 足 条 件 p(x;) = 
X= 2 mm) 当 严 = 15 时 ,多 项 式 ptx) 与 函数 放 xz) 的 图 像 如 图 1-1 所 
示 . 


图 1-1 
从 图 中 看 出 :在 区 间 的 端点 钼 ,名 项 式 椒 能 很 好 地 通 近 函数 ,这 种 现 鳞 称 为 龙 格 现 
象 . 龙 格 现象 说 明 : 客 项 式 函 数 的 整体 逼近 效果 很 差 ， 


1.1.4 和 蕉 断 壬 表 数 


定义 4 设 下 是 一 个 非 负 整数 ,ea 是 一 个 常数 .m 次 截断 寒 函 数 是 一 个 分 段 函 
数 , 定 义 为 


| 和 这 和 
0 _ 
Cx- a8={ > 
当 m 守 1 时 
na x" 
(x a)r= {oe 省 所 得， 


定理 2 当 m 1 时 ,截断 究 胃 数 {x aj" 是 mm-1 阶 叮 微 函数 , 即 (x - a)"TE 
ei(R). 
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1.1.5 函数 的 支 集 


定 灾 条 给 定 一 个 函数 六 x), 它 的 支 集 suppt 六 定 习 为 
supht 说 = 集合 1x 1 x) zz 01 的 财 包 . 


1.2 ” 样 条 困 数 空间 


由 于 存在 龙 格 现象 ,用 单个 多 项 式 销 数 通 近 一 个 隧 数 通常 不 可 能 达到 理想 的 
逼近 精度 . 为 了 实现 用 多 项 式 函数 类 以 较 高 的 逼近 精度 近似 某 个 钞 数 ,人 们 提出 了 
分 段 多 项 式 函 数 的 轴 想 , 即 样 条 函数 的 逼近 方法 . 样 条 函数 的 具体 概念 如 下 . 


1.2,1 一 般 样 条 郴 数 


定 沈 有 设 态 = 45 = 1,2. ,RR) 量 绽 定 区 间 [a,5] 工 的 剖 分 ,其 剖 分 于 区 
间 为 FE = 0 1 下) 记 下 三 《和 :和 是 注 足 1 过 后 妆 丙 人 关于 站) 
的 整数 向 董 . 称 干 列 函数 集合 

54) = |s | 存在 多项式 im 七 zt,(R)!， 
古 得 当 % EE 4 时 ， 
stx) = sr) (i= 0,1,.,n) 
且 
瑟 二 = 
为 剖 分 4 上 重度 为 上 的 m 阶 ( 儿 项 式 ) 样 条 函数 空间 , 傈 (4) 中 的 任何 函数 称 为 重 
度 为 点 的 亚 阶 样 荣 函数 .zx 称 为 样 芝 函数 的 节点 . 

1* 重度 向 量 上 控制 了 样 条 函数 在 各 个 节点 上 的 光滑 度 . 如 果 各 = 吉 , 则 样 条 孙 
数 * 在 节点 所 处 的 光滑 度 为 - 1, 即 多 项 式 片 sx 和 s(x} 在 x 外 互 不 相关 联 ， 
如 果 上 < m -~ 1, 那 么 样 条 函数 ; 在 节点 x 处 具有 直到 mm - 1- 大 阶 的 导数 . 

> 如果 区 间 [ a,&58] 是 无 限 区 间 , 样 条 函数 的 定 必 可 志 作 科 然 的 推广 .于 是 截断 
军 函 数 tx - a)""' 就 是 重度 汶 1 的 m 阶 样 茶 函数 , 仅 有 一 个 前 分 节点 a， 

了 ?如 果 [a,#] 是 有 限 区 间 , 风 对 任何 (x) € 戌 (4),s(x) 可 以 延 拓 到 整个 实 
轴 上 ,使 得 当 * < a 时 ,s(x) = so(x); 当 x > 时 ,s(x)》= lx). 所 以 s(x) 可 以 
看 成 是 无 穷 区 间 { - ,+ wm} 上 剂 分 为 4 的 样 条 函数 . 


1.2.2 等 光滑 度 亚 阶 祥 条 函数 


上 面 定义 的 一 般 样 条 半数 在 训 分 的 不 同 节 点 全 的 光滑 雇 椒 尽 相 同 .在 实际 应 
用 中 ,更 为 广泛 的 贺 数 是 所 谓 的 等 光滑 讼 样 条 函数 ,其 定义 如 下 . 

定义 7 设 4 是 [a,45] 的 一 个 剖 分 ,如 果 重 度 向 量 二 = {1, 局 上) 的 各 个 
分 量具 有 相同 的 和 值 , 即 六 = m 一 1 -上 ,其 中 是 满足 -1 < 上 < m -2 的 整数 , 则 
称 StAY 是 光滑 度 为 的 m 阶 样 条 函数 空间 , 简 记 为 全 (4 ). 特别 地 , 当 上 避 =-1 
时 ,Sa4) 表示 剖 分 和 上 揭 分 片 多 项 式 空 间 ， 


1 样 条 函数 空间 -0907 . 


光滑 讼 为 庆 的 m 阶 样 条 冰 数 sx) 在 节点 处 是 卡 阶 光滑 的 , 即 s(x) E [a， 
4]. 


1.2.3 m 一 1 决 样 条 苔 数 


定义 8 称 光 滑 度 为 m - 2 的 m 阶 样 条 函数 空间 S34) 为 m -1 次 样 条 卫 
数 空间 {或 称 为 m 阶 样 条 浮 数 空间 ), 简 记 为 S 4) 室 间 5.(5) 中 的 函数 称 为 
m - ] 次 样 条 随 数 . 

m -1 次 样 条 函数 s(x%x) 在 每 个 前 分 子 区 间 上 是 mw- 1 次 者 项 式 , 在 每 个 剖 分 节 
点 上 的 光 消 度 为 m - 2.m - 1 次 样 条 函数 的 定义 仍然 可 以 拓展 到 无 穷 区 间 (- *， 
+ 关上 . 

例 1 设 区 间 为 [0,1] .as = 11721, 则 阴 数 

(= 人 De 1 2 


lx | 过 YY 

是 区 间 [0,1] 上 的 一 次 样 条 函数 . 

1.2.4 自然 祥 条 函数 

定 兴 四 设 A= ii 人 = 1,2,…',n) 是 区 间 [ a ,51 的 - -个 前 分 ,stx) 是 [ a, 上 |] 
上 基于 4 的 一 个 ( 奇 次 12m - 1 次 样 杀 畏 数 .如 果 在 区 网 [ a .x1) 和 [x ,58] 上 分 别 是 
两 个 m - 1 次 多 项 式 , 则 称 six) 是 一 个 2m -~ 1 次 自然 样 半 函 妆 . 全 体 2m - ] 次 自 
然 样 条 图 数 记 为 入。(6). 

显然 2m - 1 次 自然 样 条 娩 数 空间 Nw(25) 是 2m 一 1 次 样 条 空间 8% (0a) 的 子 
字 间 . 遂 常 自 热 样 条 函数 可 以 延 拓 到 整个 实 抽 (ww, + wm; 上. 

自然 样 条 函数 具有 许 允 优良 性 质 ， 

同样 可 以 定义 具有 午 度 的 自然 样 条 育 数 及 空间 . 

定 流 加 设 太 = zl 人 = 1,2,…,n) 是 [a, 上 5 的 -一 个 剖 分 ,上 = (ki ， ,…， 
皮 ,)】 为 其 重度 向 量 .定义 函数 空间 
MA = 中 = 1[e,z ) 和 人 = lf 是 mm -1 雇 儿 项 式 }. 
称 三 ,(A) 为 重度 为 在 的 2m 阶 (或 2m - 1 次 ) 自然 样 条 册 数 空间 ,其 中 的 任 一 函 
数 称 为 重度 为 点 的 2m 防 自然 样 条 函数 ， 


1.3 ” 样 条 明 数 的 性 质 


1.3.1 样 和 杀 空间 引物 

定理 3 设 A = ii 是 区 间 [a ,6 的 一 个 毅 分 , 业 = (上, 如 ,后 ) 为 其 重 
度 向 量 , 记 上 = > 则 重 诬 为 下 的 mm 阶 样 条 函数 空间 人 844) 的 维 数 为 m + 下, 且 
下 列 函 数 系 构成 Sh(A) 的 一 组 基底 


*。 908 ， 第 19 篇 样 条 罗 数 


[ot x) = (ro) i= 0 ni = 1,2,.", 6), 
其 中 xo = ww 和 上 和 = 严 ， 
定理 3 说 明 SC4) 中 的 任何 函数 ‘(4) 可 以 表示 成 如 下 的 形式 : 


s(x) = 2 - @) 十 So -mr [5]， 


其 中 1564(j = 1,2,. ‘nn), eslti = 12. ni = 1,2,… ,上 ) 是 实 常数 .由 定理 3 
不 难得 出 以 下 推论 

推论 1 设 5%(4) 是 区 间 [a,8] 上 关于 章 分 A = fx|51 的 光 潮 度 为 的 mm 
阶 样 条 函数 空间 , 则 Sn( A) 的 维 数 是 Cm - 1 一 上 n+ m. 对 任何 (x) € 号 (4), 存 
在 常数 11 及 | 和 | ele 人 1 使 得 


s(x) = Bos et DS a rE[e,b]. 
推论 2 设 5.( 和 4) 是 区 间 [a， 5] 上 关 干 剖 分 4 - {ziti= 1,2,,n) 的 m- 
1 次 样 条 中 数 空间 , 则 5, 和 4) 的 维 数 是 m+ #8, 对 任何 s(x) E 5.(4), 存 在 常数 
18 = 1,2,,m) 和 el(i = 1,2,…,n), 使 得 
s(x) = bs - a)il + p37 (xz x)m!, xELa,b]. 


同样 地 ， 上 述 定理 及 推论 对 无 穷 区 间 (_ 9 ,+ 名) 上 的 样 条 沙 数 空间 也 是 成 立 
的 .特别 地 ,对 m -1 次 样 条 函数 襟 间 有 如 下 的 结论 . 
推论 3 设 上 = 1xz10i = 1,2. ,na) 是 无 穷 区 间 (- % ,+ 名) 的 一 个 剖 分 , 则 
无 窃 区 间 上 的 m 次 样 条 函数 空间 $5,.(5)( 用 相同 的 记号 ) 的 维 数 仍 是 m+ na 并 且 
S。.f4) 中 的 任何 样 条 函数 s(x) 都 可 以 表示 或 如 下 形式 : 
sx) = pnt (+ Pe (x E+ )， 


其 中 p(w) 扎 zat 呈 ) ,el(i = 1,2,…,n) 为 常数 序列 . 

下 面 讨论 自然 样 条 函数 空间 的 结构 有 如 下 的 结论 ; 

定理 4 设 4A = jz = 1,2,…,n) 是 区 间 [a,#81] 的 - -个 剖 分 . 隙 数 stx) EE 
Ah (4) 的 充分 必要 条 性 为 :存在 一 个 儿 项 式 ps,(x) E mm (号 } 和 满足 如 下 约束 条 
件 


pp =0 (j=0,1,.,m-1) 
的 常数 clrezr “1a; 使 得 
Ss{x) = palx) + yalx Em"! x€ |a,b]. 
i 


1.3.2 样 条 函数 的 关系 
定理 5 设 a= fa = 1,2, 一 ,#) 是 区 间 La;,4] 或 无 窃 区 间 (- 四 ,+ ») 


2 纯 样 条 枫 数 * 909 ， 


的 一 个 前 分 , =《 丰 如 四) 为 其 重度 向 量 , 册 
Pa RR) 人 SA), rR) CC SA 
> 对 任何 -1 和 cm-2, 有 SA) cc SA); 
3 好 念 如 = max | 友 二 虽 当 下 人 有 -名 时 ,有 8 人 4) 2(A]; 
和 央 设 大 汪 1 则 由 (aa) CC 5 (4)， 
定理 6 设 s(x) € 85(4) 并 且 是 可 微 函 数 , 则 "fxr)E 吕 (4) ,其 中 
KR = ,k= minim 2 1,k!. 
定理 7 设 sx) EE 5S(A), 则 


| sq €E Sh,1(A). 


2 8B 样 条 荫 数 


由 第 1 章 的 定理 3 知 , 样 条 函数 空间 中 的 任何 一 个 样 条 耳 数 都 可 以 表示 成 一 些 
截断 宏 晴 数 的 线性 组 全 .对 于 任何 截断 突 函 数 (x - ai ,由 于 supp((x - a}!) 
= [a,+ 多 ), 所 以 截断 究 消 数 基 底 不 具备 局 部 特性 .这 对 于 一 些 领域 (如 CAGD} 的 
实际 应 用 问题 是 极 不 方便 的 ， 

8 样 条 函数 则 是 一 类 具有 有 限 支 集 的 样 条 函数 , 它 可 以 作 软 样 条 函数 空间 的 
基底 ,并 且 具 有 许多 优良 的 性 质 . 


2.1 8 样 条 函数 的 定义 


请 样 条 函数 有 多 种 等 价 的 定义 方式 ,以 下 将 使 用 差 商 来 定义 . 
2.1.1 不 等 距 节 点 8B 样 条 肖 数 


定 尖 1 站 + 1 个 节点 生 viv! 和 所 Xiym 上 的 m 阶 {不 等 距 ) 规范 B 样 条 

果 数 定义 为 
B, mtx) = (Kirm 一 ri ves i im (t+ 一 (2-1) 

其 中 差 商 是 关于 变量 : 计算 的 .简称 为 8 样 条 函数 . 

1* 在 定义 1 中 ,并 不 要 求 节点 #01: rm 互 不 相同 . 如果 出 现 重复 节点 ， 
求 差 商 按 求 导数 理解 .由 于 {1 ~ *)" 只有 mm-2 阶 连 统 导 数 , 故 关系 式 x 志 %,1 
过 用 各 vm 中 至 少 有 一 个 严格 不 等 式 成 立 .一 般 要 求 x，< x%,m 即 可 . 

2 畏 数 吕 , (x*) 定义 在 无 穷 区 间 (- 名 ,+ 四) 上 ,是 削 分 和 上 的 分 斤 可 -上 次 
多 项 式 函 数 , 其 中 A = yi 由 名 二 让 二 有 和 mn 中 本 不 相 同 的 节点 序列 组 成 
对 任何 yy EE ,如 果 方 在 志和 1 二 二 xisn 中 是 po 重点, 则 B,ntx) 在 和 处 
的 光滑 阶 为 m-1- Hi 

例 1 取 节 点 组 ixo = 0,x1 = 172,x3 = 172,x3 = 1.x4 = 2}, 则 相应 的 4 阶 规 
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范 8 样 条 阔 数 为 
0, x < Os 
4 ， de 1 
80 Lr Ly+3x-1 lx<1; 
Boatxy = 149 2 2 ” “ 


-全 tx -Dr 生生 


lex< 2} 

性， * = 2. 
此 时 前 分 4a = 10,172,1, 半 ,节点 y= 1 人 2 的 重度 为 2, 故 在 ] 人 2 处 ,函数 Bo af zx) 的 
光滑 阶 软 1, 其 他 节点 处 的 光滑 阶 为 2. 


2.1.2 等 踪 节 点 B 和 样 条 函 吉 


在 数值 分 析 中 ,应 用 得 较 广泛 的 BB 样 条 函数 是 所 谓 的 等 路 节点 上 的 8 样 条 本 
数 ,其 定 交 如 下 ， 

定 半 2 在 定 关 1 中 ,如 果 节 点 组 满足 ET + 所 (0 = m) ;其 中 点 是 
辕 定 信和, 称 为 节点 步 长 , 则 {2-1) 式 定义 的 m 阶 8 样 条 函数 B(x) 称 为 等 距 节 点 上 
样 条 函数 ,并 记 为 时 (x*). 

fp 在 等 距 节 点 B8 样 条 定义 中 ,如 果 x; = 0, 基 长 六 = 1, 则 相应 的 等 春节 点 台 样 
条 肾 数 本 。(*%) 称 为 基本 8 样 条 区 数 ( 或 整数 节点 B 样 条 耳 数 },m 阶 基 本 吾 样 条 
消 数 记 为 N(x). 

例 2 当 m = 2,3,4 时 ,基本 8 拌 条 妙 数 分 别 为 


0, * < 0 
芝 ， Osx*<1, 
Ntx) = 2 x, le 
0, x > 2; 
0, x < 0, 
2 Ox< 1], 
N(x) = 1 (2x7 +6r-3)/2,， lard2, 
{3 x)2, 2 3， 
心 ， :i 
0， x 妆 上， 
x Ox<1, 
Nx) = (3x + 12 好 — I2x + 4), lsx 2, 
{3x3 — 24x + 的 xz - dH)/6, 2 3, 
(4 - x)3/%6, 3 所 x 所 4 


0, > 
2 等 距 节 点 8 样 条 田 数 和 基本 上 8 样 条 函数 在 节点 处 的 光滑 度 为 m - 2, 故 都 具 
有 m -2 阶 连续 号 数 . 
3 等 耻 节 点 8 样 条 函数 肚 .m(x) 与 基本 B 样 条 通 数 N(x) 具有 如 下 的 关系 


2 吕 样 条 函数 " O11 ， 


下 一 是 | 


Mn tx) 三 AN 
以 而 关于 等 距 节 点 品 样 条 函数 的 问题 可 以 归结 于 基本 吕 样 条 画 数 . 


2.2 豆 样 条 的 性 质 


2.2.1 基本 性 质 


定理 1 设 x 二 | 生生 tm 是 节点 序列 , 满 中 条件 x， < 后 sw, 则 
suppB; ml x) = Li, xirm) 
三 [和 is] 上 .B(x)} > 站 
本 定理 说 明 8B 样 条 函数 8. ,(x) 在 区 闻 [ x;,%;,m] 外 肾 值 恒 为 堆 , 这 是 与 截断 
知 角 数 的 重大 区别 . 
推论 1 等 中 节点 8 样 条 函数 ifi,s( xz] 的 支 集 为 [x ,xsa], 在 [xurm] 工 ， 
Mnkx) :> 0. 且 MM.nlx) 关于 区 间 { ,sn] 的 中 点 入 + 2 是 对 称 的 . 


定理 2 设 下 xi 则 


(x 一 xy™! 
Bntx) = fe 一 x Nn 
0, 其 他 . 
类 位 地 .如果 mn 2 ms* 则 
| 
Baltx) = Ke — x 和 
0, 其 他 . 


2.2.2 8B 样 条 基底 性 质 


为 了 说 明 8 样 条 出 数 对 一 般 样 条 函数 空间 的 芒 底 性 页 , 引 人 人 加 下 的 概念 ， 
定安 3 设 剖 分 A = 1 = 1,2, 呈 ,Rn) 满 足 a< x x < < $, 


给 定 重 讼 向 重大 过 {中 1 至 丰 : Ea mls 二 1 .2 二 SY 
= 
构造 序列 | Hi 二 了 十 二 ) 如 下; 


证- 时 2 和 -和 
使 得 
Ye (2.2) 
与 
ml mk ns 
上 上 


1 自 


其 中 1 Ya + Ym 和 yy 是 满足 条 件 (2-2) 的 任意 常数 ， 则 称 本 二 
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1 = 1,2 ,2m + 上) 是 和 关于 样 条 函数 空间 SA(4) 的 细 剖 分 . 


注意 : 绝 剖 分 4 的 构造 是 简单 的 ,除了 两 端 2m 个 节点 站 加 和 ys， 
yzmi 是 满足 (2-2) 式 的 任意 常数 外 ,其 他 的 节点 1y 就 是 将 原 剖 分 4 的 分 点 后 按 
其 重度 分 量 点 进行 重复 的 序列 ， 

定理 3 设 太 = jl = 12, ,+k) 是 4 关于 样 条 函数 空间 中 (4) 的 
细 前 分, 则 对 = 1,2, mm+ 大 由 节点 序列 


Yi mn 
定 党 次 二 大 个 规范 如 样 入 国 数 如 下 : 


Bnlx) 三 (yim 一 yy mt 一 x 所 攻 乓 下， (2-3) 

则 其 构成 S*(A) 的 一 组 基底 ,在 La, 58] 上 ,有 
人 > 可 x) = 1 (2-4) 
I" 如 果 8 二 Ym+krl 三 "= ]2m+ks 在 定理 中 ， 函数 Bk.m (x) 在 x = 三 5 处 的 函 


数值 理解 为 B,,; mlx) 在 x = 上 的 左 极 限 .根据 定理 2, 切 12-3) 式 定义 的 消 数 
Bnriem(x) 在 x = 请 处 取 零 值 , 这 样 的 修改 是 必要 的 ， 

> 恒等式 (32-4) 称 为 吕 样 条 函数 序列 | 机 (zjl 人 = 1 2 二 + 丰 的 单位 分 
解 性 质 . 

3 定理 3 说 明 , 对 任何 样 条 函数 s(xw) E 304) ,存在 常数 序列 tciiti = 1,2， 
…,m + 丰 ) ,使 得 


sk) = ap A) dr 人 eb. 


例 3 取 [a,5] = [0,5] ,4 = 11,2,3,4i, 求 一 次 样 条 西数 空间 Sa4] 的 基底 ， 
由 推论 2 知 , 空 间 $14) 的 一 组 基底 可 由 截断 者 函 数 给 出 ; 
lxtx oi x23) 05 41， 
而 它 的 8 样 条 函数 基底 为 


1 0 1 Lt， Osx<1; 
号 -1 性 和) = 人 ” 其 他 ， ~ ma(z)》 = {2- *, lax<2; 
" : 0， 其 他 ， 
-1, l<x<2, -2,， 2<w<3, 
Bl.ztx) -> 2ex<3, Bx) = | 3 < 
0, 其 他 ; 0， 其 他 ; 
TX-3, 3<%<4, 
Byrtx) = {5- x = 位- 4. ep 


0, 其 他 ; 
定理 4[ 变 差 缩减 性 质 } 设 cea，……cnk 是 一 组 不 全 力 堆 的 实 常 数 , 则 样 条 


函数 s(x) = Sa Ela 二 的 变 号 次 数 不 超 过 系数 序列 je1(i = 1,2， 


2 加 样 条 函数 * 913 ， 


+ 上 的 蛮 导 砍 数 . 
2.2.3 BB 样 条 通 数 序列 的 性 质 
定理 $$ 递 推 关 系 ) 设 莒 二 2, 则 mw 了 罚 规范 B 样 条 轴 数 满足 如 下 的 递 推 基 系 . 


Bal*) = Bans) + -Bim (x), 


i+m 一 和 + 


可 一 各 +Hm 一 交 


和 itm-l 一 吉 
其 中 
1， 和 莹 区 
B(x) 三 {6 其 他 . 
定理 t{ 求 导 弟 推 公式 )” 设 m2, 则 
4 Bon-i(x) Bln tx) 
dBi mlx) 一 Cm De 一 车 和 } 
由 于 多项式 空间 x (R) 是 样 条 葬 数 空间 Sh(24) 的 子 飞 间 , 所 以 每 一 个 多 项 式 
可 以 由 BB 样 条 阔 数 表示 . 
定理 了 7( 才 项 式 恒等式 }) 设 了 = |xi(i = 1,2…. 上 + 六 ) 是 一 个 非 减 序列 ， 
且 满 足 


和 i = 1,2,.° ,NN, 
则 
(x — ¥)™! 三 2 lr,, 一 名 of 让 
如 果 记 
Bn) = Tw- 站， 了 = 1,2,.%,N, 
Fat 

则 不 难 由 上 述 定 理 得 以 下 推论 ， 

推论 2 对 n= 0,1,…,m -1, 有 


上 {- | ee 
“ (m — Ttn + 1) Bn). 


2.2.4 基本 是 样 条 函数 性 质 


以 上 有 关 呈 样 条 函数 的 性 质 对 于 基本 如 样 条 范 数 局 样 是 成 立 的 ,不 仅 如 此 , 基 
本 8 样 条 函数 还 具有 如 下 福 质 . 
定理 8 设 xio,v 是 [0,1) 上 的 特征 孙 数 , 则 
Nalx) = XLO,1) # x[O,1) #0 # X[O, 1), 


上 


从 而 
N(x) = | 机， 一 有 
了 
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3 如 果 记 wu(x) 的 傅 里 叶 (Fourier) 变换 为 衣 ,(9), 则 
N00) 一 ( 二 吕 仁 过) 


2.3 8 样 生 计算 方法 


设 码 三 {x 三 1 2 ,Ry 是 1a， 5 的 一 个 前 分 ,天 二 和 是 相应 

的 重度 向 量 , 记 上 = 之 ,后 .由 定理 3 知 , 样 条 函数 空间 s8%( 4 ) 的 维 数 是 m+ 上 ,如果 

= jz 12 mr+k) 是 4 关于 台 (4) 的 细 剖 分 ,那么 对 任何 s(x) E€ 
S5(4) ,存在 | esl (i = 1,2, ,m+ #) 使 得 

stx) = > oa nn x). {2-5) 


上 式 称 为 样 条 函数 ;(x) 的 8 样 条 展开 ,序列 [al (i = 1,2,… ,m+ 卡 ) 称 为 样 条 辐 
数 {x) 的 控制 点 ， 

通过 表达 式 (2-5), 可 以 得 到 计算 样 条 隔 数 的 高 效 算法 . 

定理 9 设 样 条 函数 s{ x) 由 {2-5) 式 给 定 , 则 对 尾 何 1 三 过 和 ,有 


mttte-! 
s(x 三 >， ebx) Bm_ jt( x), 
ia 


其 中 cn(z) = af = 1,2,…,n, 且 cM1(zx) 可 以 递 推 计 竺 如下: 设 cbl(x) = 
ell{ x) = 心 ， 


0, 如 采 ym-i -3 = 0 
PrUfx) 三 fs 一 yi jef (zx) + (yem i 一 *) et {x) 否则 
Ji+m- 一 和 
(2-6) 


其 中 = 1,2,) 砚 圭 克 + 让 三 12 ; 丙 -1. 特 别 地 , 当 志 x”< yl; 有 
s(x ) = cl™l(x*). 

(2-6) 式 表 明 cH 中 (x) 是 cl 四 (x) 和 ce 后 的 后 线 性 组 合 ,上 刁 此 计算 是 稳定 的 . 同 
时 ,由 (2-6) 式 不 难看 到 ， 要 计算 去 ”< 8 点 处 的 困 数 值 s(x*) ,只 需要 用 到 
部 分 系数 oa- … 

在 昌 样 东 屡 开 式 (2- 5) Fn 可 以 导出 样 条 函数 的 求 导 公 

定理 如 设 :fx) = Sa (x), 对 任何 1 和 
在 * 处 的 各 阶 右 导 数 如 下 : 

Dr! s(x) = DB, marx), 

其 电 ei? -eyi = 12 天 十 有 目 对 i = jm 二 大和 i = 23 如 有 


3 样 条 函数 插值 方法 ， 915 ， 
人 人 人 = 
人 一 | —Jj+ 1) ey Ti mm。 ?+| 一 Fi} > 0; 
0 省 则 . 
关于 样 条 函数 的 积分 具有 更 简洁 的 计算 公式 . 


中 省 
定理 和 设 sx) = >，c5 (xz) 则 对 任何 * < 内 mm 有 


上 一 


m+ 
Dh stx) =| s(1I)dt = eHB n(x). 
| izl 


£ 


-和 


三 1 


3 ” 样 条 函数 插值 方 法 


样 条 函数 最 常见 的 应 用 就 是 插值 .插值 方法 基 从 有 限 前 信息 通 近 未 知 消 数 的 
最 基本 的 方法 .插值 方法 有 多 种 类 刑 . 名 项 式 插值 是 最 击发 的 方法 之 一 . 而 在 实际 
应 用 中 ,更 具 录 活性 ,有 效 性 各 简洁 性 的 搬 值 方法 当 属 样 杀 鹃 数 插值 . 样 条 晴 数 插 
值 讨 论 的 主要 问题 是 ;1° 插值 问题 的 提 法 ;? 插值 问题 竟 和 过 定性 ;了 插值 解 的 唯一 
性 :中 揪 值 解 的 计算 . 


3.1 分 段 多 项 式 插值 


3.1.1 分 段 线性 插 慎 


1. 插值 问题 提 法 

设 [a,5] 是 一 个 区 间 ,A = xi = 112 让) 是 [#5 的 一 个 剖 分 . 记 和 0 = 
al = 给 定 六 xi=0Dl nn4 1, 求 一 次 (或 二 阶 } 样 条 靖 数 L{x) 七 
St 轧 ) ,使 得 , 

Lx) = fr) = 0,1, ,RnR+ 1. (3-1) 

如 果 L(x) E Sa) 满 足 (3-1) 式 , 刚 称 L(x}) 为 线性 翌 条 插值 函数 . 

2. 插 值 解 

定理 1 对 于 任 给 的 函数 值 F(x) (i = 0,1,…,n+1). 线 性 样 条 插值 问题 是 唯 
可 解 的 , 即 存在 唯一 的 样 条 遂 数 s(x) 全 S$,(4), 使 (3-11 式 忒 立 . 且 


tx) = > fx) B(x), 
i 


其 中 
区 | 一 党 入 一 各 
B(x} = 1 一 卫 ii Bri( xX) = 1 Xn x 
0 其 他 0 其 他， 
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et LN 

B(x) 三 和 1 一 和 i 二 = 1,.2,.*,n, 
El 1 
0， 其 他 ， 


也 即 揪 值 解 s(x) 是 连接 点 序列 x, Ax = 0,1,… + 了 1) 的 折线 函数 . 
3.1.2 分 段 埃 尔 米 特 (Hermmite) 插值 


1. 插值 问题 提 法 

设 访 = xd = 1.2…,1i 是 区 间 [a,] 上 的 一 个 剖 分 , 记 癌 = ea 和 zx, = 
,在 每 个 节点 上 缩 出 函数 值 六 x) 和 一 和 阶 导数 值 六 (ziCT = 0,1,…,n + 1). 求 光 
滑 度 为 1 的 4 了 脐 样 条 函数 F(x) € SI(24) 使 得 

再 Yi = An) Hn) = F(R) = 01,. ,n+ 1. (3-2) 
满足 条 件 (3-2) 的 样 条 函数 HCx) E S45) 称 为 分 段 三 次 霹 尔 米 特 插值 睛 数 . 显 见 
用 fs EE Ca,b]. 

2. 插值 解 

定理 2 ”对 于 给 定 的 函 孝 值 Km ) 及 一 阶 导数 值 (x) ,满足 条 件 (3-2) 的 分 
段 三 次 埃 尔 米 特 插 东 本数 Htx) 是 存在 玲 一 的 . 且 f(x) 可 以 表示 为 


B(x) = SAC) B(x) + f° (x) Cx))], 
ji 三 站 


其 中 
2 
起 一 上 -上 区 一 WE] ， 
EN 人 - 2 十 ， Xl 
B(x 二 一 _ 2 一 中 
1) 
EE i Nitl 一 Ni 
0, 站 他 ; 
讲 一 著 ;_， 蒜 一 二;_， , 
le +1) (1- ) ， EE 
et ) 之 和 气 [1 -一 各) . 
i Ti 一 Wi 和 这 着 


0， 其 他 ， 
这 里 革 _| 立 zi 芝 2 +l 为 尾音 附加 的 两 个 结 点 ， 


3.2 三 次 样 条 播 值 


3.2.1 插值 问题 提 法 
侵 冯 二 tx 是 区 间 [a , 志 ] 上 的 一 个 剖 分 . 记 三 xt 六 4&. 在 每 个 节 


3 ” 样 条 函数 插值 方法 917 ， 
点 处 给 出 虹 数 值 fx (i = 0,1,…,n + 1), 求 三 次 样 条 函数 tx) GE Sa 使 得 
SE) = Fr), EE= 0,1l,",n+l. (3-3) 
如 果 让 在 s(x) 入 Ss(A&) 使 得 条 件 (3-3) 成 立 ,那么 称 s(x} 是 关于 函数 A x) 
的 插值 三 次 样 条 函数 . 
3.2.2 播 值 解 的 存在 唯一 性 
三 次 样 条 函数 空间 514 7) 的 维 数 为 +4. 茶 件 (3-3)1 公 给 出 了 mm+2 个 约束 条 
件 , 为 了 唯一 地 确定 三 次 捅 值 样 条 函数 s(x) ,需要 添加 两 个 约束 条 忻 . 在 实际 应 用 


中 ,有 两 类 上 典型 的 约束 方式 ， 
(1) 工 型 边界 条 件 : 给 定 端点 的 斜率 


3 (ro) = Fx) Fm) = fF {rani). {3-4) 
(2) [型 边界 条 件 : 给 定 端 点 的 二 阶 导 数 
xo 二 0 (3-3) 


定理 3 满足 工 型 或 贡 型 边 愉 条件 的 播 值 是 叭 … 存 在 的 , 即 存 在 趴 一 的 
stx) E St) 使 (3-3) 式 及 (3-4) 式 或 (3-3) 式 及 (3-5) 式 成 立 ， 


3.2.3 ” 揪 慎 三 次 样 条 遂 数 的 计算 


1. 基 于 函数 值 和 一 阶 导 数值 的 表示 式 

插值 三 次 样 条 函数 *(x) 是 分 段 三 次 多 项 式 , 且 在 区 间 [a,b] 上 存在 二 阶 连续 
导数 . 记 在 节点 x 处 的 一 阶 导 数值 为 m(i = 0,1.…,m + 1), 则 在 [x-1,x] 上 插值 
三 次 样 条 函数 s(x) 可 以 表示 为 

s(x) = Fx Folt) + FOv) FE + Cw - ti) Lm Oot) + mt) ], 
其 中 = 二 二 ,Po(D FC), Gok) ,G0) 是 [0.1] 区 间 上 的 三 次 埃 尔 米 特 揪 


值 基 郑 数 , 即 


mtr) 二 2 一 3 经 二 1 ， 
PT = -27 + 了 2， 


Ht = -2 +, < tel. 
CG) =, 
其 一 阶 导 数值 mm; 由 下 列 方 程 组 确定 : 
2 po in co 
A 2 pi i 《1 
A 2 pj m2 ca 
“" : = : | |， (3-6) 
An-l 2 Fn-l Min -1 Cn—l 
An | 和 辆 cn 


Anrl 2 Mm ht+1 
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其 中 
i 
= 3[7. J 所 二 DD pe ft) 1] 
和 一 丰 ;:_] i| 一 并 
f= 1,2,°"*,n 
对 1 型 边界 条 件 


rn = 0, oo = 2F' (4), 
Anal 三 0, Cnt+l 三 27 {6), 
对 上 型 边 办 条件 


rnr= [|， co= 3 (0), 
一 由 一 
Anil = ]， Co+l1 一 3 -A , 本 f "(8). 


方程 组 (3-6) 称 为 三 转角 方 如， 其 系数 短 阵 是 共和 角 古 优 的 因而 是 非 育 寞 的 ,可 以 
唯一 确定 本 (人 = 0,1,*… ,n+ 1). 

2,. 基 于 荐 数值 和 二 院 导数 值 的 表示 式 

插值 三 次 样 条 痛 数 s(x) 在 区 间 [a,&b1 七 存在 二 阶 连 续 守 数 , 记 由 = "(x0(i 
= 人 ,1 ,RR+ 1. 在 子 区 和 间 [ wi_1,x%i] 土 ,有 


?zh = WH 一 + M, 1, 
1 | 
则 三 次 样 条 范 数 sx) 在 ] Pr 
好 一 {x x 
s(x) = Mi a 一 2 + 提 Gtx 一 二 了 + 
2 
(ws -上 er 和 } 二 过 十 
(£2) - Me 6 si ) 和 才 ， 
其 二 阶 导数 秆 必 : 由 下 列 方程 组 确定 : 
2 i Mo do 
HI 2 A 材 | 也 
Hz 2 Ad, HM, dd 
: = ， 3-7) 
Hn- 2 A 1 机 中- 
Hn 2 A MM, 本 
Pi 2 LAM, 小: 


其 中 
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4 和 
‘i A Tid 六 一 Titl 一 Ti 
4 - # (A A A A) 
‘0 Nitl — Til Til 一 区 加 下 | ” 
f= 1,2, ,nh. 
对 上 型 边 异 条 忻 
_ _ Ax) — fia) Fim) 
co=1, d=0 (x1 一 a -0 a 
(By — fx ? 
mari = 0, dn = 6 As, ef, 


村 十 型 边界 条 件 
hn =0, do = 27"(a), 
pasl =, dh = 27" (6). 
方程 组 (3-7) 称 为 三 弯 距 方程 ,其 系数 矩阵 是 对 角 目 优 的 .上 纺 而 是 非 琳 异 的 ,可 以 
唯一 确定 帅 人 1 = 0,1,… ,n+ 1). 


3.3 一般 样 条 插值 基本 问题 


以 下 假设 上 a = ll = t2 pm) 是 [et] 上 的 -- 个 剖 分 ,天 = 《天 下 
如 是 重度 向 量 , 记 友 = 之 感 ,8(4) 为 重度 为 上 的 证 防 样 条 男 数 空间 ， 


3.3.1 拉 格 关 日 样 条 函数 衬 值 
给 定 区 间 [a,5] 上 的 点 序列 


i 
对 给 定 的 酒 数值 1 fC20)1 (i = 1,2,…',m + 此) , 求 重度 为 上 的 mm 阶 样 条 汕 数 six) 所 
SA) ,使 
st) = A = 1,2, ,m+ 点, 

如 果 土 壕 样 条 函数 s(x) 存在 ,别称 它 是 关于 隙 数 f(x) 的 m 阶 拉 格 朗 日 样 条 
插值 函数 

插值 样 条 函数 "fx) 的 存在 唯一 性 与 揪 乱 节点 序列 由 Hi = 1,2,… ;mm 二 肯 ) 的 
分 布 有 关 , 有 以 下 结论 . . 

定理 4 设 ijyj (i = 1,2,… ,m+ 1 是 4 关于 8S8(a) 的 细 剖 分 , 当 且 仅 当 % 
< < em 时 ,m 阶 控 格 度 日 样 条 插值 前 数 是 存在 礁 一 的 . 


3.3.2 埃 和 尔 米 特 祥 条 通 数 插值 
给 定 [a,b] 上 的 非 减 序列 


仙人 且 满 足 fi 
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设 扩 抬 条 中 互 不 相同 的 节点 为 mrz……wm, 且 二 的 重复 次 数 为 和 全 = 2 
y). 

给 定 rt; 处 的 函数 和 值 及 导数 值 D(CE) :j= 0,1 ,pe 一 1,7 = 1,2,…* ,如 , 求 样 
条 函数 s(x) E 4.(4) 使 

SD{r) = Fr), = 0 1 2 《3-3) 

如 果 请 足 条 件 (3-8) 的 插值 耳 数 s(x) 存在 , 则 称 s(x) 是 关于 函数 所 x) 的 nm 
阶 埃 尔 米 特 样 条 插值 消 数 . 

定理 5 设 1710 = 12,…,2nm+i) 是 4 关于 Sa) 的 细 训 分 , 则 m 阶 埃 尔 
米 特 样 条 插值 函数 存在 唯一 的 充分 必要 条 件 是 

i 


特别 地 ,如 果 = l="" = Fw 那么 人 理解 为 等 式 . 
3.3.3 自然 样 条 函数 揪 值 


自然 样 条 函数 是 一 类 很 重要 的 样 条 函数 .关于 它 的 插 们 问题 ,具有 更 明确 的 结 
论 ， 
定理 设 -m < 人 < 的 是 (- wm ,+ %m) 的 一 个 前 分 . 任 
音 冰 定 函数 值 | y. ii = 1,2, ,nm) ,对 1 一 下 过 m 存 在 唯 -的 2Pm 阶 自 然 样 条 函数 
s(x) EE WwWawa) ,使 得 拉 格 妆 日 插值 条 件 满 足 ; 
x) = i 1,2,,n, (3.9) 
满足 条 件 (3-9) 的 自然 样 条 函数 sCx) 称 为 所 zx) 的 自然 样 条 搬 值 隙 数 .定理 6 
从 理论 上 指明 了 自然 样 条 函数 插值 的 存在 唯一 性 ,不 仅 有 重要 的 理论 意义 ,而 且 和 在 
实际 中 有 一 定 的 指导 意义 . 
自然 样 条 插值 馆 数 具有 所 谓 的 最 光滑 性 质 . 
定理 7 设 s(x) © zi(4) 是 满足 插值 条 件 (3-9) 的 自然 样 条 函数 , 则 对 任何 
具有 福 质 
Fx) = Ye, i 1,2,,n 
的 函数 f(x) 后 Cr[w,8], 必 有 


| [so0) ax < | LAY) Par, 


生 等 号 仅 当 六 x) = s(x) 时 才 成 立 . 
由 定理 6 还 可 以 得 到 如 下 的 完全 样 条 插值 的 结论 . 
定理 8 对 任 给 的 函数 Ax) E Cm"![a,8] 和 [a,8] 上 的 一 个 前 分 4 = {1(i 
= 1.2,……,#m) ,存在 唯一 的 2m - 1 次 样 条 孙 数 s(x) € 5S,,(4) 满 足 如 下 的 手 值 条 
件 : 
SC yy = Fi(e), j= 0,1 
sb) = FPCE), j= 0,1, mo- il; 
sf = Fxi), i = 1,2,"" 
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4 ” 样 条 函数 的 其 他 类 别 
4.1 周期 样 条 均 数 


4.1.1 周期 样 条 函数 的 概念 


定义 1 设 4 = 15 = 12 mn) 是 [e, 占 ] 上 的 -一 个 剖 分 ,二 = (天 和 
后 ) 为 其 重度 向 重 ,定义 严防 周期 样 条 函数 空间 为 


BSAC(A) = {s €E SAYsDCa) = sb), = 01 ,m- 1}. 


空间 3x*( 4) 中 的 函数 称 为 m 阶 局 期 样 条 函数 ， 
每 个 m 阶 周期 样 条 函数 s(x) 可 以 表示 为 


0 = Dt DS x Te, {4-1) 
其 中 系数 | = 1,2,: . | es | 满足 条 件 
of - = S00 8), j= 0,1, ,m1|. {4-2) 


反之 亦 然 , 即 满足 (4- 1 式 和 (4-2) 式 的 娩 数 ;(x) 基 - 个 m 阶 周期 样 条 肾 数 ， 
4.1.2 周期 B 样 条 函数 


| 


为 了 给 出 重度 为 在 的 周期 样 条 函数 空间 S$ “(4) 的 局 部 基底 ,可 引信 周期 8 


样 条 概念 . z 
记 k = > 二 上 = 12 ,2m + 上 是 关于 S&CA) 的 细 剂 分 , 序 
列 两 端的 2m 个 节点 取 值 为 


= Fr- (6 一 G) ， Vrmtt = Ymri + 【太一 4), E = 1,2,."*,m. 
定 必 2， 称 如 下 定义 的 样 条 函数 为 周期 B 样 菜 畏 数 ; 


站，w( zx) = Bn( x), i= m+ 1 
受 
B: ,(%), LE Ym 
.m (XY) = 
六， mx » Yt b, 


其 中 B(x) 是 关于 序列 yt = 1,2,… ,2m + 此) 的 8 样 条 晴 数 . 
定理 1 周期 8 样 条 函数 序列 [证 ， Cx)1(E = 1,2,… ,上 构成 m 阶 周期 样 条 
函数 空间 5t(A) 的 基底 ,也 即 对 任何 周期 样 条 函数 s(xr)l E 5£(4), 存 在 常数 序 


J 一 1 ,了 ,1 
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列 |el7 = 1,2,-…, 龙 ) ,使 
"0 -Do Bj» 
特别 地 , 取 cs = cf = 1,2,…,m)， 向 sz ) 可 以 表 为 
5 = 六 0 
例 1 取 区 间 [ a,8] = [0,3]， 设 m = 2,4 = |172,3/2,5/21, 重 度 向 量 为 = 


{1,1,1). 则 二 阶 思 期 样 条 西数 空间 *(A4) 的 维 数 是 六 = 3. 每 个 周期 样 条 函数 是 
分 片 线 性 连续 函数 , 定 立 2 给 出 的 周期 8 样 条 函数 基底 由 下 列 三 个 函数 构成 : 


这 一 *， dw 人 <1, + Ox < 12, 
三 0， ， le 和 - 一 x 172 < x < 3/2, 
< 0 3 & x < 5/2, 
方 一 3; xz -~ 六， SE 
0， Osx < 12， 


xz 了， 1/2 二 32， 


x 3/25 
0， yy < w 二 3 

4.1.3 周期 样 条 函数 的 埃 尔 米 特质 值 

设 4 = 1(i = 1,2,…,#) 是 区 问 [a.6] 的 一 个 前 分 ,其 重度 商量 为 上 - 
(sy 记 直 = 六 用. 合生 = ji(i = 1,2,…2m + 有) 是 4 关 于 5%(4) 


的 细 剖 分 , 且 满 足 
y= Vk ha ne = Var + (ba) = 1,2,.,m. 
设 
a<tab 人 ee"eh<. 
为 播 值 节点 序列 , 且 满 足 条 件 1，< 5 如果 某 个 节点 重复 出 现 pg; 砍 , 则 表示 在 该 
节点 处 可 以 提供 未 知 函 数 的 直到 mu - 1 阶 的 导数 值 . 
埃 尔 米 特 插值 冶 题 提 法 如 下 :对 [a,8] 上 一 定 光 谓 的 函数 f, 求 一 个 阶 周期 样 


条 函数 s E 54( 太 ,使 其 满足 插值 条 件 ; 
SP 三 Fs), T=, ,0-1, 6 的 重复 次 数 为 j;. 
关于 上 述 周 期 样 条 埃 尔 米 特 插值 问题 ,有 如 下 结论 . 
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定理 2 设 上 =- > 是 奇数 , 则 周期 样 条 埃 尔 米 特 插 信 问题 存在 唯一 解 的 充 
分 必要 条 件 是 :存在 某 个 非 负 整数 b, 使 得 
yp 《4-3) 
其 中 jz 和 = 1122m + 二) 是 组 剖 分 节点 组 . 特别 地 , 如 果 ys = … = 
ysirm-1, 则 (4-3) 式 中 式 端 不 等 式 理解 为 等 式 . 


4.2 单一 样 条 函数 


4.2.1 基本 概念 


定 多 3 设 S5(4) 是 重度 为 上 的 m 阶 样 条 函数 空间 .对 任何 s(x) € 3 人 4)， 

函数 
二 十 stx) 

称 为 是 严防 单一 样 条 函数 .全 体 mr 阶 单一 样 条 函数 构成 的 宪 间 称 为 m 阶 单一 样 条 
蚂 数 空间 , 记 为 MS4(24). 

定理 3 设 s EE 55(24), 风 ;的 右 导数 函数 + s 也 星 单 一 样 条 孙 数 ,有 

D+sE MNS (A), 

其 中 重度 同 量 = (3 和 = mintk m1 ,i = 1,2,..,n. 


4.2.2 单一 样 条 国教 与 积分 公式 
出 于 每 一 个 m 芥 单 一 样 条 函数 李 Cx) 在 [La 上 可 以 点 为 如 下 形式 : 
M(x) = 个 二 - > 4 Ch — wm 


Bi 


Ca- 2 
SD + 二 TT {和 -44) 
其 中 BB 和 a, 是 某 些 常数 . 


设 J 和 五 是 10,1,*: ,me 一 1| 的 子 集 , 设 MLx) 由 寻 --4) 式 给 出 ,满足 条 件 
MDa) =0 ET Mib)Y =0，7E 态 ， (4-5) 
令 前; 玫 , 卫 ) 表示 汪 下 (4-4) 式 和 (4-5) 式 的 单 -- 样 条 册 数 全 体 . 
由 开 ; 妃 可 以 定义 标号 集合 
= 0ajam-tim-j-1EJ|l, :=1,2. 
定义 积分 公式 
~ i 
| Fx)dr = > AF 月 (全 二 > Bf ) 4 pe {4-6) 


才 芽 | JE 了 
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定理 4 对 任何 M(x) €E (A; 记 放 ), 取 条 = -iia),B 和 
my 由 (4-4) 式 决 定 , 刚 求 积 公式 (4- 合 具有 m -1 阶 代数 精度 ;反之 ,如 果 形 如 (4-6) 
式 的 求 积 会 式 具 有 mw -1 阶 代数 精度 , 则 由 (4-4) 式 定义 的 单一 样 条 函数 (x) EE 
MiA; J J). 


4.3 和 套数 样 条 


4.3.1 一 般 参 数 样 条 曲线 


定义 4 设 : 蚌 定义 于 有 限 区 间 [a,5] 上 的 某 个 参数 .4 是 [a,8] 上 的 一 个 前 
分 .说 分 量 函 数 吕 ( 曲 毛 号 (4 = 1,2,…,n), 则 称 空间 R* 中 的 参数 曲线 P(t) = 
{rr ) 为 参数 样 条 曲线 ， 

换 句 话说 ,参数 样 条 曲线 的 各 个 坐标 分 量 是 一 个 样 条 冰 数 .很 明显 ,这 大 大 地 
推广 了 样 条 函数 的 概念 . 本 节 丛 以 平面 参数 样 条 曲线 为 例 ,说 明 有 关 的 结论 . 


4.3.2 三 次 参 教 套 条 曲线 芭 拼 接 


1. 手 以 三 次 大 数 样 条 曲线 

在 CAGD 中 应 用 最 为 广泛 的 是 所 谓 的 三 次 参数 样 条 曲线 . 

定 兴 5 设 给 定 平 面 上 的 n+ 1 个 型 值 点 Pty y(ti = 0,1,…,n).t 是 定义 
于 有 限 区 间 [a,8$] 上 的 某 个 参数 .A 是 [a,3] 上 的 一 个 剖 分 .如 果 存 在 三 次 样 条 阔 
数 x C0) 的 E S532)( 即 分 片 三 次 二 阶 光 滑 量 数 ) ,满足 xf6) = ,YC5) = 加 , 那 
人 女 参 数 曲 线 P(r) = (xf ,x(1)) 称 为 关于 型 值 点 P(x ,3y) 的 插值 三 次 样 条 参数 
曲线 . 

对 三 次 参数 样 条 曲线 来 说 ,x 和 Y 之 间 的 关系 一 般 已 不 得 是 分 片 三 次 多 项 式 的 
关系 .实际 上 ,三 次 参数 样 条 曲线 是 一 种 分 片 的 代数 有 理 曲 线 . 

用 第 3.2 节 介 绍 的 方法 ,可 以 使 用 三 转角 方程 或 者 三 硒 饶 方程 求 出 揪 值 三 次 
参数 样 条 曲线 的 两 个 分 量 xtt) 和 7. 这 时 需要 关于 师 个 分 量 的 边界 条 件 
zx) ,tb) ,其 中 求 导 是 对 参数 : 进 
行 的 . 

2. 搬 值 三 次 累加 弦 长 参数 样 条 曲线 

记号 -已 之 间 的 蕨 长 为 


b= (sm 和 《2 


定义 参数 区 间 [0, > ' 中, 设 参数 :关于 该 区 间 的 一 个 前 分 为 


国 
= > ‘4-7 了 ) 
rel 


定义 6 对 上 述 特 定 的 参数 区 间 [0, > ))] 及 前 分 (4-7) ,由 定义 5 定义 的 插值 
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三 次 参数 样 条 曲线 称 为 播 值 三 次 累加 弱 长 参数 样 条 曲线 . 
3. 参数 样 条 曲线 光滑 连接 
实际 应 用 中 , 常 将 几 段 参数 样 条 曲线 拼接 起 来 ,使 得 在 连接 处 具有 一 定 的 光 济 
度 .其 中 C? 连 较 是 最 常用 的 方法 . 
定义 7 了 参数 曲线 段 的 C? 连接 是 指 相 邻 两 段 在 连接 处 的 位 置 . 切 向 和 则 率 是 
连续 的 .关于 C 连接 ,有 如 下 绪论. 
定理 5 为 了 连接 两 条 参数 曲线 段 Ptr) 和 P(t) ,1 10.1] ,使 之 达到 位 连 
续 , 其 充分 必要 条 件 是 :存在 任意 常数 a( > 0) 和 有 ,使 得 
Pt1) 三 Pt0}: 
[en = aP'2(0): 
P"1I1) 三 aPt0) 十 PP' 0). 
其 中 常数 a 和 称 为 拼接 参数 . 
参数 曲线 段 之 间 达 到 C? 连接 有 2 个 自由 参数 可 以 供 选 择 , 从 而 有 有 较 大 的 灵活 
性 . 
定理 6 插值 三 次 累加 弦 长 参数 样 条 曲线 是 0? 连续 的 . 且 在 各 连接 点 处 ,其 
拼接 参数 为 a= 1 和 8 = 吃 . 


4.3,3 昌 样 条 参数 曲线 


记 Wu 是 节点 组 上 = 0,1,…,m 上 的 基本 B 样 条 函数 ,在 区 间 [0,1] 上 ,对 ! 
= 1 ,2 ,以 , 定 义 畏 数 
Bt = M(t- i+m). Oatel. 

例 2 当 m= 2 时 ,不 难 计算 得 到 
PB = 1- 1t, Bra(t) = +t; 
2 当 n 三 3 时 .有 

Bra 1 = (I 一 £2, Batt) 二 六 (- 312 十 了 + 1 ,Botr} = 本 22 
了 当 n = 4 时 ,有 

Blatt) 三 在 一 上 ， Butt) 三 pa 一 2 + 亏 ， 


Bt) = -玉昌 + 六 中 + 本 ET 下 Baatt) = 6 
定 兴 $$ 在 平面 {或 空间 ) 上 给 定 r+ m 个 点 IP/i(i = 
m -上 次 参数 曲线 


Dnt t} 三 Dj PB) ,0 二 fs 
+:=1 


为 各- 1 次 了 样 条 参数 曲线 的 第 i 段 ,i = 0,1,…,n. 这 n+ 1 良 曲线 的 全 体 就 称 为 
有 ai -~ |] 次 百 样 条 参数 曲线 ， 

由 定义 不 难看 出 ,每 一 段 B 样 条 参数 曲线 由 相继 的 m 个 顶点 P11,…, PP,。 岂 
定 . 实 际 中 常常 应 用 低 次 的 召 样 条 参数 曲线 . 
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定理 7 次 8 样 条 参数 曲线 是 整体 C! 连续 的 ,三 次 及 样 条 参数 曲线 在 整体 


了 是 们 连续 的 ， 
定理 8 设 点 列 上 PE = 12 ,at+4) 是 喇 的 ,那么 韶 伍 们 连续 的 三 次 8 样 


茶 参 数 曲 线 也 古山 的 . 
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测度 与 维 数 pe (929) 

1.1 圳 斯 多 夫 测 度 , 填 充 测度 
与 闵可夫 斯 基 容 度 … (929) 
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2.2 自 仿 售 NN (939) 
了 .3 马 利 麻 集 0 
测 | 麻 的 重 分 形 分 析 a (90944) 
3.1 康 托 东 测 诬 044) 
3.2 际 托 尔 测 度 的 重 分 形 机 理 


: (945) 

3.3 碌 托 尔 小 测度 的 重 分 形 分 析 
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自然 界 中 出 现 的 诸如 云层 的 边界 .山脉 的 轮 廊 .雪花 .海岸 线 等 “不 规则 的 几 
何 形体 难以 用 经 典 几何 中 的 直线 ,光滑 曲线 .光滑 曲面 来 摘 述 .同时 ,大 量 的 不 同类 
型 的 及 不 规则 的 几何 对 象 常常 出 现在 自然 科学 的 不 同 领 城中 :如 数学 非 线 姓 问题 
中 出 现 的 吸引 子 ,流体 力学 中 的 灌流 ,物理 中 临界 现 祭 与 由 变 ,化 学 中 酶 与 蛋白 质 
的 构造 ,生物 中 细胞 的 生长 ,工程 技术 中 的 信号 处 理 , 虞 声 分 析 …… 长 期 以 来 ,大 们 
试图 将 他 们 纳 人 经 典 几 何 的 框架 中 研究 ,但 在 研究 中 发 现 ,由 此 导出 的 模型 即使 在 
近似 的 情形 ,无 论 在 理论 土 还 是 在 实践 中 , 均 难 以 处 理 所 捷 触 的 实际 情形 .六 一 方 
面 ,人 们 已 注意 到 不 规则 集合 往往 能 提供 许多 上 自然 现象 的 更 好 的 描述 .加 世纪 80 
年 代 初 ,由 曼 德 尔 布 洛 特 所 创立 的 分 形 几 何 提 供 了 研究 这 类 不 规则 几何 对 象 的 思 
想 .方法 和 技巧 .特别 在 近年 来 ,这 一 新 兴学 科 在 数学 .物理 .化 学 .生物 .医学 .地 
质 .材料 .工程 技术 …… 诸 学 科 中 获得 巨大 成 功 , 同 时 ,让 加 学科 中 提出 的 大 量 问题 
刺激 了 分 形 几 何 的 深入 发 展 . 

分 形 几 和 何 的 研究 对 象 为 不 规则 的 几何 形体 ,它们 由 "天 ”与 " 维 数 "来 描述 :“ 形 ” 
用 于 描述 其 几何 形态 ,而 " 维 数 " 则 描述 其 复 茶 程度 ， 

本 篇 将 介绍 下 述 内 容 ; 

1°* 各 种 测度 与 维 数 的 概念 与 意义 ,它们 之 间 差 异 与 相生 关系 ; 

2 几 类 典型 的 分 形 集 ; 

3° 测度 的 分 形 分 析 . 


1 测度 与 维 数 


1.1 ， 豪 斯 多 夫 测 度 ,填充 测度 与 因 可 矿 斯 基 容 度 
测量 一 个 几何 对 象 的 “大 小 ” 依赖 于 测量 方法 以 及 测 二 所 用 的 “尺度 ", 如 果 几 
何 对 象 是 光滑 的 ,那么 只 需 用 整数 作为 尺度 , 并且 测 量 结果 与 测量 方式 无 关 ; 而 对 
于 不 光滑 的 几何 对 象 , 则 上 面 两 个 因素 起 重要 作用 , 特 岗 地 ,测量 的 结果 往往 依赖 
于 测量 方法 . 


1.1.1 索 斯 多 夫 测 度 

1. 定 党 

设 4 CC BR 为 d 维 欧 几 里 德 空间 及 4 的 一 个 子 集 .s = 0 为 非 负 实 数 . 设 | 大 
为 可 列 或 有 限 个 RA 中 的 子 集 ,着 UU;s,1 0 4, 且 对 任意 i115, 则 称 1 0);,， 
为 4 的 一 个 人 覆盖 , 令 
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WA) = 证 人 | U1 


其 中 证 表示 对 4 所 有 有 覆盖 取 下 确 界 . 令 
A = lim .VW# A), 
则 .六 4) 称 为 4 的 * 维 吉 斯 第 夫 (Hausdodin) 测度 ， 
2. 性 质 
1” 豪 斯 案 夫 调度 为 外 测度 ; 
2 单调 性 : 设 4 性 芋 , 则 对 任意 汪 0， 形 4 荆 .市 区 用) 
妆 齐 次 性 : 设 1 > 0, 则 对 插 意 4 c Ri 并 AA) = 和 .各 扣 二) 
中 设 f 为 利 普 希 芯 (Lipschitz) 上 映射 , 即 存在 rc > 0, 恒 得 车 桂 意 x,Y 所 Ri ,有 
[Ax Ay) seclx-y1, 则 
WFAA ee WA). 
3. 弗 洛斯 特 曼 引 理 
如 果 存 在 正常 数 。> 0, 使 得 对 任意 cc Ri, 有 (cl U4, 则 称 R* 上 
的 正 有 界 博 希 尔 (Borel) 测度 js 满足 a- 阶 赫 尔 德 (Hilder) 条 件 . 
下 述 旨 滞 斯 特 曼 引 理 是 居 计 豪 斯 包 夫 测度 与 奏 斯 儿 夫 维 数 的 基本 定理 : 
(1) 设 s>0. 由 忆 支 撑 的 正 有 异 醒 怖 尔 测度 ， 满足 阶 赫 尔 德 条 件 , 则 
WE) sr pt BY. 
(2} 设 区 为 R* 中 紧 集 . 设 . 兹 (有) > 0, 则 存在 由 上 5 支撑 的 a 阶 赫 尔 德 正 有 界 
博 上 吉尔 测度 ， 
1.1.2 填充 测度 
与 定义 车 斯 儿 夫 测度 所 用 的 办 盖 方式 相反 ,以 填充 的 方式 定义 填充 测度 . 
4. 定名 
设 AC Rs 0,6 > 了 0. 令 Py(A) = sup{ 这 11} i! 为 一 列 中 心 让 4 
上 的 互 不 相交 的 ,直径 不 太 于 5 的 球 
PitA} = limPs'{ 4). 
在 这 种 情形 ,与 . 芝 #4) 不 同 的 是 ， p:(A) 不 是 一 个 外 测度 ， 作证 以 通过 下 述 方 式 特 
它 修正 为 一 个 外 测度 : 
(A): = nt OP (A): A CUAil. 
22 (4A) 称 为 4 的 ;- 维 填充 测度 ， 
2. 性 师 


lt 填充 测度 具有 豪 斯 多 夫 测 度 所 具有 的 性 质 1.1.1 中 之 2; 
> 对 尾 意 4 Rd 及; 0, 有 A) 过 (A). 


1.1.3 闵可夫 斯 基 容 度 
定 炙 ” 设 E 为 Rr 的 非 空 有 界 子 集 ,s 0. 列 E 的 上 .下 s- 维 闵 可 去 斯 基 
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(Minkowski) 容 度 分 别 定 疼 为 
"FE} = im sup 到 ‘Ete) 


(D8) 
(EB) = lim inf EE) 
E— {2e) 3 


其 中 “表示 4 维 勒 风格 测度 ,如 果 . 知 " 世 ) = . 史 < (E), 则 称 E 的 s- 维 闵可夫 斯 
基 容 度 存 在 , 记 汶 .着 作 EF), 并 等 二 二 述 共 问 伞 . 

容易 验证 单 点 集 的 1- 维 闵 可 夫 斯 基 容 度 为 零 ,而 [0.1, 位 间 上 的 有 理 数 集 售 
站 [9,1] 的 1- 维 澡 可 去 斯 基 容 度 为 1, 因 而 阅 可 夫 斯 基 容 成 不 具 次 可 加 性 ,所 以 它 
不 是 一 个 外 测度 . 


1.2 ” 豪 斯 多 夫 维 数 ,填充 维 数 ,上 下 闵 避 大 斯 基 维 数 


1.2.1 这 斯 多 去 纵 数 及 填充 维 数 徇 定义 及 性 质 


1 定 凡 

设 4 记 R*, 则 存在 唯一 的 非 负 实数 dimp(4) 满足 卜 述 性 质 :车 0 过， < 
dimpg( 有 4 . 则 . 论 革 4) = ;车 出 my( 有 A) < 3 则 .部 14) = 0, 值 my(4) 称 为 4 的 
豪 斯 多 夫 维 数 ， 

从 豪 斯 多 夫 测 度 的 定义 可 以 看 到 ,dimwf A) 是 测量 4 的 一 个 合适 的 尺 订 ,车 所 
用 尺度 大 于 它 , 则 过 于 粮 ,否则 则 过 于 网 .因此 ,qimy 儿 划 了 集 言 的 复 半 程度 ,从 册 
何 的 角度 看 , 则 表示 了 集合 的 填充 空间 的 能 力 . 

正 是 基 玫 上 可 思想 , 束 斯 这 去 将 传统 的 维 数 概 念 通 过 箱 盖 的 方式 推广 到 了 --- 
般 的 非 负 实数 ， 

若 , 北 dimi4did) 为 一 正 有 限 数 , 则 4 称 为 r 集 , 这 类 集合 有 很 好 的 开 何 性 质 
与 分 析 性 质 ， 

在 上 述 豪 斯 多 夫 维 数 的 定义 中 , 攻 填 充 测度 代 背 豪 斯 多 夫 维 数 , 则 得 到 填充 维 
数 的 定 交 ,可 用 dimp 表示 填充 锥 数 ， 

2, 性 质 

这 斯 多 江 维 数 与 填充 维 数 具有 下 述 基 本 性 质 . 

lj* 单调 性 : 若 4 cc 8, 风 dimp(4) ddimy( 8}. 

2 可 列 平 稳 性 ;dimw{ UU 4,)】 = sup dimnt 4 ) .一 个 直 僚 准 论 是 可 列 集 的 豪 斯 客 
夫 维 数 为 零 . 

3 利 普 希 芯 不 变性 :车 f 为 双 利 普 希 芯 变 换 , 则 mp4A)) = dimpt 4), 上 从 而 
上 述 等 式 对 平移 .旋转 及 相似 变 挽 均 成 立 . 

4 若 集 4 的 生 维 勒 风格 (Lebesgue) 测度 大 于 堆 , 则 imytA) = dd 特别 :Re 中 
的 三 一 开 集 的 维 数 为 人 

特别 庶 指 出 的 是 , 豪 斯 雪夫 测度 与 填充 测度 , 训 斯 多 夫 维 数 与 填充 维 数 间 具 有 
很 多 有 意思 的 对 侦 关 系 . 


* 932 。 第 加 篇 俘 形 几 柯 


1.2.2 阅 可 夫 斯 基准 数 的 定义 及 性 质 


1. 定 党 
设 4 为 Rs 的 非 空 有 界 集 , 则 4 的 上 .下 闵可夫 斯 基 维 数 分 别 定 交 为 
dimg( A) = supls:.B (A) = wl = infli: 多 "4) = 0|， 
dims{ AY = supls:.B: CA = 的 | = inf5: 穆 2 【4) = 由. 
若 dims(4) = 出 msf4), 则 称 玖 的 闵可夫 斯 基 维 数 存 在 , 记 为 dimsg(4) ,其 值 为 上 述 
公共 值 . 
闵可夫 斯 基 扒 数 亦 称 布 里 浆 维 数 . 计 愈 维 数 . 炉 维 数 、 窑 量 维 数 、 度 量 维 数 ,、 对 
数 密度 、 靖 息 维 数 . 科 尔 英 蕊 罗 夫 {Kolmogorov) 度量 坑 . 
不 少 文献 中 使 用 的 分 形 维 数 常 指 闵 可 去 斯 基 维 数 ,读者 应 根据 上 下 文 加 以 区 
别 . 
疯 可 夫 斯 基 维 数 尚 有 和 干 述 等 价 定 忆 ,在 应 用 中 可 根据 需要 来 选择 它们 
用 遇 (d4)0i = 1,2,3,4) 分 别 记 : 与 4 相交 的 他 平行 网 中 的 立方 体 的 数目 、 半 径 
至 多 为 了 的 可 和 覆盖 4 的 集 的 最 小 数目 . 边 长 为 人 的 可 覆盖 4 的 4 维 立 方 体 的 最 小 数 
目 .半径 为 8 互 不 相交 的 中 心 在 4 上 的 球 的 最 大 数 日 . 则 


dims{ 4) = hi 4 i = 1,2,3,4; 
— ogo 
| 

dime(4) = lwo eA = 1,2,3,4. 


上 述 第 一 个 等 价 定义 是 闵可夫 斯 基 维 数 的 格子 记 数 算法 的 基础 ， 
下 述 闵 可 夫 斯 基 维 数 的 另 一 等 价 定义 具有 更 明显 的 几何 意义 : 令 4(e) 表示 与 
集 4 的 距离 不 超过 e 的 点 的 集合 , 令 1 A(e) 14 表示 它 的 二 维 勒 贝 格 测度 , 则 


dma( A) =- Fie 4 - Ee). 
dima( A) = jms wof 4 - 1) 


2. 性 质 

闵 可 去 斯 基 维 数 内 具有 前 述 豪 斯 多 去 维 数 的 性 质 .下 外 (注意 , 它 不 具有 
性 质 {2)) ,还 具有 下 述 性 质 ， 

1* 有 限 平稳 性 dima(f4i LU 42) = maxzidimsf A1),dims( 12? 

2 dims(4) = mp(4),A 表示 A 的 闭 包 . 

上 述 性 质 指 出 ,可 列 集 的 闵可夫 斯 基 维 数 可 以 不 为 零 , 刀 dimeQ = 1,Q 为 有 理 
数 集 . 

3 设 dimp4 < 出 mp4, 则 对 任意 dimp4 < a < dima ,存在 | #0, 使 得 

logNs, { 4) 
- logd, 

其 中 (4) 表示 与 4 相交 的 全 平行 网 中 的 立方 体 的 数目 . 

土 述 结 果 表 明 ,如 果 上 .下 闵可夫 斯 基 维 数 不 相等 , 打 格 -了 算法 无 效 . 


mi 


3. 各 种 不 同 维 数 的 比较 
l? dimy < dimp & dimps 
2 dims < dms. 


1.3 ”容量 与 容量 维 数 


1.3.1] 葛 与 能 量 
设 是 R* 上 正 有 界 博 雷 尔 测 度 ,x 主人 D0, 在 点 站 ER 的 we 执 定 愉 为 
2 danty) 
U(X) = ry 


产 的 a- 能 量 定义 为 


Ll) = | to)dr(z) = | Dd. 


| 区 一 个 上 
1.3.2 容量 与 容重 维 数 


1. 容量 
设 天 为 Ri 的 紧 子 集 , 记 
(CK) 三 inf L(t), 


上. 


其 中 . 规 ( 太 ) 表示 由 上 支撑 的 博导 尔 概 率 制 度 构 成 的 集 澡 . 竖 集 下 的 a- 容量 定义 
为 


CAR)Y = CHR = supi(L {pO ln EE KR). 


任意 丘 己 R* 的 a- 容量 定 久 为 


GUE) = supl CORY:K cc E,KC:. 
容量 不 具有 次 可 吉 性 ,从 而 不 是 外 测度 ， 
2. 容量 维 数 
集 Fc R* 的 容量 维 数 定义 为 
dmeE = supls: GCE) > OF = inf{s: CCE) = 0|. 


1.3.3 ”性质 


下 述 性 烦 分 别 揭示 豪 斯 名 夫 测 度 与 容 讼 , 辣 斯 多 夫 维 数 与 容量 维 数 间 的 关系 ; 
(1) 设 EC R* 为 博 霄 尔 集 ， 

PP? 若 EAE oN EE >» 0; 

?车 . 这 “(5) > 0, 则 存在 jE€ .- 检 (5) ,使 对 任意 8 < adptp) < mo; 

(2) 着 5 己 了 为 博 雷 尔 集 , 旭 dimy EE = 出 me 号. 


1.4 履 盖 引 理 
下 述 禾 盖 引 理 在 豪 斯 争 夫 测度 与 豪 斯 寄 江 维 数 的 估计 中 起 重要 必用. 
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1.4.1 Sr 覆盖 引 理 


令 8 是 R* 中 的 球 ,以 5B 表示 与 五 同心 ,半生 为 旦 的 半径 的 5 以 的 球 . 
设 . 狼 为 有 中 有 界 区 域内 的 闭 球 得, 则 存在 可 列 或 有 根 个 彼此 不 相交 的 子 球 
和 钥 ! 卫 | ,使 得 
a8 CH5F. 


1.4.2 维特 利 闫 盖 引 理 


1. 崔 特 利 类 

设 电 Ri, = 1E) 汶 Ri 的 一 个 子 集 类 ,如 果 对 仔 筷 x 扎 互 以 及 任意 5 > 
四, 均 存在 WE ;使 得 x EW, 有 0 < Uls6, 风 多 称 为 声 的 一 个 维特 利 (Vitali) 
类 


“2. 维特 利 覆盖 引 理 
1* 设 巨 为 Rd 的 . 癌 ' 可 测 于 集 ,9 ”为 由 有 界 闭 于 集 构成 的 E 的 维特 利 覆 六 胡 ， 
则 可 以 从 了 中 挑 出 可 列 或 有 限 的 不 相交 的 集 列 | 0 , 梧 得 


SHUl= %, 


EN UU) = 心 , 
Z 如 果 .第 区 E) < mw, 则 对 任意 @ > 0, 可 以 要 求 上 述 集 列 满足 
WAE) < 2 IIT+e. 


1.4.3 “ 碳 契 科 维 奇 秦 盖 引 理 


设 扎 Ri 为 有 界 集 . 令 . 用 = |Bfxsrfxz)j:zE rs) > Qt, 则 可 以 从 球 艇 
中 挑 出 可 列 或 有 限 子 球 艇 = B(x ri x}! ,使 得 

rE CUIB ,r(xil; 

> 存在 仅 依赖 于 了 的 正 整数 4, 使 得 .入 = .二 ,其 中 河中 的 球 征 此 不 相 
交 . 

3 对 任意 xE Re 之 ,Xefz) 所 4- 即 . 史 中 与 任 一 不 相交 的 球 的 个 数 不 
超过 入 ,其 中 ys(z) 为 有 的 指示 函数 . 


1.5 分形 的 好 各 


下 述 两 个 定理 指出 了 乘积 的 豪 斯 多 夫 测 度 与 乘积 的 赴 充 测度 之 间 的 "对偶 ” 
关系 . 
1.5.] 计 积 的 豪 斯 务 夫 测度 


设 EC R",P CR, 则 存在 仅 依赖 于 *, 的 正常 数 e, 使 得 


或 者 


1 测度 与 维 数 。 935 。 


Ex Fw cEF). 
1.5.2 乘积 的 填充 测度 
设 丘 CR 天 CRt3nD0 则 存在 权 依 不 于 *,t 的 上 常数 ,使 得 


和 
这 里 约定 Ox 的 = 站. 


1.5.3 乘积 的 豪 斯 多 夫 维 数 与 闵可夫 斯 基 维 教 的 比较 


没 E5cR",FcR, 则 

te dimnE x Fs dimyE + dimnFs 

P dim x Fe minl dimpgE + dimpk, dimsE + dimyr!: 

3 max{ dimgE + dimsk, dimgE + dimgF! 二 dimsE x F & dimgE + dimgh. 
1.5.4 聚积 的 罕 斯 多 去 维 数 与 填充 维 数 的 比较 

设 EcR",FcR, 则 


Il? dimpB x FF & dimpE + dimpf; 
Y dimgE x F < minf dimsgE + dimph, dimpE + dimg 天 | 


1.5.5 正则 集 的 乘积 的 维 数 


若 集 4 满足 my(A4) = dimpf4) ,出 集 4 称 为 正则 集 . 
设 EcR",Fc R', 如 果 F 与 FF 中 有 一 个 是 正则 集 . 则 
dimsE x F = dimpE + dimpt. 


1.6 ”分形 的 投影 


设 表示 通过 民 的 原点 并 与 水 平 轴线 的 直线 ,用 po 攻 示 到 fo 上 的 正 交 投影 ， 
邵 若 三 己 取 , 则 pygE 是 上 到 fs 的 投影 . 
(1》 对 任意 9 EE 富有 
imp EY 过 min| dimgE ,1|: 
(2) 沙 殖 为 博 雷 尔 集 . 则 对 几乎 所 有 的 8 E [0,2x], 闪 
省 
(3) 著 殖 为 博 雷 尔 业 且 dimag > 1, 则 对 几乎 所 有 的 六 人 [0,2x]， 
(> 人， 
这 里 . 吕 表 示 fs 上 的 勒 中 格 测度 
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2 几 类 典型 的 分 形 集 
2.1 自 相似 集 


2.1.1 自 相 似 业 的 钻机 


1. 压 绾 映射 与 相似 峡 射 
映射 f;R’ 一 R* 称 为 压缩 映射 ,如 果 存 在 正常 数 0 < < < 1 ,使 得 
[Ax) -fr laeclx-yld, 

如 果 工 述 不 等 式 中 等 式 成 立 , 册 了 称 为 相 做 映射 ,e 称 为 压缩 系数 . 

2. 不 变 集 与 自 相似 集 

设 1S3heisn 为 Re 上 的 一 艇 压缩 映射 , 则 存在 唯一 非 空 紧 集 EE 渡 足 

E = USE), 

集 EE 称 为 压缩 徐 5 的 不 变 集 或 吸引 子 , 若 $ 为 压缩 系数 c, 的 相似 压缩 , 则 £ 称 为 
由 正 奖 系数 为 “ 的 相似 压缩 簇 5, 生成 的 自 相 似 集 ,或 简称 犁 相似 集 . 

3. 自 相似 集 的 结构 


设 $: = US,s 为 8 的 次 近代 , 即 对 任意 FE 多 (Ry)， 


FY: = FF, 
SPF): = SCSEICE)), kl. 
如 时 下 满足 CF) c 记 下 , 则 
E= N(R). 


4. 身 相信 和 集 的 强 正 则 性 
设 严 为 自 相 似 集 , 则 my = 出 ms. 


2.1.2 人 钢 
例 1 康 托 尔 三 分 集 
如 图 2-1 所 示 , 设 Bo = 10, 1 为 单位 闭 区 间 , ,为 由 50 陡 去 中 间 长 为 子 的 开 


区 间 ( 二 ,全 ) 所 得 到 的 集合 , 即 局 由 闭 区 间 [0,- ] 与 [ 季 ,1] 组 成 ,这 两 个 区 间 称 
为 1 阶 基 本 区 间 . 而 (二 ,过 ) 称 为 1 阶 基本 间 电 .分 别 去 挤 两 个 1 阶 基 本 区 间 的 中 
间 的 十 得 到 E>, 即 F, 由 4 个 于 区 则 ( 称 为 2 阶 基本 区 间 )[0, 含 ],[ 立 , 读 ],[ 枉 ， 
部],[ 生 ,组 成 ,去 掉 的 两 个 开 区 间 称 为 2 阶 基本 间隔 -继续 上 述 做 法 ,至 第 到 步 ， 
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得 到 名. 它 由 2: 个 长 为 3-* 的 闭 区 冶 ( 称 为 大 阶 基本 区 间 ) 组 成 ,被 控 掉 的 2 生 ! 个 


长 为 3* 的 开 区 间 称 为 第 上 阶 间 陋 . 令 多 = 门 /1 到. 集 光 称 为 康 托 尔 三 分 集 , 它 是 
全 不 连通 的 自 密闭 集 . 


图 2-t 
康 托 尔 三 分 集 是 由 相似 映射 Si(x) = 过 ,Sa(x) = 3 + 耶 ,生成 的 自 相似 集 . 
例 2 冯 . 科 赫 曲线 
设 EE 为 单位 区 间 , 以 Eo 的 中 间 三 分 之 一 线段 为 底 ,向 上 作 等 边 三 角形 ,然后 


/NN 


A 
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去 掉 该 底 (! 保留 端点 ). 由 此 得 到 的 四 条 线段 组 成 的 图 形 记 为 而 ,对 局 的 每 一 边 重 
复 上 述 过 程 ,所 得 到 的 折线 霓 边 形 记 为 品 ; 应 用 同样 的 方式 ,从 所 | 得 到 后. 当 上 
趋 于 无 穷 时 ,折线 移 边 形 序 列 上 趋 于 一 极限 曲线 E, 称 为 汉 ，' 科 赫 曲线 ( 见 图 2-2)， 
它 是 由 将 Ej 分别 变换 为 EI 的 四 条 钱 段 组 的 相似 上 蜡 射 秘 生 成 的 自 相 秘 集 . 

例 3 雷 尔 平 斯 基 垫 片 

如 图 2-3 所 示 , 从 一 个 宁 始 的 等 边 三 角形 出 发 ,反复 去 候 ( 相 反方 向 的 ) 小 三 角 
形 的 内 部 ,如 此 得 到 的 极限 图 形 称 为 雪 尔 平 斯 基 热 片 . 它 嘴 出 下 烈 相 似 映 射 


P(r, YY) = ( 3 .之 ) ， 
PD ( 二 + 重演 
p(x) = (去 + 去 去) 


生成 的 世相 似 集 . 


例 4 雪 尔 平 斯 基地 壬 

如 图 2-4 所 示 , 从 一 个 初始 的 正方 形 出 发 , 反 
复 去 掉 中 间 的 小 正方 形 的 内 部 ,如 此 得 到 的 极限 图 
形 狐 为 雪 尔 平 斯 基地 截 , 它 是 由 将 初始 正方 形 分 别 


映射 为 其 它 的 3 个 小 正方 形 的 相似 映射 艇 生成 的 
自 相 似 集 . 


2.1.3 自 相 似 集 的 维 数 与 测度 


1. 四 羽 维 数 
设 1S Tien 为 一 旋 压 缩 系 数 为 ci} 的 相 几 映 
射 ,五 为 相应 的 自 相 似 集 . 设 正 宰 数 * 满足 
Se 三 1 ， 


> 聊 


图 2-3 


| 
加 加 阁 
加 加 里 


面 | 
| | 
本 四 
图 国 
:图 
| - 国 
加 图 
各 . 和 
ma 四 
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则 * 称 汶 EE 的 相似 维 数 , 记 为 dimsE. 

2. 开 集 条 件 

设 存在 开 集 了 C R", 使 得 对 任意 i ,SWCV, 且 St 人 NN SCR = Ci¥ 
则 称 相似 压缩 答 1351。,-。 满足 开 集 条 件 . 

片 集 条 件 满 足 的 -个 充分 必要 条 件 是 . 论 dim# > 0. 

3. 自 相似 集 的 维 数 与 测度 

设 相 似 压 缩 簇 15heisn 满足 开 集 条 件 , 则 

]” dimyE = dimpE = timgE = dmsE = 3 

TO WE) sRE) < 加 ， 


2.2 自 仿 集 


由 于 权 侯 压 织 在 各 个 方向 有 相间 的 压 纺 率 .因此 这 些 久 缩 系数 能 很 好 地 刻画 
分 形 的 性 态 ,如 它 的 维 数 . 而 在 仿 射 压 缩 的 情形 ,各 个 方 血 的 扑 缩 率 不 一 样 ,这 一 实 
质 的 差异 给 和 起 仿 集 的 维 数 与 测度 研究 带 来 很 大 的 困难 .即使 考虑 形 上 的 仿 射 压 
编 ,情形 也 会 变 得 复杂 得 多 . 

2.2.1 自 仿 集 

设 T: RA 一 RR’ 是 Rr* 上 的 线性 变 搁 ,8 基 R’ 中 的 一 个 向 谍 , 则 SOxzy = T(x)}+ 
,x R' 称 为 RR" 上 的 一 个 仿 射 映射 ,如 果 $ 还 是 压缩 映 笛 , 则 3 称 为 R* 上 的 仿 
射 压 缩 . 

设 SI< ism) 是 Ra 上 的 仿 射 压缩 , 则 存在 非 空 紧 集 卢 , 使 得 吾 = Us E), 
集 巨 称 为 由 仿 射 压缩 艇 SSf1 过 守 兰 mm} 的 生成 的 自 以 集 ， 

2.2.2 坦克 语 伦 集 


定 光 。 设 n 3 m2 为 正 整 数 ,Rinm) = 0ai<n0eaj< mi. 
念 RoC RCLm),# o 守 2. 设 (站 CE Ro 定义 Sy(x,y) =( 宇 , 了 六)+ (三 ,二 )， 
则 5 为 仿 射 压缩 ,其 在 轴 与 7 轴 方 向 的 压缩 比分 别 为 与 一 . 设 到 为 仿 射 压缩 
艇 1S.jit pea 的 自 仿 集 , 即 称 5 为 仿 射 压缩 竹 5; 的 麦克 雇 伦 集 , 它 有 下 述 几 何 角 
释 : 

将 单位 正方 形 Eo 划分 为 n x 下 个 边 长 分 别 为 二 与 二 的 长 方形 .从 这 些 长 广 
形 中 选取 一 个 子 集 类 组 成 E,, E, 中 的 每 个 长 方形 对 应 一 个 相似 压缩 . 如 图 2-5 所 
示 , 用 世 表 示 从 第 / 列 中 挑 出 的 长 方形 的 数目 ,1 < j < m. 对 E 中 的 每 个 长 方形 重 
复 上 述 过 程 , 景 后 得 到 的 极限 集 忆 即 为 麦克 雇 伦 集 . 
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麦克 裹 伦 集 的 维 数 。” 设 中 为 才 克 语 伦 集 , 则 
dimgE = logn De, 


dimgE = logom” + cn Se ) ， 


| 其 中 m" 是 至 少 包 会 已， 的 一 个 长 方形 的 行 的 数 
目 . 

一 般 说 来 ,麦克 座 伦 集 不 是 正则 集 , 而 且 不 
具有 正 有 限 的 豪 斯 多 夫 测 度 . 


图 2.5 2.3 马 科 雍 集 


2.3.1 定义 


设 汐 一 正 实数 ,满足 
DOD<E<1lM= (Cajai jen 
为 一 nm 阶 矩 阵 ,其 元 素 为 非 负 整数 .假定 矩阵 W 为 本 原纸 阵 , 即 存在 正 整 表 NE N， 
使 得 矩阵 MF 中 的 所 有 的 元 素 是 严格 正 的 . 
设 后 ,天 ,…, 玫 CCR' 为 满足 下 述 条 件 的 一 列 彼 此 不 相交 的 内 部 非 空 的 紧 集 : 
对 任意 1 二 上 所 m)， 
把: | U Ss Ki), 


其 中 | 5%.( 包 省 为 个 此 不 相交 的 集 纺 5 :Re R* 为 压缩 系数 为 上 的 相似 映射 
| 1 oy 
Ek 三 St E), 


laisnls tea 
其 中 Bi: = 人 (局 ) 彼此 不 相交 . 
集 入 5,5;,…, FE, 称 为 马 利 充 次 , 它 有 下 述 几 何 意义 :对 任 一 让 玉 由 my 个 与 
相似 的 相似 比 为 & 的 集合 组 成 (1 < j < 中 ,并 且 所 有 这 些 集合 都 不 相交 ， 


2.3.2 测度 与 维 数 


设 Ei, 2,…, 世 为 马 利 秦 集 , 则 对 尾 夸 il 生计 过 天 ,有 有 
EB 是 强 正 则 的 ; 

2 dimgE, = dimnE: = 5 

FO0< Wr (EE) < w, 
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2.4 莫 并 集 


2.4.1 莫 衣 丫 构 


设 CR 为 内 点 非 空 的 有 界 闭 集 . 和 mi 为 一 列 正 整数 序列 ,全 = 1 十 :| 为 

一 列 有 限 正 实 向 量 序列 ,其 中 
Be = {ecm em OC oH < EENIEISn. 
对 任意 上 和 N, 记 
Do = 和 

约定 Do = 僻 , 记 阳 = UD:. 

证 6 = oeE Br = tr; 记 

TT 二 FG Th 

区 gDtek 则 st = og 车 | 所 上 且 co 1 = rr, 则 称 r < a. 

R’ 的 子 集 繁 天 = |;o 所 Dl 如 果 满 足 :; 

1? 对 任意 s < 了 ,大 与 了 相似, 亦 即 存在 相似 映射 5 :R“ 一 Ri 使 得 2&(J) = 大， 
约定 Jo = J; 

2 对 任意 上 二 0 及 任意 5 €€ 如 如 vc: p41 为 左 的 子 集 ,并 且 对 任意 :zz 
(ri) 门 (.j) = 人 OI( 亦 即 满足 开 集 条 件 ); 

3 对 任意 让 关 1rE 由 及 1 大 s 汪 有 


< ms < 上 | 


mp Cy 


+ 
| 


则 FZ 称 为 具有 葛 朗 结构 . 
现 令 B= Use nl 及 E = 几 卫 , 则 为 非 空 有 界 闭 集 


i 记 F = lh:oE Dl ,下 “的 元 称 为 E 的 上 阶 基本 元 . 出 
,好 = U2 = az 号. 


E = 于 六 帮 End 和 旧称 为 满足 (7 | 儿科 的 莫 遍 集 - 记 , 必 = 6 (J 
mt ,1 为 满足 (7 ,1 mi ,| Bs!) 的 葛 归 集 的 集合 类 . 
2.4.2 莫 朗 集 的 维 教 


设 #4 由 下 起 定义 : 
i 
2 = 1， 


则 


= lim infs:,s" = lim suns.. 
" 二 *? nn Sup 


车 inf mi > 0, 则 对 任意 包 E .者 (J 了 ,ml | 加 | 有 
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dimyE = Ts dimpE= 5”， 
2.4.3 1 纵 齐 凑 英 并 此 与 1 维 齐 次 英 并 集 类 


设 d = 1 并 设 对 任意 上 和 Nl ss meti 三 各 * 则 相应 的 莫 朗 全 与 齐 次 莫 
朗 集 类 称 为 1 维 齐 次 莫 朗 集 与 1 维 齐 次 莫 阅 集 类 ， 
(1)1 维 齐 次 康 托 尔 集 与 偏 1 维 齐 次 康 托 尔 集 . 
设 对 任意 上 兰 1, 任 意 zE 及 ,及 1 ej mrt; 它 的 上 + 1 阶 基 本 元 饭 .j; 症 攻 
中 (从 左 至 右 排列 ) 满足 : 
也 ,1 的 左 端 点 与 /的 左 端 点 重合 , 刀 ,。， 的 右 端点 与 /的 右 疯 点 重合 ; 
Pl= Jo {从 而 ,每 个 上 + 1 险 基 本 区 间 的 长 度 为 ej e001); 
3j 相 邻 的 上 + 1 阶 基本 区 间 的 间 隅 相同 . 
由 此 得 到 的 莫 度 集 称 为 齐 次 均匀 康 托 尔 集 , 记 为 经 = 多 (| ml ,esl)， 
如 果 将 上 述 条 件 中 的 关 , 节 用 于 述 条 件 代 符 . 
上 1 的 左 端点 与 大 的 右 端 点 重合 , 郊 .on 的 开端 点 与 元 -yp 的 右 端 点 重合 ,1 
< 二 由- 1, 则 得 到 的 莫 妆 和 集 称 为 偏 齐 次 康 托 尔 集 , 记 为 
对 = {nt, et). 
{2)1 维 齐 次 康 托 尔 集 与 偏 1 维 齐 次 康 托 尔 集 的 维 数 . 
设 锣 与 多 分 别 为 ! 维 齐 次 康 托 尔 集 与 偏 1 维 齐 次 康 托 尔 集 , 则 
dimgF = lim inf En ee 
dmp 人 $B = 出 mn 区 = lim msup i ， 
dimn 各 二 lim inf -2 人 
- jogel 全 1 县 4 


1 
dimp2zw = dimns 色 = lim. sup lt ， 


age es 
(3)1 维 齐 次 莫 朗 集 类 的 性 质 ， 
1? 设 . 论 ; = .党 ( 人 fei 为 1 维 齐 次 莫 计 集 类 , 则 
up dim = ,三 出 my 多 襄 。 dim HE = 中 mn 多 ”|; 
wp, dimp E = mp 名， nl dimp B = Qimpe . 
> 对 任意 E, Ey EE 者， 
max! ims EL, dim Est a mint dimpE, ,dimpE;|. 
3 1 维 齐 次 莫 朗 集 类 具有 下 述 维 数 的 连续 性 ; 
设 dims 多 "< a < dimy 多 , 则 存在 EE . 顽 , 使 得 
让 ma 下 = &. 
设 直 np < 8 < dimp 多 , 则 存在 已 和. ,使 得 
dimpE = 月 . 
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2.5 切 鲜 人 洁 
切 饼 集 是 自 相 亿 集 的 一 类 非 线 性 推广 ,所 用 的 工具 也 由 为 深入 ， 
2.5,1 场 饼 集 
(1) 切 饼 映射 . 


设 7= 00<w<nclh= 10m = [1]. 鼎 射 5:Ui 一 1! 
如 果 潢 足以 下 性 质 . 
sl, 及 SS1 分 别 是 i 与 71 至 1 的 单 满 射 ; 
2 存在 常数 > > 0,c > 0, 使 得 
1 DS(x) — DSCy) le elx- Yl, xrye loU, 
即 DS 是 y- 阶 赫 尔 德 映射 ,并且 


inf | DS{x}|» 1, 
| 


其 中 DStx) 表示 5 在 点 x 的 微分 ,x EE UU 则 映射 5 你 为 切 饼 映射 . 
(2) 切 讲 集 . 
相对 于 映射 3 的 切 饼 集 定 闪 为 
C= xDUn:T(xr)) Ee 1 对 所 有 的 %n 宇 0 成 立 |. 


2.5.2 特 号 空间 


(1) 符号 空间 . 

令 有 = 10,1]; 

Dn) = |z = x 和 | 是 长 度 为 n 的 符号 电 的 集合 ; 

0 = UAtn) 是 长 度 有 限 的 符 导 串 的 集合 

fr 是 长 度 为 无 限 的 符 导 串 的 集合 . 

设 x = XI 1 ,定义 
dao(x,Y) 二 Di | 

则 而 是 (YY 上 的 度量 ,在 此 度量 下 ,2 是 一 个 紧 度 量 空间 . 

{2) 码 颈 射 . 

设 $0 , $1 分 别 为 Sn 8| [#1 的 道 旺 射 . 设 * = XiX2 和 人 ,定义 
区 ( = ND), 


x 称 为 码 上 映射, 它 是 {¥Y 到 切忌 集 C 的 1 对 1 的 满 射 . 

(3) 符号 空间 上 的 称 位 久子 与 不 变 测度 . 

1 和 上 的 物 位 算 千 sf 一 {PF 如 下 定义 : 

车 = 上 的 连续 映射 ; 

2 设 p 是 tr 上 的 博 雷 尔 概 率 测度 ,车 对 任意 可 测 集 1 CP, 均 有 je "(44)) 
= 2f4), 则 产 称 为 对 于 5 不 变 的 测 庶 
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记 所 有 对 于 = 不 变 的 情 雷 尔 概率 测 捷 的 集合 次 . 兹 《o). 

{4) 入 号 空间 上 的 测度 粹 . 

设 py 为 对 于 ze 不 变 的 概率 测度 ,a = |14i ,4 ,… 4! 是 中 的 一 个 有 限 可 调 分 
划 , 则 产 的 e 丧 定 吕 为 

Ha) = - 六 (4jlogr(d)， 
前 民间 
o 对 于 gg 以 及 = 的 炳 定 立 为 
lg ra) = lim THe We VY gn Do) 
其 中 Y 表示 两 个 分 划 的 交 ; 
ayVvP= 1AN BacCu,BE Bl. 
5 对 于 的 炉 定 义 为 
ho) = suph,to,a). 
(5) 符号 空间 上 的 上 讨 力 证 郴 . 
设 ff 一 RR 为 连续 函数 , 则 的 压力 汉 餐 定义 为 


Pl = Rs) + | aa) 


2.5.3 切 饼 集 的 维 数 


令 xz): = -Jog1 DS{r(x)) 1, 设 s 是 满足 PCdf(x)) = 0 的 实数 , 则 
me 三 本 ma 党 = 本， 


3 ”测度 的 重 分 形 分 析 


测度 的 重 分 形 分 析 是 指 测度 的 维 谱 , 勤 让 德 变换 和 热力 尘 极限 之 问 的 关系 以 
及 这 些 量 的 确定 ， 
在 此 我 们 通过 康 托 尔 测度 来 介绍 测度 的 重 分 形 分 析 的 有 关 概 念 、 内 容 和 方法 . 


3.1 康 托 尔 测 度 


设 0<p<1 设 C= 几 NE 为 康 托 尔 三 分 集 , 其 中 政 为 上 阶 基 本 区 间 . 将 单位 
质量 分 布 到 E, 上 ,使 得 左边 的 区 间 有 具有 质量 p ,右边 的 区 间 具 有 质量 1 - p. 然 后 将 
| 的 每 个 区 间 的 质量 按 上 述 方 式 分 布 到 它 生 成 的 两 个 区 间 上 .继续 上 述 构造 ,将 
5; 上 的 每 个 区 间 的 质量 按 比例 p:1 - 分 布 到 他 所 生成 的 两 个 区 间 上 ,在 极限 情 
形 ,在 康 托 尔 三 分 集 上 分 布 了 一 个 质量 wec, 称 为 康 托 尔 测 度 . 
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3.2 ” 康 托 尔 测度 的 重 分 形 机 理 


3.2.1 上 康 托 尔 测度 的 对 数 密 度 


设 并 所 蕊 , 旺 (x) 是 以 + 海中 心 r 鸭 半 径 的 区 间 , 康 托 水 测度 pe 在 点 x 的 对 数 
密度 定义 为 


logrct B(x)) 
了 Fr 
Ds): 一 him logr ” 


测度 在 一 点 的 对 数 密度 反映 质量 在 这 一 点 附近 分 布 的 情形 . 
3.2.2 ” 康 托 尔 测 度 的 重 分 形 分 解 与 维 谱 
令 G:= 1x€ CD (rt) = 0), 则 
| = UG 
称 为 三 按 mc 的 对 数 密度 的 重 分 形 分 解 , 明 数 
fer = dim, 
称 为 Pr 的 维 谱 . 


3.2.3 勒 让 德 变 搁 
设 a) 为 ue 的 维 谱 , 则 
rtq): = sup, /la) - qa) 
称 为 Ka) 的 勒 让 德 变换 ， 
3.2.4 康 托 东 测度 的 拭 函 数 与 热力 学 极限 
设 |41 是 长 度 为 5 的 彼此 不 相交 的 区 间 徐 ,并 且 R = 局 元 .函数 
Sa(g): = Del 1)s 
称 为 uc 的 矩 函 数 ,极限 


logSa(q) 
lim 
$0 一 logd 


称 为 pc 的 热力 学 极限 . 
3.2.5 康 托 汞 测度 的 重 分 形 机 理 


康 托 尔 测 度 的 维 谱 的 勒 让 德 变换 等 于 它 的 热力 学 极限 , 即 


rg) = lim - logd “ 


在 此 意义 下 , 称 康 托 尔 测度 we 满足 重 分 形 机 理 . 
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3.3 _ 谅 托 尔 测度 的 重 分 形 分 析 


3.3.1 上 康 托 宋 测 诬 的 热力 学 极限 


Tq) = lim S09) ) _ lop + (1 了) 
i -lord bo 时 


3.3.2 康 托 汞 测度 的 欠 谱 


(1) 画 数 ck gq). 

1? 设 对 每 个 9,rf9g) 是 在 efg) > 0 处 达到 定 交 式 中 的 上 和 确 界 , 则 
drtqj/dqtgq) = alto} 

2 对 于 康 托 尔 测度 xc, 有 


alq) =- prlogp + {1 ~ p) "log(] - 2) 


(pr+fl-p)logg 
光 al1) 称 为 pe 的 信息 维 数 ,其 值 为 
atl) = - plogp + 1 - pJlogtI - p)log?. 


(2) 维 详 . 维 谱 可 以 通过 fa(g)) = (9) - gd) 米 确 定 ， 
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引 言 


生物 数学 是 研究 生命 科学 数量 化 规律 的 一 门 学 科 , 是 相继 于 生物 物理 学 .生物 
化 学 之 后 产生 的 生物 科学 的 新 分 支 , 是 数学 与 生命 科学 之 癌 的 边缘 性 学 科 . 它 隶 属 
于 生命 科学 . 按 在 研究 方法 上 所 涉及 的 数学 方法 来 区 分 ,生物 数学 可 以 分 为 生物 统 
计 学 ,生物 动力 系统 以 及 生物 控制 论 等 三 个 分 支 学 科 . 本 书 仅 对 生物 动力 系统 部 分 
作 地 述 ,其 他 部 分 可 见 参 考 文 献 [1 ~ 3]. 

生物 动力 系统 就 是 应 用 数学 .物理 中 动力 学 的 方法 来 研究 生命 现象 ,其 使 用 的 
数学 工具 ,一 般 来 说 属于 “连续 数学 "方法 ,诸如 微分 方程 , 儿 何 ,拓扑 等 ,其 研究 的 
对 草 几乎 禾 盖 整个 生命 科学 ;从 微 现 生物 学 的 "分子 动 力学"“ 细 胞 动力 学 ”到 宏观 
生物 学 的 "种群 动力 学 "、“ 系 统 生 态 学 ;从 生命 科学 的 理论 研究 “理论 生物 学 "、“ 重 
白质 的 几 柯 结构 与 信息 传播 分 析 " 到 应 用 性 十 分 强 的 生命 科学 研究 “ 醇 动 力学 ”、 
“药物 动力 学 ”“ 传 染病 动力 学 ”"、“ 微 生物 培养 动力 学 "“ 和 群体 遗传 学 "等 ,内 容 十 分 
丰富 ,可 参看 文献 [3-~ 7] . 

生物 动力 系统 作为 一 个 分 支 学 科 的 形成 ,还 是 近 20 年 的 事 , 但 在 一 个 世纪 以 
前 ,从 马尔 萨 斯 {Malthus T.Ry 人 口 模型 开始 ,就 已 有 了 许 才 的 研究 工作 ,到 20 世纪 
2 年 代 初 , 洛 特 盯 和 活 尔 泰 拉 (Lotka AA.J. and Voltera V. ) 基于 分 子 生 物 学 和 海洋 
渔业 研究 的 洛 特 卡 - 沃 尔 素 拉 方程 , 则 是 生物 动力 系统 这 个 学 科 初 具 规模 的 年 代 ， 
但 作为 一 个 学 科 分 支 的 形成 , 则 是 在 加 世纪 ?0 年 代 中 后 期 开始 到 今天 ,这 是 这 个 
分 支 学 科 全 面 迅速 发 展 的 高 峰 时 期 .黄金 时 代 . 生 物 动力 系统 这 个 分 支 学 科 已 成 为 
研究 生命 科学 数量 北 规律 的 一 个 重要 领域 . 


1 分 子 反 应 作用 动力 学 


1.1 服从 质量 作用 律 的 反应 动力 学 模型 


1.1.1 一 级 反应 ( 单 分 子 反 应 ) 的 反应 速度 


一 个 分 子 的 反应 物 变 成 为 男 一 个 分 子 的 生成 物 , 可 用 符号 写 为 
A 8, 
通过 实验 可 以 知道 ,这 种 化 学 反应 的 反应 速度 与 反应 物 4 的 浓度 [4] 有 关 , 用 数学 
模型 来 描述 可 以 写 为 


4] poral). 
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三 反 应 物 浓 度 不 太夫 的 时 候 , 假 定 下 可 坟 用 它 的 钱 手 化 来 赤 似 代替, 注意 到 因为 在 
家 认为 过 时 反 记 将 位 止 , 所 以 有 FC0) = 0. 又 由 于 反应 疙 使 4 的 浓度 下 降 , 所 以 得 
到 

中 | 二 
dt 


= -&[4] ( 记 为 4- 8)， 
其 中 为 正常 元 

1.1.2 ”二 级 反应 (两 分 子 反应 ) 的 反应 速度 

两 个 分 子 的 反应 物 反应 后 变 成 其 他 的 生成 物 , 易 知 这 类 反应 的 反应 速度 与 两 
种 反应 物 在 当时 的 浓度 都 有 关系 ,类 似 于 一 级 反应 ,在 反 点 物 的 浓度 不 太 大 时 ,可 
从 忆 的 和 级 数 民 开 式 中 取 其 最 低 次 项 不 为 夫 的 部 分 来 代 桂 F, 则 有 

(1) 4 + 8 一 -C+ D 的 反应 速度 为 

4) =- 时 2 - PC[4],[8]) =- kLAl! 8]. 

因为 两 分 于 反应 时 恋 少 其 中 任 分 于, 则 反应 不 能 进行 ,所 以 有 F(t0,0) = 
Fo.[8]) = FL4] ,0) = 9 美 伺 地 有 

(2) 24 -A + 轴 的 上 反应 速度 次 
d[4] 
jr =- k[A. 


(3) 24 Cs 总 的 反应 建 度 为 
aA] _ 
= 28[4]?. 
1.1.3 三 分 子 反 应 与 多 分 子 反 应 的 反应 速度 
三 个 分 子 的 反应 物 反 应 后 变 成 其 他 生成 物 时 ,其 反应 速度 也 和 三 种 反应 物 在 
当时 的 滚 度 有 关系 .类 似 地 ,在 三 种 反应 物 的 法 度 不 赤 太 时 , 反 反 应 束 诈 ff 作 类 似 
于 两 分 子 反 应 处 理 , 可 以 得 到 


《1 AA++ 人 下 + D+ 的 反应 建 谋 为 
dal _ dB] _ LO] = Ff[4],[8],[c]) ~ kABILC]. 


dt dt 
同样 ， 


(2) 24 + 日 一 > A + 2C 的 反应 应 速度 为 
业 人 1 dB - -4 8 
(3) 24 +4 是 一 > 2C + DD 的 反应 应 速度 为 


业 人 =- -284[4PfB]， dE = - slapEh). 
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关于 名 分 子 反 应 速度 ,类 似 地 有 


(4) pA + g8 一 + (p+ gq)B 的 反应 速度 为 
d[ 4] _ pk[LAjrE B11". 


dt 
长 中 和 #5 为 正 整 数 . 


1.1.4 服从 质量 作用 律 的 分 子 反应 数学 模 开 


反应 速度 描述 为 1.1.1 ~ 1.1.3 的 分 子 反 应 , 称 之 为 是 从 质量 作用 律 的 分 子 皮 
点 ,正面 要 用 数学 模型 米 描 述 整 个 反应 过 程 ， 
例 1 了 是 分 子 反 应 的 阁 特 卡 模型 . 
假设 分 子 XX 和 分 子 品 在 时 刻 1 的 深度 记 为 x (0 和 | c(t 六 以 后 均 如 地 ,以 大 
可 学 母 代 家 分 子 的 名 称 , 以 小 写字 母 代表 相应 分 子 的 浓度 .不 再 男 加 说 明 ), 反 应 机 
制 为 
k| La 三 
Xi IK Nr X,Y 0. 
其 中 第 -- 个 反应 表 水 有 资源 来 源 的 增长 反应 ,第 二 个 反应 是 妇 的 自 催 化 反应 ， 
第 下 个 反应 是 元 的 输出 ,这 个 反应 系统 的 数学 模型 为 
人 = KX) 一 Faxl x4} CD 
dxa/dt = 一 生生 + RoxlX2. 
萄 知 系 统 (1-1) 有 两 个 平衡 点 :{0,0) 和 {x7 ,x2 ) ,其 中 = /Ry = 上 
系统 (1-1) 有 通 积分 
x — x x nw + a = 0 , 
其 中 局 为 任意 常数 ,对 于 两 分 子 反 应 系统 ,有 如 下 定理 . 
定理 1 如 果 各 反应 阶段 只 是 单 分 子 反 应 和 驱 分 于 反应 ,在 包含 两 个 可 变 中 
癌 产物 的 反应 系统 中 ,不 可 能 存在 极限 环 [6 . 
例 2 普 插 高 津 (Prigogine) 三 分 子 模型 . 
反应 机 制 为 
+A + DD, 2X+ 31, A F. 
这 里 假设 所 有 反应 速度 常数 都 是 1 否则 其 数学 模型 世上 柯 则 过 适当 的 变换 化 为 与 
此 相同 的 形式 ) .其 中 4,8 分 别 为 反应 物 ,D,E 为 生成 物 .v,y 为 中 间 产 物 ,相应 的 
数学 模型 为 
[人 如 一 【二 十 1) 十 和; 
dy/dr = bx - x*y. 
当 a 关 人 0 时 ,方程 (1-2) 有 唯一 正平 衡 点 pla.b/a). 
定理 2 设 a >0,5 >0, 则 当 & > 1+ 时 ,系统 (4-2) 存在 唯一 稳定 极 契 环 ; 
当 上 5 志 1] + a 有时 系统 不 存在 极限 环 ,正平 衡 点 p 为 全 局 渐 近 稳 定 . 
例 3 替 松 - 李 炮 (Tyson Lighe) 三 分 子 模型 . 
反应 机 制 为 


(1-2) 
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所 -Co 了 IK 0 
上 反应 数学 模型 为 
人 = 各 一 此 二 十 此 

dy/dt = co — haxty, 

作 无 量 网 化 代 摘 ; 
省 三 vk kax, 外 一 ww 了， t= .7 

把 变换 后 的 方程 中 x,y 和 = 仍 记 为 x,y 和 1:, 则 这 个 数学 模型 化 为 

人 = 如 一 制 十 由 ; (3 

dy/dt = — x4 

其 中 = Vv 届 ABv a = cov 如/A(kv h(a > 0,6 > 人 0). 易 知 系统 (1-3) 
有 唯一 平衡 点 C(x" ,y"). 其 中 


x =a0+4, y= arla + &). 


定理 3 当 2= 了 _(a+ b)* > 0 时 ,系统 (1-3) 存在 唯一 稳定 极限 环 . 


总 十 贞 


例 4 低 浓 度 三 分 子 模型 . 
反应 机 制 为 
A—— XB+ XX-—— ,+2 347,Y 一 一 必 . 
有 反应 数学 模型 为 


dx/df = a— br - spi 
{a bx+ xy — 7Y. (1-4) 
易 知 系统 有 唯一 平衡 点 PlaAtb + a2),a), 
定理 4 当 2 o/b+r el) > 上 4 q+ 1 时 ,系统 (1-4) 在 在 唯一 稳定 极限 环 . 
例 5 多 分 子 反 应 模型 . 
反应 机 制 为 


大 下 局 全 
和 一 
反应 数学 模型 为 


上 = 天 Xe At 一 配 3 二 好; 
如 tv 二 三 下 3 二 姑 . 
经 过 无 关 网 化 后 系统 可 以 化 为 
人 = i 
dy/dt = wr — by. 

这 个 模型 的 研究 还 十 分 不 完整 (参见 文献 [6]). 

例 6 二 次 自 催化 反应 系统 . 

反应 机 制 为 


k 和 
各 一 >， 天 + Yo 27, 2 4 YI3X, YX—>F 
上 反应 数学 模型 为 


(1-5) 
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dx/dt = Rx Ent + Raxy + Kx’y: 
{2 = ko+ kort — Fyxy ~— hariy. 
设 是 > 0, 作 变换 r = +, 则 方程 化 为 
dx/dr = 一 和 -本 二 YY 十 机 
(a. = b+ oxi bxy bax y, 
其 中 = A 中 = ,2,3,4). 记 
是 = + ob B= 6 hy. 
系统 (1-6) 有 唯一 平衡 点 P(x*,y" ) ,其 中 
x = bo, 7 = (+ Bde4. 
当 号 - 4 > 0 时 ,P 为 不 稳定 焦点 ; 当 B8 -4 <0 时 ,PP 为 稳定 焦点 . 
定理 5 当下- 42>0 时 ,系统 (1-6) 在 PP 外 国 存 在 惟一 稳定 极限 环 . 
例 7 布 鲁 索 夫 - 察 布 守 斯 基 (Bolousov-Zhabotinskii) 反应 . 
反应 机 制 为 


上 | ks 入 
A+ FF——* EE+Y——* PB+ XX— 2X+ 2, 


{1-6) 


2K 0,2> fy. 
这 个 数学 模型 通常 称 为 俄勒冈 (Oregon) 模型 : 
dxA/dt = key 一 此 十 ks bx 一 了 下。 cr; 
| =- hay - kaxy + ksf; (1-7) 
dz/dt = 向 上 让 — Ky. 
经 过 无 量 纳 化 后 ,系统 可 容 化 为 
dx/dt = sty¥ -xy + *— gr; 
a = i(- Fy- xy + .£8); 
dz/dt = wix — 2). 
系统 有 两 个 平衡 点 0(0,0,0) 和 P(x*,y”,z*), 其 中 
x = 2", YY* = [raren- 和 ]， 
20x" = 1- f+[(1-f- 9 +4g1 + 
(0,0,0) 为 不 稳 点 奇 点 ,其 条 人 忻 是 ;: 


(lO<w< EE +A )] + [IE + A - x" )]*-— 
42212g(x*)2+ x'{q -1)+ /1)2, (1-8) 
其 中 E= sy + (T+2g)r + 
(2) 29(x P+ x" to- +i<0, {1-9) 


当 w 和 /满足 条 件 (1-8) 和 (1-9) 时 ,p(x",y"”,z*") 的 特征 方程 有 两 根 具 正 实 部 ， 
所 以 是 不 稳定 的 . 
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记 集 合 
其 中 
-下 ，_ 工 
YY 三 1 + gq" 12 二 2qg° 


定理 6 对 于 系统 {1-7}, 8 是 一 个 正 向 不 变 集 ,而 且 所 有 正 初 始 值 的 解 终 将 进 
人 8. 

定理 7 车 0.5s< 了 < 2.42 且 条 件 (1-8) 和 (1-9) 满 是 , 则 系统 (1-7) 在 相 空 
间 中 在 在 空间 周期 轨道 . 


1.2 ”饱和 反应 的 数学 模型 


在 上 一 节 中 ,考虑 服从 质量 作用 律 的 反应 速度 下 的 反应 动力 学 模型 ,从 这 种 凤 
应 速度 的 时 入 可 知 ,这 种 规律 只 适用 于 反应 物 的 浓度 不 太 大 的 时 烧 , 对 于 反应 物 浓 
度 比 较 大 而 接近 于 某 种 饱和 状态 时 ,利用 上 节 的 反应 速度 表达 式 来 描述 就 会 产生 
较 大 的 误差 ,因而 必需 改 用 一 系列 的 狗 和 反应 巡 度 . 


1.2.1 米 扩 (Michaelis-Menten) 已 和 反应 动力 学 模型 
前 面 所 述 服 以 质量 作用 律 的 一 分 于 反应 


上 
Xk 


的 反应 速度 为 
二 一 dxi/dt 三 drs dt = kl. 
最 简单 的 一 分 于 已 和 反应 速度 米 拒 反应 速度 为 
tm = 了 YA + NL) 
其 中 ww 为 反应 速度 v 的 最 大 值 , 如 称 为 米 氏 常数 ,把 此 反应 记 为 
看 一生 . 


例 3 两 分 子 饱 和 反应 .反应 机 制 为 


天 所 
一 


tm 


Do— 0. 
相应 的 数学 模型 为 
dxiAdi = kixo 一 Kaxt 一 其 3 证 | 入 2 
人 = kx — dra (hs, + 2). 
作 无 量 网 变换 : 


让 二 区 I+ 人 二 X21 dt 二 【 十 X20 ， 


则 系统 化 为 


1 分 子 反 应 作用 动力 学 ，955 - 
dx/dr = (y+ bd- Br — ry); 
(ea = yxy + br — 4), {1-10) 
其 中 让 = 名 y= no = x 均 为 正常 数 ， 
{1-10) 式 有 平衡 点 ; 


Mo = {8/B,O) ,NM = (x* ,y"), a 
其 中 x = a ob By = (1 apBlie -8). 
村 为 正平 衡 点 的 充 要 条 件 为 


(a- Bb- BY»>O,ta- -a5) > 0. 
作 惟 设 : 
p> Bay HB» qd, C1-11} 

通过 简单 前 讨论 可 知 ,如 果 (1-11) 式 不 成 立 , 则 系统 (1-10) 不 可 能 存在 极限 环 , 属 
于 简单 情况 ,下 面 只 考虑 条 件 {1-11) 式 成 立 的 情况 ,这 时 NH 为 正平 衡 点 ,为 非 圣 初 
等 奇 点 , 且 

(ba) -Bi 近 (- 呈 ) 过 0 时 ,时 为 稳 完 ; 

当 ( 上 内 -wpB)fe-gB- 办 人- 8) >0 时 , 遇 为 不 称 定 

定理 在 条 件 (1-11) 下 如 果 时 为 稳定 则 于 必 为 全 局 尚 近 稳定 ;如 果 村 为 不 
稳定 , 则 系统 (1-10) 存在 唯一 的 胡 限 环 , 且 为 稳定 极 尹 环 . 

回顾 定理 1 知 ,对 于 服从 质量 作用 律 的 两 分 子 反 应 系统 是 不 可 能 存在 极限 环 
的 ,但 定理 8 则 说 明 介 有 已 和 反应 速度 的 两 分 子 反 应 系统 贞 以 有 极限 环 . 


1.2.2 多 重 饱 和 反应 动力 学 模型 


除 上 述 米 氏 已 和 反应 速度 计 , 在 研究 血红 蛋白 被 氢化 的 饱和 反应 有 5 形 的 反 
应 速度 , 形 如 
ax + bx 
k++ Mm 
当 Ai > 4 省 时 ,这 个 巡 度 在 (x,+,) 平面 上 成 ; 形 曲 线 .这 里 a,8,{ 和 点 均 为 非 负 
常数 ,ww 称 为 三 重 饱 和 反应 速度 .也 有 以 下 表达 形式 


时 x 


i , 
m3 +x) b+ x) 


进一步 还 有 多 道 饱和 速度 如 


tn 二 


例 9 细菌 培养 呼吸 过 程 反 应 模型 
反应 机 制 为 
| > ka 
A4—>* ,Bo 大 | ,天 1 十 一 r, 
品 
所 
最 后 一 个 反应 式 表 示 反 应 速度 对 X| 来 说 是 饱和 反应 .而 反应 速度 与 总 则 是 服从 
质量 必用 律 ,相应 的 数学 模型 为 
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dxizdz = bab — ary — haxixar tl + kext); 
人 = ka ~ Frivar ll + ksx?), 
作 无 量 岗 化 变换 ， 
x = a = Ra Ryxas Tt = bats 
则 系统 化 为 


人 全 全 = Br- ty + qx); 
dydr = 4 — xy/(l + qr), 
其 中 4 = Ba/ks,B = 本 /了 ,9 = 相 妇 7 悦 ， 
系统 (1.12) 公有 一 个 平衡 点 Cx" ,y") ,其 中 

x” = BB- AY = All+ gtB- A)]/x". 
系统 (1- 12) 的 定性 研究 尚 不 完整 , 暂 不 拖 述 . 


1,2.3 基体 抑制 作用 与 反应 产物 激活 作用 


反应 机 制 ， 


大 
Ss, S+ Pir2p, p E>0. 


相应 的 数学 模型 为 
dsvdt = kiso — flssp), 
dp/di = fls,p) - glp). 
这 里 和 g 是 反应 速度 .更 一 般 可 写成 
直人 = 此 0 一 各 一 所 
dpvdi = p[fls,p) - glp}], 


{1-12) 


{1-13} 


其 中 上 表 基体 5 的 流失 ,jy 表示 基体 反应 利用 率 .所 谓 基 体 掉 制作 用 即 人 -人 妇 ) 式 中 
反应 速度 了 是 s 和 p 的 非 增 函 数 ; 所 谓 反 应 产物 的 激 话 作用 (反馈 作 用 ) , 即 (1-13) 


式 中 反应 速度 了 是 户 增 攻 数 ， 
例 10 两 基体 抑制 反应 模型 ， 
反应 机 制 为 


ko 
i 太一 了 有 一 站， 


Kt 如 
M+ A ME, MY + A MY,, 
二 1 天 


ME+ y -全 M+P+ 人 0 
其 相应 数学 模型 ,并 且 无 量 网 化 后 为 
人 人 = -x*- Br(lx,y): 
dyzdt = bb- Ar(x,Y), 


其 中 rix,y) = 


了 二 


C1-14) 


而 ,jb, 4 ,8B,a 均 为 非 负 常数 .系统 (1-14) 式 有 孜 一 平衡 态 (x" ,y") 满足 


2 非 线性 种 群 动力 学 模型 + 957 ， 


8a Dil+rx’ + ar "*) 
= A - 

当 帮 > 无 (B+lA4 时 *”>0D7y” »>0. 

定理 9 若 平 衡 点 Cx" ,y") 为 不 稳定 焦点 或 结 点 , 则 系统 (1-14) 在 相 平面 正 
象限 存在 极限 环 ， 

这 个 定理 说 明基 体 抑制 反应 系统 可 以 存在 极限 环 ,Se'kov 发 更, 对 于 反应 产物 
激活 作用 系统 ,只 要 反应 产物 的 激活 度 高 于 1, 就 可 以 引起 极限 环 类 型 的 持续 振 
葛 ,也 就 是 说 如 果 可 表示 成 Ax,ryrie), 且 es > 0 在 从,0) 连续 , 振 划 可 能 发 生 ， 


1.2.4 最 后 产物 抑制 作用 { 负 反馈 作用 ) 反应 数学 模型 


在 一 个 反应 链 中 的 产物 合 得 其 邱 制 物质 的 划一 远 母体 的 合成 率 降低 . 例如 在 
研究 全 白质 人 台 成 的 遗传 调节 机 制 时 遇 到 的 现象 : 
DNA 一 mRNA 一 一 酶 底 物 


4_ 阻 遇 作 用 和 


相 疝 的 数学 模型 可 写成 
dxzizdi = 所 如) — kx, 
dx de = kimi) — kx (f= 2 ,n+ 1), 
其 中 (x6,1) 是 x 的 减 熙 数 , 它 描述 抑制 效应 .了 常用 的 形式 为 
1 二 cl 十 CxXH41， 
当 n = 2 时 ,反应 系统 可 写 为 
dxidi = lA + 2 or}; 
{ara = tT- py, 邦人 有 > Dr > {1-15) 
dx/di = yy 一 咏 . 
设 m 为 正 整 数 ,系统 有 了 唯一 平衡 点 {x*,，y* ,zx"). 
定理 如 ” 设 系 统 (1-15) 在 平衡 点 (*”,y"” ,z”) 处 的 线性 化 系统 有 一 特征 模 
A1 < 0,A23 = mtiofn>0a > 由, 刚 系统 (1-15) 必 存 在 空间 周期 轨道 . 
这 个 定理 的 结论 已 被 推广 到 ”维系 统 (参见 文献 [8]j). 


2 非 线 性 种 群 动力 学 模型 


2.1 单 种 群 模型 


2.1.1 定常 环境 革 种 群 模型 
例 1 马尔萨斯 人 口 模型 


+ 958 + 第 21 篇 生物 数学 


dMNAdt = rrr=b- 4, {2-1) 
其 中 NC) 表示 在 时 刻 1 人 口 密度 ,4 表示 出 生 率 ,a 宕 示 引 亡 率 ,r 表示 人 口 增长 
率 .车 初始 人 口 密 度 为 Wo, 则 模型 (2- 1 的 解 NC = Woe" .因此 ,只 要 出 生 率 大 于 
死亡 齐 , 出 人口 密 度 随 着 时 间 成 指数 增长 赵 于 无 穷 . 
例 z 有 密度 制约 的 逻辑 斯 谊 (Logistic) 模型 . 
dN/Adt = FN - NAE), (2-2) 
其 中 r 为 内 事 增 长 率 .上 为 环境 容纳 量 . 方程 (42-2) 有 正平 衡 点 N” = 上 ,所 有 下 初 
峻 条 件 的 解 当 1 一 时 At 一 A , 称 平 衡 点 六 ”是 全 居 靳 近 稳定 的 . 
例 3 一 般 定 常 环境 连续 增长 种 群 模 型 . 
dN/dt = NFLUN). (2-3) 
在 模型 (2-2z) 中 密度 制约 因子 (1 - N/AK) 对 WN 是 线性 的 ,而 从-3) 式 中 则 考虑 
非 线 性 密度 制约 因子 FCN). 
定 吏 1 如 果酒 数 F(N) 满足 下 列 条 件 ; 
pe 有 一 个 正平 衡 点 mw , 即 存 在 上 ”> 人 局 
FE(N" 1] = 0; 
宪 对 于 NWN? > WW>0 有 MON) » 站 
3 对 于 由 > NWN” 有 F(N) < 0， 
则 模型 (2.3) 是 全 局 渐 近 称 定 的 . 


2.1.2 时 变 环 境 单 种 群 模 型 


例 4 非 自 治 逻 辑 斯 席 方 程 
dNAdt = rNCe){Lt - NOAAKCt)), (2-4) 
此 方程 过 点 (tw, Mo) 的 解 为 


Noexp[| r{s)ds] 
Nirty 三 一 一 一 一 一 一 . 
1 + Nol expl| rtsy)dsi | Hs 
定理 2 车 函数 r(41) 和 K(7) 满足 条 忻 : 


DOD<r= in riDartDera up ri) <+%; 


iE Rt tE Rt 
Oc Ks= i KG KD) eKk= sup Kit) <+ %, 
+ 是 2 网 


则 方程 (2-4;》 存在 解 
N* (11) = {jt- Fr - u)du] rm 。 


Kit- 
并 且 N* (#1) 是 全 局 渐 近 稳定 的 . 
车 方程 (2-4) 中 丽 数 rf 与 天 [站 均 为 以 w 为 周期 的 有 癌 期 消 数 , 记 


《ri = jd 二 mi ,KCL),K 三 maxK(t). 
定理 3 ”如果 r(4) 与 K(1) 均 为 w 周 期 函数 ,又 tr(t) > w > 0G< 基 生起 晶 
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过 于 <+o, 则 方程 (2.4) 存在 唯一 的 w 周期 解 N*' (1) ,并 且 NN' (4) 是 全 局 渐进 稳 
定 的 . 
2.1.3 时 洁 逻 辑 斯 请 方 程 

dwrfryzdr = FIELL- Nr - eA/Kk]. {2-5) 
作 代 换 Yl) = -1+ NO(20AK, 再 令 1 = rf; 记 a = 下 : 则 方程 (42-5) 化 为 ( 仍 贡 上 记 
1) 

dyf eA/dt = ay(tt ~ [1 + y(t, {2-6) 

时 滞 运 辑 斯 请 方程 (2-5}; 的 正平 本 点 入 = 下 , 即 为 方程 (2.6) 的 零 平 衡 点 y = 0. 


定理 4 ”方程 (2-6) 的 零 平衡 点 y = 0, 当 a < 于 时 为 渐 近 稳定 ; 当 a > 于 时 
为 不 稳定 . 

当 a < 学 时 方程 (2-6) 的 零 平衡 点 y = 0 为 全 局 渐 近 你 定 , 当 a > 子 时 存在 
周期 解 

注 1 当 六 < a < 过 时 ,方程 (2-6) 的 零 平衡 点 } = 0 是 局 部 浙 近 稳定 的 ， 


Wright 猜想 也 是 全 局 渐 近 稳 定 , 但 这 个 问题 直到 今天 还 没有 管 案 ， 

时 变 环 境 时 河 避 男 斯 谤 方程 : 

dN{2)/Qdt = FORALL - Ns- rik nD)), 
也 可 以 与 方程 (2-5$)] 类 似 的 变换 化 为 
dyt /dt =— att)y(tt ~ Dl + yt]. {2-7) 
定理 5 如 果 存 在 一 个 常数 +r > 0, 使 
A) er<32， 对 一 切 :=0 

成 立 , 则 

1 {2-7) 式 的 零 平衡 解 y = 0 为 一 致 稳定 ; 

> 车 加 之 存在 一 正常 数 o, 使 

atf) 9， 对 一 切 : 0， 

则 (2-7) 式 零 平衡 解 y = 0 为 一 致 新 近 稳 定 . 


2.1.4 单 种 群 反 应 扩散 模型 


前 面 所 考虑 的 模型 都 是 根 设 种 群 密度 在 空间 的 分 布 世 均匀 的 .这 时 种 群 的 密 
庆 和 只 是 时 间 : 的 函数 , 记 鸭 NO). 如果 所 考虑 的 种 群 密 过 空间 分 布 是 非 均 名 的 ， 
则 种 群 窗 府 入 不 仅 基 时 间 : 的 函数 ,而 且 是 空间 位 置 计 的 :三 炊 , 记 为 NCX,1) ,这 里 
站 为 空间 点 (xi xz sa) ,模型 (2-3) 变 成 
ON( EY, = AN(E,EY + NOX FE NCOX,t)]. 
简单 的 情况 ,考虑 导 辑 斯 说 反应 扩散 方程 的 齐 次 诺 仇 曼 (Neumann) 初 , 边 值 问 
题 , 提 法 如 下 : 
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aN/an = 0,CX,t) EE aN x [0, w)s {2-8} 
NX,O = 人 P(X) ,居所 Nn， 
其 中 必 ”> 0 为 问题 (2-3) 的 常数 平衡 解 , 妊 为 请 空间 中 的 有 和 措 开 集 ,其 边界 344 充 
分 光滑 ,33pm 为 边界 32 的 外 法 向 导数 ,p(x) 为 如 中 严格 正 的 光滑 函数 . 
定理 6 法 辑 斯 请 反应 扩散 方程 的 齐 次 牛 曼 初 . 边 值 问 题 (2-3) 的 正常 数 平衡 
解 N" 是 全 局 稳定 的 . 


2.1.5 具有 件 龄 连续 分 布 的 单 种 群 模型 


前 面 所 考虑 的 模型 中 ,只 考虑 种 群 的 密度 变化 ,不 考虑 种 群 的 年 龄 结构 ,但 种 
群 的 年 秀 结 梅 将 很 大 程度 地 影响 种 群 的 生育 率 和 死亡 率 ,从 而 影响 种 群 密度 的 变 
化 .这 里 将 考虑 有 年 龄 连续 分 布 的 MLF{Mekendrick-Foerster} 模型 
af a Qt + OA a to = rad ed) 


AD, = | BC)fa, do: (2-9) 
Aa:0) = fio), 
其 中 f(a,41) 表示 在 时 间 + 时 年 龄 为 a 的 种 群 密度 ,rl(a) 表示 年 龄 为 的 种 群 死亡 
率 , Bla) 表示 年 龄 为 a 的 个 体 的 平均 生育 率 . 


定理 了 如 果 满 足下 面 三 个 条 件 ; 
P(ta),B(lo) 各 Ca) 南非 负 连 续 ; 


?| “Ha)da < 十 oj 


了 存在 4 > 0, 使 当 e > 4 时 有 Pl(a) = 0， 
则 系统 (2-9] 存在 唯一 的 解 , 记 


NCD = | 六 mood - | Po)rCayda， 


[esp = AN + NN - MCX) E 0 x [0,%); 


其 中 a) = exp(- 上 yz)dx). 这 里 NC1) 表示 在 :时 刻 种 群 的 总 密度 . 


定理 $ 对 模型 (2-9) ,有 
1* 当 责 < 工时 ,种 群 走 向 绝 灭 , 即 有 
im RD = 0; 
多 当中 > 工时 ,种 群 密度 无 限 增长 , 即 有 : 
lim Pit) =+t%. 

可 以 看 出 ,在 模型 (2-9) 中 ,种 群 的 出 生 率 ff al) 与 死亡 率 yY(a) 均 与 种 群 的 密 
度 N(4) 元 关 , 也 就 是 说 模型 (2-9) 是 非 密 底 制 约 的 . 它 是 马尔 萨 斯 人 口 模型 的 一 个 
推广 ,其 解 的 性 上 质 上 也 有 类 同 之 奸 , 如 果 增 加 密度 制约 周 素 ,类 似 于 人 迎 辑 斯 请 模型 
(2-2) 的 年 龄 结构 ,种群 模型 为 
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farr)ar + Of a, td =- Fadflo,t) - HYD A a, 1), 
A(0,7) = | Bara, da, (2.10) 


Ala,d) = toa). 
假设 
而 ( = | Aa,t)de,| ylalda =+ oo， 


FAy = | BCa)expl - A 一 [ytd da. 


定理 9 hb 当 F(0) < 1 时 系统 (2-10) 公有 平衡 态 为 对 解 .并 且 零 平衡 态 是 大 
范围 渐进 稳定 的 ;z 当 F0) > 1 时 (2-10) 出 现 两 个 音 衡 态 : 零 解 和 正平 衡 态 ,并 且 
零 平衡 态 是 不 稳定 的 ,正平 衡 态 是 大 范围 渐 近 稳定 的 . 

由 定 天 39 可 以 看 出 年 龄 结构 模型 (2.10) 式 解 的 渐 近 性 质 与 通 辑 斯 详 模 型 
(2-2) 相似 .模型 (2- 10) 中 考虑 到 种 群 密度 的 制约 效应 ,但 这 个 制约 效应 只 影响 死 
亡 率 而 不 影响 出 生 率 ,而且 这 个 影响 是 以 线性 形式 出 现 . 如 果 是 非 线 性 而 且 对 出 生 
率 也 有 影响 , 则 可 建立 更 一 般 的 密度 制约 年 龄 结构 模型 

df a tdt + F(a/A0 = — Ya, Ne, dt), 


AOt) = jpBla, Mf(a, nda; C2-11) 


Ra,d) 三 ilay, 
其 中 


NL) = | ra,t)a0. 


模型 (2-11) 解 的 渐 近 性 态 的 研究 不 像 前 两 个 模型 那样 完整 ,比较 复杂 ,这 里 不 
作 介 绍 ”， 


2.1.6 离散 时 间 单 种 群 模型 


例 5 非 密 度 制约 离散 单 种 群 模型 
Nr+17— MN) = r Nts) 
或 
Nt + 1) = ANCGt). (2.12) 
这 里 上 (好 是 代表 第 上代 种 群 的 密度 (或 数量 ) .这 个 模型 也 可 以 奎 成 是 马尔 萨 斯 人 
口 模型 (2-1) 的 离散 化 ,而 且 其 解 的 活 近 性 质 也 与 (2-1) 式 相 网, 当 < 1! 时 ,NW(4) 
随 着 :增加 而 单调 减少 到 NC 一 0, 当 4 > 1 时 NC) 随 着 :增加 而 按 指数 N(1) 一 
o 单调 增加 . 
例 6 有 密度 制约 离散 单 种 群 模型 ， 
wwft+t3y = RCIL1L+ YO 一 上 (7 二 )]. 《2- 13)} 
这 就 是 所 谓 彝 口 方程 . 它 可 以 视 为 逻辑 斯 请 方程 差分 化 的 直接 推论 .但 是 作为 生态 


模型 , 它 有 明显 的 缺陷 , 当 Rb > K(1 + 六 ) 时 ,有 Nt + 1) < 0, 这 样 就 不 适用 


，062 ， 第 21 简 生物 数学 


了 ,因为 种 群 的 密度 (或 数量 ) 均 不 能 是 负 的 ,因此 在 实际 中 常用 的 模型 为 
N+ D) = NCDexp[y( - EH) (2-14) 


这 个 方程 与 逻辑 斯 诺 方 程 (2-2) 在 解 的 性 质 上 , 当 0 < y < 2 时 , 解 是 类 似 的 , 即 方 
程 (2-14) 存在 唯一 而 且 是 全 局 渐 近 稳定 的 正平 衡 点 NN = 玉 . 但 当 Y > 2 时 ,这 闫 个 
方程 解 的 性 质 相 差 很 大 ; 当 2 < y < 2.525 时 ,方程 (2-14) 有 稳定 2 点 环 ; 当 yy 值 继 
续 增 大 时 ,方程 (2-14) 的 解 相 继 地 出 现 4 点 环 ,8 点 环 ,… ,2" 点 环 ; 当 r > 3.102 时 ， 
方程 (2.14) 将 出 现 混 犯 解 .方程 (2-13) 也 有 与 (2-14) 类 似 的 性 质 . 

例 7 有 非 线性 密度 制约 单 种 群 离 般 模型 

NEG + 11) = NC FLING 或 Nt 1) = CNMN]). 
这 个 模型 可 以 看 成 是 模型 (2-3) 的 差分 化 , 汽 了 方便 , 记 : W(t 4 1 三 xs 三 
于- 方程 化 为 
wal = 本 (2-15) 

定 光 1 对 应 于 时 间 序 列 (0,1,…,n,…), 有 点 列 (x0, x ,… x4;…), 称 此 点 序 

到 为 差分 方程 (2-15) 的 解 { 轨 道 ). 这 里 ,wo 为 梓 值 ,有 
x1 = Fxo);r2 = Flr) = FLF(s0)] = (x0) 
和 = Fr) = Fre) 

定义 2 若 存 在 x" ,满足 F(x") = x", 则 称 x* 为 方程 (2-15) 的 平衡 点 . 

定 炙 3 对 于 平衡 点 x" , 若 存 在 一 个 区 间 了 = (xz - 3,xz + 介 ), 其 中 58>0 
使 对 任 间 x* 扎 1, 有 

| FEx) -x [|<|Ix—-x” |, 

则 称 平 衔 点 x” 是 渐 近 稳定 前 . 

定理 10 平衡 点 x* 若 有 


[BF .< 


则 ** 是 渐 近 稳定 的 . 四 

定 凡 4 ”车 存在 一 正 整 数 上 和 一 点 x. 使 x = Fx), 但 对 于 所 有 满足 1 < < 
k 的 正 整 数 n 都 有 * zx r(x) , 则 称 x 是 差分 方程 (2-15) 周期 为 上 的 周期 点 , fx， 
FOX), (xx 称 为 周期 为 上 的 周期 轨道 (或 周期 解 ), 或 卡 点 环 . 

由 以 上 定义 容易 看 出 ,如果 x 是 差分 方程 (2- 15) 周期 为 上 的 周期 点 , 则 x 为 下 
面 方程 的 平衡 点 

+ 一 Fi(w,), {2-16) 

定 久 $5 车 x 是 方程 (2-15) 周期 为 上 的 周期 点 ,又 在 在 x 的 区 间 了 7 = (xw - 他 ， 

x+1) 0 > 人 后 得 对 一 切 x 所 六 有 
| Flx)— x|l<ix—x*l, 

则 称 这 周期 为 £ 的 周期 点 是 局 部 渐 扩 稳定 的 . 

定理 11 车 x 是 (2-15) 式 周期 为 上 的 周期 点 ,县 有 


pn 
dt {x) 


-< 1, 
沉 三 过 
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则 x 是 局 部 渐 近 稳定 的 . 
定 洛 若是 (2-15) 式 周期 为 大 的 周期 点 , 且 有 


个 _ 
| tx) 、= 了 


者 王立 


则 称 x 为 超 稳 周 期 点 . 

定义 7 若 对 任意 给 定 的 正 整 数 n, 差 分 方程 (2- 15) 都 存在 局 期 为 n 的 周期 
点 , 则 称 方程 (2-15) 具有 混沌 解 . 

定义 8 车 x” 是 差分 方程 (2-15) 的 平衡 点 ,而且 足 局 部 稳定 的 ,并且 对 于 和 任 
何 初 始点 wo 一 {0,%) 出 发 的 解 x, 均 有 

limx, = x",， 

则 称 x” 为 全 局 渐 近 稳定 的 ， 

定理 了 者 x” 是 (2-15) 式 的 平衡 点 ,而且 Ftx) 满足 王 列 条 件 ; 

x Fx 

Yr > x Hx > Fix} > %*, 
则 x” 是 全 局 源 近 稳定 的 . 

定理 13 车 x* 是 (2-15) 式 唯一 的 平衡 点 ,有 

1? 如 果 Ps 在 (0,x") 附设 有 极 大 值 点 , 则 * ”是 企 局 痢 近 稳定 的 ; 

?如果 F(x) 公有 一 个 极 大 值 点 xw (0,x"), 则 x 为 全 局 渐 近 稳定 的 充 要 
条 件 为 

对 于 所 有 的 x 后 (xwzxz) ,有 

Fr) >» x. 

定理 14(Li.,Yorke) ”考虑 差分 方程 (2- 15), 设 是 …- 个 区 间 , FJ 一 了 的 连续 

映射 ,假设 存在 一 点 a € ,对 于 这 点 记 
b= Fla),e = ria},d = Fito). 

满足 :dd <a < 48< cl 或 d 寺 4a > b> ce), 则 对 于 每 一 个 上 = 1,2,… 征 J 中 存在 ， 
差分 方程 (2-15) 周期 为 上 的 周期 点 ,也 即 (2-15) 式 有 混沌 解 ， 

推论 1 如 果 {2-15) 式 存在 周期 为 3 的 周期 点 , 则 对 于 任意 正 整 数 ,方程 
(2-15) 有 半期 为 天 的 周期 点 . 换 句 话说 :周期 3 = 混 汪 . 

如 何 计算 局 期 点 ?如 何 计算 混沌 解 ? 可 参见 文献 [61]. 


2.1.7 有 年 龄 结构 离散 划 种群 模型 


以 上 考 患 种群 离散 模型 中 ,只 研究 种 群 数量 的 变化 规律 ,不 区 分 种 群 个 体 的 年 
龄 如 何 .类 似 于 连续 分 布 年 龄 结构 单 种 群 模型 在 2.1.5 节 中 的 研究 ,也 应 考虑 有 年 
龄 结构 的 离散 单 种 群 模型 . 把 所 讨论 的 物种 的 最 大 成 活 年 龄 区 间 分 成 = 个 相等 的 子 
区 间 , 同 时 把 从 4 开始 的 时 间 也 按 与 年 龄 子 区 间 相 等 的 长 度 加 以 划分 ,然后 将 这 两 
类 于 区 间 分 别 从 小 到 大 依次 编号 ,用 x (ij = 1,2,…,n,…) 表示 在 第 j 个 时 间 眉 
内 ,年 龄 位 于 第 i 段 的 种 群 个 体 数量 ,假定 种 群 规模 的 变化 只 决定 于 时 间 和 年 龄 ,这 
里 不 考虑 密度 制约 因素 , 设 p; 是 年 龄 处 于 第 : 段 的 个 体能 活 到 ;+ 1 段 的 概率 , 即 
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Firtijrl = Dt: 
再 设 B 是 年 龄 为 段 上 的 每 一 个 体 在 一 个 时 间 医 内 平均 生育 的 下 一 代 的 数量 ,于 
是 有 


Tj 二 8B) 1 + Bx) 十 Byxa + Brn 
Karl = PPIXljs 

高 3 141 二 牛 生生 

n+ = Pan—liXn-l,fs 


并 设 在 第 一 个 时 间 毁 上 年 龄 位 于 各 盘 的 个 体 数 量 : rt x2,… ,mi 为 已 知 . 即 为 初 
值 . 
运用 算 阵 可 将 上 述 线 性 系统 写成 同 量 差 分 方程 的 形式 ; 


Xtl = 站 鞠 ， (2-17) 
其 中 

Bl Bs By Bi B, 

Kl pp 0 0 : 0 0 

= 四 局 = 0 p2 站 让 属 0 

! : | 0 0 ps * 0 0 

my 申 申 生 + 和 

0 0 0 "7 Pl 0 


方程 (2-17) 称 为 莱 骞 {Leslie) 炬 阵 模 型， 
2.2 ”两 种 群 相互 作用 模型 


要 研究 生 话 在 一 个 自然 环境 中 的 两 个 不 同 的 种 群 和 了 Yt 和 前 面 一 样 约定 , 
大 写字 母 代 表 种 群 的 名 称 ,以 小 写字 母 代 表 其 要 对 应 种 群 的 密度 ), 从 一 般 的 概念 
来 说 ,两 个 种 群 在 一 个 环境 中 生存 ,必然 会 有 相互 影响 ,每 一 种 群 的 存在 都 会 影响 
对 方 的 相对 增长 速度 , 因 些 在 这 种 情 襄 下 ,两 种 群 密度 变化 模型 可 以 粗略 地 写成 
dx/dt = xsF (lx, ydy/ds = yatvy). (2. 18) 
通常 称 模型 (2-18) 为 科 尔 莫 艺 罗 夫 (Kolmogotov) 模型 
2.2.1 洛 特 卡 - 活 尔 泰 拉 模 型 
函数 F 和 究竟 是 什么 样 的 形式 ?最 简单 的 方法 就 是 用 其 线性 化 来 代替 .上 早 
在 1935 年 高 斯 和 威 特 (Gause and Witi) 就 从 实验 发 现 对 于 非常 简单 的 种 群 (例如 醇 
母 .细胞 等 ) ,这 种 线性 化 表示 是 与 事实 相符 的 .这 时 模型 化 为 
人 = XBL + T+ i) 
dy/dt = yb + ant + dnY). 
如 果 (2-19) 式 有 正平 衡 点 (x”,y"), 则 


(2-19) 
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_ a ba 一 上 92 # gab ~ toy 
da 一 020 Taam 一 anmdaa 
定理 二 ”系统 (2-19) 的 正平 衡 点 (x",y" ) 为 渐 近 秘 定 的 充 要 条 件 为 
x a + Yan < Oa 一 如 位 和 1 > 0. 
定理 6” 系统 {2-19) 的 正平 衡 点 (4x * ,y* ) 为 全 局 汤 近 稳定 的 充分 条 件 为 
I? 正平 衡 点 (x" ,ff ) 存在 ,x* > 07”> 0 
(x*" ,y") 是 局 部 浙 近 稳定 的 ; 
3 all < 0,a2 < 0( 即 每 一 种 群 本 身 是 密度 制约 的 ). 
定理 17 系统 (2-19) 在 相 平 面 上 不 可 能 存在 极限 环 和 冶 异 极限 环 . 
模型 (2-19) 中 每 一 个 系数 都 有 一 定 的 生物 意义 ,其 中 5b1{ 或 如 ) 是 表示 X( 或 
7) 种 群 当 不 存在 Y( 或 XY) 种 群 时 的 内 京 增长 率 { 即 出 生 幸 减 去 死亡 率 ), 式 中 a 
和 az 分 别 表示 XX 和 了 种 群 的 线性 密度 制约 系数 ,一 般 情 况 下 ai < 0,az <0, 等 
号 成 立 表示 为 非 密 度 制约 . 式 中 系数 etz 和 ezi 是 代表 两 种 群 之 间 的 作用 关系 ,有 
le 当 ajy' al < 0 时 ,表示 两 种 群 为 捕食 {或 寄生 物 } 与 被 捕食 者 (或 者 主 ) 的 关 
系 ; 当 ap < 0,ax > 0 时 ,说 明 三 种 拜 是 被 捕食 者 ,而 了 种 群 为 捕食 者 ， 
2 当 cy > 0 且 oz > 0 时 ,说 明基 和 Y 两 种 群 是 互惠 上 共存 (或 称 合作 ) 的 关系 . 
3 当 oy <0 且 oa <0 时 ,说 明和 两 种 群 是 相 纯 竞争 的 关系 . 


2.2.2 功能 性 反应 模型 


先 重新 写 出 在 捕食 者 种 群 无 密度 制约 的 情况 , 即 ez = 0 时 捕食 - 被 捕食 关系 
的 洛 特 卡 - 沃 尔 泰 拉 模 型 (这 里 假设 模型 中 每 一 个 参数 均 非 负 ). 
人 = x 一 好 0 区 - qvys 
dyzdi = YE- b+ Panx) Kk = A a. 
从 上 面 方程 容易 看 出 eax 为 捕食 率 ( 单 位 时 间 内 每 一 个 捕食 者 y 捕食 食 恒 的 个 
数 ), 这 里 表示 消化 {转化 ) 系数 ,可 以 看 到 捕食 率 在 这 里 是 与 食 饵 密度 成 正比 的 . 
当 食 局 无限 增 多时 ,单位 时 间 内 每 一 个 捕食 者 所 * 吃 掉 ” 的 食 仓 也 无 限 增 密 ,也 就 
是 说 这 里 捕食 者 永远 “ 吃 不 饱 ,这 当然 不 符合 事实 ,这 个 不 合理 现象 是 由 于 在 建 模 
时 采用 线性 化 技术 而 引起 .如果 以 内 *) 记 捕食 率 来 表示 捕食 者 捕猎 食物 的 功能 ， 
要 选用 其 他 的 函数 来 描述 “上 饱 ”这 个 功能 ,这 时 所 谓 功 能 性 反应 模型 改 瑟 为 
人 和 三 | 五 1 一 ir) 一 pr): (2.20) 
dyA/dt = y{- b+ 成 (x)). 
例 8 霍 林 (Holling) T 类 功能 性 反应 系统 . 
假设 存在 一 个 饱和 密度 *1 ,捕食 率 为 
w= | 当 x exit 
PI = Lr 当 x >» x 
定理 18 ” 若 系 统 (2-20) 在 p(x)= pilx) 时 有 唯一 正平 衡 点 , 则 
lt 当 e = 0 时 ,在 正平 衡 点 (x* ,y*) 外 围 存在 一 族 闭 雪 线 , 量 外 面 的 一 个 闭 
轨 记 为 卫 , 在 卫 之 外 的 雪线 非 闭 , 当 上 增 大 时 远离 卫 , 称 工 为 外 抽 不 稳定 极 良 环 ; 


+ 966 ， 第 21 篇 生物 数学 
六 当 a zx0 且 ea 和 1 时 ,在 (xz ,~) 外围 至 少 在 在 两 个 财 轨 线 . 
例 9 和 堆 林 类 功能 性 反应 系统 
Por) = ax 人 1 + sox), 
系统 (2-20) 当 p(x) = qztx) 时 , 作 时 间 变 措 di = (1 + wrx)dr 以 及 无 量 网 化 
变换 后 可 以 写成 
| 全 人 = 和 (而 十 和 oox 十 下 — wy (2.21) 
dyA/dt =— y+ xy, 
定理 19 当 吕 +2 过 0 时 ,系统 的 唯一 正平 衡 点 (xz ,y") 为 全 局 渐 近 稳定 ; 
当 如 + 253 > 0 时 ,正和 平衡 点 为 不 稳定 ,并 且 在 其 外 国 存 在 叭 -- 稳 定 极限 环 . 
便 刘 乱 林 下 类 功能 性 反应 系统 
pa( x) = axi/(l + wx}, 
或 者 更 高 次 的 功能 性 反应 函数 
有 ) 三 a tl + wax? ， 
对 于 这 和 样 尚 次 的 功能 性 反应 函数 , 当 p(x) = gslx) 时 ,系统 (2-20) 作 无 量 岗 化 变 
换 后 可 写成 


用 1 

人 = ml ) yAb + 如) (2.22) 
dy/dt = yapz(5+ 好) — D). 

定理 加 ”系统 (2-22) 存在 唯一 极限 环 的 充分 必要 条 件 是 下 面 的 不 等 式 成 立 


( 谴 所 有 参数 为 正 》 
(pp - (p -Daf ; ED (pp -(p - OK. 
例 11 依 氏 (vlev) 功能 性 反应 系统 
位 人 = ml x) (le Ty; 
dy/di = rY((l -ee ™*) — HD). 

役所 有 类 数 :ra 和 岂 均 为 正 , 并 设 DD < 1-e-". 

定理 21 ”系统 (2-23) 当 g > 2 时 ,至 多 存在 一 个 极限 环 : 当 0D < ee 过 2 时 ,不 
存在 极 慑 环 ， 

定理 答 。” 如果 


(2-23) 


el 12, 


> p+r(1- Diog(l 
则 系统 (2-23) 存在 唯一 旦 稳定 的 极 眼 环 ; 之， 则 系统 {2-23) 不 存在 极限 
环 . 
例 达 功能 性 反应 一 般 模型 (高 斯 模型 ) 
dx 人 dt = Xp) 一 (xr); 
{A = Yt— go+ PX)). ‘2-24) 
定理 23( Kuang and Freedman) 对 于 系统 人 -24) ,如 果 人 存在 常数 < 和 mm, 有 有 0 
< x”< 刺 , 司 得 
wrtxzrl=a 有 HB {x- metx) < 0. 
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当 * 尖 于 时 ， 
d (pts) 


de $x) > 0. 


和 
于 二 工 


洒 * 关 YY 时， 
由 0 + x) — (下 《证 和) 
| —_ ot wx) )<0 
则 模型 (2-24) 存在 唯一 极限 环 ,并 且 这 个 极限 环 有 是 全 局 旅 近 稳定 的 . 
例 13 高 斯 型 模型 的 另 一 形式 
{9 = xg(x) — yftx): 
dy/dt = ¥[- q(x) + eCr)]. 
对 于 其 中 函数 g(x), gtx) 和 x), 必 如 下 假设 ; 
]” ECO) > 0 且 存 在 正 数 天 ,使 (= 0, 日 当 x 于 大 时 ,tx - Kjg(x) < Di 
PHO = DE3x 0NH,#(xr) > 0; 
Fa > 0,r 0NH,q (tx) < 0H 
limgq(tx) = g» > 0. 


定理 闭 ” 者 模型 {2-25) 有 正平 衡 点 (x” ,y*), 尺 则 食 者 种 群 等 倾 线 y = 
Xt) 和 x) 在 x” 是 减少 {增加 ) 的 , 则 (x*,¥*) 是 渐 近 机 定 (不 稳定 ) 的 . 
定理 5 ”车 例 13 条 件 1 ~ 3 成 立 , 且 
(xapt /px Ox) 
则 正和 平衡 点 (x ,y"') 在 第 一 象限 是 全 局 同 近 稳定 的 . 
例 14 捕食 者 种群 有 相互 干扰 的 模型 
所 有 = xpg{x) -yimgx), Oc mel: 


(2-25) 


dyAdt = 人 一 $+ ey x) 一 T(r)). (2-26) 
把 (2-26) 式 写成 更 一 般 的 形式 
dx/dt = a(x) - fx}bly); 
(ar 2 ge) ey (2-27) 


定理 加 车 模型 (2-27) 存在 正平 衡 点 (x* ,7y”) 日 请 足下 列 和 条件， 
1? Caftx}— mx D(x x) >0 当 xx 时 
BY) -by Dy ry > 人 0 当 y 关 ?时 ; 
也 在 (*” ,Fr 的 一 个 邻 域 内 有 afxjzxAxr 和 cty)/gty) 均 为 非 增 ,但 两 者 之 
“为 严格 减少 的 , 则 平衡 位 置 (x*,y" ) 是 闪 近 稳定 的 . 
例 15 莱 塞 {Leslie) 模型 
人 = a or - fy: 


dy/di = rtl - Sy/ xr) y. {2-23) 
一 般 形式 为 
dzdt = olx) - 所 和 
(a = rt] — yA))Yy. (2-29) 


定理 条 对 于 系统 (2-29) 若 有 正 乎 衡 点 (** ,yy*y 日 
?kx) 为 非 减 的 ; 
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Pi{ataI/fx) 一 


则 (x" ,y" ) 是 全 局 渐 近 稳定 的 . 


2.2.3 科 尔 莫 蕊 罗 夫 竞争 系统 
dxjAdt 三 和 本 由 区] x2), dx dt 三 xa Fx, xX) 《2 33) 


如 果 {2-30) 式 存在 一 个 正 的 平衡 位 置 (x? ,xz ) ,并且 假 设 对 于 所 有 的 x1 > 0,x2 > 
0 满足 


AaF ax EE- 3 9x SE- He, 
19F/9x2 |e Hn | oF/3x | fa, 


其 中 HII: Hn, 所 ?1 Hy 为 常数 . 设 Hl > 0, Hy ~ 0, 史 说明 竹 一 种 群 者 是 密度 制约 
的 . . 


定理 28 ”模型 的 下 平衡 点 (xy , x? ) 为 全 局 浙 近 稳定 的 充分 条 件 为 
?Hi > 0, Hy» >» 0; 
Ho - HH > 0. 
向 ”Schoener 模型 
di/ 人 df = rit( — rT — raX 一 a); 
(2-31) 


入 
dxy/dt = Pa 一 2 二- art — ra ~ oj 
2 2321 2 十 机 下 了 | 2 7 2 


定理 加 ” 若 (2-31) 式 有 正平 衡 点 (2 ,x2 ) 且 


| 吉 Fir > 心 ， rr > 0: 
rirnrr 一 Flrarjr2l > Q, 


刚 | wr , x? ) 是 全 局 淋 近 稳定 的 ， 


定理 30 ”模型 (2-30) 的 正平 交点 (xr ,xz ) 为 全 局 渐 近 稳定 的 充分 条 件 为 : 
t 正平 衡 点 是 唯一 的 ; 

2 正平 窗 点 { x > 2 ) 为 局 部 亲近 稳定 的 ; 

3 两 种 群 者 是 审 度 制约 的 , 即 当 wx， > 0,x2 > 有 时 有 :jzBaxl < 0,93/9x2 < 


中 存在 正 数 4 和 B, 使 ; 
对 任何 x， > 8, 存在 C > 0 司 Fi(e, wo) < 0; 
对 任何 | > 4 ,存在 D>» 0 使 Ft axis D) < 总， 
例 17 Gilpin-Ayala 竞争 模型 
wi 
dx1/dt = rz 人 -各 一 闪 ]Z 人 |: 
让 先 (2.32) 

dz/df = rl 1 一 {al 下 一 (各 | | ， 


其 中 负 , 册 以 及 其 他 参数 均 为 正 数 . 


定理 31 ” 若 模 型 (2-32) 有 唯一 局 部 稳定 的 正平 衡 点 (xy , 刀 ), 则 (xr ,sa ) 是 
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全 局 稳定 的 . 
2.2.4 科 尔 莫 芝 罗 夫 捕 食 系 统 


对 于 系统 (2-30) , 设 其 中 所 和 所 具有 一 阶 连 续 和 偏 导 数 并 记 
Fi dR/Ax (i = 1,2), 

假设 下 列 条 件 : 

1* ma < 和食 饵 受 搬 食 者 的 抑制 作用 ); 

2 已 | > 以 捕食 者 得 到 食 饵 的 给 养 )) 

* 当 * 三 OW, Fi; 之 0( 若 无 捐 食 者 ,和食 鱼 是 密度 制约 的 )， 

Fy < 以 捕食 者 增长 是 密度 制约 的 1 

3 存在 常数 4 > 0, 使 站 (40,4) = 0( 和 4 为 食 饵 不 存在 时 捕食 者 的 上 临界 密度 ); 

?存在 常数 8 > 0, 使 所 (8,0) = 0(B 为 无 桶 食 者 时 食 乌 的 负载 容量 ); 

太 存在 常数 0C > 0, 使 rtC,0) = 0(C 为 无 桶 食 者 时 食 乌 和 章 下 临界 密 挤 }); 

xs Fy a 为 正常 数 ， 

多 设 五 > Ci 

10* 被 捕食 者 等 倾 线 的 方程 F(x ,x2) = 0 可 以 解 出 * 为 xi 的 函数 ,并 此 解 是 
唯一 的 , 记 为 和 = 所 x1), 这 里 /定义 于 区 间 [0,8] 上 ,7 是 连续 可 微 . 单 调 碱 少 的 ， 
并 且 fA0) = A,B) = 0; 

11* 捕食 者 等 人 惨 线 方程 忆 (x;x*w2)= 力 ,可 以 瞧 一 地 解 贞 xi 为 wa 的 函数 , 记 为 x 
= 名 和 0), 这 里 g 在 区 间 [0, mw) 中 定义 ,为 单调 增加 的 连续 可 微 函 数 , 并 目 g(0) = “. 

定理 总 ( 科 尔 莫 龙 罗 夫 ) ” 设 模 型 (2-30) 的 右 端 贡 数 中 ,Fa 满足 条 件 ; (1° 
~ 11 ), 则 或 者 正平 衡 点 (x7 ,x2 ) 为 稳定 的 ,或 者 存在 [ 册 线 {xr ,x2 ) 的 极限 环 ， 
位 于 第 一 象限 的 内 部 .， 

这 个 定理 的 条 件 比 较 强 ,以 后 有 一 些 改进 和 推广 本 


2.2.5 具有 常数 时 兆 的 是 种 群 模 型 


例 井 上 县 常数 财 灌 科 尔 莫 长 罗 去 模型 正平 衡 点 的 局 部 稳定 性 . 
dx/de = xtt)A(xt1), y(t ~ rc)), 
人 > 全 3 

这 里 时 滞 + 是 非 负 常数 ， 

定理 3 ” 若 (2- 和 3} 式 有 正平 衡 点 (x* ,7 f(xy ) = 0gx 7 ) = 人 0 
且 满 足 

所 (zy < Og(x 1y*) < 0, 
| yy 

则 对 任何 r = 0,(x",y") 是 局 部 源 近 稳定 的 ， 

定 兴 9 一 个 具有 时 沾 的 系统 ,例如 (2-33), 如 果 和 这 个 时 灌 无 论 大 小 如 何 ,其 
平衡 点 的 稳定 性 均 与 无 时 潍 时 此 系统 的 稳定 性 相同 , 则 称 这 个 时 训 为 无 害 时 滞 . 

例 雪 两 种 群 洛 特 卡 - 沃 饼 泰 拉 竞 争 时 滞 模 型 
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人 和 全 = x{t)r 一 ft TEL 
dyrftzdt = yr gaxtt - rT) — qmy(t)), 
其 中 a 和 ri(i,j = 1,2) 均 为 正常 数 , 当 
FA > FA rz > Qn An 
时 ,让 平衡 点 (x" ,YY*) 为 高 近 稳 定 , 与 时 灌 z 的 大 小 无 关 , 印 * 是 无 害 时 滞 ， 
例如 两 种 洛 特 卡 - 沃 尔 泰 拉 捕食 时 滞 模 型 
{0 = x(i)CKRL xt) arylt — rc)); 

dy(OAdt = yO K+ fit - 5) -Tt 

其 中 所 ,KK2,& ,8 均 为 正常 数 , 当 


(32-234) 


(2-35) 


KIB >» K, 

时 ,正平 衡 点 (x ,y*) 为 渐 近 稳定 ,与 时 洁 5 的 大 小 无 关 , 骨 r+ 是 无 害 时 谐 . 

例 21 莱 塞 捕食 时 谨 模 型 . 

{0 = x - ortt) - Ayr — rr)): 
dyfijzdi = my(t)l - Oytt) /Axlt - r)). 

若 其 中 ,a2; 记 ,5 和 均 为 正常 数 时 ,正平 衡 点 C(x”,y") 力 浙 近 稳 定 , 与 时 洁 r 的 
大 小 无 关 , 即 z* 是 无 害 时 灌 . 

例 2 ”两 种 群 合 作 时 滞 模 型 


人 = x()(! 一 ee) ; 


dyftJxdE = rala — ey) ， 
车 其 中 a,B, 友和 Ky 均 为 正常 数 且 满足 a8 < 届 则 正 乎 衡 点 (4x* ” ,yy" ) 为 浙 近 稳定 ， 
与 时 河 r 的 大 小 无 关 , 即 r 是 无 害 时 滞 . 
例 23 常数 时 滞 洛 特 卡 - 沃 尔 球 拉 捕 食 模 型 的 全 局 稳定 性 . 
[人 xft[sl- onx{tt) ~ gor (lt) - Pixs(tt - Fr) — Boylt - 5)]; 
dy{t)/dt = 7ft[- st+ esft ~ apy(tt} + Paxtt -rr - Brytt - r)]. 
(2-38) 


(2-36) 


{2-37) 


设 其 中 的 系数 均 为 非 负 常数 ,正平 多 位 置 为 (x“ ,yy")， 
* sl( on + Px) + sz 912 + Fl2) . 
YO Can+ BCap + Ba) + Ca + Pa)(an + Pa) 
， 四 all(oa + Pa) - eatan+ Bn) 
7 二 Ca + Bu an + Pn) + am 十 Pat a + Pr) 
yy > 0 的 条 件 为 g1( hal + Pi > £2a( ni + Bn). 


假设 条 件 
Pau -各 - ke ,0， 


性 22 || 
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1 
~ ( BnBr ue ] 
一 TIGI2 + Cad + Cl 一 2 
三 立 || 
< oael 。 - 品 -ape)f 。 - 胎记) 
I 2 1 六 || 人 2 | | 六 | 


定理 34 若 存 在 正 数 cj 和 <;, 使 条 件 1* ~ 茸 成 立 . 则 模型 (2-38) 的 正平 衡 点 
{x“ ,Yy" ) 为 全 局 衣 近 稳定 ， 
推论 : 当 如 上 3 二 fa 一 0, 8 P32 > Bir > 0. 昌 满 足 条 件 
af 一 Fu (Bs + PoP) > 0, a% — G2(puBs + PP) > 0, 
则 系统 (2-383) 的 正平 衡 点 为 全 局 记 近 稳定 . 
2.2.6 具有 连续 时 滞 的 两 种 群 模型 
例 34 有 限 连 续 时 治 洛 特 卡 - 沃 尔 泰 拉 捕食 模型 
dirzd 二 x{tiy| a 一 他 1 天 了 一 Qor{tt)} -J x Ivif 一 [a 一 


| Ce)y(e - 9)d6]; 
? {2.39) 


四 yd = yt d+ stt) - ayylt)+ | zt - Pd8 - 


[AOR _ 9)d9] 


作 以 下 假设 (对 所 有 i= 1.2,-…,4): 
ls 当 # EE [or 时 ,天 (8) ws 0 且 连 续 ， 
2 当 EO 7 时 ,所 :(8) 过 六 且 连 续 ,而 且 Jim 下 人 0) 和 im 此 :(8) 均 存 在 ， 
耻 rr 


3 当 6 EE 40,7) 时 , 玉 ,:(8) 宇 人 0 且 连 续 . 
设 所 有 参数 a,d.oy(i, = 1,2) 均 为 正 数 , 记 | KC0149(i = 1,2,3.4) 分 别 为 


an a Qn 92; 则 {2-39) 式 有 正平 衡 点 (x*" ,y" ) 的 条 付 为 
4 at qo) + dz1) > (a + an)d. 
定理 353 若 条 件 1 ~ 于 满足 ,并 且 对 于 所 有 的 8 (0,r), 有 
Pan/ anl Ko < 2an/(rK'a( 0)), 
ap/aa[l KE AO < 2an/( rk (0)) 
成 立 , 则 系统 (2-39) 所 有 当世 -rr,0] 时 取 值 mo( > ,yol?) > 0 的 企 何 初 好 
值 的 解 (x(9),y(1)) 当 1 一 wm 时 都 有 (x(t),y(2) 一 (yy )， 
例 25 有 限 连 续 时 滞 洛 特 卡 - 沃 尔 秦 拉 竞 争 模型 . 
dx{a)dt = xtt)[ er, - 0 - bo , Ki(s)r(tr + s)ds], 
| 1 > 0. {2-40) 
dy(t)/dt = YL 天 -as (gzdt + sj)ds -joyft)]， 
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假设 证 守 J 导 针 新 必 对 站 省 b| ,D2 均 为 正常 数 ,并 设 成 立 : 


aa > ri/r > bi/ bs. (2.41) 
| kas - | Ks) -1. (2-42) 


定理 折 ” 若 条 件 (2-41),(2-42) 成立 , 则 系统 (2-40) 有 初始 条 件 : 当 - 了 过 上 去 

0 时 有 

xtty = pt 0 ri = p(t = 0 
(这 里 了 为 任意 正 数 ). 这 个 初始 问题 对 于 所 有 + 宇 有 一 个 解 x(2),yti) ,并且 
x ,Y(t) 香 持 非 负 ;对 于 托 意 非 负 连续 转 数 p01) ,gt), 这 个 初始 问题 的 和解 
sf 都 有 

(Catt)}, y(t) (x ,tm wm 时. 
这 里 (x" ,y") 为 (2-40) 式 的 正平 衡 点 
ribs 一 rzb| 4 1 — Ha 
mb ob ab- ob 
例 关 无限 连续 时 滞 洛 特 卡 - 沃 尔 泰 拉 捅 食 模 型 

人 = x{el 一 他 和 一 天 和 和 


一 


dy/dt = y{(— er — gy + rz Fl — crixr(ridr}. (2-43) 
这 里 evar > 00 = 1,2), P01) >0.|- F(t)dt = 1. 设 当 - wm < + < 0 时 种 群 
密度 是 已 知 的 非 负 有 界 函 数 . 

xft = pit Yi = pt) ,met<0, 


如 果 核 函数 FCF) = ae-*, 则 模型 (2-43) 等 愉 于 
[sa = x — lx ny); 


dyAdt 二 和 一 £3 一 个 2Y 十 rz); (2-44) 
dz/di = alx - x:), 
其 中 z= | 人 一 rxtr)dr. 


定理 37 1 当 ey/r, > sixel 时 系统 (2-44) 在 第 一 象限 内 部 无 平衡 点 ,模型 
(2-44) 仅 有 平衡 点 (0,0,0) 和 (sya,0,ei/a1),(0,0,0) 为 不 科 定 , 在 第 一 象限 内 所 
有 和 解 满足 

当时 

2 当 cixyal > eaxm 时 系统 (2-44) 除了 平衡 点 (0,0,0) 和 (elLAal,0,e1/ai) 外 还 


存在 正平 衡 点 (*" ,7" ,2 ), 当 0 < ae < 8 时 ,在 第 一 象限 内 所 有 解 满足 : 


a YI} 
3j 当 gjAal > e272 时 车 平衡 点 (x",y*” ,2z*) 为 不 稳定 , 则 系统 (2-44) 必 存 在 
周期 解 ， 
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关于 时 洁 种 群 模 型 的 研究 ,还 有 许多 工作 要 柳 3|. 
2.2.7 变 系 救 两 种 群 洛 特 卡 - 沃 尔 泰 拉 模 型 


车 A() 为 在 ，E R' 内 的 连续 函数 , 且 有 正 的 上 下 唤 界 
了 = inf RD), f= sup 大门 . 
IE {ERY 
车 疙 日 是 以 @ 为 周期 的 局 期 硝 数 , 则 记 
f= iD 了 = mf) = 二 | Ko)ds 


i€ [Dw 


例 27 变 系 数 党 特 卡 - 沃 尔 泰 拉 亮 争 模型 


dr/de = x[rte) - anti)x ~ alti)y]; 
9, = Y[rfi - oti}x ~ antr}y]. (2.45) 
对 应 的 常 系 数 竞 争 模 型 为 
dx/dt = x[ri 一 ai 一 人 Ti 
[和 = T[rz- anx - anrl. (2-46) 
这 里 rm 和 gs(i,j = 1,2) 均 为 正常 数 ,由 定理 16 可 知 . 党 
NN > Ta 3 2 22 (2-47) 
满足 时 ,系统 (2-46) 存在 唯一 正平 衡 点 (x* ,y*), 且 它 赴 全 局 淅 近 稳 定 的 .其 中 
_ 2 村 册 六 , ， Hr 一 217 
{ln 一 F221 2 一 
定理 强 若 ri) ,arti = 1,2) 均 为 严格 正 前 w 局 期 本 歼 , 且 满足 条 件 
Ql /0 > rf > 2 dn (2-48) 


则 系统 (2-45) 存在 唯一 严格 正 的 w 周期 解 ,而且 它 是 全 局 浙 近 稳定 的 . 
定理 抛 荐 有 eg = 12) 均 为 连续 的 .有 正 上 下 界 的 几乎 周期 图 
数 ,而 且 满足 条 件 站 
A > nT > Hp/ ns {2-49) 
则 系统 (2-44) 疗 在 唯一 严格 正 .全 局 渐 近 稳定 几乎 周期 解 ， 
定理 和 设 nf0,aifbo0ii = 12 在 R+ 上 连续 ,有 有 正 上 下 确 界 , 且 满足 条 件 
(2-49) , 则 


1 系统 (2-45) 存在 一 个 解 (* 《 直 , 了 (7)), 满 足 不 等 式 
人 "dp ~ e212 
=s ex ted 22. 
di 2 一 dz 2 dn 一 Ln 
~ Fir 一 Wag 了 
Ej iy 1) 上 过 = Ee 
在 生生 王 一 要 纺 2] 2 有 : 1 本 一 1 Ba 


2 系统 {2- 斩 ) 任意 两 个 具 正 初始 条 件 的 解 (x1C0 ,yj(D) 和 (xz 和) 当 
i: 一 时 ,有 


站 | 21 ~ far 
0 < 2 ~ F272 


| 
E 一 


和 外 让 一 Kl) + 0, yt 一 Yo) 一个， 
即 系统 (2-45) 任意 正官 始 条 件 的 解 (xz(o,y(59) 对 于 任意 正常 数 ee, 当 上 充分 太 
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时 ,有 
SI— Ee AA) < +e -ec yi)e sr+t+e. 
定理 41 设 5(7),aj(D( 首 = 1,2) 在 R* 中 连续 ,有 正 玫 .下 确 界 , 且 满 足 
nr > an an rT 2 An da. {2-50) 
设 (xtt) ,y(1)) 是 系统 (2-45) 任 一 具 正 初始 条 件 的 解 , 则 
limyt 1) = 0, lim[ x{ £) -x (1)| = 人 0. 
这 里 x“ {1) 是 逻 辑 斯 诺 方 程 
dx 本 上 = % [ri 一 a {tx] 
使 0D<Bssti 芝 as< wm 的 解 ,3,4 为 正常 数 . 
另 一 情况 下 若 条 香 
finn SE A TT2 2 RI 


满足 时 也 有 相对 应 的 结论 (把 xD 与 Yt 0 对 调 ). 


2.3 复杂 生态 系统 


这 里 所 谓 复杂 生态 系统 是 指 有 三 个 和 三 个 以 上 的 种 群 所 组 成 的 生态 群落 中 种 
群 之 间 的 互相 作用 的 生态 模型 . 


2.3.1 多 种 群 模型 的 稳定 性 


dxAdt = 和 本 区 和: (2-51) 
很 诬 南 数 所 (x), 所 Cx), ,所 (x#) 在 正 私 局 = fw) 1 这 0,7= 1,2,"， 
ni 人 连续 ,* = 《x11x2,…,%) ,并 设 存在 正平 衡 点 x”, 即 
Flr =0, i= 1,2,.,n., 

定 10 ”在 下 欠 局 内 函数 Vix) 如 果 满 足下 列 条 件 : 

Vx ) = 人 0: 

?在 启 内 ,V(x) 在 x" 点 上 有 一 个 整体 的 最 小 ,等 于 老 ，; 

3 在 oo 内 ,有 曲面 艇 F(x) = 下 对 于 每 一 个 正人 秆 上 是 用 曲面 ; 

中 关于 系统 (2-51) 的 导数 


dV(xYdi = DoVCr) /orm: F(x) 
i=1 


是 非 正 的 ,对 于 所 有 x EE 局 成 立 ， 
则 Vix) 称 为 是 模型 (2-51) 的 李 雅 普 诺 夫 孙 数 . 

如 果 在 硬 内 存在 李 雅 普 诺 夫 函数 V(xr), 而且 dV(x)Adt 为 负 定 , 则 模型 
(2-51) 的 正平 衡 点 * ”是 全 局 渐 近 稳定 的 .也 称 模型 (2-51) 放 : 同 内 是 全 局 渐 近 稳 
定购 

定理 已 ”系统 (2-51) 在 名 内 是 全 局 帕 近 稳定 的 充分 条 什 : 

ba 有-- 个 正 的 平衡 点 x*; 


2 非 线 性 种 群 动力 学 模型 : Q75 ， 


存在 -个 让 常数 集 c1, co,…, es ,使 得 


De 一 x Ftx) 世 习 


i=] 


对 所 有 Ea 且 xz 关 x ”成 立 . 

在 千 态 学 的 研究 中 .除了 要 了 解 系统 (2-51) 的 正平 往 点 ”的 渐 近 性 质 外 ,还 
些 研究 那些 非 负 平衡 点 E 0980( Ro 的 边界 } 的 部 近 性 后 .为 此 需 引进 异形 稳定 性 
的 概念 :， 

这 = .12 为 正 整 数 所 组 成 的 集 台 .六 二天 是 闻 的 … 个 于 集 , 持 记 
= 和 -PP 即 总 是 天 在 好 中 的 款 集 .这 样 就 可 以 描述 东 统 (2-51) 的 非 贷 半 奖 点 ， 
蕉 是 一 个 此 负 平 衡 点 . 当 EP 时 x > 0, 而 当 所 有 阳台 时 和 = 六 

为 了 给 出 非 负 平 衡 位 置 的 郭 域 的 概念 , 先 给 出 某 些 化合 的 定 关 ,2 xX) = 
上 Ex =- 站 ,对 于 下 数 s 和 85. 记 

Re, 门 = | 二 Ery < eiE [NHx > O07E WH- 时 x, = 0|， 

Stesl} = Ix Vx < eiE {Hx >0, 当 5 NM- 1HNH: = 0|. 

从 几何 上 看 , Rte,n 是 以 Sie, 站 为 底 的 包含 在 正 锥 癌 由 的 一 个 半球 . 

定 穴 芷 非 负 半 衡 点 x 称 为 户 形 稳定 的 ,如 果 对 仁 上 谱 小 的 正 数 6, 存在 对 应 的 
正 数 jts), 使 系统 起 始 于 R{5,p) 的 每 一 个 解 ,对 于 所 有 有 的 + 值 , 保 留 在 Rte,p) 
内 ,并 且 当 +1 一 到 时 收效 于 x. 

定义 过 ”如 果 x 是 户 形 稳定 的 ,并 且 每 一 个 起 始 二 集合 RCd,p) 的 解 在 任何 
有 限时 间 内 都 包含 在 RCd,p) 内 , 且 当 1 一 w 时 都 趋 二 上 让 负 平 衡 点 x*, 则 x 称 为 闫 
于 集合 RR(d,p) 是 鹿 形 稳定 的 (d 为 有 限 数 ). 

车 d = om, 划 称 x 是 全 局 扇形 稳定 的 . 

要 得 到 非 负 衬 衡 点 为 扇形 稳定 的 基 些 充分 条 件 . 记 人 由 阵 

下 = wo FD | 


这 异世 pp. | 
定理 委 ”系统 (2-51) 的 非 负 平衡 点 x 为 局 部 扇形 做 贞 的 充分 条 件 是 乔 阵 天 的 
所 有 特征 值 肯 仙人 详 部 ,并 且 


F(X) < 0 对 所 有 i EE 加 成 立 . 
定理 44 ”系统 (2-51) 的 非 负 平 陋 位 置 x 是 关于 第 谷 怀 (dp) 扇形 稳定 的 充分 
条 件 为 :存在 正常 数 ci ,ec;,…,c ,使 得 对 于 RCd,p) 内 入 个 点 ,函数 


Wix) = Sa, F(x} 
i= 


并 且 除 了 x* = 关外 , 夯 (x) 不 沿 系统 {2-5 的 任 一 个 解 i 守 于 零 . 

推论 3 系统 (2-51) 的 非 负 平衡 位 置 x 呈 全 局 遍 形 黎 定 的 充分 条 件 为 ;三 在 
正常 数 cc,e ,使 得 在 Rom ,p) 中 每 一 个 点 , 画 数 K(x) 为 非 正 ,而 且 除 x = 
+ 外 不 沿 系 统 (2-51) 的 任 一 个 解 恒 等 于 零 ， 

定理 重 假设 存在 一 个 常数 和 矩阵 上 6, 使 得 

APC) Gi E12,m",R, 
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1aFtr/ar ls Gui zj 
对 于 RCwm ,pp) 中 所 有 的 * 都 成 立 ; 
2 -6 的 顾 序 主子 式 均 为 正 ; 
Fr) 0, 对 所 有 i EE 0， 
则 系统 (2-51) 的 非 久 平衡 点 x* 是 全 局 扇形 稳定 . 
例 竣 ”两 种 群 洛 特 卡 - 沃 尔 秦 拉 模 型 
dx/dt = x{bl + an 十 Gry)s 
dyAdt = yibs + anx + Tm), 
其 中 | < 0,81 > 0. 考 虚 非 负 平 衡 点 (x ,0 ,x = 一 可 /a >0. 若 gw <0,an2 <0， 
ai > 洛 , 则 非 负 平衡 点 (x,0) 全 局 急 形 稳定 的 充分 条 件 为 


by/ ta < 下 Zi， 
2.3,2 复杂 生态 系统 的 持续 生存 


考虑 模型 (2-51) ,假设 函数 F 在 锥 体 
Ro = (ris war ht) m0, = 1,2,.. ,nn} 

鞋 满 足 解 的 唯一 性 条 件 ,于 是 过 任 一 点 xo 短 厨 ,模型 (2-51) 者 存在 满足 初始 条 件 
x(0) = zo 的 有 行 饮 和解 x = pt,xzo):zEwa, 这 里 和 A= [0,7] 表示 解 的 最 大 存在 
区 间 

为 方便 ,以 后 总 假设 解 的 存在 区 间 为 无 穷 大 , 即 T = + .特别 是 当 系 统 的 一 
切 解 有 界 , 则 任何 解 gi,xo) 必 在 (0, + %) 上 有 定义. 

定 交 3” 对 任何 x € intR* 和 所 有 的 i 

1°* 如 果 有 


{2.52) 


limsupgi( t,x*) > 0, 
则 称 系统 (2-31) 是 弱 持 争 生 存 (weak persistence); 
> 如 果 有 
liminfg,{ £, x*) > 0, 
则 称 系 统 (2-51) 是 强 持续 生存 (atrong persistence);} 
3 如果 有 
mi 二 | pCs, ds > 0, 


则 称 系 统 (2-51) 是 平均 持续 生存 {persistence in mean); 
不 如 果 存 在 正 数 8(8 与 x 无 关 ) 有 
iminfPit £, x) = 8, 
出 称 系统 (2-51) 是 一 臻 持续 生存 (uniform persistence)， 
3 车 系统 (2-51) 一 致 持续 生存 ,并 且 它 的 所 有 解 有 罚 , 即 
limsupg:( oN) < 6, 


则 称 系统 (2-51) 是 永久 持续 生存 (permance) . 


2 非 线 性 种 群 动力 学 模型 ，973 ， 


将 满足 以 上 各 种 持续 生存 定义 的 系统 均 称 为 持久 型 的 系统 . 
定 兴 二 若 存 在 系统 的 一 个 解 p(t,x) ,人 intR, .使 得 对 某 个 ,有 
limsupgit t,x) = 0, 
则 称 系 统 为 非 持 续 人 生存, 或 称 是 绝 天 型 的 . 
例 233 对 于 --- 维 的 微分 方程 
dx/dt = ax, 
则 当 a 3 0 时 是 -… 致 持续 生存 的 , 当 a < 0 时 是 绝 灭 型 的 . 
由 此 例 看 出 对 于 一 维 方程 的 持久 性 研究 比较 容易 , 音 用 一 维 方程 
duA/dt = wlw) {2-53) 
的 持久 性 来 判断 一 个 复杂 生态 系统 的 持久 性 . 
定理 二 ” 若 存 在 函数 FF;R?-> R: ,满足 ， 
PP Wr) 在 R* 连续 可 袜 ; 
2 对 于 某 一 个 二 = 1,208), 如 果 % 一 0, 则 有 Lx) 一 0; 


Pv) = dd = SoyaxmF (xr) w wl Vx)), 


则 由 方程 (2-53) 弱 持 续 生 存 可 推出 方程 (2-51) 为 弱 持 续 生 存 . 
若 将 条 件 3 改 成 
季 入) 有 
则 由 方程 (2-53) 非 持 续 生 存 可 推出 系统 (2-51) 为 非 持 续 生 存 ， 
定义 起 【满足 定理 二 的 条 件 1 ~ 子 且 方程 (2-53) 为 持续 生存 , 则 称 V(x) 
为 持久 性 函数 ， 
2 满足 定理 和 的 条 件 jp ,2 ,3 ' 且 方程 (2-53) 为 非 持续 生存 , 则 称 V(x) 为 
绝 灭 性 函数 
例如 洛 特 卡 - 沃 尔 泰 拉 食 物 链 系统 
dt/de = xilto — dX] 一 全 1 区 
dxa/dt = x2{— Gn 十 站 和 一 dma}; 
(2-54) 
daxn_ /dt = xt ato0 + Omin_2Nn2 — na 
da dt = tt— 0 + nn lL1). 


利用 持 刀 性 函数 
VOx) = Ts {r > 0 为 待定 参数 ) 
可 以 证 得 如 下 定理 . 
定理 条 当 ol >0 时 ,系统 (2- 和 4) 的 所 有 有 具 正 初始 条 件 的 解 有 界 , 且 当 产 > 
0 时 是 永久 持续 生存 , 当 jt < 0 时 是 非 持续 生存 ,这 里 
2 三 0 一 | Tm + > | | 2 1 | oo 本 


站 = 六 写 31 ,321-| 
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> | | ci 21 | 人 37 
其 中 
有 {12 当 5 为 偶数 时 ; 
La-1T2， 当 = 为 奇数 时 ; 
1 当 为 偶数 时 ; 
【fn -1)/2， 当 为 奇数 时 . 
定理 笋 ”者 食物 链 系 统 (2- 弘 ) 有 孤立 正平 衡 点 x” = Cx ,x2 ;Xx#), 则 
+z” 是 全 局 新 近 稳 定 的 , 即 x” 为 稳定 且 对 任意 初始 值 mm 所 intR? 的 解 gp(1,x), 当 
1 一 + wm 时 都 有 p(t,x) 一 x¥*. 


2.3.3 多 种 群 洛 特 卡 - 沃 尔 泰 拉 系 统 


dxdt = x{ b+ Sioa), i= 1,2,…,.n, (2-55) 
717=1 
利用 常用 的 李 雅 普 诺 夫 函 数 
Virxr) 三 Delss 一 Ee 一 中 jnf sx/ x 了 


这 里 x" 是 (2.55) 趟 的 正平 衡 点 ,cfi = 1,2,…, 4) 为 待定 正常 数 , 可 以 得 到 如 下 
定理 . 

定理 499。 系统 (2.55) 的 正平 衡 点 x* 是 全 局 稳定 的 充分 条 件 为 :如 果 存 在 一 
个 正 的 对 角 线 售 阵 C, 使 得 C4 + 4TC 是 非 正 ,并 上 且 函数 


Wx) = Tx ETCA + ATC)(Cx x*) 


除 在 x = x* 外 沿 系统 (2-55) 的 任 一 轨 线 均 不 杜 等 于 党 ， 
定义 6 ”如 果 存 在 正 对 角 线 矩阵 CC = diag( ci ,62,… ,0) 使 得 CA + 4TC 为 
贡 定 ( 半 负 定 }, 则 入 阵 4 = (oy) wu 称 为 沃 尔 秦 榨 - 李 雅 普 详 去 稳定 { 半 稳定 ). 
定义 7 一 和 矩阵 及 = Coy) xs 称 为 是 一 个 乱 阵 ,如 果 当 关 关 7 时 全 拓 D, 而 
且 于 列 条 件 中 任何 一 个 成 立 : 


1* 4 的 所 有 特征 值 让 正 实 部 ; 

2 4 的 顺序 主子 式 为 正 , 叶 
dl A 
: : > 人 0 £=1,2 二 
dl St 


了 4 是 非 坷 异 的 ,而 组 4 > 9; 

中 存在 一 个 向 量 Y > 四 ,使 Ax > 0; 

9 存在 -一 个 向 量 > 0 使 4T7 > 小 

定理 人 0 ”如果 有 蚌 一 个 盯 录 阵 , 则 存在 正 对 角 线 知 阵 C = diag( el, cs, cn) 


使 得 和 矩 阵 B = 方 (CA + ATC) 为 正定 ， 


2 ， 非 线性 和 种群 动 力学 模型 ，9379 : 


一 一 -一 一 一 一 一 


定理 引 模型 (2-55) 为 全 局 稳定 的 充分 条 件 为 

1* 有 一 个 正平 将 点 x : 

2 存在 一 个 矩阵 站 三 (suxn: 使 对 所 有 i 三 1,2.…,n 存在 

ae a lals wt 对 iz ): 

站 矩阵 - 右 荐 时 些 阵 ， 

为 了 叙述 系统 (2-55) 的 持久 性 定 尾 , 作 如 下 记号 :以 2 必 记 疏 ; 的 所 有 按 界 ,以 
(xp) 记过 点 xo 的 轨 线 工 = g(t,xo) 的 ww 极限 集 , 以 R00R*) 记 在 了 Rs 的 边界 上 
任意 一 点 出 发 轨 线 w 极限 集 的 总 体 ， 

定理 人 驼 ” 设 系统 (2-55) 的 一 切 解 有 界 , 且 0(9R" 公主 册立 平衡 点 , 若 存 在 党 
小 p(p; >0i = 1,2,…,n) ,使 线性 不 等 式 组 

plbi - Do] >0 
对 aR 上 所 有 非 负 平衡 点 成 立时 ,系统 (2-55) 为 永久 持续 生存 ， 

定义 9” 在 系统 (2-55) 中 ， 

1* 如 果 所 有 的 gy > 0( 当 二 产 店 , 则 称 系统 (2-55) 为 全 作 系统 ; 

2 如 果 所 有 的 ay < i 门 , 则 称 系 统 (2-55}) 为 竞争 系统 ; 

3 如 果 所 有 的 am 二 0(i = 门 , 则 称 季 统 (2-55) 为 捕食 系统 . 

定理 于 ”如 果 系 统 (2-55) 是 合作 系统 (a; > 0), 且 有 - 正 的 平衡 点 x , 则 x" 
是 全 局 新 近 稳 定 的 充 要 条 件 是 - 4 的 所 有 主子 式 为 正 . 

定理 碟 ” ”如果 系统 (2-55) 是 合作 系统 , 则 有 一 个 潮 近 稳定 正平 衡 点 x* 的 充 
要 条 件 是 4 为 狐 近 稳定 的 和 矩阵. 

定 以 19 ”如 果 系 统 (2-55) 的 系数 矩阵 A 满足 

让 a = 至少 有 一 个 人情 ai < 0; 

2 当 且 公 当 mi = QT = 1 时 ,a 0, oy = 0; 

3” 季 在 日 mm 守 3) 使 得 Qi 不 为 零 ， 

则 系统 (2-55) 称 为 环 型 捕食 系统 ,否则 称 为 链 型 捕食 系统 . 

定理 5 ” 链 型 捕食 洛 特 卡 - 沃 尔 泰 拉 系 统 (2-55) 的 系数 矩阵 4 是 沃 尔 泰 拉 - 
李 雅 普 诺 夫 半 稳定 的 . 

定理 56 三 种 群 链 型 搬 食 治 特 卡 - 沃 尔 泰 拉 系统 (2- 55)(n = 3), 若 存在 一 正 
平衡 点 x" ,又 x*x” 是 局 部 壮 近 稳定 , 则 x” 为 全 局 潮 近 稳定 . 

猜想 1 种 群 链 型 捕食 党 特 卡 - 沃 尔 泰 拉 系 统 (2.55}, 车 存在 一 正平 衡 点 
x#*;, 且 #” 是 局 部 渐 近 稳定 , 则 rx” 为 全 局 渐 近 稳定 ， 

注 2 这 个 猜想 书 被 证 明 当 m < 了 时 是 成 立 的 . 

例 31 May-Leonard 纯 竞争 三 种 群 模型 

dxdt = xr] — ti — ox — Bri), 
(i = xatl -AB orale 1.0¥1. (2-56) 
dxdt = xatl -arr - Pr 一 #41), 
定理 中 ] 当 r+ B= 2 时 ,在 殿 内 平面 x1 + x + x = 上 与 双 曲 面 x1%sxy 
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= cle 为 参数 ) 的 交 线 为 一 秘 贺 ,这 答 圆 为 系统 (2-56) 的 - - 簇 空间 局 期 解 ,并 日系 
统 (2-56) 在 也 内 部 所 有 的 较 道 都 以 这 一 簇 空间 周期 解 中 的 一 个 为 w 极限 集 . 

2 当 w + 8 > 2 时 ,在 x = 0,x2; = 0 和 x =0 三 个 平面 上 分 别 存在 联结 平衡 
态 ENCL0,0) 与 E2090,1,00), 1 与 B00,0,D 以 及 Els 与 3 的 唯一 轩 线 .这 三 条 
锁 线 构成 一 个 奇异 闭 轨 线 二 ,并 且 除 了 正平 衡 点 外 ,系统 [2.56) 在 本 内 部 所 有 的 
轨道 均 以 下 为 w 极限 集 . 

定理 58 若 系 统 (2-55) 为 竞争 系统 , 即 ay < 0(i x jij = 1,2,…,n), 且 如 
下 不 等 式 成 立 

Bb/ay > boy, i<j; 

ba < 当时， 
则 边界 平衡 点 x = 《Aan ;0,…,0) 在 imtR? 内 全 局 吸引 ， 


2.3.4 变 系 数 洛 特 卡 - 沃 永泰 拉 系 统 
例 刀 ”多 种 群 变 系数 竞争 系统 
djdt = s(t) - ol), i = 41,2, {2-57) 

着 阴 数 用 由 在 RR':(! > 0) 内 为 证 ， 连续 ,om 局 期 图 闭 , 记 /= minf(t),f = 
maxf(1), 有 

定理 加 ”和 假设 0) ag)(i,j = 1,2,…,n) 均 为 在 R! 内 的 正 、 连 续 、w 周期 
是 数 , 并 且 满 足 

> Da en) i = ,2 


则 系统 (2-537) 至 少 存在 一 个 应 格 正 的 周期 解 . 
定理 友 。 如果 定理 和 的 条 件 满 足 ,而 且 


> | p> 入 站 
其 中 a 为 一 正 数 , 则 系统 (2-57) 存在 唯一 严格 正 的 w 周 期 解 ,并 且 它 是 全 局 斯 近 稳 
定 的 ， 
对 于 几乎 周期 系数 的 洛 特 卡 - 沃 尔 素 拉 系统 ,引进 如 下 忆 号 .如 果 /是 几乎 周 
期 函数 , 记 Ll 
FfF= inf A, f= sup M0, 
1 所 本 + 本 到 


Do = lim | Ade/ -5). 


关于 单 种 群 还 辑 斯 诡 模 型 ,有 
dxsdt = Cr {2-58) 
定理 储 ” 若 7(f) ,ql0(i = 1,2,…,#) 均 为 正 几乎 周明 隔 数 , 且 (r;}。> 0， 


a > 0,i = 1,2,…,n; 则 方程 (2-58) 存在 唯一 严格 正 几乎 周期 解 x (中 (i = 1,2， 
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4) ,而且 xi 是 全 局 斯 近 稳 定 的 ， 
定理 妈 设 下 [站 二 1,2.,… ,8) 是 正 的 几 笠 周期 轴 数 ,tr) > 必 ， 
三 六 ,而 且 
ai ft》 > > ant 1) + ftERi,i= 1,2. ,rn, 
Julrini 
‘RY, > 0. 

这 里 yj 为 任 一 正 数 ,又 

RD = AD- dati) En), 


了 一 1 


则 系统 (2-57) 存在 一 个 几乎 周期 解 为 严格 正 .全 局 一 致 浙 近 吸引 的 (这 里 x j(?) 


即 为 定理 6] 中 的 * ;(1))， 
例 33 名 种 群 变 系 数 合 作 系 统 
可 好 = (it) 十 > (Oo)， i= .2 {2-59) 
记 
一 《Ga 4 一 (ay) hx. 
定理 内 车 at), 三 1,2,… ,Rn 在 RR* 中 连 线 w 周 期 尔 数 , a(t) 芝 
0,at) 2 0 jw > 007 = ,2,…,n), 且 条 件 
(~ rdet(Cay)heiisr > 0, k= 1,2,.%,n 
满足 , 刚 合 作 系 统 (2.59) 存在 唯一 全 局 新 近 稳 定 的 w 周期 解 . 


2.3.5 多 种 群 离散 模型 


和 
Ei E,2,,n. (2-0) 
定 几 加 ”车 丰 在 x (x ,wx 为 正常 数 ( = 1,2 ,#28) ,使 对 所 
有 的 i, 有 . 
Fr 一 1 或 和 人] = 下 = 12 
则 称 x* 为 系统 [2- 邱 )] 的 正平 衡 位 置 . 
系统 (人 2- 名 ) 在 x” 的 线性 化 系统 汐 


x{trt+1)= D069), 二 上 
写成 矩阵 形式 为 
ER 1) 三 2 站 = (os) = 《亲本 [区 Jr . 
定理 克 ” 若 矩阵 上 的 所 有 特征 俏 的 模 都 小 于 1, 则 系统 (2-60) 的 正平 衡 点 z 


为 局 部 源 近 稳定 ， 
设 吕 是 在 正 象限 内 的 一 个 开 域 ,又 系统 42- 的 ) 的 正平 衡 点 x" 局. 
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定义 社 若 蚊 数 Kx) 具有 性 质 ; 

PP 洒 于 所 有 XE 所 认 ,是 x 时 有 Vix) > 人 而 Yix*) = 0; 

2 在 总 内 对 于 每 一 个 所 > 站 ,曲面 Vx) = 天 是 … 卫 和 骨 而 ,而 耳 男 数 Vix) 在 x 
= x” 有 唯 - . 极 小 值 ; 

3 羡 数 AI) = YICIT Vix) 对 于 所 有 的 x EE 为 非 正 ， 
则 称 汕 数 “Fix) 为 模型 人 2- 的 ) 在 区 域 只 内 的 地 雅 普 诺 夫 函 数 . 

定理 外 ”各 系统 (2- 的 ) 在 区 域 人 2 内 存在 一 个 李 其 淖 诺 夫 畏 数 Vx), 并 续 
AVix) 不 光 系 统 (2-60) 在 区 域 内 尾 一 整 条 解 己 等 于 不. 央 x* 是 渐 近 稳定 有 上 且 区 
域 避 是 x 的 正 向 吸引 区 域 .如 果品 = R", 删 x ”为 全 局 沸 近 稳定 . 

例 34 ” 宗 种 群 党 特 卡 - 添 尔 泰 拉 离 散 系 统 


st) = expls + Domt)], i 42 (2-61) 
= 


设 其 中 a < 0, 记 4 = 【egy)nxn. 
定理 上 师 ” 若 所 有 Olei<cje ,网 系 统 (2-61) 为 最 终 一 - 歌 有 界 . 
定理 入 ” 若 存 在 证 ,天 :mm > 0, 使 得 对 平 系 统 (2.61] 的 任意 边界 平衡 点 
,有 


Dp + Pa) > 0, 
则 系统 (2-61) 是 永久 持续 生存 的 . | 


3 ”微生物 连续 培养 的 数学 模型 


3.1 ” 单 种 柚 生 物 连 续 培 养 模型 


为 了 描述 微生物 在 培养 室内 培养 生长 的 过 程 以 及 营养 液 的 消耗 过 程 ,用 动力 
学 的 方法 来 建立 微生物 与 营养 液 之 间 相 互 作用 的 动力 学 模型 . 世 区 与 和 35( 昌 分 别 
记 培 养 室内 在 时 刻 :微生物 的 浓度 和 营养 液 $5 的 浓度 , 疯 鼎 在 培 莽 室内 的 相互 作 


用 ,可 以 用 两 分 子 作用 机 制 写 为 下 + 5 一 > 2 ,如 果 服 从 质 是 作用 律 , 则 应 用 分 子 
反应 动力 学 建 模 为 
dx/dt = Kr, 
这 里 反应 速率 为 kfs) = 后 sy, 但 是 如 果 不 是 破 从 质量 作用 各 , 虽 可 一 般 地 写成 
gx/dt = p(s}x. 
除了 服从 质量 作用 律 的 反应 速率 ! 非 饱和 反应 速率 ) 外 .常用 的 饱和 皮 应 速率 
有 如 下 几 种 : 
1 Monod HS) = ns] 
其 中 ,mm 为 最 大 理论 反应 速率 ,上 KK, 为 米 氏 反应 常数 ; 
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ka， 当 s < 3 时 ; 
2 Blackman pats) = | 当 。。 ， 时 ; 
3 具 内 在 代谢 (Monod) Ha(5) = pa 一 卜 1 
-pn ，. 
和 Mond Haldene fas) = Rrsr sek’ 
了 Tessiet As(s) = jasexp( - 起] AK + 5): 


mm pmCs)AKR+ 5) 当 < so 时 ;: 
6 Tessiet po s) = (i, $s) its— #80), 当 s > so 时 . 

定 炙 1 利用 营养 基 $ 培养 微生物 互 ,连续 培养 过 程 的 设备 装置 一 一 恒 化 妖 
{chemostal) ,包含 有 三 个 部 分 {如 图 3-1 所 示 ): 

le 有 一 个 固定 容积 VY 的 培养 室 , 其 中 装 营 养 液 
和 微生物 ,有 搅拌 和 殿 氧 ， 

2 有 供 液 系统 ,单位 时 间 i 以 流量 为 如 供应 深度 
为 so 的 营 氧 液 ,连续 不 断 地 流 进 培养 室 ; 

jp 有 溢 流 装置 ,使 培养 室内 体积 保持 不 变 . 

例 1 米 氏 反 疝 速度 , 单 种 微生物 连续 培养 模 
型 


全 全 = An Rn + 3 
ds/dt = 人 (ro 一 了 ) 一 mA 天 十 Shi 
(3-1) 图 3-1 
其 中 ,1z6 表 微 生物 增长 对 营养 基 的 消耗 率 . 在 这 里 , 设 为 正常 数 ， 
模型 [3-1) 经 过 无 量 网 化 变换 ,可 化 为 
人 =1- 8 ma+ 3): (3-2) 
dx/di = mr/(q + s)} - x. 
定理 1 PP? 车 m 志 1 或 m> 1 但 = am-1l) 这 1, 则 系统 (3-2) 的 每 一 个 
解 都 有 limxt1) = 0; 
了 荐 m> 1.4 < 1 则 系统 (3-2) 所 有 具 正 初始 村 的 解 都 有 limxt +) = 1- i， 
lim st £) 二 外. 
例 2 变 消 耗 率 微生物 连续 培养 模型 
dxzdi = pnsx/ (Ks + 35) — Or; 
oT 《3-] 了 
| = Olsg- s)— (CAT Bo)CR 4 s) 
容易 计算 出 模型 (3-1)' 有 两 个 平衡 点 (0,1) 和 (x" ,:*). 
定理 2 当 4/B < 时 , 率 统 (3-1)' 在 正平 衡 点 (x*.s") 外 国 存 在 极限 环 , 当 
4 有 旦 > RR 时 不 存在 极限 环 . 其 中 
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[ap -月 -RARI+D 
= (a -l(ae-1?+8] ， a = ae 有 = Ks0. 
及 = 4/B 是 系统 (3-1)' 的 Hopf 分 岔 值 ， 


3.2 ”多 种 微生物 混合 培养 模型 


利用 恒 化 器 装置 来 同时 培养 斤 种 微生物 . 假设 这 些微 生物 都 依 非 同一 营养 基 
而 生长 ,这 样 以 流量 为 @ 流 人 浓度 为 % 的 营养 基 ,而 在 培养 室 房 同时 存在 几 种 以 浓 
度 为 x1,x2，…, zo 的 微生物 .又 假设 这 些微 生物 之 间 互 不 于 城 , 用 数学 模型 的 方法 
来 研究 微生物 的 生长 过 程 . 

例 3 两 种 微生物 混合 培养 模型 . 

在 同一 恒 化 器 中 ,利用 同一 种 营养 基 $, 同 时 培养 两 种 微生物 和 和 ,其 模型 
为 


dyardi = — Cry + 下 了 和 2 (3-3) 
ds i! = 人 (sn 一 了) 一 ri/(d es) 一 Xa (Fy 2), 
其 中 ,172 和 15 分 别 为 两 种 微生物 | 和 到 对 营养 基 的 消耗 率 .这 里 设 3 和 z 
均 为 常数 . 


(a 三 一 Ort 十 由 1 性 15 


HA = ms/ (Kt 3) pe2 = pm/ Kz 十 5), 
模型 (3.3) 经 无 量 织 化 变换 后 ,可 以 化 为 
ds/dit = 1 3- mrs/tart s) + masy/ (ar + 3)3 
(a = mrs ta + 4) — xs {3-4) 
dyA/di = mys/(a 十 了 一 了 
设 系统 人 3-4) 任 一 正 初 始 条 忻 的 解 记 为 (s(0) ,xt y(0) ,并 记 A = at ma 
- 1, = lm ~ 1). 
定理 3 1 如 果 m 声 1(m;s 专 1), 居 有 
limx{ 1) = Qt limy{ 2) = 0); 
2 如 果 mil > 1ma > 二 ,并 由 4 = 1(4z > 1), 则 有 
limx{t) = XM limy(t) = 0); 
和 如果 m > 5 = 4,2,0 < A < A < 1, 则 有 
limst 2) = A1: limxt( 1) =1- A limyt £) = 是， 
如 果 144 > h 则 上 结果 中 x(t) 与 y(t) 对 凋 ， 
例 4 多 种 撤 生 笔 混 合 培养 模型 
在 同一 恒 化 器 中 ,利用 周一 种 营养 基 8S, 同 时 焙 养 儿 种 微生物 天 |, 于,,…, 计 ,， 
其 模型 为 


人 = {so 3) - > mmsvai(a 二 (3-5) 


dx/dt = ms/ + §) — Or; 
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其 中 , 18; 为 第 i 种 微生物 谍 对 营养 基 的 消耗 率 , 这 里 设 所 有 的 六 人 = 1,2,…,n) 
均 为 常数 . 
定理 4 系统 (3-5) 具有 任意 正 初 始 条 件 的 解 st .2 人, 且 对 所 
有 “GE 10.o) 均 为 正 而 且 有 界 ， 
定理 记 b= md,i = 1,2,… ,RR, 如 果 
Phe1: 
Poa/ 1) >» sob > 1, 
则 系统 (3-5) 的 所 有 正 初始 值 的 解 有 lim x:( 1) = 旭 . 
定理 6 je 如 果 0 < hl < ha < 挟 … 挟 如:, 则 系统 (3-5) 的 所 有 正 初 始 值 的 解 满 
足 ; 
lims( £) = hs limxa t) = {so - AA + A OAKIAL: 
Jim 和 人 下 ,一 了 3 二 7 
2 如 果 对 于 某 个 元 2 所 了 去 n) 有 0 鼠 疝 1 = = A ~ Ajirl 志 “” 蕊 Ar+ 则 系统 
{3-5) 所 有 正 补 始 值 的 解 , 当 1 一 % 时 是 趋 于 系统 (3-5) 在 正 锥 性 总 + 边界 上 的 平 
衡 点 天 三 (ze 其 中 wli 三 1 满足 


(sp -人 总 - SKA + a:)x,] = 必 ， T = ] .2 


例 5 时 变 输入 微生物 连续 培养 模型 
上 面 考虑 的 模型 都 是 假定 车 养 基 连续 输 人 的 浓度 为 许 定 so, 如果 输 入 的 浓度 
是 随时 间 而 改变 的 ,特别 是 时 间 的 周期 函数 (例如 为 so + pefot)), 则 培养 模型 变 成 
人 = Olso+ delwt)} - ss] 一 mA 认 (大寺 £)} 
dz/dt = pmsx/At Kn + 5} — Ox. 
通过 无 基 网 化 变换 ,这 个 模型 可 以 化 为 
dszdi = 人 LI+ Betti} - s] - ns/t a + 5), 
dx/di = PAGE + 5) — Or. 
这 里 e{1) 是 周期 函数 ,特别 设 e(1) = sini. 
定理 7 了 如 果 m/0 < 4-', 则 系统 (3-6) 的 非 负 2xr 半期 解 (*,0) 是 大 范围 渐 
近 稳 定 的 ; 
宛如 果 mA0 > 1, 则 非 负 周期 解 (5,0) 是 不 稳定 的 ,并 且 这 时 系统 (3-6) 至 
少 存在 一 个 正 2 周期 和 解 (s" (t,x* (0), 这 里 x* (1) > 0, 且 0 < s*(t) < s(0)， 
其 中 


(3-6) 


了 fy 二 | + Sintt + 8), 


on 
Vi 
s(t) 是 方程 dxdi = O01 + baint) -Os 的 唯一 的 2x 周期 解 


1 
Vv (arly OA + 00) 
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3.3 “在 重 化 跟 中 捕食 链 培养 模型 


在 一 个 重 化 器 培养 室内 ,用 一 种 营养 若 5 同时 培养 两 种 微生物 庆 和 总 ,其 中 
Xi 是 莫 营 养 基 5 来 培养 繁殖 的 ,而 总 则 是 微生物 总 的 柱 食 者 ,如 与 营养 天 5 不 
发 生 直接 的 美 系 . 现 在 分 别 以 小 写 st ,mw( 习 和 x2( 站 来 表示 535, 加 和 庆 在 时 刻 :t 
的 浓度 ,以 jls) 记 用 营养 基 $ 培养 微生物 议 的 培 闫 速 挛 ,172 为 其 常数 消耗 率 ， 
以 gat xi} 记 用 微生物 区 培养 微生物 如 的 培养 速率 ,1762 为 其 常数 消耗 率 ,5 为 营 
养 基 输 人 深度 ,0D 为 营养 基 输 入 流量 ,这 样 恼人 北 器 培养 樟 型 为 
ds/dt = Oso— 5s) -At ns}r); 
[as (fs) - Ox - CE (3-7) 
dwar = 【zf xs) - Ory. 
考虑 简单 情况 , 设 其 中 

CS) = esAtR + 3 alk) = Bets + x 

把 jy{s) 和 pz 代入 模型 (3-7) 后 经 无 量 网 化 变换 可 化 为 
[em = -A 


一 
三 


dx dt 
dy/dt = Pa 人 十 和) 一 y. 
记 14 = a m1),i = 1,2. 
定理 8 。 如果 mi; 过 1 或 mr > 1 但 4| > 1, 则 系统 (3-8) 所 有 正 初 始 条 件 的 
解 ,有 


-r+ Mv/ ts mry/ a 二 (3-8) 


各 


limx(t) = 0( 显 然则 时 也 有 limy(t) = 0)i 
ZZ 如 果 m2 志 < 1 或 m; > 1 但 1 二 1, 则 系统 (3-8) 所 有 共 正 初始 条 件 的 解 , 有 
limy(£) = 0. 
由 定理 8 知 ,要 进一步 弄 清 系统 (3-8) 解 的 人 性质, 可 假设 


m> 1HOccA< l,i= 1,2. (3-9) 
经 变换 xz(1) = 1 -ss(f) - xtt) - y(4) 系统 (3-8) 可 化 为 
ds/dt = 一 了; 
mtl—- x»—y—*) may 1. 
dx/dt = #1! -|); {3- 10) 
dy/dt = ;|[ 2- 


显然 ,2 = 0 为 其 解 ,而 且 系统 {3.10) 所 有 的 解 当 :一 w 时 都 以 Z = 0 为 中 极限 集 . 
因此 仅 要 研究 在 解 科 本 2 = 0 上 的 性 质 , 即 北 为 研究 系统 : 


= «| _1- my . 
1 + 一 才 一 了 art+ 二 


1 ， (3-11) 
4 [和 -中 
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系统 (3-11) 有 三 个 平生 点 : 
]? E600,0) , 当 < 1 时 为 圣 点 ,其 稳定 分 界线 与 不 稳定 分 界线 都 在 坐标 轴 上 ; 
El Ai0), 当 + > 1 时 是 浙 近 稳定 , 当 4 + 4， < 1 时 是 装点 ; 
PP 正平 衡 点 Ext x* ,7”) , 当 由 | 十 站 | 1 时 , EE, 为 身 平 衡 点 , 仪 当 ，， 十 站 裤 1 
时 正平 衡 点 5; 存在 且 指 标 为 正 , 当 D > 0 时 太 不 稳定 , 革 吕 <0 时 号 局 部 潮 近 
稳定 ,其 中 
和 _¥ _ nil 12 
maz + a A 
定理 9 当 D < 0 时 ,系统 (3-11) 的 正平 衡 点 (4x” ,7 ") 在 第 一 象限 是 全 局 疼 
近 称 定 的 ;当中 > 0 时 ,如 果 正 平衡 点 {x“,y" ) 存在 , 则 在 (** ,y*) 外 围 至 少 存在 
一 个 局 期 解 ， 
定理 妈 荐 mm >10<Ai<1i=1,2, 且 AL+A2< 以 及 五 <0, 则 系统 
(3-8) 的 正平 衡 点 (* ,+ ,7Y”) 在 第 一 象限 是 全 局 新 近 稳 定 的 . 
例 6 时 变 输入 捕食 链 培 养 模型 . 
假设 营养 基 的 输入 法 度 是 时 间 的 函数 ,并 假设 这 个 汕 熔 有 正和 的 上 下 界 , do 大 
Sol 1) 这 41 ,这 样 模型 (3-3) 变 为 


ds/dt = sott}) -5 — mixs/t a + $}; 
(a MN/ + Sax + {3-12} 
dy/dit = mazy/(as + 区) — y¥. 
记 任 意 正 初 值 :sf0) = #0 > 0,x(0) = wo > ,y(t0) = yo = 人 的 解 为 2) = Cast1)， 
xa{r), yt 1)). 

定理 ”系统 (3-12) 的 每 一 个 解 #1), 当 1 一 w 时 ,有 

br A = sx ER:AGS+XI+Y Al 
定理 好 如果 


[e+ {4 + Qa) mi 


4 > (mi 一 二 myz 


则 系统 (3-12) 是 持续 生存 的 ， 


mi-1 
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为 了 研究 某 一 地 区 传染 病 的 发 展 趋势 ,更 好 好 利用 勋 力学 的 方法 建 寞 ,把 所 
研究 地 区 的 人 只 分 成 三 类 ， 
S 类 : 易 感 者 类 (susceptible}, 即 在 这 一 地 区 内 所 有 来 染病 者 的 全 体 . 这 一 类 人 
若 与 染病 者 作 有 效 接触 ,就 容易 受 传 染 而 得 病 . 
【类 :染病 者 类 (infective), 即 在 这 一 地 区 内 已 染 上 传染 病 , 而 且 仍 在 发 病 期 的 
人 的 全 传 .这 一 类 人 若 与 易 感 者 类 的 人 作 有 效 接 触 ,就 容易 把 疾病 传染 给 易 感 者 . 
R 类 : 消 由 者 类 (removed) , 即 表 示 在 这 一 地 区 内 因为 染病 而 死亡 或 病 秘 有 免疫 
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能 力 的 人 的 全 体 . 这 一 类 人 不 再 受 染 病 者 和 的 传染 而 重新 得 病 , 也 不 会 把 疾病 传染 弟 
易 感 者 . 

现在 以 Sb 民间 和 以 二 分 钊 代表 在 时 刻 上 时 ,局 :] 5S 类 ,[ 类 和 RR 类 中 的 人 
数 , 传 染病 动力 学 模型 ,就 是 要 用 动力 学 的 方法 ,建立 数学 异型 来 描述 三 类 人 随时 
疗 的 变化 规律 ， 


4.] KM 模型 的 半 值 理论 


早 在 1927 年 , 罚 .O.,Kermack And A.G,Mckendrick 首先 利用 动力 学 的 方法 来 建 
立 传 染病 的 数学 模型 , 称 这 个 模型 为 KM 模型 .这 个 模型 的 建立 是 基于 以 下 三 个 基 
本 假设 { 称 之 为 KM 根 设 ) 
假设 各 设 所 研究 地 区 的 人 口 的 总 数量 是 常数 ,不 内 时 间 变 化 而 改变 . 
假设 B 设 易 感 者 由 受 传 染病 的 影响 ,其 人 数 随 时间 出 变化 的 变化 率 与 当时 
易 感 省 的 人 数 和 当时 染病 者 的 人 数 之 积 戌 正比 . 
假设 忆 ” 设 从 染病 者 类 转 到 消除 者 类 的 速度 与 当时 熔 病 者 类 的 人 数 成 正比 . 
如 果 拒 5,1 和 和 FR 三 类 人 看 成 是 某 种 分 子 化 学 反应 的 一 和 物质 , 则 KM 三 根 设 可 
用 符号 语言 写成 : 
候 设 态 SCiY 2) + RL) = N= consl; 
假设 B 5 + 7 人- 21; 
假设 C 了 一 ~ 只 ， 
其 中 8,r 均 为 正常 数 . 这 三 个 假设 将 成 为 整个 传染 病 动力 学 模型 研究 的 基础 . 
例 1 无 人 口 出 生 和 死亡 的 KM 传染 病 模型 
dS/dt = - 851; 
far = Br- rf; (4-1) 
dRAdt = r,s} + Ht 4 REY = 1. 
初 值 S(0) = S > 0,70) = 6 > 0,RC0) = 0. 其 中 月 > 0 为 传染 率 系 数 ,r > 0 为 
移 除 率 , 记 P = rzB 为 相对 移 除 率 . 这 里 不 妨 取 总 人 口 数 请 = 1( 否 则 可 作 适 当 的 变 
换 达 到 )， 
定理 1 如 果 % < p, 别 当 + 增 加 趋 于 泡 穷 时 ,染病 者 的 数量 7(4) 单 调 下 降 趋 
于 零 ; 如 果 3 > p; 则 当 :增加 时 ,染病 者 的 数量 区 七 增加 刘 -- 定 数量 ii 后 就 单 
调 减 少 趋 于 零 ,并 且 lim5St1) = 5(%m) 存在 . 它 是 下 面 方程 的 唯一 正 根 
SnexpL- lA/ptl - x)1l- z= 0. 
例 2 出 生 率 与 死亡 率 相 等 的 SIR 模型 . 
考虑 出 生 率 与 死亡 率 相 等 , 包 即 保持 人 口 总 数 不 变 ,服从 KM 三 假设 的 SIR 模 
型 为 
ds/dit =- BS + 有 一 AS; 
[人 = AS- rl {4-2) 
RI = 1- Sty HOOSOO = S03 070= > 0, R(O) 3 0. 
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1 为 出 生 和 死亡 率 , 设 出 生 的 如 儿 均 为 易 感 者 . 
定理 2 记 SL1),1(1) 是 系统 (3-2) 的 解 ,有 
1* 如 果 og = BR+ rr) > 1, 刚 区 域 DB: 5, 站 0a Sed,0< 1 11 是 平 黎 
点 (isafa - 1zp) 的 一 个 吸引 区 域 ; 
z 如 果 e < 1, 则 D 是 平衡 点 让 ,9 的 吸引 区 域 ， 
例 3 无 岗 生 率 和 死亡 率 SS 模型 . 
SIS 模型 区 别 于 31R 模型 之 处 在 于 这 里 浴 病 者 病 僵 后 恩 免 疫 力 , 仍 会 受 感 染 ， 
机 制 为 
a lr 
号 十 = N= cons,s+ 1-——* 2 —*S, 
其 中 8 为 传染 率 ,r 为 平均 染病 周期 , 均 为 常数 , 则 模型 为 
[as = -831 + 1/7; 
di/dt = BST -1ry,S+T= WN. 
定理 3 如 果 p > 网 DD 和 (5,,0 志 3 N00 < /志和 是 平衡 点 (WN, 人 0) 
的 吸引 区 域 ;如 果 p < N, 则 D 是 平衡 点 (p,N - p) 的 吸引 区 域 ,其 中 = Ea 
例 4 出 生 率 等 于 死亡 宁 的 SIRS 模型. 
SIRS 模型 区 别 于 SR 模型 之 处 ,在 于 消除 类 中 的 免疫 间 在 一 定时 间 后 会 失去 
免疫 力 ,而 变 成 易 感 者 ,将 会 受到 再 度 感 染 , 机 制 为 


A 
SF 


《4-3》 


模型 为 (假设 新 出 生 野 儿 为 易 感 者 ) 
ds/dit =- AS+d- + aR: 
(ar = A rs (4-4) 


dR/dt = rT -af - 6R. 
定理 4 系统 (4-4) 若 存 在 正平 衡 点 , 则 是 全 局 高 近 秘 定 的 . 


4.2 ”县 有 种 群 动力 的 KM 模型 


如 果 人 口 总 歼 六 不 是 常数 ,而 是 随 着 时 间 变 化 的 和 (1) , 即 KM 三 假设 中 ,假设 
A 不 成 立 ,保存 另 两 个 假设 ,这 样 的 模型 称 为 有 种 群 动力 的 KM 传染 病 模 型 . 
例 5 Logistic 增长 的 SIS 模型 . 
如 果 所 研究 的 区 域内 在 时 刻 :时 易 感 者 的 数量 为 x(1) ,染病 者 的 数量 为 y(1). 
总 人 人口 NCE) = z(t) + y(t). 设 wktl 满 足 还 辑 斯 记 方 程 
机 WE = RCI - NAA Kk. 
不 妨 设 容纳 量 上 = 1, 叉 设 新 出 生 办 儿 为 易 感 者 , 则 


Ox + (0)) = 5w(D ~ BN( 121) -8WCDO7(9， 


妈 dx/dt = bN — BNx sdy/dt = — bhy. 
则 多 辑 斯 育 增 长 的 SE 模型 为 
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dy/dt = easy ~ ry- dy - bNy; (4-5) 
a 4 vt) = NOD, xtO0) + rv(0) € [0,1), 
其 中 a 为 传染 率 ,r 为 治 谓 率 ,d 为 因 病 死亡 率 . 
定理 5 区域 上 = {x,yY) |,,ya0 且 x+Y 和 < 1 是 条 统 (3-5) 的 正 向 不 变 集 ; 
如 果 a > 上 t+4+ 有 , 则 系统 (3-5) 在 上 内 在 在 唯一 正平 衡 点 (x" ,Y“* 站 而 有 系统 
(3-5) 所 有 初始 于 上 5 内 点 的 轨 线 , 当 1 一 + 上 时 都 趋 于 (x*,y*). 
例 65 上 县 两 种 传染 病 的 逐 辑 斯 廊 增 长 SES 模型 . 
总 的 人 群 坟 中 分 成 三 类 ;区 表 易 感 者 ,7Y 和 2Z 分 别 表示 两 种 病 的 染病 者 ,传染 
机 制 汐 


[a BN = bx — Oxy 4 ry 


| ra 


Yr 2Y, X22 YX, 2. 
膛 辑 斯 廊 增 长 SI5 模型 为 
dx/dt = BN - bx — dry — onz + MY + rz? 
(er = 3 一 my 一 中 7 一 yi (4-5) 
dx/dt = Garr — rs Co Br bs, 
其 中 ， 
和 (DDN > 0O,x00) + YEO) + ECOI a 1 MNO) = x{2) + rR) + 2zC#), 

定理 6 假设 al > b+ri+ ;0 > 4+ r+ 出, 系统 (4-6) 有 非 贷 平生 点 (x|， 
yy:0) 和 (xz ,0, 2). 

ls 如 果 0 十 -< r+ 由 -fr+ 击 )) 吉 者 如 果 m 过 本 且 n+ 机 - (nr 
+ di) 关 0, 但 两 不 等 式 中 至 少 一 个 不 等 号 是 严格 的 , 则 44-6 任意 正 初 始 值 解 
(x(t) ,y(t),z(1)) 有 

Jimxt t) = Ya} limy tt) = 几 , limzt #) = 2} 

2 如 果 如 i ed ai, 且 xi 习 [Ln 十 二 | 一 (Cry + di) l(a, 一 ‘2) 芝 22, 央 对 于 (4-6) 

式 任 意 正 初始 和 值 解 (x{?) ,y(t) ,zfb9) 有 
liminf yt) > 0, 

也 即 y(1) 持续 生存 . 

例 7 羡 辑 斯 谅 增长 的 SEI 模 型 . 

Anderson 建立 欧洲 狐 狂 狂犬 病 模型 .以 大 ,了 和 了 了 分别 表示 易 感 者 ,染病 而 未 发 
病 者 和 染病 且 发 病 者 类 ,机 制 为 

T+ Yer, I, 
NO) = z(t)} + Y(t) + 人 中 ,NO 不 是 常数 ,满足 逮 辑 斯 谅 增 长 模型 ， 
dNAdi = Nl -N/E}, r=a-$, 

相应 的 SEI 模型 为 


di/dt = Bry — {oa + b+ rT; 


fa = mm rN ry; 
dy/dt = sf -ta +b + Mr. 
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这 里 设 让 = 1. 把 上 面 三 个 方程 相 加 得 
dN/Adt = ax -~ (th + NN - ey, 
这 里 a 是 因 病 死亡 率 .上 面 三 个 方程 等 价 系统 为 
dz/dt = (a Px- rr — By 
(er = oN- x y)- {r+ b+ My; (4-7) 
dN/dt = ax — {b+ rN)N- ay. 
系统 (4-7) 有 非 负 平衡 点 (1,0,1) 和 正平 衡 点 (x*" ,y” ,NN"). 
定理 7 当 (a+a}(la+o) < 只 时 ,系统 (3-7) 无 正平 衡 点 , 非 负 平 本 点 (1,0， 
1) 是 稳定 的 : 当 (a + a)j(a + go) > 虽 时 ,正六 街 点 存在 .可 由 乍 普 夫 (Hopnp 分 歧 理 
论 得 到 在 (* ,y" ,NN" ) 产生 稳定 极限 环 ,疾病 出 现 周 期 现象. 


4.3 ” 非 线 性 传染 力 的 传染 病 模 型 


回顾 KM 模型 : 
ds/dt = - BSI, di/di = RS1 - ri, dR/dt = 可 ， 
其 中 B57 称 为 传染 宰 , 而 内 称 为 和 忧 染 力 . 这 里 传染 力 是 * 的 线性 函数 ,没有 考虑 饱 
各 状态, 如 果 增 加 馅 和 状态 的 考 中 ,网 横 型 写成 
dS/dt = - ARSE, ddt = RSYT- HH, dRAdt = ri. (4-8) 
从 另 一 角度 来 看 ,在 t4-1) 式 中 ,BSi 为 传染 率 ,而 其 年! 应 代表 在 单位 时 间 内 每 
一 个 易 感 者 接触 染病 者 的 概率 , 称 为 接触 率 . 这 里 接触 率 是 上 的 线性 隙 数 , 没 有 考 
虚 乙 和 状态 . 如果 增 加 愧 和 状态 的 考虑 , 则 模型 写成 
dS/dt = Sg(D), di/dt = Se(D) -rl, Ad = rf. (4-9) 
如 果 传 染 力 和 接 裔 率 都 考虑 饱和 状态 , 则 模型 汶 
dsrde = - HHOU, S$}, diA/dt = IHCI,S) -rr, dRAdt = ri; (4-10) 
例 8 非 线性 接触 率 SI 模型 的 阔 值 . 
全 = 一 让 门 ， 
dvd = sg(D) -rR=1-$~-1. 
假设 应 数 5: 及 ,一 以, 连续 有 界 函 数 ,满足 条 件 : 
1 对 所 有 x 所 RR, ,有 g(x) 3 站; 
gt0) = 0 
了 存在 一 个 正 数 * > 0, 使 对 所 有 x ER,, 有 gtx) < ci 
4 8 的 导数 在 及 , 内 的 任何 区 间 内 存在 ,有 界 , 并 且 g' (0) > 0; 
多 对 所 有 x 所 及 ,有 gx) 和 六 50)7. 声 始 条 件 :Sf0) = S50 > 0,10) = 丰产 
0,R(O} = 0,S0+ 而 = 1， 
定理 # 1 系统 (4-11) 正 初始 值 的 解 对 任何 :保持 为 正 , 即 5(2) > 0,1(1) > 


{4-11) 


人 0; 
2 所 有 解 一 致 有 界 ; 
了 区域 D 是 系统 (4-12) 的 一 个 正 向 让 变 集 ,这 里 
D= 13, 站 1330 az03S+ 了 十 ， 
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定理 9 如 果 (S(0), 11)) 是 系统 (4-11) 在 区 域 D 内 任意 一 解 , 则 有 

LP lim St 1) = st%) » 0; 

2 如 果 g 0)zr > 1,; 则 jw) 开始 是 单调 增加 ,但 增加 到 一 个 最 大 值 后 减少 赵 
于 零 ; 
3 如 果 g(0)Ar < 1, 则 7) 单调 减少 趋 于 零 . 

例 9 非 线 性 传染 力 有 种 群 动力 SIRS 模型 

dsA/dt = — IHUI,S) -bri Ben, 
(aa = IH(OL,S) - (b+ vl; (4-12) 
dRAdf = WW -Ch + rin. 
其 中 ,HL7.3S) 是非 挨 性 传染 力 ,# 是 自然 死亡 率 ,有 六) 是 出 生 罕 ,NW = S+ 1+ 民 为 
大 口 总 数量 , 设 新 生 凤 儿 为 易 感 者 ,v 是 移 陈 率 ,r 是 失去 免疫 力 的 报 率 , 设 B(N) 
和 HCI,S) 为 可 微 孙 数 且 对 于 所 有 的 30 有 HC,0) = 0:38/95 > .把 三 个 方 
程 相 加 ,有 
dN/dt = BCN) - bN. (4-13) 
假设 (4-13) 有 唯一 正平 衡 点 mw > 0, 且 是 全 局 稳定 的 , 换 句 话说 ,系统 (4-12)》 有 一 
解 平面 $+ [+ R = M0, 且 系 统 (4-12) 所 有 正 初 始 值 的 解 都 痢 近 于 这 个 平面 . 这样， 
只 要 考虑 在 这 平面 上 解 的 渐 近 性 质 , 方 程 化 为 


di/dt = IH(I,No ~ fT- Ry- (b+ v)l; 
-14 
‘agar vi (b+ riR. (4-14) 
当 HH = KP 时 , 则 系统 化 为 
di/dt = KPS ~ (5 + v)1; 
{ir =wW- (b+ r)R. (4-15) 


当 站 = 古 23 时 ,并 经 无 量 网 化 变换 后 ,系统 化 为 

drrdf = aft$S—{, dRAdi = nit- Reh), {4-16) 
其 中 ,4:5 为 正常 数 .5 = A -了 - 员 ,Wo > 0 为 常数 ,因为 5 人 ,所 以 只 要 在 六 
内 考虑 

DifiszOR=O0+REG Ml. 

易 知 系统 (4-16) 在 内 有 三 个 平 效 点 : 0(0,0), PCh, Ri) 各 记 ( ,号 2) .不 妨 设 1 
< 五 ,在 适当 的 条 件 下 系统 {4-16) 在 P; 的 外 围 可 以 出 现 两 个 极限 环 , 且 出 现 同 宿 
轨道 的 存在 性 (参见 文献 [6]). 


4.4 ” 非 正比 移 除 率 的 传染 病 模 型 


加 由 KM 模型 
dS/de = - BSI, dl/dt = BSI -rH, dR/dt = HH. (4-17) 
在 模型 (4-17) 中 , 移 除 率 为 .这 里 为 常数 , 写 为 一 , 则 常数 < 为 平均 染病 周 
其. 系统 (4- 17) 的 第 二 个 方程 等 价 于 积分 方程 
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12) = | BS C7)ert ngs, (4-18) 


其 中 函数 et' 表示 染病 者 得 病 后 经 过 时 间 ; 仍 为 染病 者 (未 印 ) 的 概率 .显然 有 
| tt = (平均 桨 病 周期)， 
在 KM 模型 中 使 用 了 这 个 简单 的 概率 函数 -5 如果 改 用 - 般 的 概率 函数 p(S) , 则 
积分 方程 (4-18) 为 
Ht) = | gs) (x) pl — xydx. 


设 p(0) = 1,r = | p(S)dS, 因 此 非 正比 移 除 率 的 传染 病 模型 为 
d5vdi = - 851i 
| - J gs Tp _ x)dx. 


例 10 微分 差分 方程 SEIS 传染 病 模型 . 
SFEIS 模 型 区 别 于 SS 模型 在 于 在 SEIS 模 型 中 增加 了 下 上 类 { 庶 病 省 类 ) ,这 一 类 人 


已 受到 疾病 的 传染 ,但 未 发 病 , 不 传染 其 他 的 易 感 者 ,其 传染 机 制 为 5 + [一 E+ 


EE 一 11 一 + S. 假 设 $+ 1+ EE = 1, 按 KM 息 设 建 模 应 为 
dSsAdt = — bsi + cl, dEAdt = 3- rk, didt = 中- el. 
如 果 由 E 类 到 1 类 的 概率 沙 数 不 是 指数 函数 ,而 是 踢 梯 分 布 
(9 = {1 当 0 < $erH: 
rn “Ll0， 当 #>r 时 . 
如 果 用 xt) ,yl 和 zt) 分别 代 表 5 类 .EE 类 和 和] 类 并 时 刻 | 的 大 数 , 则 SEIS 
模型 为 


{4-19) 


dxtt)/dt = brtt — cr}y{t— ry extt); 
(aa = ex(t) — bart y(t); (4-20) 
dzfzyzdt = bxtt) y(t) 一 人 try — 5)], 
其 中 
s(t) = 1 -x(t) ~ y(t), 
因此 有 
Ox 万 1l, erel， Qa l1. 
设 当 1 EL- 5c,0] 时 , (wx(0,y(2)) = 《xol2) ,7Y(0)) .这 里 函数 xo(1) ,jolt) 在 
[- r,0] 上 连续 并 县 0 < af 105 yt) 过 1 
定理 协 车 {x(1) ,y(t)) 是 上 面 初 值 问题 的 任意 解 . 则 
x(t) y(t)) 对 一 切 1 > 0 存在 ,并 0 和 x) I0s yD al: 
2 如 果 0 < 5 万 6, 则 系统 (4-20) 所 有 位 于 正 象限 Co 内 的 解 , 当 上 一 w 时 都 
溺 近 于 (0,1); 
3 如 时 0 < ec<5, 则 平衡 解 人 0,1) 是 不 稳定 的 ,并 且 位 于 G6。 上 前 所 有 其 他 的 
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解 (xfisyfb) 关 {0,1). 当 + 一 w 时 都 新 近 于 正平 奖 解 14” ,y") ,其 中 


-ec. # 二 
Bl+re)’ 7 >»b: 


4.5 ”离散 时 间 传 染病 模型 


例 11 无 种 群 动力 离散 SI 模型 . 

假设 所 研究 的 地 区 人 口 (种 群 ) 的 总 数 (总 密度 ) 是 不 变 的 ,把 此 地 区 人 口 分 成 
两 类 ,以 1) 表示 在 时 刻 :时 染病 者 的 数量 ,5(1) 表示 易 感 者 的 数量 ,NN = St + 
ff 为 人 口 总 数 生 , 设 为 常数 ;以 请 记 S 类 中 的 每 一 个 大 上 在 单位 时 间 内 与 工业 中 
任 一 个 大 BE 产生 有 效 接 租 的 概率 , 记 站 二 1 ~ 请 去 e-*; 则 为 起 与 B 不 产生 有 效 接 
钥 的 概率 ,因此 Yo 表 了 示 5 类 中 任 一 给 定 的 易 感 者 A 在 单位 时 间 内 不 和 I 类 中 任何 
一 个 人 产生 有 效 接 和 触 的 概率 .由 以 上 假设 可 以 知道 ,在 单位 时 间 内 新 被 传染 而 得 病 
的 染病 者 数 为 


上 
区 


SOT- snD] = SOO -ed = H+ 1). 
在 :+ 1 时 齐 易 感 者 的 数量 
Ste 4 1) = Si -I++ 开间 = Se 4 4), 


又 有 
St + I = N. 
为 了 简单 ,引进 标准 化 变换 . 
Ne) = Nx1Ct), Str) = Nxs( ti， dN 二 二 
则 离散 时 间 31 模 型 为 


at+1) = fp[l- e “rn ], 
za 1) = x te, + rt = 1. 
把 后 面 两 式 代 入 第 一 式 , 并 以 x 民 普 xz, 以 n 民 兰 : 有 
tn = (lx)(l-e”), 4>0. (4-21) 
定理 让 ”如果 0 < 4 < 1, 则 对 任何 xo EE [0,11, 从 xo 出 发 ,方程 (4-21) 的 解 
x: 当 nn 一 时 ,入 一 0; 如 果 4 > 1, 则 当 n 王 品 时 ,入 一 x*E€ (0 十) 这 里 zx- 
满足 方程 
x* = 1x")(- et ), 
例 卫 无 种 群 动力 离散 SIR 模型 . 
类 似 于 例 和 9 的 推导 , 设 移 除 率 r = 1, 则 模型 为 
Hetl) = SCOL - etd], St+1) = 78) + S(t)e st), 
REF+ 1 = TD), Sle)y + Rt) + Hr)y = 1. 
标准 化 后 可 得 到 SIR 模型 
5 = 【1- x 入) (4-22) 
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索 引 


使 用 说 明 :] .本 索引 收 骤 了 本 卷 正文 中 用 黑体 排 印 的 大 部 分 林 语 ， 
2, 森 语 惊 第 一 字 的 读音 按 汉 语 拼 音字 母 表 顺 序 排列 ,如 果 拼 音 相 同 , 杠 
据 音 调 , 接 阴平 ,阳平 ,上 声 \、 去 声 、 轻 声 的 次 序 排列 .如 果 音 和 音调 忆 
相同 , 按 总 苇 画 数 排 列 . 
3. 以 特 号 .数字 吉 学 母 起 首 的 末 语 , 按 特 号 . 数 宁 ,拉丁 字 寻 . 希腊 字母 的 
顺序 ,分别 全 中 排 在 以 肖 字 起 首 的 求 语 前 面 . 其 中 字母 依 首 写字 母 核 


字母 的 顺序 排列 . 
4. 以 教学 家 译名 为 普 的 木 话 ( 鲍 如 ,人 博 里 时 赤 换 ), 依 译名 按 汉 宇 的 排 法 
排列 . 
5, 术 语 后 面 的 数字 ,表示 庐 术 语 出 再 在 本 书 中 的 页 码 ， 
了 奇 分 酚 128 
以 符号 ,数字 起 首 的 术语 用 群 170 
. 所 空间 1 的 
{oj 公理 607 瑟 稳 定 487 
(P) 公 理 607 KAM 定理 755 
H 类 功能 性 反应 系统 966 KM 传染 病 模型 ”989 
上 型 冯 ' 诺 帮 癌 代数 ”336 上 不 动 置 挠 类 ”人 
亚 类 功能 性 反应 系统 966 上 上缴 强 连通 ”114 
于 型 油 - 庶 仇 曼 代数 ”336 上 阶 细 焦点 506 
所 理论 190 
以 拉丁 字母 起 首 的 术语 所 连通 112 
上 £ 图 办 盖 144 
ADDE 553 上 画 双 覆盖 ”14 
C 代数 334 上 团 短 盖 的 ”137 
Co 类 压缩 半 群 338 才 正 虽 110 
CDDE 553 旧 矩 阵 437,978 
C+ 截面 224 村 夭 阵 的 消 元 法 ?11 
rs 结构 稳定 723 NDDE 5$3 
Cn 稳定 723 NFDE S60 
C0' 通 有 730 n 次 多 项 式 系 统 531 
尼 区 微分 ) 流 形 165.204 n 维 同 伦 群 131! 
CW 算 形 163 六 关系 761 
D* (Nn) 分 布 356 Pp 进 逻 辑 导 数 ”369 
了 因子 126 P 维 单 形 152 


" O08 + 


P 问题 与 NP 完全 问题 对 
Razumikhin 条 性 ”580 
Razumikhin 型 定理 ”530 
RDDE C553 
RDDE 的 基础 解 3568 
RDDE 的 通 解 ”569 
RFDF $59 

人 Signorini 问题 ”695 
SIRS 模型 ”名 9 

SIR 模型 9588 

Siefan 问题 的 7 

下 空间 154 

Uzawa 型 算法 ?13 

VP 汉 西法 582 


以 希腊 字母 起 首 的 术语 


-极限 集 721 

3 型 网 斩 ] 

4 边 和 连通 112 

工 局 部 有 限 的 ”159 
二 广义 尔 数 ”383 
wta}) 极 限 集 ”500 
如 共 斩 722 
楼 限 集 了 1 


以 汉字 起 首 的 术语 


点 


阿达 马 有 限 植 ”395 

埃 尔 米 特 样 条 隔 数 插值 919 
林 尔 他 朗 定理 39 

艾 伦 伯 格 - 考 克 莱 乱 空间 177 
鞍点 法 “782 


巴 拿 替 代数 330 
巴 拿 赫 空 间 312 


近代 数学 着 


半 单 的 代数 ”332 
半 对 人 台 304 

半 稳 定 极限 环 524 
侍从 ”190 

伴 算 子 622 

伴随 表示 ”281 

保 调 变 换 ”340.744 
人 梨 接 收缩 ”161 

内 蒂 数 175 
贝 忻 塞 引 理 36 
贝尔 空间 1353 

本 迪克 松 准 则 524 
本 征 向 量 671 

本 征 值 “571 

逼近 速度 824 
比较 原理 463 
闭 包 150 

闭 轨 线 ”523 

闭 集 150 

闭路 空间 ”169 

闭 算 子 ”和 23 

闭 子 群 ”好 

边 集 109 

边 { 点 ) 色 数 133 
边 材 盖 127 

边 割 集 112 

边 集 109 

边界 ”150 
边界 单 边 约 束 疝 题 698 
边界 点 ”150 

边界 流 形 248 
边 连 通 度 112 
边缘 算 子 173 

变 差 缩减 ”92 
变 分 不 等 臣 694 
变换 群 215 

变 系 数 沙 特 卡 - 沃 尔 泰 拉 竟 争 焕 型 
973 

蛮 异 原始 递归 式 ”33 


遍历 变换 ”340 
遍历 性 理论 741 

标准 基本 解 和 矩阵 447 
波 波 夫 准则 483 
波 利 亚 定 理 中 

伯 轧 斯 坦 不 等 式 824 
伯 思 斯 坦 定 理 825 

伯 努 利 拓扑 移 位 750 
博 雷 尔 集 933 

补 树 117 

不 变 集 500,722 

不 可 分 解 正 汉 陋 ”333 
不 可 解 度 论 ”35 

不 稳定 434,576 

不 稳定 流 形 724 
布 劳 威 尔 度 185,343,668 
布 列 斯 丁 展 开 法 791 
布 普 索 夫 - 察 布 宁 斯 基 反 应 03 


莽 数 群 ”231 

参数 样 条 曲线 925 

测 地 流 ”737 

播 补 空间 616 

插值 函数 807 

搬 值 余 项 810 
差分 微分 方程 {DDE) 552 
常数 时 灌 科 尔 莫 蕊 罗 夫 模型 ”969 
常数 时 洁 效 特 卡 - 沃 尔 泰 拉 捕 食 模 型 
970 

党 系数 线性 方程 组 438 

超 临界 分 支 解 677 

超 平面 318 

超越 整 国 数 ”365 

陈 翔 炎 方 法 524 

持久 性 函数 ”977 
抽象 {( 单 纯 ) 复 形 163 

稳定 算 子 ”322 

祖 密 子 集 1533 


引 


出 次 110 
初等 等 价 模型 2 
初等 链 Hi 
初等 奇 点 ”505 
初等 子 模型 ”23 
初始 集 ”555 
初始 拓扑 183 
次 110 

其 (全 ) 空 间 167 
共 EF 的 示 性 类 ”1 名 
共和 等 价 ” 18 

共 图 山 167 

以 映射 168 

相 奇 点 305 


D 


带 等 词 的 谓词 多 辑 演算 11 
单 参 数 子 群 272 
单 参 数 算 子 群 337 
单纯 复 形 162 
单 点 紧 化 159 
单调 算 子 700 
单 峰 极 慎 75 

单位 分 解 ”166,212 
单一 样 条 画 数 9%3 
单 障碍 问题 ”的 8 
单 重 环 527 

导 集 150 

道路 (连通 ) 分 支 ”156 
德 拉 姆 上 同调 和 群 177 
等 光滑 度 样 条 钙 数 ”906 
等 价 类 ”好 
等 距 节 点 ”910 
迪 尼 导数 436 

底 空 间 167 

第 二 网 集 13 

第 二 可 数 性 公理 153 
第 一 纲 集 153 

第 一 可 数 性 会 理 153 


: 1000 ， 近代 数学 卷 


典型 纤维 167 范 数 312 
点 导出 子 图 111 非 阿 基 米 德 赋 合 ”373 
点 荐 六 ”127 非常 稳定 性 ”471 
点 开拓 扑 159 韭 紧 性 测度 346 
点 恋 收 襄 拓 卸 159 非 退 化 临界 点 187 
定 态 解 ， 576 非 线 性 通过 ”865 
定向 151 非 线 性 传染 力 ” ”992 
定义 方程 684 . 非 线 性 接触 率 引 模 型 ”991 
到 看 图 条 件 755 非 游 功 集 ”722 
动力 系统 500.720 非 正 常 结 点 ”503 
动态 逻辑 4 韭 周期 隙 数 的 频 庶 422 
冻结 系数 法 448 非 利 波 夫 定 理 ”526 
村 拉克 函数 法 ”524 斐 波 那 契 床 列 75 
度 攻 (抽象 ) 动 力 系统 ”741 费 耶 和 829 
度量 坑 “744 分 布 了 上 的 导数 457 
上 度 基 拓扑 ”150 分 布 的 傅 里 叶 变换 362 
端点 316 分 布 的 运算 357 
对 称 算 子 326 分 布 的 支 集 358 
对 偶 表 示 298 分 布 空间 355 
对 偶 定 理 181 分 布 时 兴 557 
多 分 子 反应 速度 951 分 步 法 548 
才 面 体 162 分 类 空间 1 名 
多 种 微生物 混合 培养 模型 984 分 离 ”15 
多 重 愧 和 反应 速度 955 分 离 非 线 性 变 域 系 统 477 
名 重 环 527 分 离 公理 154 
多 重 图 109 分 离 集 112 
多 重 网 格 法 714 分 支点 661 

E 分 支 方程 630 

分 支 解 ”后 | 

.二 次 自 催 化 反应 系统 952 冯 庄 贫 虹 找 数 335 
工分 图 109 弗 雷 德 桨 姆 指数 ”671 

F 带 雷 欣 导 数 664 

弗 雷 欢 空 间 311.361 

发 散 基 直线 531 弗 雷 软 偏 导数 ”664 
阀 图 138 符 导 动 力学 749 
友 向 延 拓 599 复 ( 解 析 ) 流 形 165 
汉 概 括 公理 18 复 单 李 代 数 ”21 
注 消 微分 方程 557 复 释 空间 169 


汉 轿 124 复合 极限 环 524 


复 李 群 ”209 

复 形 62 

人 情 里 叶 - 拉 北 拉 斯 变换 式 ”365 
傅 里 叶 变 换 350 
傅 里 叶 积 分 773 

赋 范 线性 空间 ”312 

赋值 映射 ”159 

赋 准 范 线 性 空间 ”311 

往 益 “157 

禾 盖 叶 数 279 


蔓 尔 范 德 表 示 。 332 
概括 原则 12 

甘 考 系统 37 

高 阶 奇 点 305 
高 斯 模型 9%66 
误 斯 型 公式 ”894 

哥 德 尔 不 完全 性 定理 37 
前 德尔 完全 性 定理 24 
请 间 原 理 91 

割 边 112 

着 点 112 

割 向 量 118 
格拉 斯 汉 流 形 189 

和 根 116 

公理 153 

公理 4 739 
功能 性 反应 模型 ”965 
共 二 算 子 322 

共振 条 件 756 

构造 群 167 

碧 立 点 180 

古典 集合 论 (朴素 集 台 论 ) 12 
固定 群 216 

光滑 流 形 1 的 

广 画 的 4 阶 导数 413 
六 一 的 4 阶 原 函数 ”412 
广 枉 的 乘积 407 


引 1001 。 


广 函 的 防 数 399 
广 函 的 卷 积 4I0 
广 攀 的 直 积 408 

广 六 导数 (分 布 导 数 ) 387 
广 立 傅 里 叶 级 数 839 
广 闷 军 零 算 了 326 
广 记 上 同调 1%0 
广 交 完 全 性 定 甸 24 
广 包 旋转 向 量 场 ”528 
广义 中 介 球 辑 41 
归纳 极限 拓扑 354 
轨道 ”3721 

轨 线 ”500 


H 


喧 尔 方法 799 
哈密 顿 ( 有 向 ) 医 | 122 
哈密 顿 链 ”122 
哈密 顿 圈 122 
靖 数 的 支 集 90% 
议 诺 塔 问题 7] 

豪 斯 儿 夫 测 但 ”930 
濠 斯 志 夫 度量 ”7331 
褒 斯 宪 夫 空间 154 
合作 柔 统 9%9 
核算 子 327 

赫 尔 维 获 判 据 439 
严 攻 分 裂 195 

赫 维 赛 德 函数 380 
恒 化 器 986 

恒 北 器 中 捕 傅 铺 培养 模型 ”986 
横 截 ”184 

横 截 同 宿 轨道 ”754 
后 继 函 数 判 别 法 ”505 
后 效 过 程 558 

弧 109 

弧 集 109 

红 强 连通 度 1 
环 109 


1002 ， 
环 面 双 曲 目 同 构 736 
色 增 广 疝 ”383 
组 增 广 蔷 隧 数 的 情 里 叶 变 换 
摘 位 334 
惠 特 尼 C' 帮 扑 ”132 
混沌 ”748 
混 剖 动力 学 748 
混合 路 ”120 
混合 欧 拉 问 路 ”12D 
混合 欧 拉 路 ”120 
霍 普 费 德 神经 网 络 487 
雷 普 堪 分 支 527,686 


J 


和 迹 335 

积 空间 “152 

积 拓 扑 ”152 

基 150 
基本 初 值 问题 54 
基本 割 117 

基本 晴 数 ”381 
基本 沙 数 空间 381 
基本 解 ”561 

基本 圈 117 

基本 群 171 

基本 周期 ”721 

基 向 晤 场 ”232 

极 大 非 哈密 顿 图 124 
极限 环 523 

极限 集 721 
极 小 上 连通 ”112 
极 小 4 边 连通 112 
极 小 集 722 
急 降 函数 ”382 

急 降 函数 的 傅 里 叶 变 换 418 
集合 的 看 在 性 公理 16 
集合 稳定 性 473 
集 压 缩 映射 ”346 
几何 判 据 441 


近代 数学 郑 


几何 实现 163 
几何 无 关 1 避 
计算 复杂 性 34 
既 约 表示 333 
加 细 157 

坚 填 度 123 

兼 纳 集 存 在 定理 如 
简单 本 征 值 671 
简单 链 111 
简单 图 109 

肖 近 等 价 763 
新 近 分 支 乒 6 
渐 近 寡 级 数 767 
淅 近 稳 定性 434 
渐 近 序列 764 

活 近 展开 765 
渐进 稳定 676 
交代 群 4 

焦点 ”505 

焦点 世 ”506 

有 阶 关 系 ”763 

结 点 ”502 

结构 常数 ”261 
截断 晒 数 ”352 
截断 网 380 

截断 序列 ”331 
截面 ”168 

解 的 存在 唯一 性 497 
解 的 精确 指数 界限 571 
解 的 延 拓 498 

解 对 参数 与 初 值 的 连续 性 ”499 
解析 5665 

解析 广义 隙 数 ” ”399 
紧 化 159 
紧 开 拓扑 159 

紧 空 间 157 
紧 李 代数 286 

紧 李 群 ”284 

紧 算 子 325 


紧 司 伦 345 

紧 支 广 函 了 的 全 里 叶 变 换 式 
紧 支 函数 ”380 

紧 支 集 355 

紧 致 性 定理 25 

近代 公理 集合 论 12 

温和 人 16 
唐人 子 流 形 1 的 
就 范 直 交 系 314 

局 部 不 稳定 集 724 

局 部 道路 连通 化 ”156 
局 部 基 153,316 

局 部 结构 稳定 722 

局 部 可 度量 化 ”159 
局 部 李 群 269 
局 部 连通 155 
局 部 连通 空间 
局 部 强制 ”706 
局 部 凸 空间 316 

局 部 拓 补 共 和 722 
局 部 稳定 集 724 
局 部 有 限 ”152 

局 部 域 372 

局 部 域 分 析 372 
局 部 坐标 系 164 

具有 紧 支 的 奇 蜡 上 同调 181 
聚 点 15 和 

萌 点 紧 空 间 157 
卷 积 代数 414 

绝对 稳定 ”4 生 3 
绾 灭 性 函数 ”977 

均值 旺 数 ”612 


421 


156 


卡特 度数 ”83 
开 集 149 

开 映 射 ”323 

凯 芋 定理 58 
康 托 尔 油 度 944 


索 
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康 托 尔 三 分 集 936 
柯 西 问题 497 

科 尔 莫 已 罗 夫 黄 食 系统 969 
汉 : 科 赫 曲 线 。 937 
可 比较 图 137 

可 定向 上 图 双关 座 
可 度 甚 化 空间 59 
可 分 的 ”13 

分 玖 图 138 

可 计算 性 可 判定 性 30 
可 和 解 李 代数 ”264 

可 平面 图 4111.030 
可 宅 分 空间 ”1 名 
可 数 紧 空间 ”157 

可 缩 的 161 

克 林 三 值 逻辑 系统 4 和 
空间 381 
空间 周期 轨道 
空 图 109 
快速 恢复 排斥 极 
亏 指数 326 
扩张 不 动 点 755 
扩张 于 空间 723 


144 


957 


?7535 


拉丁 方 102 

拉 格 朗 日 插 信 公式 ”808 
拉 格 朗 日 焰 定 465 

拉 加 如 168 

拉 慕 塞 数 93 
拉 鞭 塞 问题 3 

拉 普 拉 斯 变换 东 426 
拉 普 拉 斯 浙 近 积分 公 武 ”775 
拉 普 拉 斯 道 变换 式 ”426 
拉萨 尔 不 变 原 理 461 
药 兴 谢 芯 数 ”181 

著 赛 符 阵 模型 ”964 
勒 让 德 变 拉 ”345 

勒 让 德 多 项 式 ”847 
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勒 雷 - 纪 德尔 度 ” ”344 ,670 
类 的 存在 性 公理 15 
离散 ( 半 ) 动 力 系 统 720,745 
离散 SR 模型 994 
离散 所 模型 9%4 
离散 时 间 单 种 群 模 型 ”站 1 
离散 时 小 ”557 

离散 拓扑 ”149 

获 最 度量 252,255 

药 曼 流 形 252 

李 变 换 群 281 

李 尼 元 ” ”235,261 

李 导 数 ”233 

李 群 268 

李 雅 普 诺 夫 函 数 435,982 
李 雅 普 诺 夫 直 接 法 450 
本 雅 普 诸 夫 指 数 ”743 


里 斯 指数 ”671 
理想 ”262 
利 纳 德 方程 525 
连通 了 因子 128 
连通 度 ”112 
连通 分 支 155 
连通 空间 155 
连通 图 111 
连通 子 集 155 
连续 ( 半 ) 流 72 


连续 时 潍 洛 特 卡 - 沃 尔 泰 拉 捕食 模型 
Eri 
连续 时 洁 洛 特 卡 - 沃 尔 秦 拉 竞争 模型 


链 111 

链 复 形 173 

链 伦 移 173 
链 同 伦 等 价 ”173 
链 型 捕 售 系统 979 
链 映射 I73 


邻 域 ”150 

邻 域 系 ”150 

林 德 园 夫 空间 157 
临界 不 连通 112 
临界 点 183 
临界 非 完美 图 139 
临界 元 秦 728 
刘 维 尔 条 件 756 
龙 格 现象 ”905 
龙 雪 尔 方法 1793 


卢 卡 西 维 兹 三 全 弛 辑 系统 39 


鲁 棒 稳定 性 475 
鲁 综 有 界 性 475 


重 里 叶 型 非 线性 控制 系统 481 


路 111 

罗素 悖 论 13 

逻辑 导数 ”369 
逻辑 斯 请 方程 989 

塑 辑 斯 请 模型 958 

逻辑 演算 4 

洛 特 卡 - 沃 尔 泰 拉 横 型 ”964 


M 


马尔 金 定理 45] 
马尔 萨 斯 人 人口 模 型 ”957 
马 利 雍 集 940 
泰克 译 论 集 939 

梅林 变换 ”789 

米 氏 反应 速度 954 
幕 零 李 代数 ”264 
闵可夫 斯 基 维 数 9532 
命题 亚 辑 演算 4 

模 关 流 1 

模 态 非 单调 次 辑 局 

模 态 命题 逻辑 44 

模 态 谓词 迎 辑 45 

模型 的 部 分 同 构 与 存 限 同 构 
模型 的 初等 链 与 保持 性 定理 
模型 的 膨胀 与 妇 约 ”22 


23 
26 
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模型 的 间 态 与 同 构 2 


模型 论 力 迫 法 27 P 
摩擦 问题 “699 帕 德 逼近 方法 374 
抹 光 算 于 612 排列 的 生成 ”的 
葛 尔 斯 范 数 187 庞 吉 革 -本 这 上 克 松 定理 501 
莫 尔 斯 -斯 梅 尔 条 件 ”734 庞 加 莱 变 换 518 
莫 朗 案 941 庞 加 莱 丰 等 懂 613 
莫 朗 集 的 维 数 ”941 庇 加 莱 级 数 188 
荆 男 数 5659 论 加 荣 球面 ”517 
N 庞 吉 莱 线 性 曲线 法 524 
抛物 扇形 5S11 
内 部 ”150 槛 亚 诺 定理 855 
内 时 子 ” ”281 匹配 127 
内 点 150 偏差 变 元 ”352 
的 积 313 偏差 变 元 微分 方程 552 
内 积 空间 313 偏 微分 方程 611 
内 邻 点 [10 频谱 函数 ”422 
内 自 同 构 群 ”281 平 岂 拓扑 ”149 
挠 系数 ”175 平方 通 近 393 
拟 范 数 312 芋 均 持 急 生 方 ”9%6 
道 变 回 量 236 平面 骨 人 算 社 130 
牛 屿 - 科 茨 公式 887 平面 图 111.130 
和 牛顿 插值 公式 308 平稳 位 相 法 778 
牛顿 图 683 平展 性 555 
扭 术 720 前 分 节点 ”3 
普 星 高 津 :: 分 子 模型 ”站 1 
0 谱 671 
葡 拉 变换 803 谱 半 径 ”325.331 
欧 拉 定 向 122 谱 测 度 328 
欧 拉 回 路 ”120 谱 积 分 328 
欧 拉 链 120 谱 集 324 
欧 拉 路 120 谱系 328 
欧 拉 围 ”120 
欧 拉 示 性 数 “180 2 
欧 拉 图 110 齐 次 广 闷 商 数 ”04 
偶 分 布 387 奇偶) 点 1i0 
惕 支撑 图 145 奇 闭 摇 线 5S23 
倡 置换 多 奇 点 ”500,728 


奇 点 指数 ”522 
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奇 点 的 指标 ”522 

奇 分 布 387 

奇怪 吸引 子 734 
奇异 广 困 384 
奇异 上 同调 群 1396 
奇异 同调 群 175 

麻 异 支 集 394 
热风 谢 夫 定理 ”8320 
契 贝 谢 夫 杀 项 式 ”821 
要 人 152 . 
棣 信子 流 形 ”156 
强 持续 生存 9%6 
强 导 数 ”341,611 
强 解 618 

强 连 通 112 

强 连 续 算 子 半 群 ( Co 类 算 子 半 群 ) 337 
强 算 子 拓扑 ”323 
强 微 分 341 
强 形 变 妆 缩 ”161 

强 形变 妆 缩 核 161 
强制 向 量 场 ”705 
强制 性 条 件 3700 

切 饼 集 ”943 

切 从 225 
切 赫 上 同调 ”177 
十 尼 - 洛 比 法 38381 
切 塔 耶 去 定理 458 
切 向 量 场 227 
球形 对 称 广 函 ”387 
区 间 图 138 

区 域 分 解法 716 
区 组 设计 104 

图 理 盖 ”144 
轿 双 和 替 盖 144 

圈 向 量 118 

全 参量 分 析 577 
全 局 一 致 病 近 稳定 性 434 
全 局 指数 稳定 ”434 
全 色 数 ”136 


近 拒 数学 卷 


全 时 洁 稳 定性 576 
全 着 色 136 

权 系 ”296 

缺 省 逻辑 由 


扰动 理论 444 
容 斥 原理 如 
容量 维 数 ”933 
大 次 1t0 
能 * 拓 扑 ，320 
给 46 扑 182 
弱 保 核 收缩 ”161 
弱 持 续 生 存 976 
能 导数 341.6 
弱 哈 密 顿 图 323 
弱 解 0618 

弱 可 导 ”341 

弱 可 微 ”341 

纶 收 钱 ”390 

弱 收 缩 核 161 
弱 算 子 拓扑 323 
弱 拓 扑 、，320 


SS 


三 次 科 尔 莫 戈 罗 办 系统 ”542 
三 角 划 分 图 138 
三 角 精 确 度 897 

三 重 侈 和 反应 速记 955 
森林 111 

刻 科 夫 斯 基 序 751 

商 代 数 ”262 

商 空间 ”152 

上 上 群 ”170 

上 上 六 空间 170 

上 边 委 算 子 173 

上 同调 群 173 

生成 (支撑 ) 于 图 111 
施 瓦 冀 导 数 ”749 


施 瓦 兹 广 陋 ”383 
施 瓦 兹 空间 ”360 
时 坊 逻 辑 4 

时 谐 逻 辑 斯 详 方 程 959 
实 解 析 流 形 204 
详解 析 上 映射 ”165 
实 暴 李 群 288 

实 李 群 ”269 

实 铅 晤 从 ”168 
实用 稳定 性 476 
收 襄 ”151 

收缩 核 161 
收缩 子 空间 723 
权 111 
树 的 次 序列 116 
数理 逻辑 3 
数值 积分 885 

双 欧 拉 圈 ”1 加 
双 曲 不 变 集 ”735 
双 曲 不 动 点 ?23 
双 朋 月 形 511 

双 项 周期 点 723 
双 园 120 

斯 蒂 弗 尔 流 形 ”189 
斯 梅 尔 函数 ”195 
斯 托 克 斯 定理 249 
速度 图 变换 647 
算 子 型 NFDE #04 
缩 和 和 1 的 

索 伯 列 夫 空间 612 


T 


特征 方程 564 

特征 方程 的 根 链 ”566 
特征 群 ”374 

特征 映射 164 
梯度 向 量 场 730 
秆 充 测 度 931 

填充 维 数 ”51 
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条 件 稳 定性 474 
贴 附 裤 间 16 
贴 附 映射 161 
贴 侣 集 的 4 
同调 群 153 
同 构 111,277 
辣 构 知人 23 
司 伦 160 

同 伦 等 价 161 
同 伦 算法 713 
同 有 是 “1$2 
同 肽 出身 ”152 
同 胚 于 ”1 有 2 
同 奇 侦 子 图 135 
局 态 277 

桶 式 空间 316 
投射 167 
投影 314 
投影 赵 松 地 法 ?711 
透镜 空间 195 
凸 渤 泵 ”317 

图 109 

图 山 165 
图 卡 164 

图 灵 棉 31 

图 灵 可 计算 3 
画报 盖 数 ”137 
团 阶 47 

悄 岁 方程 634 
圈 圆 飞 形 516 
椭圆 算 子 621 
拓扑 不 变量 1352 
拓扑 等 价 153 
拓扑 ! 半 ) 动 力 系 统 720 
拓扑 度 566 
大 扑 亲 ”722 
拓扑 空间 149 
拓扑 流 形 04,2303 
拓扑 滴 747 
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拓扑 厂 性 空间 315 
ww 


外 代数 ”243 

外 尔 房 ”288 

外 汞 基 288 

外 积 243 

外 邻 点 110 

外 柱 分 245 

外 形式 从 ”244 

完备 度量 空间 1 入 
完美 匹配 (1 因子 ) 127 
完美 图 137 
完全 一 部 图 110 

于 全 图 109 

完全 有 界 158 
完全 有 界 集 315 
万 有 GA 人 189 

轿 有 示 福 类 491 

网 151 

微分 差分 方程 SKIS 传染 病 模型 ”993 
微分 流 形 ”204 
微分 同 且 ”165 
微生物 连续 培养 模型 ”985 
围 道 积分 “781 

维 纳 - 帕 列 定理 365 
维特 利禄 盖 艇 ”934 

伪 靖 数 ” 396 

纬 重 169 

谓词 逻辑 演算 4 

白 尔 斯 特 控 斯 定理 819 
稳定 676 

稳定 极限 环 524 
稳定 流 形 724 
稳定 性 ”434,572 
活 尔 件 变 换 368,369 
沃 尔 什 分 析 366 
沃 尔 什 级 数 367 

沃 尔 泰 控 捕 食 模 型 ”入 | 


沃 尔 泰 拉 竞 争 模型 ” 吧 3 
沃 森 引 理 771 
无 处 稠密 集 ”153 
无 环 条 件 740 
无 穷 公 理 14 
无 穷 小 生成 元 337 
无 穷 远 奇 点 520 

匹 限时 湛 汉 函 微 分 方程 
无 限 图 109 

无 向 图 109 
无 中 介 原 轴 18 


吸收 集 315 
吸引 性 434 
骸 引 子 754 
需 尔 伯 特 空间 313,614 


视 尔 伯 特 - 施 密 特 算 子 和 27 


狭 祥 掀 物 方程 织 的 2 
狭 立 双 曲 方程 ”如 7 
狼 义 中 介 到 辑 41 
纤维 从 16 

线 导出 子 图 111 
线 图 134 

线性 逼近 法 ?312 
线性 艇 318 

线性 证 阔 。 347 
线性 互补 问题 “64 
线性 算 - 地 317 
线性 正 算 子 832 
线性 中 心 505 

根 定 论 ” 兄 

相对 拓扑 152 
相对 稳定 性 472 
相对 于 总 的 同 伦 兴 160 
相关 联 。 110 

相交 形式 ”1% 
相 地 1 
相同 的 伦 型 ”161 


向 量 场 186 
向 量具 292 
换 冰 数 ( 天 类 必 数 1] 436 
棉 和 i69 
协 变 向 基 236 
信念 政 正 50 
旱 形 域 612 
行 波 解 646 
形变 收缩 161 
形变 收缩 起 161 
形成 规则 6 
形式 推理 规则 6 
诈 转 向 手 。 755 
选择 公理 14 
循环 表 并 333 

TY 


亚 基 151 

亚 痢 界 分 支 解 ”677 
济 没 166 

严格 单调 算 子 700 
严格 娠 动 ”587 
样 条 国 数 ”915 

叶 摩 廉 分 类 法 “5S39 
叶子 ( 树 端 ) 116 
一 般 位 置 ”| 避 
一 舱 于 辑 形 式 语 育 20 
一 阶 差 商 904 

一 阶 模型 ”21 

~… 致 浙 近 稳定 434 
一 致 算 子 拓扑 ”323 
因子 335 

映射 度 180 
映射 柱 ”161 

有 界 . 二 次 系统 533 
有 界 集 315 

有 界线 性 算 子 30 
有 界 型 空间 316 
有 界 性 584 
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有 理 明 数 插 杭 冲 题 新 7 

有 年 龄 嫩 构 离 散 单 种 群 模 型 463 
有 限 差 分 812 

有 限 分 解 744 

有 人 限 交 性 质 157 

有 限 图 109 

有 向 集 151 

有 人 侈 树 ( 树 形 峰 |) 115 

有 向 图 19 

丁 幸 代 数 263 

丁 算 子 329 

右 删 广 函 的 拉 司 变换 式 427 
诱导 从 1 恕 

余 切 共 。241 

余 项 人知 计 3800 

预 解 集 671 

遍 图 138 

原始 递归 式 与 际 始 递归 函数 ”2 
原子 性 ”600 

约 化 0- 防 司 滑 格 176 
约 北 六 理论 191 

约 化 4- 防 问 山 群 1 了 

约 化 切 赫 上 上 同 几 18 
约 化 同调 群 “179 


曾 宪 武 定理 5 斩 
增 广 链 复 形 173 
张 基 237 

张 量 场 240 
张 量 从 ”240 
张 量 积 238 
张 芷 苍 定 理 530 
司 但 问题 “68 
真 值 表 5 
振动 性 587 
整数 天 流 132 
整数 流 ”142 
整体 存在 必 。 的 2 
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整 向 荐 295 
止 对 称 算 子 640 
正 径 国 333 
正规 本 征 值 671 
正规 公理 16 
正规 空间 154 
正规 算 子 329 
正规 子 群 274 
正 交 群 ”276 
正则 公理 15 

于 则 广 函 ”384 
正则 化 3680 
正则 化 证 果 403 
正副 化 核 380 
正则 化 序列 380 
正则 集 ”331 
正则 空间 154 
正则 元 素 289 
正则 值 183 
正则 子 流 形 166 
支撑 面 ”700 
支撑 树 116 
支撑 树 形 图 116 
支 集 380 

村 17 

直 交 画 数 系 ”839 
指数 积分 777 
指数 稳定 ”434 
指数 型 母 函数 ”76 
请 效 集 555 
置换 图 138 

中 介 不 完全 信息 推理 系统 41 
中 介 程 序 设计 语言 41 
中 介 代 数 系统 41 
中 介 模 型 力 迫 论 41 
中 但 模型 论 ”41 
中 介 原 则 ”18 
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趾 介 证 明 论 41 
中 心 。 335 .502 

中 心 流 形 ”689 
重 分 形 分 解 ” 945 
居 期 广 函 ”387 
周期 多 道 ”到 1 
周期 环 523 
周期 系数 线性 系 坊 “44 
周期 样 条 国 数 ”21 
周期 运动 ”500 
逐步 线性 插值 法 ”816 
主妇 -从 1 的 
转 称 系统 “12] 
子 空间 152 

子 空间 拓扑 ”152 
子 模型 与 扩充 裤 增 ”22 
自 反 空间 319 

自 仿 集 939 

自 共 固 算 子 326 
自然 样 条 函数 ”7 
自 认 知人 边 辑 49 
自 相 似 集 939 
自由 边界 问题 “697 
自治 系统 500 
组 合 的 生成 ”6f 
最 大 次 110 

最 大 匹配 127 

最 佳 逼 近 824 
最 小 边 复 盖 127 
最 小 边 割 集 112 
最 小 次 110 
最 小 点 闭 盖 ”127 
最 小 分 离 集 112 
最 小 偏差 865 
最 终 有 界 584 

左 不 变 向 量 场 270 
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